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Principio del massimo debole e principio del confronto

PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE

Proposizione 1. Siano I un intervallo aperto e limitato, V € L(I) ed f € L*(I).
Sia u la soluzione debole di

—u"+Vu=f in I, ue Hy(I).
SeV>0ef>0inl, allora u>0 su I.

Dimostrazione. Definiamo il funzionale
1 2 1
Flo) = [ (F@)dos; [Viartao - [ f@ypds.
21 21 I
ed osserviamo che se u e la soluzione debole del problema
" +Vu=f in I, u € Hi(I),

allora u & 1'unico minimo del funzionale F in H}(I). Siccome la parte positiva uy ¢ in Hg(I) (questo
perché uy € H'(I) e u;, = 0 negli estremi dell’intervallo I'), abbiamo che

0> F(u) — F(uy)
- ;/I(UL(HS))QdJU—F;/IV(:c)uQ_(x) d$+/lf(g;)u_($) da

1 , 2
> 2/I(u(:c)) dx

dove u_ ¢ la parte negativa di u, ovvero

Di conseguenza

e, siccome u_ € H}(I), otteniamo che u_ = 0. O

Corollario 2. Siano I un intervallo aperto e limitato e V € Ll(I) una funzione non-negativa. Siano
f1, f2 € L*(I) tali che
fi<fo su I.

Siano uy e uy le soluzioni deboli di
—uf +Vur=fi in I, up € Hi(I);

—uy+Vus=fo in I, uy € H(I).

Allora w1 <wug su 1.



CONFRONTO TRA SOLUZIONI SU INTERVALLI DIVERSI

Proposizione 3. Siano I C J due intervalli aperti e limitati. Siano v € LY(J) e V € LY (I) due
funzioni non-negative e tali che
v<V su I.

Data una funzione non-negativa f € L*(J), consideriamo le soluzioni deboli U e u di
~U"+0U=f in J, UecHNT);
—u" +Vu=f in I, u € Hy(I).

Allora U > u.

Dimostrazione. Osserviamo che le soluzioni u ed U sono entrambe non-negative; inoltre, osserviamo
che definendo u su J come
- {’LL(:L’) se x€l,

0 se zeJ\I,

otteniamo che
uANU € Hy(I) e uvUeHNT).

Quindi

5[ @745 [veri— [ e [(@ary)+5 [Veav? - [ f@wao

1
5
5| 07+ 5 [t = [ s@u<g [(@von? g [owavor - [ rmavo).
Ora, siccome

/I(u’)de—l—/J(U’)Q—/I((uAU)')2+/J((ﬂ\/U)’)2,
s+ [ s@w = [ s+ [ @@,

/Vu2+/UU2§/V(u/\U)2+/U(ZZ\/U)2,
1 J 1 J

/JVﬁQ—l—/JUUQg/JV(ﬂ/\U)2+/Jv(ﬂ\/U)2.

0 <wv(x) <V(x) e 0<uAU<uvU,

/va2+/uUQZ/V(aAU)2+/v(avU)2,

J J J J
/Vﬂ2+/vU2:/V(ﬂ/\U)2+/v(ﬂVU)2.
J J J J

In particolare,

;/j(u’)Q—F;/IVuQ—/IfUZ;/l((“AU)/)2+;/IV(UAU)Q_/IJC(“/\U)
s [ [ar [so=3 [(@vuyps] [vavor- [ savo),

e siccome u ed U sono gli unici minimi di questi funzionali, otteniamo che u = uAU e U =uVvU. [

otteniamo che

il che ¢ equivalente a

Ora, siccome

otteniamo che

e di conseguenza



