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Esercizi

PRINCIPIO DEL MASSIMO
Esercizio 1. Siano I intervallo aperto e limitato, V € L*(I) ed f € L*(I). Sia u la soluzione debole di
—u"+Vu=f in I, u e Hy(I).
Mostrare che se V>0 e f>01in I, allorau>0 su I.

Esercizio 2. Siano I C J due intervalli aperti e limitati. Siano V € L*(J) e v € LY(I) due funzioni
non-negative e tali che
v<V su I.

Data una funzione non-negativa f € L(J), consideriamo le soluzioni deboli U e u di
“U"+oU=Ff in J, UecHY)T);

—u" +Vu=f in I, u € Hy(I).
Mostrare che U > u.

POTENZIALI GENERALIZZATI

Esercizio 3. Siano I intervallo aperto e limitato ed f € L*(I). Sia p una misura di Borel su I con
p(I) < +oo. Mostrare che esiste un’unica funzione u € Hg(I) tale che

/u’cp’dm+/ucpdu = /fgodx per ogni o € HM(I).
1 I I
Diremo che u ¢ soluzione debole del problema

—u" +up=f in I, u € H(I).
Esercizio 4. Dati I = (—1,1) e u = dg, trovare la soluzione del problema

" +up=1 in I, u e Hi(I).

CONVERGENZA DELLE SOLUZIONI DEBOLI

Esercizio 5. Siano I intervallo aperto e limitato. Sia f, € L*(I) una successione di funzioni che
converge debolmente in L2(I) ad f € L*(I). Sia V,, una successione di funzioni non-negative in L*(I)
che converge debolmente in L*(I) ad una funzione V € L*(I). Sia u la soluzione debole di

" +Vu=f in I, u e Hi(I),
e, per ogni n > 1, sia u, la soluzione debole di
—upr 4+ Voup = fnn in I, Uy € H&(I).

Mostrare che u, — u fortemente in H}(I).



UN PROBLEMA CHE AMMETTE SOLUZIONE DEBOLE, MA NON SOLUZIONE FORTE

Esercizio 6. Sia [ = (—1,1). Consideriamo una successione V;, di funzioni non-negative e tali che:

(a) per ognin > 1, V, € L}(I), ma V,, ¢ L*(I);

(b) per ognin > 1, V, é supportata nell’intervallo ( — 1/ 1/2) ;

(¢) Vi — 0 fortemente in L'(I).
Per ogni n > 1, consideriamo la soluzione debole u,, del problema

—u! +Voup =1 in T, u, € HY(I).
1. Mostrare che la successione u, & limitata in H(T).
2. Mostrare che u, converge debolmente in H' e fortemente in L* alla soluzione u del problema

—u"=1 in I, w e Hy(I).

3. Trovare u.

4. Mostrare che per n abbastanza grande u,V, ¢ L*(I) e dedurre che u,, ¢ H?(I).

PROBLEMI CON CONDIZIONI DI DIRICHLET

Sia I = (a,b) un intervallo aperto e limitato in R. Sia V € L!(I) una funzione non-negativa e sia
f € L3(I). Diciamo che u & soluzione debole dell’equazione

—u"+Vu=f in I, (1)

se
/u'gp’dx—l—/Vunpdx:/gof per ogni ¢ € Hy(I).
I I I

Date due costanti, S,T € R, diciamo che u ¢ soluzione debole del problema

—u"+Vu=f in I, ula)=S, ul)=T, (2)
se u € H'(I) & soluzione dell’equazione eseu(a)=9Seuld)="T.
Esercizio 7. Mostrare che esiste al pit una soluzione debole di ((2)).

Esercizio 8. Mostrare che esiste una funzione
we HY(I), wu(a)=S, ubd) =T,

che minimizza il funzionale

Flo) =3 [P ot [Vitdo— [ faeta).

fra tutte le funzioni

peHY(I), ¢la)=5, ¢O)=T.
Mostrare che u sia soluzione debole del problema .



PROBLEMI CON CONDIZIONI DI NEUMANN AL BORDO

Sia I = (a,b) un intervallo aperto e limitato in R. Sia V € L!(I) una funzione non-negativa e sia
f € L*(I). Diciamo che u ¢ soluzione debole del problema di Neumann

—u"+Vu=f in I, u'(a) =4/ (b) =0 (3)
se
/Iu’go'dx—}—/IVugpdx:/Icpf per ogni ¢ € HY(I).
Esercizio 9. Mostrare che se u e v sono due soluzioni deboli di (3)), allora
u—v=cost su I.

In particolare, esiste al pit una soluzione debole u tale che

/u(x) dx = 0.

I

Esercizio 10. Mostrare che se V € L*(I) ed u ¢ una soluzione debole di (3)), allora
u € H*(I) e u'(a) = u'(b) = 0.

Esercizio 11. Mostrare che esiste una funzione

u 1 u\xr xr =
e H\(I) , /I()d 0

che minimizza il funzionale

Fo) =3 [P ot [Vitdo— [ faeta).

I 1

fra tutte le funzioni
o e HY(I), /(p(a:)d:c:O.
I

Mostrare che u ¢ soiluzione debole del problema .

UN PROBLEMA CON CONDIZIONI MISTE

Esercizio 12. Sia I = (a,b) un intervallo aperto e limitato in R. Sia V € L2*(I) una funzione
non-negativa e sia f € L>(I). Mostrare che esiste un’unica funzione u € H*(I) tale che

" +Vu=f in I, wu(a)=0, 4'(b)=0.

Inoltre, mostrare che se f >0, allora u > 0.

UN PROBLEMA CON CONDIZIONE DI ROBIN

Esercizio 13. Sia I = (a,b) un intervallo aperto e limitato in R. Sia V € L2*(I) una funzione
non-negativa e sia f € L*(I). Mostrare che esiste un’unica funzione u € H?(I) tale che

" +Vu=f in I, u'(a)=ula) e u(b)=0.

Inoltre, mostrare che se f >0, allora u > 0.



UN PROBLEMA VARIAZIONALE

Esercizio 14. Sia I = (a,b) un intervallo aperto e limitato in R. Mostrare che per ognip € N, p > 1
e p dispari, esistono una funzione u € C?(I) N Cy(I) ed un X € R tale per cui

—u" +uP =X u in I, u>0 in I, u(a) =u(b) =0.

UN PROBLEMA CON CONDIZIONI ALL’ INFINITO

Esercizio 15. Mostrare che per ogni f € L?>(R) esiste un’unica funzione v € H?(R) tale che

" . . : 1 _
W' +u=f in R, xll}rfoou(x)—xgr_noou(m)—O.

(a) Mostrare che se f ¢ continua, allora u € C?*(R).

(b) Mostrare che

. / . . / _

(¢) Mostrare che se f >0, allora u > 0.

(d) Mostrare che se f >0, allora u > 0.

PROBLEMA DI BERNOULLI IN 1D

Esercizio 16. Siano I = (0,400) e Q : I — R una funzione positiva in L*>(I).
Per ogni p € HY(I) definiamo

Fe) = [ () + Q) ) o

I

(a) Mostrare che se esiste € > 0 tale per cui
Q>e su I
allora il problema variazionale
min { F(¢) : € H'(I), p(0) =1}
ha una soluzione u.

(b) Trovare la soluzione u nel caso Q = 1.

PROBLEMA DELL’OSTACOLO IN 1D

Esercizio 17. Siano I = (0,+00) ed f: I — R una funzione positiva in L*(I).
Per ogni ¢ € H'(I) definiamo

Fie) = [ (@) + fa)e) do.
(a) Mostrare che esiste una soluzione u del problema variazionale
min {]—"(gp) e HY(I), p(0)=1, ¢ >0in I}.
(b) Mostrare che la soluzione u é unica.

(¢) Trovare la soluzione u nel caso f = 1.



