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Teorema di Hahn-Banach

Teorema 1 (Hahn-Banach). Sia B uno spazio di Banach. Siano V un sottospazio vettoriale di B,
C > 0 una costante e T : V. — R un’applicazione lineare tale che

|T(v)] < Cllv|lg per ogni velV.
Allora, esiste un’applicazione lineare continua S : B — R tale che:
(1) S(v) =T(v) perogni veV;
(2) 1S®)| < Clblls per ogni be B.

Corollario 2. Sia B uno spazio di Banach. Per ogni elemento b € B\ {0}, esiste un’applicazione
lineare continua T : B — R tale che T'(b) = 1.

Teorema 3 (Hahn-Banach II). Sia B uno spazio di Banach e sia V' un sottospazio vettoriale chiuso di
B. Allora, esiste un funzionale lineare, continuo e non-nullo

T:B—R

tale che
T(x)=0 perogni zeV.

IL LEMMA PRINCIPALE

Lemma 4. Sia B uno spazio di Banach. Siano V un sottospazio vettoriale di B, C > 0 una costante
eT :V — R un’applicazione lineare tale che

|T(v)] < Clv|B per ogni velV.
Dato un elemento z € B\ 'V, consideriamo lo spazio vettoriale W generato da 'V e z:
W .= {u—i—az tuevV, aER}.

Allora, esiste un’applicazione lineare continua S : W — R tale che:

(1) S(v) =T(v) perogni veV;

(2) [S(w)| < Cllwlp  per ogni w e W.
Dimostrazione. Per ogni w = v + az, con a € R, definiamo

S(w) =T (v) + aS(z),

dove la costante S(z) sara definita in seguito in modo tale d’avere

|S(w)| < Cllw||g per ogni w € W.



Per ogni u,v € V' ed ogni «, 8 > 0, abbiamo:

T(au+ pv) < Cllau+ Bv||s
= Clla(u — Bz) + B(v + a2) |8
< Clla(u — Bz)||ls + C[|B(v + az)||s
= Callu — Bz||p + CBl|lv + az|s ,

che possiamo scrivere anche come

o(T(w) ~ Cllu = 82|5) < —B(T(w) = Cllo + az]ls),

O ancora 1

5(7w) = Cllu = p2ls) < =2 (T(w) — Cllo-+ azls).

Siccome u,v € V, @ > 0 e 8 > 0 sono arbitrari, abbiamo che esiste s € R tale che:

sup {;(T(u)—CHu—BzHB>}§s§ inf {—l(T(v)—C\\v—i—az]]B)}.

ueV, >0 veV,a>0 «Q

Definiamo

S(z) =s.
Per costruzione, abbiamo che:
S(u—pz)=T(u) — s < C|lu—Bz|s per ogni ueV, B>0;
Sw+az)=T(v)+as < Clv+ az|s per ogni veV, a>0.

il che conclude la dimostrazione. O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA [Il IN UNO SPAZIO SEPARABILE

Supponiamo che B & separabile, ovvero che esiste un sottoinsieme denso numerabile C = {¢;, },>1 di B.
Consideriamo la successione di spazi:

Vo=V, To=T:Vy = V;

Vo1 se ¢n € Vs
V, =
{u—l—o«bn cueVuq, a ER} se ¢Op & V1.

e mappe
T,:V, =R

costruite nel Lemma[d Allora, per ogni n > k si ha:
Vk C Va e Tk =T, su Vk.

Sullo spazio vettoriale
Voo 1= | Va,

n>1
definiamo la mappa
Tw : Vo =& R

come
Too(u) = Tk (u) per wu € V.



Per costruzione
|Too(u)] < C|lullp per ogni u € V.

Inoltre, V € un sottospazio denso di B. Per ogni u € B definiamo 7T'(u) come
T(u) = nlglgo Too(un,)
per una qualsiasi successione
Un € Voo con |un — ullg = 0.
Allora, T' &€ una mappa lineare e continua su B e

|T(u)] < C|lu|lp per ogni u € B,

il che conclude la dimostrazione. O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA III NEL CASO GENERALE
Consideriamo la famiglia X’ di coppie spazio-mappa (W, .S) tali che:
o VCWCB;

e S: W — R ¢ una mappa lineare limitata tale che
|S(w)| < Cllwllz  per ogni w € W;
e S=TsulV.
Su X consideriamo la relazione d’ordine (W71, S1) < (Ws, Sa), se:
Wi cWyCB e So =51 su Wi.
Data una catena C in X, consideriamo la coppia (W, Seo) € X definita come

We = U W Soo(w) := S(w) perogni weW edogni (W,S)eC.

Per costruzione, (W, Ss) € un maggiorante di C. Allora, per il Lemma di Zorn, esiste un elemento
massimale

(Wmama Smam) cX.

Infine, per il Lemma |§| si ha che necessariamente Wy, = B. ]

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA
Sia z un qualsiasi elemento in B\ V. Siccome V' & chiuso esiste un raggio € > 0 tale che
B.(z) c B\ V.
Sia W lo spazio generato da V e z:
Wz{v+az tv eV, aG]R}.
Definiremo un funzionale lineare e limitato S su W tale che

S(z)#0 e S(v)=0 perogni veV.



D’ora in poi procederemo esattamente come nella dimostrazione del Lemma [ Per ogni
w=v+azeW,

definiamo

S(w) = aS(z).

Per scegliere il valore di S(z) osserviamo che, siccome B:(z) NV = {), abbiamo che

inf ||[v—z|| > e.
veV

Quindi scegliendo
S(z) =¢>0,

otteniamo che per ogni o > 0 abbiamo
1
S(v+az)=aS(z) =ac < oz||av + 2| = |lv+ az|s
e analogamente
1
S(v—az)=—-aS(z) = —ac> —a||-v—z|p=—|lv—az|s .
@
Di conseguenza, otteniamo la seguente stima per ogni « reale:
|S(v+ az)| < |lv+az||p perogni aecR.

Quindi,
|S(w)| < |lwlls  per ogni w e W.

Ora, per il primo teorema di Hahn-Banach (Teorema [1)), possiamo estendere S ad un funzionale lineare
continuo 7' : B — R. O



