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Convergenza debole

CONVERGENZA DEBOLE IN LP({)) ED IN SPAZI DI BANACH

Siano p € (1,400) ed Q C R un insieme misurabile secondo Lebesgue. Diciamo che una successione
fn € LP(Q) converge debolmente a f € LP(f2) (e scriviamo f,, — f in LP(Q)), se:

| h@g@rde > [ fag@)de perogni g€ (@),
Q Q
dove, come al solito,
p
p—1
Pit1 in generale, dato uno spazio di Banach B, diciamo che una successione u,, € B converge debolmente
a u € B (e scriviamo u, — u), se

T(up) — T(u) per ogni TekB,

q:=

dove B’ ¢ lo spazio duale di B.

Inoltre, diremo che una successione u,, € B converge fortemente a u € B (e scriviamo u,, — u), se

i fun — ulls = 0.

Unicita del limite debole in L?((2)

Osserviamo che se una successione u,, € LP(£2) converge debolmente, allora il limite debole & univoca-
mente determinato. Infatti, supponiamo che esistono due funzioni u,v € LP(2) tali che:

Up — U e Up — V.

Allora, per ogni funzione ¢ € L?(w), abbiamo che

/ugodx: lim ungodx:/vgadx,

/Q(u—v)cpdx:O

Scegliendo ¢ = (u — v)|u — v|P72, otteniamo che

/]u—v[pda::O,
Q

e quindi

e quindi u = v.

Unicita del limite debole in uno spazio di Banach

Anche in uno spazio di Banach & vero che il limite debole & univocamente determinato. Infatti, se
un € B & una successione tale che converge debolmente in B a due elementi u,v € B:

Up — U e Up — U,
allora, per ogni funzionale lineare continuo 7' : B — R si ha che
T(u) = lim T(u,) =T(v),
n—oo
e quindi
T(u—v).

Ora, per il teorema di Hahn-Banach, abbiamo che se © — v # 0, allora esiste un funzionale lineare
continuo 7" : B — R tale che T'(u — v) = 1. Di conseguienza, si ha che necessariamente u = v.



Due osservazioni importanti

Proposizione 1 (Convergenza forte = convergenza debole). Se u,, é una successione in uno spazio di
Banach B che converge fortemente a u € B, allora u, converge debolmente a u.

Proposizione 2. Sia u, una successione limitata in uno spazio di Banach B. Sia C' un sottoinsieme
denso di B'. Allora, sono equivalenti:

(1) u, — u debolmente in B;

(2) T(un) = T(u) per ogni T € C.

Esercizi ed esempi

Esercizio 3. Siano p € (1,+00) ed f € LP(RY). Sia x, una successione di punti in R%. Per ogni
n > 1, definiamo:

fu(z) = f(z — ).
(a) Se |z,| — 0, allora f, converge ad f fortemente in LP(R?).
(b) Se |z,| — 400, allora f, converge a 0 debolmente in LP(RY).

Esercizio 4. In L?([0,1]), consideriamo la successione

1 se 2E<a<ZEl perun qualche 0<k<n-—1
0 se 2];%1§$<2]§7;r2 per un qualche 0 <k <n—1.

Dimostrare che u,, converge debolmente alla funzione costante 1/2.
Esercizio 5. In L?([0,7]), consideriamo la successione

U (x) := sin(nzx)
Dimostrare che u, converge debolmente alla funzione costante 0.

Esercizio 6. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Sia ¢, un sistema ortonormale completo di H.
Mostrare che ¢, — 0 in H.

Esercizio 7. Siano p € (1,+00) ed f € LP(RY) e sia R, — +00. Per ognin > 1, definiamo
ule) = £ (o/n.).
Ry

Dimostrare che f, — 0 in LP(RY).

COMPATTEZZA DEBOLE DELLE SUCCESSIONI LIMITATE.

Teorema 8. Sia B uno spazio di Banach separabile (ossia B contiene un insieme denso numerabile
C). Sia T, una successione limitata in B':

|Tnllpr < L per ogni  n > 1.
Allora, possiamo trovare una sottosuccessione T, ed un operatore lineare continuo T € B’ tali che

To(x) = T(x) perogni x € B.



Dimostrazione. Sia

C::{xj : jEN}.
Siccome C & numerabile, possiamo supporre (a meno di estrarre una sottosuccessione) che Ty, (z;)
converge (per n — +00). Definiamo

T(xj):= lim Tp,(xj).

n—-+o00

Ora, sia © € B un qualsiasi elemento di B. Dimostreremo che T,,(z) ¢ di Cauchy. Infatti, per ogni
xj € C abbiamo che

Tn(2) — T ()| < |Tn(x) — To(x))| + |Tn(x5) — Tin(25)| + |Tin(2) — T (25
< 2Lz — x5 + |Ta(z)) — T (5)]-

Quindi, siccome C ¢ denso, anche la successione T),(z) ¢ di Cauchy. Quindi, possiamo definire

Per costruzione, la mappa

¢ lineare. Inoltre, siccome

abbiamo che T & anche limitata. O

Corollario 9. In uno spazio di Hilbert separabile, ogni successione limitata ammette una sottosucces-
sione debolmente convergente.

Corollario 10. Siano p € (1,400) ed Q2 un insieme misurabile in R?. Allora, ogni successione limitata
fn € LP(Q) ammette una sottosuccessione debolmente convergente in LP(S).

SEMICONTINUITA DELLA NORMA LP(2)

Teorema 11. Siano p € (1,4+00) ed Q@ C Re. Sia f, € LP(Q) una successione che converge debolmente
ad una certa funzione f € LP(Q2). Allora

11l < liminf || foll 2o (o)

Dimostrazione. Osserviamo che
sy =sup { | f@)uta)da + v e L), ol = 1}-

Inoltre, prendendo

g=——"—FffFP2,

HfHLp Rd)

abbiamo che

Mm@—Aﬂmmww e gz = 1.
Quindi

n—o0

1f e () =/f(90)9($) dr = Tim [ fu(z)g(z) de <Timinf || foll 1o ga)-

Osserviamo anche che vale il teorema seguente:



Teorema 12. Siano p € (1,+00) ed Q@ C RY. Sia f, € LP(Q) una successione che converge debolmente.
Allora, la successione || fullLr(q) € limitata.

TEOREMA DI RADON-RIESZ

Teorema 13 (Dimostrazione nel caso p > 2.). Siano p € (1,4+00) ed Q C R%. Siano f, € LP(Q) una
successione ed f € LP(2) una funzione. Allora, sono equivalenti:

(1) fo = f ellfalle = 1 fllro)
(2) fn — f fortemente in LP(Q).

Dimostrazione. Dimostriamo che (1) implica (2) nel caso p = 2. Infatti,

I = flay = [ frdo= [ frdovz [ (5= fr =0

Supponiamo ora che p > 2. Per la disuguaglianza di Clarkson,

fn - f P 1 fn + f P
L7(Q) 7(Q)
Siccome 3(f, + f) — f, abbiamo che
e )P
”f”ip(Q) < %Eﬂg 9 ’
Lr(Q)
e quindi
: fn B f b : ( 1 fn + f P
lim sup ‘ < lim sup i —fI® — ||/
o 17(0) o H nHLp(Q 2 ” HLP Q 2 Lr(@)
R
< ||f||lzp(g) — lim inf
n—+o0o Lr(Q)

< Hf”zzp(g) - Hf”ip(g)

CONVERGENZA DEBOLE E CONVERGENZA FORTE

Proposizione 14. Sia Q un sottoinsieme misurabile in R, Siano p € (1,+00) e q := 2.
Sia f, una successione in LP(§) che converge fortemente a f € LP(S2).
Sia gn, una successione in L1()) che converge debolmente a g € L1().

Allora
/f ZRETOO/an(x)gn(x)dx

Dimostrazione. La tesi segue dall’identita

| (1@)00(0) = s@10(@)) do = [ () = @)l o + [ (o) = (@) ) d

Q



ESERCIZI
Esercizio 15. Sia H uno spazio di Hilbert. Se x,, > x in H e y, — y in H, allora

<z,y>= lim <z,,yp > .
n—oo

Esercizio 16. Sia Q = [0,1]. Trovare due successioni di funzioni in L?(S2) tali che:
e f, converge debolmente a f € L?(2);

e g, converge debolmente a g € L?(Q);

o [ s@g@ de 2 tim_ [ fu(o)gu(a)do.
Esercizio 17. Siano Q C R? un insieme misurabile e p € (1,+00). Dimostrare che se u, — u in
LP(Q) e v e L*™(Q), allora upv — uv in LP(Q).

Esercizio 18. Sia p € (1,+00). Dimostrare che se u, — u in LP(RY) e ¢ € C2(RY), allora u, * ¢ —
u* @ in LP(R?).

Esercizio 19. Sia Q C R? un insieme misurabile e siano p,q,r € (1,400) tali che % = %—1— %.

Dimostrare che se u, — u fortemente in LP(Q) e v, — v debolmente in L1(QY), allora upv, — uv
debolmente in L"(RY).

Esercizio 20. Sia Q C R? un insieme misurabile e siano p,q,r € (1, 400) tali che % = % + L. F vero
che se u, — u debolmente in LP() e v, — v debolmente in L1(QQ), allora u,v, — uv debolmente in
L"(R%)?

Esercizio 21. Sia Q C R? un insieme misurabile e siano p,q,r € (1,+00) tali che % = % + %. E vero
che se u, — 0 debolmente in LP(2) e v, — 0 debolmente in L9(S2), allora upv, — 0 debolmente in
L"(R%)?

Esercizio 22. Sia Q C R? un insieme misurabile e limitato. Sia u, € L*(Q) una successione di
funzioni tali che 0 < u,, <1 su ). Dimostrare che se u, converge debolmente a 0 in L2(Q), allora u,
converge fortemente a zero in L*(2).

Esercizio 23. Siano Q C R? un insieme misurabile e p € (1,+00). E vero che se u, — u in LP(S2),
allora esiste una sottosuccessione di u, che converge puntualmente quasi-ovunque a u?

Esercizio 24. Siano p € (2,+00) e u, € LP(RY) N L2(R?) una successione che converge debolmente in
LP(RY) ad una funzione u € LP(RY). Dimostrare che sono equivalenti:

(1) u€ L*(R7);
(2) u, converge debolmente in L*(R?) ad una qualche funzione v € L?(R?);

(8) u € L*(R?) ed u, converge debolmente in L?>(RY) ad u.



