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Le successioni debolmente convergenti sono limitate

Teorema 1. Sia B uno spazio di Banach. Sia un ∈ B una successione debolmente convergente.
Allora, la successione ‖un‖B è limitata.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esiste una successione un debolmente convergente, ma
non limitata. Possiamo supporre che:

un ⇀ 0 , lim
n→∞

‖un‖B = +∞ .

Per ogni n ∈ N esiste un’applicazione lineare continua Tn : B → R tale che

Tn(un) = ‖un‖B e ‖Tn‖B′ = sup
{
Tn(u) : u ∈ B, ‖u‖B = 1

}
= 1.

Costruiamo una sottosuccessione unk
tale che:

• ‖un1‖B ≥ 4;

• ‖unk+1
‖B ≥ ‖unk

‖2B;

• |Tnk
(un`

)| ≤ 1 per ogni ` ≥ k + 1.

Per semplicità, poniamo:

uk := unk
, Tk := Tnk

, A2
k := ‖uk‖B = Tk(uk) .

Definiamo l’operatore

T :=

+∞∑
j=1

1

Aj
Tj .

Siccome uk ⇀ 0, abbiamo che
lim

k→+∞
T (uk) = 0.

D’altra parte, per costruzione, abbiamo:

T (uk) =
k−1∑
j=1

1

Aj
Tj(uk) +

1

Ak
Tk(uk) +

+∞∑
j=k+1

1

Aj
Tj(uk)

≥ −
k−1∑
j=1

1

Aj
|Tj(uk)|+ Ak −

+∞∑
j=k+1

1

Aj
|Tj(uk)|

≥ −
k−1∑
j=1

1

Aj
+ Ak −

+∞∑
j=k+1

1

Aj
|Tj |‖uk‖B

≥ −
k−1∑
j=1

1

Aj
+ Ak −A2

k

+∞∑
j=k+1

1

Aj

≥ −1 + Ak −A2
k

+∞∑
i=1

1

Ak+i

Siccome Ak+i ≥ A2
k+i−1 ≥ · · · ≥ A

2(i−1)
k+1 ≥ A2i

k , otteniamo

A2
k

+∞∑
i=1

1

Ak+i
≤ A2

k

+∞∑
i=1

1

A2i
k

=

+∞∑
i=0

1

A2i
k

=
1

1−A−2k

< 2,

e quindi

T (uk) ≥ Ak − 3→ +∞,

il che è un assurdo.
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