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Lo spazio duale di uno spazio di Banach

Sia B uno spazio di Banach. Diciamo che T : B — R & un funzionale lineare continuo, se

e T ¢ lineare, ovvero:

T(af + Bg) = oT'(f) + BT (g),
per ogni f,g € B ed ogni o, B € R;

e T & continuo, ovvero:

fn—f in B = T(fn) = T(f) in R.

E noto il seguente teorema:
Teorema 1. Sia T : B — R un funzionale lineare sullo spazio di Banach B. Allora, sono equivalenti:
(i) T é continuo;

(ii) T é limitato, ovvero:
IT) i=sup {T(f) = f€B, |Iflls <1} < +oc.

Dimostriamo il teorema seguente:

Teorema 2. Sia B uno spazio di Banach. Consideriamo linsieme B' di tutti gli operatori lineari
continui su B. Inoltre, per ogni T € B', definiamo

ITls = sup {T(f) = feB, |Iflls<1}.

Allora, (B, - ||5) € uno spazio di Banach.

Dimostrazione.

Step 1. B’ ¢ uno spazio vettoriale.

Step 2. || - ||z ¢ una norma su B'.

Step 3. (B',| - |lg) ¢ completo. Per dimostrare Step 3 consideriamo una successione di Cauchy 7, in
B'. Per definizione, per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che

|Tn = Tillp <€ per ogni n,m > N.
In particolare, per ogni x € B, abbiamo che
T () = Ton ()| < ([ Tn — Tl |2| < el2].

Quindi anche T, (z) ¢ di Cauchy in R. Definiamo la mappa

T:B—R
come
T(x) = ngrfoo T, (x).
Allora:

e T ¢ lineare.



e T ¢ limitata. Infatti:
T(x)] < lim || Ty |x| = Llz|.
n—oo

Osserviamo che il limite
L = lim ||T,||p
n—oo

esiste ed e finito.Infatti, siccome
1 Tnllg = 1Tmllsr | < [T — Tl
si ha che la successione delle norme |7, ||z ¢ di Cauchy.
o |1, — T||p — 0. Fissiamo ¢ > 0 e scegliamo N > 1 in modo tale che
T — Tinllpr < € per ogni n,m > N.
Quindi, per ogni x € B ed ogni m > n > N, abbiamo
Tn(x) = T(2)| < |T(2) = Tom(2)| + |Tn(2) — Ton(2)| < |T(2) — Ton(2)| + €l
Mandando m — oo, otteniamo che per ogni x € B ed ogni n > N si ha:
(@) - T(2)] < al,

ovvero
T, —T|p <e per ogni n > N.

O]

Osservazione 3. Osserviamo che il duale B" del duale B'di uno spazio di Banach B contiene B stesso.
Uno spazio si dice riflessivo se
B// — B

Gli spazi LP(2), per p € (1,+00), sono riflessivi.



