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Partizione dell’unita

UNA COSTRUZIONE GENERALE

Lemma 1. Dato un rettangolo compatto in R™

R = [al,bl] X [ag,bg] X - X [an,bn] — R s
esiste una funzione
p:R* >R
con le proprieta sequenti:

e © ¢ di classe C1 su R™ (ovvero ¢ ¢ continua, differenziabile in ogni punto
e le sue derivate parziali sono continue);

e =0 R"\R;

e v >0 inint (R).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

0 se t<-—m
f)=<1+4cost se —a<t<nm
0 se t>w
— 0 T t
La funzione f & positiva in (—,7) e di classe C! su R. Infatti,
0 se t<—7
O] —sint se —7w<t<m
0 se t>mw
Per ogni coppia di punti a < b, consiederiamo la funzione
2 R
27 a+b
t) = t—
o (25 (- 25)
0 a a+b b t
2

La funzione f, & positiva in (a,b), zero in R\ (a,b) ed & (come f) di classe C* su R.
Definiamo ora ¢ come il prodotto

X1y oy Tn) = fayby (1) fanbe (T2) o« fan b (@)

DOMINI DI CLASSE C! IN R4

Definizione 2. Diciamo che D C R"™ ¢é un dominio C*, se D ¢ un insieme compatto e se per ogni punto
X = (Il,SCQ,...,In) S 8D,
esistono:

e un rettangolo Rx = [:El — 01,21 +51] X [mg — 02, X2 +52} X oo X [xn — 0, T, +5n} ;
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e un indice i € {1,...,n} (per semplicita supponiamo che i = n) ed una funzione
B [xl — 01,21 + 51] X [xg — 00,20 + 52] X - X [mn,l —0p_1,Tp_1+ 5n,1] — R,
continua su
(21 = 01,21 + 61 X [w2 — G2, 32+ 02] X -+ X [Tp_1 = Spe1, Tp1 + Onn],
di classe C! su
(1 — 61,21 +61) x (w2 — 62,22+ 02) X -+ X (Tpo1 — Ope1, Tp—1 + 6n1)

a valori in
(xn - 5n7xn + 671) 9

e tale che vale uno dei casi sequenti :

Caso 1. DﬂRX:{(yl,...,yn)ERX : yngn(yl,...,yn_l)};

Caso 2. DﬂRX:{(yl,...,yn)ERX : ynZn(yl,...,yn_l)}.

Osservazione 3. L’insieme Rx N D ¢é un dominio normale semplice di classe C* in R®.
Infatti, se siamo nel caso 1 della definizione, possiamo prendere

R' = [z1 — 01,21 4+ 1] X -+ X [2p1 — One1, Tpo1 + Gpq] CRT,
v:R =R, v(Y'):=n(Y') perogni Y'=(yi,...,ya-1) € R'xs

u:R — R, w(Y') =24 —08q perogni Y = (yi,...,yqa-1) € Ry .
Quindi
RxND = {Y = (Y, yg) €ERTIXR ¢ u(Y) <yg < v(y')}.

PARTIZIONE DELL'UNITA

Teorema 4. Dato un dominio D di classe C' in R? ed un aperto Q0 che contiene D, esistono una famiglia
finita di rettangoli compatti

{Ri : i:l,...,N},

ed una famiglia di funzioni
N B N
{¢¢:Q%R,i:1,...,]\7} dove Q::Uint(Ri),

con le proprieta sequenti:

e ogni rettangolo R; é contenuto in € ;

N ~
la famiglia di rettangoli aperti {int (Rl)} e un ricoprimento di D, ovvero D C §Q;
1

1=

e perognii=1,...,N, Uinsieme D N'R; & un dominio normale semplice di classe C' in R?;

ogni funzione ; ¢ di classe C' su Q;

wi>0inRi e wlemﬁ\R“

e i+t +y=1suQ.



Dimostrazione. Osserviamo che per ogni X € D esiste un rettangolo aperto Rx tale che
DNRx @& un dominio normale semplice di classe C*.

Infatti, se il punto X e all’interno di D, allora esiste un rettangolo Ry strettamente contenuto in D; d’altra
parte, se X e sul bordo di D, allora per definizione D N Rx & un dominio normale semplice.
Consideriamo ora la famiglia di rettangoli aperti

{imt(Rx) }

Per costruzione, questa famiglia ¢ un ricoprimento aperto di D. Siccome D ¢ (per definizione) un compatto,
esiste un numero finito di rettangoli

Ri=Rx,, Roe:=Rx,, .-, Rv :=Rxy,

XeD

tali che
N

{int(R:) }

& un ricoprimento aperto e finito di D. Definendo

N N
Q.= U int(Ri),
i=1

i=1

abbiamo che
DcQcQ.
Ora, per ogni rettangolo R; consideriamo la funzione ¢; data dal Lemma 1. Consideriamo 'aperto
N
Q=aulJR:
i=1
Per costruzione,
N
Zg@i >0 su Q.
i=1
Per ogni i =1,..., N, definiamo la funzione
P Pi
e LI

Allora, per costruzione
e ¢ & di classe C si Q) ;
e ;>0 su int(R;) ;
e 1, =0 in (NZ\Ri;
o Yy +tat-+y=1inQ

Osservazione 5. La famiglia di funzioni {1;}X_, viene a volte chiamata partizione dell’unita.

Osservazione 6. La partizione dell’unita permette di ridurre lintegrazione di una funzione su un dominio
regolare all’integrazione di funzioni su domini normali semplici. Infatti, data una funzione F : D — R limitata
e integrabile su D, abbiamo

N N N
[ renax = [ ( ;wi(X)F(X)) ix =3 [ w0P)ax - > [ woreoax.
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