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Area del grafico di una funzione di due variabili

AREA DI UN TRIANGOLO IN R3

Definizione 1. Dato un triangolo Ta p,c con vertici A,B e C in R3, definiamo larea di Ta,B,c come
1
Area (Tap,c) == §|(B —A)A(C - 4),
dove (B — A) A (C — A) é il prodotto vettoriale dei vettori B— A e C — A.

AREA DEL GRAFICO DI UNA FUNZIONE DI DUE VARIABILI

Sia R = [a, b] x [c,d] un rettangolo in R? e sia F': R — R una funzione tale che:
e F' & continua su R;
e fissato x € [a, b] abbiamo che per ogni y € (¢, d) esiste la derivata parziale

. Flz,y+1t)— F(z,y

ed esistono le derivate
F t)—F Flz,d+1t)— F(z,d
OyF(z,c) = lim L) (@) e Oy F(zx,d)= lim (z,d+1) (2.d)

t—0+ t t—0— t '

e fissato y € [c, d] abbiamo che per ogni = € (a, b) esiste la derivata parziale

0. F(z,y) = %g% : )
ed esistono le derivate
F t,y)— F Fb+ty) —F@
t—0+ t t—0— t
e le funzioni
0. F:R—R e OyF:R—=R

sono funzioni continue.

Sia @ : R — R3 la funzione
O(z,y) = (z,y, F(x,9)).
Inoltre, consideriamo i vettori 9, e 9,® in R? definiti come
0.2 =(1,0,0,F) e  8,2=(0,1,0,F).
Data una partizione
P= {Rij S =0, 1; j:07...,m—1}
di R generata dalle partizioni
Pla,b] :{a:t0<t1 <t2<---<tn:b},
Plea = {c:so<51 < Sg < v <5m:d},
consideriamo le somme parziali
n—1m-—1
S(P) = Z Z (Area (T‘I’(tivsj)v‘b(twl»Sj)»‘i’(tusjﬂ)) + Area (T@(ti+175j+1):q>(ti+lasj)a‘I’(ti»SJJrl))) :
i=0 j=0

Definiamo inoltre il diametro di P come
diam (77) = sup {diam (Rij) }7
z!]
dove

diam (R;;) := \/|ti+z' - ti’2 + ’3j+1 - Sj‘2
1



2
Teorema 2. Con le notazioni e le ipotesi di qui sopra, abbiamo che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

diam (P) < 6 = ’S(’P) - //R |0:@(x,y) A Oy®(z,y)| dz dy| < e.

Dimostrazione. Osserviamo che

Area (T<I>(ti,Sj),<I>(ti+1,sj),q>(ti,3j+1)>
1
- 5‘(@“”1"%) B (I)(ti’sj)) A ((I)(ti,SjJrl) - <I>(ti,sj))’

1
= 5‘((%1 =), 0, F(tiy1,s5) — F(fusj)) A (0, (sj+1 = 85), F(ti, sj41) — F(L‘msg‘))‘
Per il teorema di Lagrange, esistono
hi € (tistiva) e kj € (s5,8541)
tali che
F(tiz1,85) = F(ti,sj) = (tig1 — ) 0xF(hsys5) e F(ti,s541) — Fti, 85) = (sj41 — 85) Oy F (i, kj).
Allora,
Area (T@(ti731)7¢(ti+1,Sj),‘i’(ti,sHl))
1
= 3| (i1 5) = @(tis)) A (@t 5140) — @(tissy) )|

= (e 20 2903 0, 9,F (i) A (0.1, 9,F (1 k)|

2
0,000 ) 1 012400

Per I'uniforme continuita delle funzioni 9, F e 0, F, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se il diametro di R;; &
piu piccolo di 4, allora

|00 (ti, 55) A Oy ®(ti, 55)| — € <

(1, 0, 5‘IF(hi,sj)) A (o, 1, ayF(ti,kj))’ <10, (ts, 5,) A Oy D(ti, 5;)] + €.

Usando lo stesso ragionamento per il triangolo T, , e sommando su 7 e j, otteniamo

i+1585+1),P(tit1,55),P(ti,55+1)

n—1m-—1
S(P)_ZZ|RH||8 (ti, 55) N Oy ®( 5])|+|32( +1,8541) A Oy P(tit, 8541))] < &[R).
i=0 j=0

Usando di nuovo 'uniforme continuita di
|0:® A 0y®|: R — R,

otteniamo che se la partizione P ha diametro piu piccolo di un certo § > 0, abbiamo che

// ‘azq)(x,y) A ayq)(m,y)| dx dy — Z ‘R”| |8g;(I)(t“ Sj) A ayq)(tu Sj)| + |a:r;b(ti+17 Sj+1) A ayq)(tiJrh Sj+1)| < E|R‘,
R

.3

il che conclude la dimostrazione. O

Definizione 3. Data una funzione F : R?2 — R di classe C' ed un insieme limitato e misurabile secondo
Riemann Q C R2, definiamo I’area del grafico

D= {e@y) = (@0.v.Fe.y) : @y e,

della funzione F : QQ — R come

Area (T') := //Q |0:®(z,y) A Oy®(x,y)|drdy.

Piv in generale, data una funzione continua e limitata G : T’ — R, definiamo lintegrale di G su T’ come

/FG = //Q G(x,y,F(x,y)) |8m<1>(x,y) A 8y<I>(;v,y)| dx dy.



