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INTEGRALI IMPROPRI IN RZ

Definizione 1. Sia F : R? — R una funzione continua e non-negativa. Allora, per ogni R > 0, abbiamo che F
e integrabile secondo Riemann sulla palla Bgr, ovvero l'integrale

// F(z,y)dxdy
Br
esiste ed € non-negativo. Inoltre, la funzione
R+ // F(z,y)dxdy
Br

I F(z,y) da dy < +oo,
ey (2,y) dvdy < +o0

/ F(z,y)dzdy := lim // F(z,y) dz dy.
R2 R—>+OO BR

li F(x,y)drdy < ,
i [f Feni <o

// F(x,y)drdy := +oo0.
R2

Esercizio 2. Calcolare l'integrale improprio

dx dy
/ /Rz 1+a?+y?
Esercizio 3. Calcolare l'integrale improprio
dx dy
/ /]Rz 1422 4 y2)?

INTEGRAZIONE SU RETTANGOLI

¢ monotona crescente. Se

allora definiamo

Altrimenti, se

diremo che

Proposizione 4. Sia F : R? — R una funzione continua e non-negativa, ovvero
F(z,y) >0 per ogni (:c y) € R2.
Per ogni R > 0, siano Bg la palla di raggio R e Qr = [—R, R] X [— R, R] il quadrato di lato 2R. Allora,

lim // F(z,y)dzdy = lim // (z,y) dz dy.
R—+oc0 Br R—+oc0 R

Br C Qr C Bar per ogni R >0.

Proof. Osserviamo che

Di conseguenza
F(xvy)]lBR < F(xvy)ILQR < F(x’y)ILBzzw
dove, per un qualsiasi insieme Q € R?, 1 ¢ la funzione indicatrice di Q:

1, se (z,y) € Q;
]]-Q(xay) :{

0, altrimenti.

// F(w,y)dwdyﬁ// F(x,y)dwdyS/ F(z,y)drdy.
Br Qr Bar

Allora, abbiamo che

Quindi:



lim F dx dy = +o0,
lim F dx dy = +o0;

lim // F(z,y)dxdy =L < o0,
R—+o00 Br

li F drdy =L
R - (z,y) dx dy

allora anche
e se invece
allora anche

e quindi, per il teorema dei carabinieri,

li F dedy =L
R%Hfm//QR (z,y) dx dy

Esercizio 5. Calcolare l'integrale improprio

// dx dy
re (1+22)(1+¢2)

INTEGRAZIONE SU PALLE CON CENTRO DIVERSO DALL’ORIGINE

Proposizione 6. Sia F : R2 — R una funzione continua e non-negativa, ovvero
F(x,y) >0 per ogni (z,y) € R%
Sia Xy € R? un punto fissato. Per ogni R > 0, consideriamo le palle Br (di centro 'origine) e Br(Xo) (di

Cen“ 0 XO). All(”a
. .

Br C Br(Xo) C Bag per ogni R > | Xyl

// F(I,y)dzdyﬁ// F(x,y)dﬂfdyé// F(z,y)dzdy.
Br Br(Xo) Bar

Proof. Osserviamo che

Di conseguenza

L INTEGRALE DELLA (GAUSSIANA

Proposizione 7. Dimostrare che

“+oo . R .
/ e P dy = lim e " dy = 21 .

oo R—+o00 R

Dimostrazione. Sia Dy il disco di raggio R in R?

Dg = {(x,y) eR? : 2P+ < RQ}.

// e~V g dy.
Dr

x =r1cosf e y = rsinf

Calcoliamo 'integrale

Usando le coordinate polari



abbiamo che

R 2m R
/ / e~ VD2 o dy = / / e Pdordr = 2m / ey dr.
Dn o Jo 0

Usando il cambiamento di variabile
otteniamo

s
271'/ e *ds = 271'(1 — 67R2/2)7
0

// @D drdy = lim // e~V drdy = lim 27r(1 — 6—32/2) = 2.
R2 R—+o00 Dr R—+00

Sia ora Qp il quadrato Qg = (—R, R) X (—R, R). Allora,

lim // e~V do dy = 2.
R—0
D’altra parte, ponendo I(R) = / e "’/ dx , abbiamo che
-R
R 2 R 2 R 2 R 2
I*(R) = / e " dy / e " Pdy | = / e " dx / e v dy
-R -R -R -R
R [ +R
= / / 6*12/2671/2/2 dx dy — // 6*(12 +v2)/2 dz dy — // e*<12 +v?)/2 dx dy
-RJ-R [~ R,R]x[—R,R] &

Di conseguenza,

e quindi

lim I*(R) = 2,
R—+o00

e quindi

+o00 ,
/ e™*dr= lim I(R)=+V2r.

o R—4o0



