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Flusso di un campo attraverso il bordo di un dominio normale

Domini normali semplici di classe C1

Sia [a, b] ⊂ R un intervallo chiuso e limitato e siano

u : [a, b]→ R e v : [a, b]→ R,

due funzioni di classe C1 su [a, b] tali che:

u(x) < v(x) per ogni x ∈ (a, b).

Consideriamo il dominio normale semplice

D =
{

(x, y) : x ∈ [a, b], u(x) ≤ y ≤ v(x)
}
.

Per ogni punto di frontiera (x, y) ∈ ∂D, definiamo

il vettore normale uscente νD(x, y)

come segue:

(1) se (x, y) ∈
{

(x, u(x)) : x ∈ (a, b)
}
, allora

νD(x, y) = νD(x, u(x)) =

(
u′(x),−1

)√
1 +

(
u′(x)

)2 .
(2) se (x, y) ∈

{
(x, v(x)) : x ∈ (a, b)

}
, allora

νD(x, y) = νD(x, v(x)) =

(
− v′(x), 1

)√
1 +

(
v′(x)

)2 .
(3) se (x, y) ∈

{
(a, y) : y ∈ [u(a), v(a)]

}
, allora

νD(x, y) = νD(a, y) = (−1, 0).

(4) se (x, y) ∈
{

(b, y) : y ∈ [u(b), v(b)]
}

, allora

νD(x, y) = νD(b, y) = (1, 0).

Integrazione di funzioni sul bordo di un dominio normale

Sia [a, b] ⊂ R un intervallo chiuso e limitato e siano

u : [a, b]→ R e v : [a, b]→ R,

due funzioni di classe C1 su [a, b] tali che:

u(x) < v(x) per ogni x ∈ (a, b).

Consideriamo il dominio normale semplice

D =
{

(x, y) : x ∈ [a, b], u(x) ≤ y ≤ v(x)
}
.

Sia γ la curva semplice chiusa che parametrizza il bordo ∂D in senso antiorario.
Data una funzione continua

F : ∂D → R,
1



2

abbiamo ∫
γ

F =

∫ b

a

F
(
x, u(x)

)√
1 + (u′(x))2 dx

+

∫ v(b)

u(b)

F
(
b, y
)
dy

+

∫ b

a

F
(
x, v(x)

)√
1 + (v′(x))2 dx

+

∫ v(a)

u(a)

F
(
a, y
)
dy.

Flusso di un campo vettoriale attraverso il bordo di un dominio normale

Sia [a, b] ⊂ R un intervallo chiuso e limitato e siano

u : [a, b]→ R e v : [a, b]→ R,
due funzioni di classe C1 su [a, b] tali che:

u(x) < v(x) per ogni x ∈ (a, b).

Consideriamo il dominio normale semplice

D =
{

(x, y) : x ∈ [a, b], u(x) ≤ y ≤ v(x)
}
.

Sia γ la curva semplice chiusa che parametrizza il bordo ∂D in senso antiorario.
Dato un campo continuo

Φ = (F,G) : ∂D → R2,

abbiamo ∫
γ

Φ · νD =

∫ b

a

(
F
(
x, u(x)

)
, G
(
x, u(x)

))
· (u′(x),−1)√

1 + (u′(x))2

√
1 + (u′(x))2 dx

+

∫ v(b)

u(b)

(
F
(
b, y
)
, G
(
b, y
))
· (1, 0) dy

+

∫ b

a

(
F
(
x, v(x)

)
, G
(
x, v(x)

))
· (−v′(x), 1)√

1 + (v′(x))2

√
1 + (v′(x))2 dx

+

∫ v(a)

u(a)

(
F
(
a, y
)
, G
(
a, y
))
· (−1, 0) dy

=

∫ b

a

(
F
(
x, u(x)

)
u′(x)−G

(
x, u(x)

))
dx

+

∫ v(b)

u(b)

F
(
b, y
)
dy

+

∫ b

a

(
− F

(
x, (x)

)
v′(x) +G

(
x, v(x)

))
dx

−
∫ v(a)

u(a)

F
(
a, y
)
dy.


