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o-piccolo e O-grande,
in coordinate cartesiane e coordinate polari

DEFINIZIONE

Definizione 1. Sia F: R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili.

e o-piccolo. Dato k > 0, diremo che

Flo.y) = o, y)l*) = o (Va2 +32)"),

se

i Fle,y)
im = =0,
(z,y)—(0,0) (\ /x2 + y2)
ovvero se
F
Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che: 0 <|(z,y)|<d = _NF@y)l <e.

(Va2 +2)"

e O-grande. Dato k > 0, diremo che

F(z,y) = O(Iz.)F) = 0 (Vo> + "),

Se

|F(z,y)]

(Vo)

Esistono C >0 e § > 0 tale che: 0<|(z,y)]<d = < C.

PASSAGGIO DA 0-PICCOLO A O-GRANDE E VICEVERSA

Un’osservazione utile in generale (che perd non sara necessaria per la definizione di o-piccolo e
O-grande in coordinate polari) ¢ la seguente.

Osservazione 2. Sia F : R?\ {(0,0)} = R una funzione di due variabili. Sia k > 0.

e 0-piccolo = O-grande. Se

allora

e O-grande = o-piccolo. Se

allora



0-PICCOLO IN COORDINATE POLARI

Sia F': R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0. Allora,

(i)  lim Flz,y)

(z,y)ﬁ(0,0)( /$2—|—y2)k

€ equivalente a

(ii) Per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che:

0<|my)<s = L@l

(V)

Siccome ogni punto (x,y) # (0,0) si puo scrivere come
x=rcosf, y=rsinf per r >0, 6¢€[0,2n]
abbiamo che (ii) & equivalente a:
(iii) Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che:

|F(rcos,rsin6)|
rk

0<r<d e 0el0,2r] = <e.

Ora, osserviamo che l'affermazione (iii) ¢ equivalente a

(iv) Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che:

|F(rcos,rsin)|

O<r<dé = sup %
-

0e[0,27]

<e.

Infine, per la definizione di limite, (iv) & equivalente a

(v)

_ |F(rcosf,rsind)|
lim ¢ sup =0.
=0 | 6e[0,2n] r

Abbiamo quindi dimostrato la proposizione seguente:

Proposizione 3. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.
Allora, sono equivalenti:

(1) Fa,y) =o(|@y)l").

(2) sup ‘F(rcosG,rsin@)‘:o(rk).
0€[0,2m]

Per alleggerire la notazione, introduciamo la seguente convenzione.

Definizione 4. Sia F: R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.

Diremo che F(rcos®,rsinf) = o(r*) | se sup }F(r cos @, rsin 9)} = o(rk).

0€[0,27]



O-GRANDE IN COORDINATE POLARI
Sia F': R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Siano k& > 0 un numero intero e C' > 0 una

costante positiva. Allora, 'affermazione

(i) Esiste § > 0 tale che

F
M<C per ogni 0< /a2 +y2 <4 ;

(vz?+ y2)k
¢ equivalente a

(ii) Esiste 6 > 0 tale che:

|F'(rcos@,rsind)|
k

<C perogni 0<r<d edogni 6¢€]l0,2n].
”

L’affermazione (ii) ¢ a sua volta equivalente a

(iii) Esiste 0 > 0 tale che:

|F'(rcos@,rsinf)]
sup

= <C perogni 0<r<d.
0€0,27] r

Abbiamo quindi dimostrato la proposizione seguente:

Proposizione 5. Sia F: R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.
Allora, sono equivalenti:

1) Fla.y) = O(|(@,y)l").

(2) sup ‘F(rcos&,rsin@)‘z()(rk).
0€l0,27]

Come per 'o-piccolo, introduciamo la seguente convenzione.

Definizione 6. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione di due variabili. Sia k > 0.

Diremo che F(rcos,rsinf) = O(rF) se sup }F(r cos 9,rsin9)} = O(rk).
0€(0,27]

QUALCHE ESEMPIO

y=o(1); z=o0(1);

y=O0(/aZ+9?) = o(r) ; ©=O0(/a?+ ) = olr) ;
Y

/1:2 +y2 -
e siny = O(\/2? + %) = O(r) :

. cosx—1:0($2_|_y2) :O(r2);
¢ @V =1+0(Va+y?) =140(r) ;
o cosy=1+o0(/2>+y?) =1+0(r);

=1+0@=*+y*) =14+00%) =1+o(r) .

o) ;

1+ay



