Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

Domini regolari

DOMINI REGOLARI IN R?

Definizione 1. Sia D C R?. Diciamo che D é un dominio regolare di classe C*, se D ¢ compatto e
per ogni punto X = (Z1,...,%q4) € 0D esistono

e un indice j =1,...,d (per semplicita supponiamo che j = d);
e delle costanti e1 > 0,...,64 > 0;
e ed una funzione di classe C*

n: (:fl —€1,21+ 61) X X (@-1 —€4-1,ZTd—1 + 8d—1) — (fd — 4,74 +€d),
tali che per ogni punto
del rettangolo

R = (561 — €1, +€1) X o+ee X (@171 — €d—1,Td-1 +5d71) X (fd —Sd,ﬂ?d-l-&“d),

st ha:

X € RNint(D) & (1, ..., a—1) < T4 ;
X eRNID & n(T1,...,Tq-1) =24 ;
XeR\D & (1, Xg—1) > T4 ;

oppure

X € Rnint(D) & (1, ..., Tg—1) > T4 ;
X eRNOD & (1, ..., Tg—1) = T4 ;
XGR\D = n(xl,...,xd_1)<xd.

Teorema 2. Sia D un compatto in R, Allora, D & un dominio regolare di classe C* se e solo se
esistono un aperto 0 che contiene D ed una funzione F : Q — R di classe C* tali che per ogni

IVE|#0 Su oD,

e per ogni X € Q) si ha

X € int(D) & F(X) <
XedD & @ FX
XeQ\D & FX)>

Dimostrazione: In seguito useremo la notazione seguente. Per ogni n-upla
d
E=(e1,.--,€a) € (Ry)
di numeri reali strettamente positivi e per ogni

X = (21,...,2q) €R?



definiamo il rettangolo
Re(X)=(—e1+ai,21+e1) x - X (—eq+ g, 7q + €4).
Inoltre, per semplicita, useremo anche la notazione
I.,(x5) = (— g5 + j, x5 + &5).
Step 1. Per ogni X = (z1,...,24) € int(D), esistono numeri reali strettamente positivi
E=(e1,...,eq) € (Ry)?

tali che
Re(X) C int(D).

Step 2. Per ogni X = (z1,...,24) € 9D, esistono numeri reali strettamente positivi
E=(e1,...,eq) € (R,
una direzione j e una funzione di classe C
7 (Igl(xl) X zgjfl(a:j_l)) x (I%(xjﬂ) X Ied(xd)> > T (),
tali che, per ogni Y = (y1,...,yq4) € Re(X), abbiamo che
YeoD < n, .- Y-1,Yi+1,- - Ya) = Yj-
Step 3. Costruzione di (). La famiglia di rettangoli
{Rg(X) . Xe D}
¢ un ricoprimento del compatto D. Esiste quindi un sottoricoprimento finito
Re, (X1), Rey (X2), ..+, Re, (Xn)

Definiamo 'aperto
Q=Re (X1)U---URg, (X,).

Step 4. Costruzione di F'. Useremo il seguente lemma.

Lemma. Per ogni j =1,...,n esiste una funzione
p; RIS R
di classe C' e tale che
e ;=0 ¢ V| =0 in R"\ Re(X);
e pi=1 1in Rg/Q(X);

e 0<p; <1 in Re(X).

Per ogni j definiamo la funzione F} : 2 — R come

e se X; € int(D), allora
Fj(X) = —¢;(X).



eseX;€0De

DNRe (X;) = {X € Re; (Xj) = T](xl,...,xj_l,xj+1,...,a:d) < xj}

allora
F}(X) :cpj(X)<n(a;1,...,xj_l,:cj+1,...,xd) —a;j>.
eseX;cdDe
DﬂRg].(Xj) = {X S jo(Xj) : 77(.’E1,...,$j,1,xj+1,...,l'd) > l’j}
allora

E(X) = (p](X) (l‘j - 7](331, R o B RR % B RIS l‘d)>
Osserviamo che per ogni funzione F; abbiamo
F;=0 su 0D, F; <0 in int(D) e F; >0 in Q\D.

Infine, definiamo

F = En:FJ
j=1

VETTORE NORMALE

Proposizione 3. Sia D C R? un dominio regolare di classe C*. Allora, per ogni X € 0D, esiste un

unico vettore unitario
v(X)eRY, [p(X) =1

tale che
(i) per ogni curva a: (—e,e) — R di classe C* a valori in OD e tale che a(0) = X, si ha
v(X)-ad/(0) =0.
(i) esiste € > 0 abbastanza piccolo tale che
X +tv(X) €int(D) per  te€ (—¢,0);
X+tv(X)eQ\D per t e (0,e).

Inoltre, la funzione
v:0D — R?
e una funzione continua.
Dimostrazione: Sia F' la funzione data da Teorema 2. Definiamo
VF(X)

0= TR

La prima affermazione ora segue dal fatto che F' & costante su 9D, il che in particolare implica
d
0= 2| Fla®) = a'(0)- VF(a(0).
2| Fla®) = a'(0) - VF(a(0))
La seconda affermazione invece segue dal fatto che
F(X +tv(X)) =t|VF(X)| + o(t).

Per mostrare 'unicita, supponiamo che in un intorno di X, 9D & il grafico di una funzione 7 nella
direzione x4. Esistono quindi n — 1 vettori linearmente indipendenti

vi = (0,...,0,1,0...,0,ain(:c1,...,xd_l)) i=1,...,d—1,
tali che
vi-v(X)=0 per ogni i=1,....,d—1. O



IL BORDO DEI DOMINI REGOLARI IN R?

Proposizione 4. Sia D C R? un dominio di classe C'. Allora, esistono un numero finito di curve
0;:[0,T;] - Q, i=1,....,n
tali che
e 0;:10,T;] = R? ¢ di classe C*;

e la funzione o; : [0, T;) — R? ¢ iniettiva;

|i(t)] > 0 per ogni t € [0, T;];

0i(0) = 0i(T3) e 07(0) = 0i(T3);

0D = LnJ Im(o;);
i=1

e Im(o;) N Im(oj) = 0 per ogni coppia di indici diversi i # j,

dove Im(o;) & il sostegno della curva o;, ovvero

Im(o;) = {ai(t) L te [o,:n]}.

ORIENTAZIONE IN R?

Definizione 5. Diciamo che la coppia dei vettori u = (a,b) e v = (A, B) ¢é orientata positivamente, se

a A
det<b B)—aBbA>O.

Se invece

a A
det(b B>—aB—bA<O
diremo che la coppia di vettori (u,v) é orientata negativamente.

Osservazione 6. Se la coppia di vettori (u,v) é orientata positivamente, allora la coppia (v,u) é

orientata negativamente e viceversa, se (u,v) € orientata negativamente, allora (v,u) é orientata posi-
tivamente.

Osservazione 7 (Determinante e prodotto esterno). Dati due vettoriu = (a,b) ev = (A, B), definiamo
le 1-forme (a coefficienti costanti) associate

adr +bdy e Adx + Bdy.

Osserviamo che

ade+bdy) A (Ade+ Bdy) = (aB —bA) dz Ady =det [ ¢ 2 dundy.
( )~ ( ) = (aB-b4) (4 %)



PARAMETRIZZAZIONE DEL BORDO DI UN DOMINIO REGOLARE

Definizione 8. Siano D C R? un dominio regolare (con bordo di classe C'), (z0, o) un punto del bordo
OD. Diremo che la curva v : (a,b) — R? parametrizza il bordo 0D in un intorno del punto (zo,vo), se:

e esiste r > 0 tale che
{7(t) : t€(a,b)} = B(x0,y0) N ID.

e |7/ (t)| >0 per ognit € (a,b).

Definizione 9. Siano D C R? un dominio regolare (con bordo di classe C'), (xg,y0) un punto del
bordo e sia v : (a,b) — R? una curva che parametrizza il bordo OD in un intorno del punto (xo,yo)

e Diremo che
v € orientata positivamente (rispetto a D),
oppure che
v parametrizza il bordo di D in senso antiorario,

se la coppia (versore normale, versore tangente)
(v(v®), @)
¢ orientata positivamente per ogni t € (a,b), dove vp(y(t)) é il versore normale uscente da D.
e Diremo che
v ¢ orientata negativamente (rispetto a D),

oppure che
v parametrizza il bordo di D in senso orario,

se la coppia (versore normale, versore tangente)

(votr(®), 7))

¢ orientata negativamente per ogni t € (a,b), dove vp(v(t)) é il versore normale uscente da D.

Esempio 10. La curva
v:]0,27] = R? | ~(t) = (cost,sint)

parametrizza il bordo di By in senso antioratio (quindi positivamente risp. a By).

Esempio 11. La curva
v:[0,27] = R?* | ~(t) = (cost, —sint)

parametrizza il bordo di By in senso orario (quindi negativamente risp. a Bi).



Esempio 12. Sia D il dominio By \ B;y. Allora, il bordo di D é dato da
0D = 0By U 0B;.

e La curva
Yint - [07 27T] — Rz ) ’Yint(t) = (COSta sin t)

parametrizza la porzione OBy del bordo OD in senso orario (quindi negativamente risp. a D).

e La curva
Vet © [0, 27| — R? Yeat(t) = (2cost, 2sint)

parametrizza la porzione 0By del bordo OD in senso antiorario (quindi positivamente risp. a D).

Osservazione 13 (Le curve equivalenti hanno la stessa orientazione). Siano
e D un dominio C' e (xq,v0) un punto del bordo OD ;

e v: (A, B) = R? una curva C! tale che

|Y(T)| >0 perogni T € (A, B);

e a:(a,b) = (A, B) una funzione C! (derivabile con derivata continua) tale che

a'(t) >0 perogni te (A B);

e 0:(a,b) = R? la curva
o(t) =v(a(t)) per ogni te€ (a,b).

(Ricordiamo che due curve v e o con queste proprieta sono equivalenti.)

Allora, v parametrizza il bordo 0D in un intorno del punto (xo,yo), se e solo se o parametrizza il bordo
0D in un intorno di (xg,yo). Inoltre,

(i) v ¢ orientata positivamente se e solo se o lo ¢ ;

(ii) ~ ¢ orientata negativamente se e solo se o lo é .

Osservazione 14 (Le curve opposte hanno orientazione opposta). Se v : (a,b) — R? parametrizza il
bordo OD in un intorno del punto (xg,yo), allora anche la curva

v-:(a,b) = R, y_(t) =v(a+b-1),
parametrizza il bordo 0D in un intorno di (xg,yo). Inoltre,
(i) se~y é orientata positivamente, allora y— ¢é orientata negativamente ;

(ii) wviceversa, se 7y € orientata negativamente, allora y— é orientata positivamente .



ORIENTAZIONE E DIFFEOMORFISMI

Siano ; e Qs due aperti connessi di R? e sia ® : Q; — Q9 un diffeomorfismo C*, ovvero :
e la mappa ® : Q) — Qy ¢ di classe C! ;
o ®: 0y — s e bigettiva ;
e la sua inversa U : Qs — Q; ¢ di classe C! .

Lemma 15. Siano Q e Qo due aperti connessi in R? e sia ® = (u,v) : Q1 — Qo un diffeomorfismo
Ct. Allora

. Ozu  Oyu ,
det (D®) := det ( o0 Do > >0 dappertutto in
oppure
det (D®) := det Osu Oyu <0 dappertutto in
o Dpv Oyv bp b

Dimostrazione: Sia ¥ = (f,g) : Q3 — @ 'inversa di ®, ovvero f e g sono tali che
f(u($7 y)7 U((L‘, y)) =T
g9(u(a,y),v(z,y)) =y

per ogni punto (x,y) € ©;. Allora, derivando in x e in y abbiamo

1
O [g(u(z, y), v(z,y))] =0 Oy lg(u(z,y),v(z,y))] =

che possiamo scrivere come
Oyt Oy f (U, v) + 0pv Oy f (u,v) = 1 Oyu Oy f (u, v) + Oyv Oy f (u,v) =0
Oyt Oyg(u, v) + 0pv Oyg(u,v) =0 Oyt Oy g(u,v) + Oyv Opg(u,v) =1
In particolare,
1-1-0-0= (8111 Ouf(u,v) + 00 0y f (u, U)) <8yu Oug(u,v) + 0yv Oyg(u, v))
- (ayu O f (u,v) + Byv Oy f (u, v)) (axu g, v) + D0 Dy (u, v))
- ((%u O f (1, v) Dyv Dug (1, v) + Opv Dy f (1, v) Dyt Dug(u, v))
- (Byu Ouf (1, v) Opv Opg(u, v) + Oyv Oy f(u, v) Opu Oug(u, v))

_ Ozu  Oyu Ouf(u,v)  Oyf(u,v)
—det< Ozv Oyv ) det( Oug(u,v)  Opg(u,v)
Ozu  Oyu
det( Ozv Oyv >
non si annula mai su ;. Di conseguenza (siccome 21 & connesso per archi!) la funzione

Opu(z,y) Oyu(z,y)
(z,y) »—>det< &w(ﬂc,g//) ayv(x,z) )

Il che vuol dire che

non cambia segno in )y O



Definizione 16. Siano Q1 e Qy due aperti connessi di R? e sia ® : Q1 — Qo un diffeomorfismo C*.
e Se det(D®) > 0 diremo che ® preserva l'orientazione ;

e Se det(D®) < 0 diremo che ® rovescia l'orientazione .

Dimostreremo il seguente teorema
Teorema 17. Siano Q1 e Qo due aperti connessi in R? e sia
o = (’U,,U):Ql —)QQ
un diffeomorfismo di classe C'. Siano
e D un dominio di classe C' incluso in Qq;

e v:(a,b) = R? una curva di classe C' che parametrizza il bordo OD in senso orario in un intorno
del punto v(0) = (x0,y0) € OD.

Allora ®(D) ¢ un dominio di classe C' e il suo bordo & parametrizzato dalla curva
®on:(a,b) —» R
in un intorno del punto ®(xg,yo). Inoltre,

(i) se ® preserva l'orientazione, ovvero

_ Ozu  Oyu .
det(D®) = det( o0 Dy ) >0 in Q,
allora la curva ® oy € orientata positivamente ;
(ii) se invece ® rovescia l'orientazione, ovvero
_ Ozu  Oyu .
det(D®) = det< v Do > <0 in €,

allora la curva ® oy € orientata negativamente .
Per dimostrare il teorema avremo bisogno del lemma seguente.
Lemma 18. Sia D C R? un dominio di classe C' ey : (a,b) — R? una curva di classe C* tale che :
o |Y/(t)] >0 per ognit € (a,b);
e v(t) € D per ogni t € (a,b);
o esiste ty € (a,b) tale che vy(ty) := (x0,y0) € OD.
Sia o : (—¢,€) = R? una curva di classe C' tale che:
e [0/(0)] #0;

i vettori o' (0) e 7/ (0) non sono colineari ;

o(0) = (xo,y0) € 0D ;

o(t) € int(D) quando t <0 ;

o(t) ¢ D quando t >0 .

Se v € la normale uscente nel punto (xo,y0), allora i determinanti
det (U’(O); vl(to)) e det (1/; ’y'(to))

sono entrambi non nulli ed hanno lo stesso segno. In particolare, sono vere le affermazioni sequenti.



(i) Se la coppia di vettori (0’(0) , ’y’(to)) e orientata positivamente, allora la curva vy & orientata
positivamente (rsip. a D) in un intorno di (xo,yo).

(ii) Se la coppia di vettori (o(0), /(o)) ¢ orientata negativamente, allora la curva ~y é orientata
negativamente (rsip. a D) in un intorno di (xo,yo).

Dimostrazione del lemma. I vettori v e 7/(o) sono una base in R?. Esistono quindi costanti a e b
tali che
o' (0) = av + by (to).

Inoltre, siccome o’(0) e 7/(tp) non sono colineari, abbiamo che a # 0. In particolare,
det (07(0);7/(to)) = det (av + 7/ (t0) ; 7' (to)) = adet (v; v/ (t0)).

Quindi basta provare che a > 0. Sia F' la funzione data dal Teorema 2. Allora, per ipotesi, abbiamo

F(o(t)) >0 per t>0,

F(o(t)) <0 per ¢<O0.
D’altra parte

F(o(t)) =td’(0) - VF(zo,y0) + o(t)
=t (al/ + b'y’(to)) - VF(zo,y0) + o(t)

=atv - VF(zo,yo) + o(t)
= at |[VF(zo,0)| + o(t),

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato che

_ VE(z0,y)
V= ——17
‘VF(m07yO)|

Di conseguanza, abbiamo che necessariamente a > 0. O

Dimostrazione del teorema: Sia v = (a,b) il versore normale a 0D uscente da D. Consideriamo la
curva

o(t) = (xo,y0) + tv.

Ricordiamo che
e o(t) €int(D) set <0

e o(t)eR¥\ Dset>0.

Allora anche la curva
D(o(t)) = (u(wo + ta,yo + tb) , v(xo + ta,yo + tb))

¢ tale che
e O(o(t)) € int(P(D)) set <0

e O(o(t)) e RI\P(D)set>0.

Ora, calcoliamo

9

ot ‘t:O
e, scrivendo (t) = (z(t),y(t))

B(o(l)) = (aaqur byu, adyv +bf)yv)

% t:0¢(7(t)) - <x’(0) Oau +3/(0) dyu,, 2'(0) v + 4/ (0) 0yv)



dove tutte le derivate parziali d,u, dyu, Ozv, 0yv sono calcolate nel punto v(0) = o(0) = (zo,y0). Ora
calcoliamo

a Oyu+ boyu a 0,v + bOyv _ / '
det ( 2(0) Byu +y/(0)dyu 2(0) Dov +1/(0) Do > = (0 8eu+b0yu) (+/(0) v +4/(0) 0y0)

- (a v + bayv> (x’(O) Au+y'(0) 8yu)
= (a y'(0) Opu dyv + b’ (0) Oyu 6171;)

— (a ' (0) Oy Ayu + ba'(0) Oy 8xu>
= (a y'(0) — bx’(O)) (c%u Oyv — Oz @,u)
- a b Oyu  Oyu
“91 (o o) (50 50

il che conclude la dimostrazione del teorema. O
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