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Le forme esatte sono chiuse

LE 1-FORME ESATTE SONO CHIUSE

Teorema 1 (Esatta = chiusa per le 1-forme). Sia Q un aperto di R™ e sia
f:9=>R
una funzione di classe C?. Allora la 1-forma differenziale df ¢é chiusa.

Dimostrazione in dimensione due. Consideriamo prima il caso n = 2. Allora f = f(z,y) e

Allora

d(df) = (0. (z.y) dz + 0, (v, ) dy)
=d(0,f) Ndx 4+ d(0y f) N dy
= <8mf(x, y) dz + Oy f(2,y) dy) Adx + (awf(x, y) dx + Oyy f(,y) dy) A dy
= Oya f(2,y) dy A dx + Opy f (x,y) dx A dy
Per il Teorema di Schwarz abbiamo che Jyg f(2,y) = Opy f(x, ). O

Dimostrazione in dimensione n. Siano X = (z1,...,z,) e f(X) = f(x1,22,...,2,). Allora
df =Y 0;f(X) da;.
i=1
Ora calcoliamo

d(df) = d(iaif(X) dxl-) =

=1

v
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Z@@J(X) dacj Ndz; = ZZ(’)]&J(X) d.’[?j A dz;.
j=1
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Ora siccome dx; A dx; = 0 possiamo scrivere

n

i=1 j=1 1<i<j<n 1<j<i<n

Nella seconda sommatoria scambiamo le variabili i e j, cioé scriviamo ¢ al posto di j e j al posto di 7. Quindi

1<j<i<n 1<i<j<n
In conclusione, usando l'identita dx; A dx; = —dx; A dx;, otteniamo che
d(df) =Y 9;0,f(X) da; A da;
i=1 j=1
1<i<j<n 1<i<j<n
- 3 (@-&f(X) - E)iajf(X)) de; A dz; = 0,
1<i<j<n

dove abbiamo di nuovo usato il teorema di Schwarz. O



FORME DIFFERENZIALI DI ORDINE SUPERIORE
Teorema 2 (Esatta = chiusa). Sia Q un aperto di R" e sia o una k-forma di classe C? su Q. Allora la
(k + 1)-forma differenziale do é chiusa.

Dimostrazione: Dal teorema precedente, segue che se « & una 0-forma (quindi una funzione), allora la 1-forma
do & chiusa. Dimostreremo il teorema partendo da una 1-forma « in R3. Questo concluderebbe la dimostrazione
del teorema per le k-forme in R? e R?. 1l caso generale (per una k-forma in R") & analogo.

Consideriamo quindi la 1-forma
a=a(x,y,z)dr +blx,y,2)dy + c(z,y, 2) dz.
Dimostreremo che la 2-forma da € chiusa.
doa = d(a(x, y,z)dx + b(z,y, z) dy + c(z,y, 2) dz)
=daNdzx+dbAdy+decAdz
= (&Ea dx + Oyady + 0.a dz) A dx

+ (81bdsc +a,bdy + azbdz) Ady

+ (&tcdm + Oycdy + 8chz> ANdz
=0yady Ndx + 0,adz N dx
+ Ozbdx ANdy + 0,bdz N dy
+ Ogcdx ANdz + Oycdy AN dz
= (811) — 8ya) dx N\ dy + (8za — 810) dz Ndx + (5'yc — sz) dy Ndz.
Ora, calcoliamo d(da).
d(da) = d((9:b — ya) dw A dy + (90 — Duc) dz A da + (9,c = 0.b) dy A d2)
= d(al.b - 6ya) ANdx A dy + d(@za — (9956) ANdz ANdzr + d(ayc — azb) Ady N dz
=0, (&Eb — aya)dz Adx A dy+ 0y (3za - 3xc)dy ANdz ANdx + 0y (8yc - 3zb)d:c Ady N dz.
Osserviamo che
dz Ndx ANdy = (dz ANdx) Ndy = (—dx ANdz) Ndy = —dx A (dz ANdy) = —dz A (—dy ANdz) = dz A dy A dz.

Analogamente
dyANdz ANdx =dx A\dy A dz.

Quindi,
d(da) = 9, (&Eb - [“)ya)dm Ndy A dz+ Oy (8za - amc)dac ANdyNdz+ Oy (8yc - azb)dx ANdy Ndz
= (@mb — Oy + 0y2a — OyaC + OpyC — Bzzb> dx Ndy Ndz = 0. O

ESEMPIO DI UNA FORMA CHIUSA CHE NON E ESATTA

Le forme esatte sono sempre forme chiuse (vedi Teorema 2),

ma esistono forme chiuse che non sono esatte! Per esempio, la 1-forma
— T
o= Y _dx + dy
sz + y2 x? + y2

¢ chiusa, ma non esatta su Q = R?\ {(0,0)}.




