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Sugli sviluppi di Taylor, o-piccolo e O-grande

DEFINIZIONE DI 0-PICCOLO E O-GRANDE

Definizione 1. Dati un aperto @ C RN contenente l'origine, una funzione F : Q\ {0} — R ed un
numero naturale n > 0, diciamo che:

o F(X)=o0(X]"), se X)
x50 X[ T

e ['(X)=0(X]|"), se esistono un raggio r > 0 ed una costante C > 0 tali che

[F(X)]
X[

< C perogni X € B, \{0}.

Osservazione 2. Quando n =0 si scrive semplicemente F(X) = o(1) oppure F(X) = O(1), dove:

o ['(X) = o(1) vuol dire che lim F(X)=0;
X—0

o F(X) = 0(1) vuol dire che esitono una costante C > 0 ed un raggio r > 0 tali che
|F(X)| <C perogni X € B,\ {0}

Osservazione 3. Per dire che F(X) = o(|X|") oppure F(X) = O(|X|") non é necessario avere che F
sia definita nell’origine, anche se nulla impedisce che lo sia, come accade in tanti esempi ed esercizi.
Osservazione 4. Se F ¢ una funzione da R?\ {0} in R, allora sono equivalenti:

(a) F(z,y) = o(|(z,y)|");

(b) F(pcosf,psinf) = o(p").
Osservazione 5. Se F ¢ una funzione da R?\ {0} in R, allora sono equivalenti:

(A) F(z,y) = O(|(z,y)|");

(B) F(pcosh,psinf) = O(p"™).

ALGEBRA DECLI O-GRANDI

Proposizione 6 (Proprieta di O-grande). Dati un aperto Q € RN contenente lorigine e due funzioni
F:Q\{0} 5 RM ¢ G:Q\ {0} = RM abbiamo che:

(a) Se F(X)=0(]X|") e G(X) = O(|X|™) per un qualche n > 0, allora

F(X)+G(X) =0(x]");

(b) Se F(X)=0O(|X|") per un qualche n >0 e G(X) = O(|X|™) per un qualche m > 0, allora

F(X)-G(X) = O(IX]"™);



(c) Se o : RM — R ¢ una funzione tale che p(Y) = O(|Y|¥) per un qualche k > 0 e se F(X) =
O(|X|™) per un qualche n > 1, allora

P(F(X)) = O(IX|™);
(d) Se F(X)=0O(X]|") per un qualche n > 0, allora

F(X)=0(X|*") perogni 0<k<n.

Dimostrazione.  (a) Esistono costanti C7 e Co e due raggi 1 e ro tali che
|[F(X)| < C1|X[" perogni X € By, \ {0}

|G(X)| < Co| X|™ perogni X € By, \ {0}.

Definiamo
r = min{ry, ra}.

Allora,
[F(X)+G(X)| < [F(X)] +|G(X)] < (C1 + C2)| X" perogni X € B, \ {0}
Questo dimostra (a).
(b) Come sopra, esistono costanti C7 e Cs e due raggi r1 e ry tali che
|F(X)] < Ch]X|" perogni X € B, \{0};

G(X)| < ColX|™ per ogni X € By, \ {O0}.

Prendendo r = min{ry,r2}, otteniamo

|F(X) - G(X)| < |F(X)||G(X)| < C1C2|X|™ per ogni X € B, \ {0}.

(c) Per mostrare (c), osserviamo che per ipotesi esistono C,, e p > 0 tali che
lp(Y)| < C,lY|" perogni Y € B,\ {0} c RM.
Inoltre, come sopra, esistono 71 e Cy tali che
|F(X)| < C1|X|" perogni X € B, \{0}.
Siccome n > 1 possiamo trovare R; abbastanza piccolo tale che
C1RY < p.
Prendedo r = min{ry, Ry}, abbiamo che
|F(X)| < C1|X|" <C1RY <p perogni X € B, \ {0} c RV.
Di conseguenza,

(P(F(X)| < ColF(X)|F < Cp(Cr|X[")" = CL.CFIX|™  per ogni X € B, \ {0}.

(d) Sappiamo che esistono r; e C tali che
|F(X)| < C1|X|" perogni X € B, \{0}.
Di conseguenza,
|F(X)| < C1|X[" < Crrp *|IX[*F per ogni X € B, \ {0},

ovvero F(X) = O(|X|*). O



Osservazione 7. Possiamo sintetizzare la proposizione precedente come:
e Somma. O(|X|") + O(|X|") = O(|X|") per ogni n > 0;
e Prodotto. O(|X|") - O(|X|™) = O(|X|™*™) per ogni n,m > 0;
e Composizione. O(z") o O(|X|") = O(|X|™) per ogni k >0 en > 1;

e O(|X|™) = O(|X|*) per ogni k <n.

ALGEBRA DEGLI 0-PICCOLI

Proposizione 8 (Proprieta di o-piccolo). Dati un aperto Q € RN contenente lorigine e due funzioni
F:Q\{0} = RM ¢ G:Q\ {0} = RM, abbiamo che:

(a) Se F(X) = o(|X|") e G(X) = o(|X|") per un qualche n >0, allora
F(X) + G(X) = o(|X|");

(b) Se F(X) = o(|X|") per un qualche n >0 e G(X) = o(|X|™) per un qualche m > 0, allora
F(X)-G(X) = o(|X]"™™);

(c) Se p: RM = R ¢ una funzione tale che ©(0) = 0 e p(Y) = o(|Y|¥) per un qualche k > 0 e se
F(X) =o(|X|") per un qualche n > 0, allora

P(F(X)) = of1X|™);
(d) Se F(X) = o(|X|™) per un qualche n > 0, allora
F(X)=o0(X|*) perogni 0<k<n.

Dimostrazione.  (a) Abbiamo che

F(X)

li = li = 0.
Mo 0 B xp 0
Di conseguenza,
F
A C.O% JCIC.O NN
X—0 | X |
(b) Per ipotesi,
FX) _ GX) _
X550 [ X =0 X550 | X|™ =0
Quindi
X)) -GX) _ o [FONGX)] . [FXO] . GX))
lim —F——— < =1 | =
X0 X[ S x50 [X[P XM xS0 [X|T xS0 |[X|m

(d) Dimostriamo ora il punto (d). Per k < n, abbiamo

N 0.0 T V0. O [ LA C. Ol % —k
1 = X" =1 | X" =
X530 | Xk x50 |X|? X X050 | X | Xlgo‘ | 0




(c) Sappiamo che

FY)
im =0.
X—0 | X[
Per il punto (d), abbiamo
lim F(X)=0.
X—=0
Di conseguenza, anche
. p(F(X))
lim ———> =0
XS0 [F(X)F

e quindi

lim

X—0 |X|" T xS0 [F(X)F U |X|0 X550 [F(X)[F x>0
Osservazione 9. Possiamo risrivere la proposizione precedente come seque:
e o(|X[") + o(|X|") = o(|X|") per ogni n > 0;
e o(|X[") - o|X|"™) = o(|X|™*™) per ogni n,m > 0;
e o(z¥) o o(|X|") = o(| X |F"™) per ognin >0 ek >0;
(

e o(|X|") = o(|X|¥) per ogni k < n.

p(F(X)) _ . o(F(X)) (F(X)I)k -y SED (1PN
X

)k:o.

RELAZIONI FRA 0-PICCOLO E O-GRANDE

Proposizione 10. Dati un aperto Q € RN contenente lorigine e una funzione
F:Q\ {0} = RM abbiamo che:

(a) se F(X) =o(|X|™) per un qualche n > 0, allora F(X) = O(|X|");
(b) se F(X) = O(|X|") per un qualche n > 1, allora F(X) = o(|X|"1);
(c) se o :RM R ¢ una funzione tale che

00)=0 e @)=o(Y|*) perun qualche k>0,

e se
F0)=0 e F(X)=0(X|") perun qualche n >1,
allora
p(F(X)) = o|X["™).
Dimostrazione.  (a) Siccome
im =
X0 | X[ '

sappiamo che per ogni fissato £ > 0 esiste J tale che

|F(X)] <e|X|"™ perogni X € B\ {0}.

(b) Per ipotesi, esistono C' > 0 e r > 0 tali che
|F(X)| < C|X|" perogni X € B,\{0}.
Di conseguenza,

F(X)| _ . CIX]"
< = 0.
A X S A et =0
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(c) Sappiamo che esistono C e 71 tali che
|F(X)| < C1]X|" perogni X € B,,.

Inoiltre, siccome n > 1,

lim F(X) = 0.
X—0
Di conseguenza, anche
. p(F(X))
1 I v
S FeoF =Y
e quindi
e(EX)] L eFEX)] (1EX)N
Jim AR — 0. 0
X0 | X[ X950 [FOOF x| 0

Osservazione 11. Possiamo risrivere la proposizione precedente come seque:
e o(|X[") = O(X|") per ognin > 0;
e O(IX|") = o(|X|""1) per ognin > 1;

e o(zF) 0 O(|X|") = o(| X|¥™) per ogni k >0 ed ognin > 1.

APPLICAZIONI ED ESEMPI
Esempio 12. x = O(\/m) e y= O(\/m)
Esempio 13. Dati due interi n,m € N, 2"y™ = O(\(x, y)\”*m),

Esempio 14. Se F:R? - R e se F(X) = O(|X|") e se G & una funzione limitata (per esempio, una
costante), allora
F(X)G(X) = O(1X]").

n
Esempio 15. Se P ¢é un polinomio n-omogeneo, per esempio P(x,y) = Zajx"*jyj , allora
7=0

P(x,y) = O((\/CUZ - y2)n)
Esempio 16. Se P ¢ un polinomio tale che P(0) = 0, allora

P(z,y) = O(Va? +¢?).
Esempio 17. e 2%y = O(|(z,y)]*);
o 222 +y? = O(|(,y)P);

.564

¢ = O(’(l‘,y)P),

N
Va2 = 0(|(z,y)));
why/7Z 1 48 = O(|(z,y)[0);

z? +yt + 3ay® = O(|(z, y)*);

o 2% +32%y° + 3 = O(|(z,y)®);



Esempio 18. e o(zy) = o(|(z,y)|*);
o o(zy?) = o|(z,y)*);

o(x +y) = o(|(z,y)]);

e o(z +y?) = o(|(z,y)]);

(
(
(2% +2%) = o|(2,y)I*);
(
(

°
QS

e o(sinz) = o(x) = o(|(z, y)])-
e o(sin(zy)) = o(zy) = o(|(z,y)[*).
Esercizio 19. Sviluppare la funzione sin(zy) fino al quarto ordine in zero.

Soluzione. Abbiamo che
sint =t + o(t?)

Sostituendo con t = xy otteniamo
: _ 2y _ 4
sin(zy) = 2y + o((zy)*) = zy + o(|(z,y)[")-
Esercizio 20. Sviluppare la funzione sin(x + y?) fino al quarto ordine in zero.

Soluzione. Abbiamo che
. 15 4
sint =t — Et +o(t).

Sostituendo con t = z + 3% abbiamo

1
sin(z +1%) = 2+ 3% — < (v +97)° +o((z +)")

6
1
=z+y° = (@ +y")’ +o(|(z, ")
1
=z+y® - g(fcg +32%y% + 32y + %) + o(|(z, v)[*)
1 1
=z+y? - gw?’ 2m2y2 +o(|(z, y)|").

Esercizio 21. Sviluppare la funzione e*~%Y fino al terzo ordine in zero.

Soluzione. Abbiamo che

1, 1
el = 1+t—|—§t2+ ét?’—i—o(t?’).

Sostituendo con t = x — xy abbiamo

1 1
=14 (2 —ay) + 5@ —2y) + (- 2y)* +o((z +y7)7)

1 1
=1+ (@ —ay)+ 5@ —ay)* + (@ —2y)’ +o(|(z,9)P)
1 1
=142—ay+ i(xQ — 222y + %% + 63:3 + 0(|(:z;,y)\3)

1 1
=1+x+ 5902 — Yy + 6:63 —x2y+0(\(9€7y)\3)~



ex
Esercizio 22. Sviluppare la funzione di due variabili ————— fino al secondo ordine in zero.
—siny
Soluzione. Abbiamo che

1
ez:1+x+§x2+o(x2)

1
=14+z+ 5:62 +0(\(x,y)]2).

D’altra parte

=1+ siny + (siny)? + o(sin? )

=1 +siny + (siny)? + o(|(z,y)[*)

=14y +oy®) + (y+oy*)* + o|(z,y)*)
=1+y+y*+o(y®) +o(l(z,y))
=1+y+y°+o(|(z,9))

1 —siny

Di conseguenza,

eI

o = (e e o) (14w o+ oll@) )

= (1424 52) (14 y+92) +ol@w)P)

1
= 1+m+y+my+5w2+y2+o(\(x,y)!2)-

sin x

Esercizio 23. Sviluppare la funzione di due variabili fino al secondo ordine in zero.
xy

Soluzione. Abbiamo che
sinx : 1 : 2 2
e =1+sinx + §(smx) + o(sin” x)
1
=1+ (z+o(z%)) + S+ o(2?))? + o(a?)
1
= 1—1—x+§m2+0(m2)
1
=1l+z+ 5372 + o(|(z,y)?).
D’altra parte

1
14+ zxy

=1 —ay+o(zy)

=1—ay+o(z,y)).
Di conseguenza,

sinz
e

e 57> +oll(z, ) (1~ 2y + ol )
= (142 +522) (1= a) + ol )P)

1
=14+z+ 5352 —xy + o(](:c,y)]Q).




Esercizio 24. Sviluppare fino al secondo ordine in zero le sequenti funzioni di due variabili:

il cos(zr —y) ~ sinz eVt cos(2r+y)
cos(zy) ’ ety 7 e 7 1+4sin(ay) 1+x
In(1

1
(3) \/].—.'E ) \/1+x+2 3 \/y+COSﬂ7; (1—$y)\/1+$2, \/ﬁ

Esercizio 25. Sviluppare fino al secondo ordine in zero le sequenti funzioni di tre variabili:

1 +sinzy  cos(z—y)  sinz 142y
1+2z ev=z 1 ew T THz—zy



COMPLEMENTI. UNA PROPOSIZIONE GENERALE SUGLI SVILUPPI DELLE FUNZIONI
COMPOSTE

Per completezza, riportiamo qui sotto una proposizione generale sugli sviluppi di Taylor delle
funzioni composte.

Proposizione 26. Sia ¢ : R — R una funzione tale che p(0) =0 e
p(t) = P(t) + o(t"),
dove P ¢ un polinomio di grado K > 0. Sia F : R — R una funzione tale che
F(X) = Q(X) +o(|X|Y),

dove Q) é un polinomio di grado N > 1 che si puo scrivere come somma di polinomi omogenei nel modo
sequente:

N
Q(X) = ZQj(X)a

dove ogni Q); € j-omogeneo e dove n > 1. Allora
p(F (X)) = P(Q(X)) + o(|X[™),
dove m é il minimo tra N e nK.
Osservazione 27. Osserviamo che se F' ¢ un polinomio, ovvero F' = @, allora abbiamo
P(F(X)) = 9(Q(X)) = P(Q(X)) + o(| X |"F). (1)

Dimostrazione di Proposizione 26 Osseviamo che possiamo scrivere ¢ ed F usando le funzioni € ed F
definite come:
©(t) = P(t)+e(t), dove e(t)=o(th),

F(X)=Q(X)+ E(X), dove E(X)=o(X").

Siccome @ = Z;V:n Qj e n > 1, abbiamo che

Q(X) = O(|IX]").
Inoltre, siccome N > n, abbiamo che

E(X) = o(|X|¥) = O(IX|") = O(|x|").

Di conseguenza, anche

F(X) = O(X]").
Ora, siccome £(t) = o(t®) e F(X) = O(|X|") con n > 1, abbiamo che

e(F(X)) = o(|X["™),
e quindi
p(F(X)) = P(F(X)) +e(F(X)) = P(F(X)) + o(| X[*").

Infine, scrivendo P come

K
P(t) = a;t,
§=0
abbiamo
P(F(X)) = P(Q(X)+ E(X)) =Y _a;(Q+ E) =) a;Q(X) + o(IX|") = P(Q(X)) + o(|X|").
=0 §=0

In conclusione,
p(F(X)) = P(Q(X)) + o(|X ™) + o(| X|"™),

il che conclude la dimostrazione. O



