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Limiti in coordinate polari

DEFINIZIONE DI M(r) E m(r)

Data una funzione

F:RI\ {0} >R,

per ogni raggio r > 0 definiamo

M(r):=supF e m(r) := inf F .
8B OBy

Osservazione 1. Ouwviamente, per costruzione si ha che
m(r) < M(r) per ogni 1 > 0.

Inoltre, fissato un raggio r > 0, abbiamo

m(r) < F(X) < M(r) per ogni X € 0B, .
Osservazione 2. In dimensione d = 2, abbiamo che

0B, = {(TCOSG, rsinf) : 6 € [0,27r]}.

Di conseguenza, possiamo riscrivere la definizione delle funzioni

M :(0,400) = R e m: (0,+00) = R
come segue:

M(r)= sup F(pcosf,psin0) e m(r) = inf F(pcosf,psind).
0€[0,27] 0€[0,27]

ESISTENZA E CALCOLO DEL LIMITE DI UNA FUNZIONE: IL TEOREMA PRINCIPALE
Teorema 3. Data una funzione F : R4\ {0} — R, definiamo le funzioni
M :(0,400) = R e m: (0,+00) = R
come sopra. Dato
¢ e RU {400} U{—0o0},
sono equivalenti:

(1) lim F(X)=¢;

(2) im M(r)=¢ e limm(r)=~¢.

r—0 r—0

Osservazione 4. Ricordiamo che, per definizione,

lim F(X)=1¢,
X—0
se e soltanto se

li_)m F(X,) =1 per ogni successione convergente X, — 0.
n oo



Dimostrazione del Teorema 3 nel caso ¢/ € R.

Cominciamo col dimostrare il Teorema 3 nel caso ¢ € R.

Dimostriamo prima che (2) = (1). Sia X,, € R? una successione tale che

lim X, =0.
n—oo
Definiamo la successione
Tn = | Xy
ed osserviamo che
lim r, = 0.
n—oo

Di conseguenza

lim M(r,) =1lim M(r) =4 e lim m(r,) = limm(r) =¢.

n—00 r—0 n—00 r—0

Siccome

= i < < =
m(ry) Xelgjgm F(X)<F(Xp) < nggm F(X) = M(ryp),

passando al limite per n — oo, otteniamo

_ 1 < 1 < 1 _
14 nh_}nolom(rn) < 7}1_>rr010 F(X,) < lim M(r,) =¥,

n—oo

e quindi
lim F(X,) ="

n—oo

Dimostriamo ora che (1) = (2). Supponiamo per assurdo che il limite 71ﬂ1_r>1% M(r) non sia uguale ad /.
Per la definizione di limite!, esiste € > 0 tale che per ogni § > 0 possiamo trovare un raggio
rs € (0,0)
tale per cui
|M(rs) — 4] > e.

Fissiamo la costante ¢ trovata ed osserviamo che (prendendo § = 1/n) per ogni n > 1, possiamo trovare
un raggio r, tale che

0<rn<% e |M(ry)— ] > .
Per la definizione di M abbiamo
M () = sup {F(X) L X € 8Brn}.
Per la definizione di estremo superiore, esiste X,, € 0B,., tale per cui
M(ry) — g < F(Xp) < M(ry).

Quindi,
1
O<rn=|Xn| <= e |F(X)—1{> %
n
D’altra parte, siccome per ipotesi limx_,o F'(X) = ¢, abbiamo che

lim F(X,)=2¢,
n—o0
e quindi
lim |F(X,) — | = 0.
n—oo
Assurdo. u
'Diciamo che lim M(r) = £, se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

r—0t

O<r<d = |M(r)—L<e.



Dimostrazione del Teorema 3 nel caso ¢ = 4o0.

Nel caso ¢ = 400, possiamo riscrivere il teorema nel modo seguente.
Proposizione 5. Sia ' : R?\ {0} — R una funzione a valori reali. Allora, sono equivalenti:

) lim F(X) = +oo;
(1) lim F(X) = +oo;

S5 e
(ii) pgg+m(p) +00

Dimostrazione. Supponiamo che (1) non sia vero. Allora, possiamo trovare una costante C' > 0 ed una
successione X, — 0 tali che

F(X, <C per ogni n e N.

Poniamo p,, := | X,,|. Allora, abbiamo che

pn— 0 e inf F<F(X,)<C,

8Bl’n
e quindi (ii) non vale.

Supponiamo ora che (ii) non sia vero. Allora, esistono C' > 0 ed una successione p, — 0 tali che

inf F<C per ogni n € N.

BPn

Di conseguenza, su ogni sfera 0B,,, esiste un punto X, tale che
F(X,) <C.

Siccome |X,| = p, — 0, abbiamo che (i) non vale. O

Proposizione 6. Sia F : R?\ {(0,0)} — R una funzione a valori reali.
Allora, sono equivalenti:

i lim F(z,y) = +oo;
® (z,y)—(0,0) (z.9)

(ii) pliré{r {eei[g’fQﬂ F(pcosb,psin 0)} = 400.

Dimostrazione del Teorema 3 nel caso ¢ = —oc.
Proposizione 7. Sia ' : R?\ {0} — R una funzione a valori reali. Allora, sono equivalenti:

(i) lim F(X) = —oc;

(i) lim M(p) = —o0.

p—0t

Dimostrazione. Supponiamo che (1) non sia vero. Allora, possiamo trovare una costante C' > 0 ed una
successione X, — 0 tali che

F(X,) > -C per ogni n e N.

Poniamo p,, := | X,,|. Allora, abbiamo che

pn— 0 e sup FF < F(X,) > —C,
aBPn

e quindi (ii) non vale.



Supponiamo ora che (ii) non sia vero. Allora, esistono C' > 0 ed una successione p, — 0 tali che

sup F > —C per ogni n € N.
0B,,,

Di conseguenza, su ogni sfera B, esiste un punto X, tale che
F(X,) > —-C.

Siccome | X,| = p, — 0, abbiamo che (i) non vale.

Proposizione 8. Sia F : R\ {(0,0)} — R una funzione a valori reali.
Allora, sono equivalenti:

i lim Fl(z,y) = —o0;
® (z,y)—(0,0) (=.9)

ii) lim sup F(pcosf,psinh)y = —oo.
()ﬁw{eemﬂ (p p )}

ESEMPI

Esempio 9. Dire se esiste (e se esiste, calcolarlo) il limite

lim F(x,y) dove  F(z,y):= Y

(@) (00) Va2 (14 )

Soluzione. Scriviamo la funzione F' in coordinate polari:

psinf B sin 6
p(1+4p=2sin®6) 14 p—2sin®6’

F(pcosb,psinf) =

Fissiamo un raggio p > 0 e studiamo la funzione

sin 6

0 10,2 R )= ———.
fp [ 5 77] — ) fp( ) 1—|—p_281n29

Per trovare il massimo di f, su [0, 27], calcoliamo la derivata

cosf (1 — p~2sin?0)

f3(0) = (14 p—2sin? )2

Supponiamo che il massimo di f, sia raggiunto in un punto
On € [0, 2]

Allora, 67 ¢ uno degli estremi dell’intervallo [0, 27] oppure f,,(6ar) = 0.
Quindi, abbiamo le seguenti possibilita per 6, :

(1) Opr = 0 oppure Oy = 2;
(2) cos(far) = 0;

(3) sin(fpr) = +p.



Nel caso (1), abbiamo semplicemente che
F(pcost, psinby) = fo(0rr) = 0.
Nel caso (2), osserviamo che necessariamenre sin(fys) = £1 e quindi

1 2
-+
1+ p2 1+ p?

fp(9M> =+

Nel caso (3), abbiamo che

Fo(0ur) = ig.
Quindi, ; ;
M(p) = max fp=max {O,iﬁ,ig} — max {0, #, =z
Analogamente,
; ; P’ P . —p?  —p )
m(p) = T fo = min {O’im’ii} — min {o, Tt 7} --£

Di conseguenza
lim M(p) = lim m(p) =0

p—0F p—07t

e quindi il limite ~ lim  F(z,y) esiste ed ¢ uguale a zero.
(z,)—(0,0)

Esempio 10. Dire se esiste il limite, per (z,y) — (0,0), della funzione

Y

VAP (L)

F(.Cl;‘, y) =

Soluzione. In coordinate polari abbiamo

psinf sin ¢

F(pcosf, psinf) = = .
(p P ) p(1+ p2sin?0) 1+ p%sin?6

Fissiamo p > 0 e studiamo la funzione

sin ¢
10,2 R 0) = ———.
fo: 10,27 = R, Jol0) 1+ p?sin? 0

Per trovare il massimo e il minimo di f, su [0, 27|, calcoliamo la derivata

cosf (1 — p?sin? 0)
(1 + p2sin? )2

Fo0) =
Supponiamo che il massimo di f, sia raggiunto in un punto
O € [0, 2w ],

e che il massimo di f, sia raggiunto in
O € [0, 27].

Quindi, abbiamo le seguenti possibilita per 67 e 6, :
(1) Oy (rispettivamente 6,,,) & uno degli estremi dell’intervallo [0, 27];
(2) cos(far) = 0 (rispettivamente cos(6,,) = 0);

(3) sin(fpr) = :l:% (rispettivamente sin(6,,) = :l:%).

5



Nel caso (1), abbiamo che
fo(0) = fo(2m) = 0.

Nel caso (2), osserviamo che:

se cosf =0 allora necessariamente sin(f) =1 oppure sin(d) = —1
e quindi
1 1
fo(0) = Ty oppwre fo(0) = BEYl
11 caso (3) invece non puo verificarsi se p > 1.
Mettendo insieme i tre casi, abbiamo:
f(0) = — in f,(0) =~
max = e min =——.
9ef0,2n] " ° 1+ p? oef0,2q] " 1+ p2

Di conseguenza,

1 1
lim m(p) = lim (— 7> =-1 e lim M(p) = lim —— =1,
p—0 p—0 1+ p2 p—0 p—0 1+ p2

e quindi il limite  lim  F(z,y) non esiste.
(z,y)—(0,0)



