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Convergenza uniforme. Interpretazione geometrica della

differenziabilita

CONVERGENZA UNIFORME DI FAMIGLIE DI FUNZIONI
Definizione 1. Sia Q un insieme in R e G : Q — R™ una funzione limitata. Definiamo

|Gl Lo (@) = sup |G(z))].
e

Definizione 2 (Convergenza uniforme e convergenza puntuale). Siano @ C R? un insieme dato e
F,. : Q — R™ una famiglia di funzioni limitate che dipende dal parametro r > 0. Sia G : Q@ — R una
funzione limitata su €.

e Diciamo che F, converge uniformemente alla funzione G : @ — R™ se

lim (|5 — Gl[Loo (@) = 0

e Diciamo che F, converge puntualmente alla funzione G : Q@ — R™ se

lim F.(X) = G(X) per ogni X e

r—0

Osservazione 3 (Convergenza uniforme =- convergenza puntuale). Se F,. converge uniformemente a
G su (), allora F,. converge puntualmente a G. Infatti, per ogni X € Q, abbiamo

. B . B il
lim |, (X) G(X)\_}gg){gg!Fr(Y) G(Y)|} = lim |[F, = G <o) = 0

Esempio 4. La sola convergenza puntuale di una famiglia di funzioni F, : Q — R non implica la sua
convergenza uniforme. Infatti, se prendiamo come insieme Q l'intervallo [0, 1], e come F, le funzioni

2 se wel0,r]
F.(z):= =2 ¢ gz ¢€[r,2r],

T

0 se zel2r1],

allora, per ogni x € [0,1], abbiamo che
lim F,.(z) =0,
r—0

ovvero la famiglia F, converge puntualmente alla funzione costante
G(z) =0 per ogni x € [0,1].
D’altra parte F, non converge uniformemente a G. Infatti, per ogni r > 0 si ha

| F = Gllpe (o)) = sup |Fr (@) = [F(r)] = 1.
z€[0,1]

Esempio 5. La famiglia di funzioni

F.:[-1,1] =R, Fr(z) =r+2?,
converge uniformemente alla funzione G(x) = x? sull’intervallo [—1,1].
Esempio 6. La famiglia di funzioni

F.:[-1,1] - R, Fo(z) = (z — 1),

converge uniformemente alla funzione G(z) = 2% sull’intervallo [—1,1].



Esercizi sulla convergenza uniforme

Esercizio 7. Studiare il comportamento e (se esiste) trovare il limite uniforme , per r — 0, delle
sequenti famiglie di funzioni:

(1) L [_17 1] - R, Fr(w) = m;

x
(2) FT'R%R7 Fr(x)_m)
rT
F.:Ro>R, F()=—2_.
3) - (z) 1+ r2z2
r?x
(4) FT’ R—R s Fr(x):m,
x
(5) FT : [—1, 1] — R y FT-(.’I,') = m,
r
F:l-1,1] 2R, F(z)= —2% .
6 Fel11]- @)= 1
(1) F:R—=R, F(z) = exp(—rz?);
8) F:[-1,1] >R, F.(z) = exp(—rz?);
2
x
9 F:R—>R, Fr(x)—exp<—7),
(10) F.:R—R, Fr(x) = V1?2 +22;
(11) F.:[-1,1] >R, F.(z) =¢e"%;
(12)  F.:[-1,1] =R, F.(z) = sin(rzx);
(13) F.:R—=R, F.(x) = sin(rx);
1
(14) F.:[-1,1] > R, F.(xz) = —sin(rz);
r
(15) F.:R—=R, F.(z) = =sin(rx);
r
1
(16) F.:[-1,1]=R,  F.(z)= ;(em —1);
1
(17) F.:R—>R, Fr(aj):;(em—l),
1
(18) F.:[0,1] >R,  F.(z)=arctan (:c + f) ;
r
1
(19) F:R—=R, F,.(z) = arctan <x + —).
r

Soluzione di (5). Calcoliamo intanto il limite puntuale di F, per r — 0. Per ogni z € [-1,1],
abbiamo:

. . 1
i B () = limy == 55 =

Quindi la funzione costante G(z) = 1 ¢ il limite puntuale di F, ed il candidato per limite uniforme. Per
vedere se F}. converge uniformemente a G, fissiamo r > 0 e calcoliamo

202
1+ r2z2

1

sup |F.(z) — G(x)|= sup 1522

z€[—1,1] z€[—1,1]

— 1’ = sup
z€[—1,1]



Osserviamo che per ogni = € [—1,1] si ha

‘ T2$2

14 r2z2

2
T 2

< <r
— 147222 —

Di conseguenza, anche

252 )
sup |Fr(z) —G(z)|= sup |———|<r”.
z€[~1,1] ' z€[~1,1] 1+ 7222
Passando al limite per » — 0, otteniamo che
lim { sup |Fy(z) — G(z)\} =0,
r—0 IE[—l,l]
e quindi concludiamo che F), converge uniformemente a G (sull’intervallo [—1, 1]) per r — 0. O

UNA DEFINIZIONE EQUIVALENTE DELLA CONVERGENZA UNIFORME

Teorema 8. Siano Q C R un insieme dato, G : Q — R™ una funzione limitata e F, : Q@ — R™ una
famiglia di funzioni limitate che dipende dal parametro v > 0. Allora, sono equivalenti:

(i) F, converge uniformemente a G per r — 0;

(ii) per ogni successione r, — 0 e per ogni successione (non necessariamente convergente) Y, € ),

abbiamo che
lim |F, (Ya) — G(Ya)| — 0.

n—o0

CONTINUITA E LA CONVERGENZA UNIFORME DEI RISCALAMENTI (0-OMOGENEI

Osservazione 9. Sia F : R* — R una dunzione data e Xo € R?. Ricordiamo che sono equivalenti

() Jim F(X) = P(Xo);

(ii) per ogni successione X, — X si ha lim |F(X,)— F(Xo)| — 0.

n—oQ

Proposizione 10. Sia F : R — R una funzione. Per ogni Xo € R% consideriamo la famiglia di

funzioni
F.(X)=FXo+rX).

Dimostrare che sono equivalenti:
(i) La funzione F ¢é continua in Xg.

(ii) Perr — 0, la famiglia F, : By — R converge uniformemente su By alla funzione costante

Fo(X) = F(Xy) perogni X € R%.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che (i) = (ii). Siano r, — 0 e Y;, € Bj una successione di punti.
Allora, siccome r,Y;, — 0, abbiamo

|Fr, (Yn) = F(Xo)| = |[F(Xo + raYn) — F(Xo)[ = 0,

il che implica (ii).
Dimostriamo ora che (ii) = (i). Sia X,, una successione che tende a Xy. Allora, abbiamo

Xn —Xo)

Tn

[F(X0) = F(Xo)| = |F(Xo+ - F(Xo)|



Scegliendo 7, = 2|X,, — X/, abbiamo che

n — 0 e Y, = — € By.
2rp,
Di conseguenza, per I'uniforme continuita di F,
|F(Xn) — F(Xo)| = [F, (Yn) = F(Xo)[ = 0. 0

CONVERGENZA DEI RISCALAMENTI 1-OMOGENEI

Proposizione 11. Siano F : R* — R una funzione, Xo € R? un punto e v € R? un wvettore.
Consideriamo la famiglia di funzioni

1
Fo(X) =~ (F(Xo +rX) - F(XO)) .
Dimostrare che sono equivalenti:
(i) F(X)=F(Xo)+v- (X —Xo)+o(|X — Xo|), ovvero

- |F(X) = (F(X0) + v (X — X))
X—Xo | X — Xo|

~0. (1)

(ii) Perr — 0, la famiglia F, : By — R converge uniformemente in By alla funzione lineare

L(X)=v-X perogni X eR%

Dimostrazione. Dimostriamo prima che (i) = (ii). Siano 7, — 0 e Y,, € B; una successione (non
necessariamente convergente). Allora,

L (P(Xo 4 mY) — F(X0)) —v-Y,

Tn

|F(Xo + raYn) — F(Xo) —v- (raYs)| '

) —o vl = A

= ‘Yn’

Siccome, 1,Y;, — 0 possiamo applicare (i) alla successione Xg + r,Y,. Siccome Y;, & limitata, abbiamo
|, (Yn) — v - Y| =0,

il che conclude la dimostrazione di (i) = (ii).
Dimostriamo ora che (ii) = (i). Sia X,, = Xy. Definiamo Y, = X"%HXO, dove il raggio r,
|F(Xn) — F(Xo) —v- (X, — X0)|  |F(Xo+7,Yn) — F(Xo) — v (raYy)]
|Xn—X0| Tn|Yn’

B |F(Xo +maYn) — F(Xo) — v - (ryYs)|
Tn|Yal

1
:—|Y ’}Frn(Yn)—v-Yn\.
n

Scegliendo
Tn = 2|Xn — Xo’,

abbiamo che r, — 0 e |Y,,| = 1/2. Di conseguenza, applicando (ii), otteniamo (1). O



