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Elementi di topologia in R”

Lo spPAZ10 EUCLIDEO R”

Useremo la notazione seguente :

e R™ ¢ lo spazio euclideo di dimensione n:

R™ = {(azl,xg,xg,...,xn) : xp, €R perogni k= 1,...,n}.
e Q" & l'insieme dei punti con coordiante razionali in R"

Q" = {(ql,qg,qg,...,qn) :qr €Q perogni k= 1,...,n}.

e Se z e y sono due punti di R” con coordinate

X:(xl,J:Q,...,fL‘n) € Y:(y1’y27""yn)7

allora X +Y e X — Y sono i vettori con coordinate
X+Y=(x1+y,x2+y2,.- -, Tn+Yn) e X—-Y=(x1—y1,%2 — Y2, -, T, — Yn)-
e Se X = (x1,x9,...,x,) € R", allora definiamo la norma Euclidea | X| come
2, .2, .2 2\ '/
| X| := (x1+:c2+x3+---+xn> .
e La funzione d : R” x R” — R, definita come
dX,)Y)=|X-Y]|,

& una distanza su R", ovvero valogono le proprieta seguenti:

(1) Per ogni X,Y € R", si ha che | X — Y| > 0. Inoltre, | X —Y|=0seesolose X =Y.
(2) Per ogni X,Y,Z € R", vale la disuguaglianza triangolare

X -Y|+|Y -Z|>|X-Z|
e Per ogni X € R" ed ogni r > 0, indichiamo con B,(X) la palla centrata in X di raggio .

By (X) = {YGR” DX Y] <r}.

e Per ogni X € R" ed ogni r > 0, indichiamo con B,(X) la palla chiusa centrata in X di raggio r.
B,(X) = {Y ER" : |X-Y|< r}.

Quando X = 0 scriveremo semplicemente B, e B, al posto di B,(0) e B,(0).



LA DISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE IN R"

Le due nozioni di prodotto in R".

Per ogni X = (x1,22,...,2,) € R™ e per ogni numero reale ¢t € R, definiamo il prodotto tX € R™ del
vettore X con il numero reale ¢ come

tX = (twy,txa, ... txy).
Inoltre, per ogni
X = (x1,29,...,2,) €R" e Y = (y1,92,---,yn) € R",

definiamo il prodotto scalare tra x e y come

n
XY = Z TEYk-
k=1
Proposizione 1 (Proprieta del prodotto scalare).

(i) per ogni X = (z1,...,2,) ER™ e Y = (y1,...,yn) € R" si ha

X Y=Y X;

(ii) per ogni X,Y € R™ e per ogni t € R si ha che

(tX) Y =X -(tY) = t(X - Y);

(iii) per ogni X = (z1,...,2n) ER", Y = (y1,...,yn) ER" e Z = (21,...,2,) € R"

(X+Y)- Z=X-Z+Y Z

(iv) per ogni X € R si ha
X -X=|X>

(v) per ogni X = (x1,...,2n) ER" eY = (y1,...,yn) € R" si ha
X +Y]?=|X]*+2X Y + [V~

La disuguaglianza di Cauchy-Schwartz

Teorema 2. Siano
X = (x1,29,...,2p) e Y = (y1,92,- -+, Yn),

due punti di R™. Allora vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz
(X|[Y] = |Xx-Y].
dove X Y é il prodotto scalare tra i vettort X e Y.
Dimostrazione: B sufficiente considerare il caso X # 0 e Y # 0. Considerare la funzione
fR=R,  f(t)=|X+tY]%

Trovare il punti di minimo della funzione f su R. Concludere.



Dimostrazione della disuguaglianza triangolare

Teorema 3. Siano
X:(ﬂfl,l‘g,...,l'n) € Y:(ylay27"'7yn)7

due punti di R™. Allora vale la disuguaglianza triangolare
X[+ Y= [X+Y].

Dimostrazione: Sviluppare |X + Y|?. Usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz, mostrare che
X+ Y < (IX]+[Y])%

SUCCESSIONI CONVERGENTI E LIMITI DI SUCCESIONI IN R"
Definizione 4. Diciamo che la successione (Xg)ren converge a Xoo € R™, se
klggo | Xk — Xo| =0,
ovvero se per ogni € > 0 esiste N € N tale che
| X — Xoo| <& perogni k> N.
Proposizione 5. Sia (Xi)ren una successione in R™. Se X, Yoo € R™ sono due vettori tali che
kh_glo‘Xk—Xoo‘ =0 e RILIQO‘X’“_YOO‘ =0,
allora Xo = Ys. In particolare, se una successione converge, allora il suo limite € unico.
Dimostrazione. Usando la disuguaglianza triangolare, mostrare che | Xy, — Yoo| = 0. O

Proposizione 6. Siano (X)ren € (Yi)ken due successioni in R™ converegnti rispettivamente a Xoo €
Y. € R™. Allora la successione X + Yy converge a Xoo + Yoo

Dimostrazione. Usare la disuguaglianza triangolare. O

Proposizione 7. Siano V € R™ un vettore fissato e X3 € R™ una successione che converge a X € R™.
Allora,
Iim V- X =V X.

k—o0

Dimostrazione. Usare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. 0
Proposizione 8. Se X € R" ¢ una successione che converge a Xoo € R", allora

lim | Xj| = | Xool.

k—o00
Dimostrazione. Usare la disuguaglianza triangolare. O

Corollario 9. Se X € R™ ¢ una successione convergente in R™, allora Xy & limitata.

Definizione 10. Diciamo che una successione (Xp)ren C RN ¢ limitata se esiste una costante R > 0
tale che
| Xx| <R perogni keN.

Proposizione 11. Sia X, = (z¥,25,...,2F) € R" una successione di vettori in R" e sia
Xoo = (3%, 23°,...,22°) € R™ un vettore fissato. Allora, sono equivalenti:

(i) X converge a X in R™;

(ii) per ogni fissato j =1,...,n la successione x? converge (per k — +00) a z5°.

Teorema 12 (Bolzano-Weierstrass). Ogni successione limitata in R™ ammette una sottosuccessione
convergente.



SUCCESSIONI DI CAUCHY E COMPLETEZZA DI R”
Definizione 13. Diciamo che una successione Xy, di vettori in R™ ¢ di Cauchy, se
per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che |X; — X;| < e per ogni i,j > N.

Teorema 14 (Completezza di R™). Ogni successione di Cauchy in R™ converge.

FUNZIONI CONTINUE

Definizione 15. Siano Q un iniseme di R™ e F' :  — R™ una funzione data. Diciamo che la funzione
F ¢ continua nel punto X € €, se valgono le sequenti (equivalenti) proprieta:

e per ogni successione di vettori Xy € ), convergente a X, la successione F(X}) converge a F(X)
m R™;

e per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che
per ogni punti Y € Q tale che |Y — X| < § si ha |[F(Y) — F(X)| < e.

Definizione 16. Diciamo che una funzione F': 0 — R™ é continua su ), se lo é in ogni punto X € €.

Le dimostrazioni delle sequenti proposizioni sono lasciate per esercizio

Proposizione 17. Sia Q un insieme in R™". Se FF : QO — R™ e G : Q@ — R™ sono due funzioni,
entrambe continue in un dato punto X € Q, allora anche le funzioni

F+rG : Q—=R™ e F-G: Q=R
sono continue 1n X.

Proposizione 18. Sia Q) un insieme in R™. Se F : Q@ — R™ ¢ una funzione continua in un dato punto
X € Q, allora anche la funzione

|F|: Q=R
e continua in X.

Proposizione 19. Siano Q0 un insieme in R" ed F' = (f1,..., fm) : @ = R™ wuna funzione data. Sia
X € Q un punto dato. Allora, sono equivalenti:

(i) la funzione F : Q — R™ ¢é continua in X ;

(ii) per ogni j =1,...,m la funzione f; : @ = R & continua in X.

ESERCIZI

Esercizio 20. Dimostrare che linsieme Q™ e denso in R™ owvvero per ogni X € R™ e per ogni € > 0
esiste un punto con coordinate razionali ¢ € Q™ tale che | X — q| < e.

Esercizio 21. Siano (Xp)ken € (Yi)ken due successioni in R™ converegenti rispettivamente a Xoo €
Y. Mostrare che

k—o0



Esercizio 22. Siano
I all e QA1p

X=1": ed A=
Tn, Aml -+ Qmn

un vettore in R™ ed una matrice n X m con coefficienti reali. Mostrare che

[AX] < [|[All2| X,
dove X
m n /2
2
IAllz = 22 o
i=1 j=1
Esercizio 23. Siano X = (x1,...,2n) e Y = (y1,...,Yn) due vettori in R" e sia
(AN QA1p
A=
anl ... Ann
una matrice n X n con coefficienti reali. Mostrare che
ailp ... QA1n T 12
(i w2 | <ixIvrL Y af
Gnl ... Gpn T 1<ij<n
Esercizio 24. Sia
aill e QA1p
A=
aAml .- Amn,

una matrice n X m con coefficienti reali. Sia Xy una successione di vettori in R™ che converge a
X € R™. Mostrare che la successione Yy, := AX}y converge a Yoo := AXs in R™.

Esercizio 25. Sia
ail .o QA1p

A=
aAml .- Amn,

una matrice n X m con coefficienti reali. Supponiamo che esiste un vettore non-nullo X € R™ tale che
[AX] = [|[All2| X].
Che cosa si puo dire sul rango della matrice A?

Esercizio 26. Siano f:[0,1] - R e g:[0,1] — R due funzioni Riemann integrabili. Dimostrare che

<( ) i) - (f P s ) ’

(AR A1n

1
/ f(@) g(e) da
0

Esercizio 27. Sia

A=
(2775 R QApn

una matrice n X n con coefficienti reali, simmetm’cdﬂ e semi-definita positivcﬂ.

1Una matrice A & simmetrica se Y!AX = X'AY per ogni coppia di vettori X,Y € R".
2Una matrice A & semi-definita positiva se X*AX > 0 per ogni X € R™.



(1) Mostrare che se per un qualche vettore X € R"™ vale X'AX = 0, allora AX = 0. (Mostrare per
esempio che Y!AX =0 per ogni Y € R".)

(2) Mostrare che vale la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

IYIAX| < (XTAX)P(YAY)'?  perogni  X,Y € R™

Esercizio 28. Sia B, la palla di raggio r e centro 'origine in R™. Trovare il piu grande cubo
Qﬁ = (_& E)n
di lato £ > 0 (e centro 'origine) contenuto in B,.

Esercizio 29. Siano X eY due punti di R" e siano R > r > 0 due costanti reali. Mostrare che
se | X—-Y|<R-—r, uallora B,(Y)C Br(X).
Esercizio 30. Siano X eY due vettori di R"™. Dimostrare che

X —YP+ X +YPP=2(XP+|YP).



