DENSITA DI VARIABILI ALEATORIE VIA FORMULE DI
INTEGRAZIONE PER PARTI E SEMIGRUPPO DEL
CALORE

DARIO TREVISAN - SIMONE ROTUNDO

In queste pagine proponiamo una dimostrazione leggermente diversa dei
Teoremi 1.1.3 e 1.1.5 degli appunti di M. Pratelli [1].

Innanzitutto introduciamo questa notazione (essenzialmente un caso par-
ticolare della Definizione 1.1.1 in [1]).

Definizione 1. Dato uno spazio di probabilita (€2,.4,P) e una variabile
aleatoria F' : Q@ — R™ (m > 1), diciamo che F' soddisfa una formula di

integrazione per parti se, per ogni i € {1,...,m} esiste H; : Q@ — R™
integrabile tale che
(1) E[0ip(F)] = E[p(F)H;] per ogni ¢ € Cy(R™).

Osserviamo alcune semplici proprieta della variabile aleatoria H = (H;)™ ;.
Ponendo ¢(x) costante uguale ad 1, otteniamo che E[H;] = 0. Inoltre, in-
troducendo la variabile aleatoria E [H;|F], si ha, per la regolarita di ¢, che
dall’identita

Elp(F)Hi] = E[E [p(F)Hi| F]] = E [o(F)E [H;| F]]

segue che in (1) si puo sostituire H; con E [H;|F].
Inoltre, introducendo 'operatore divergenza di un campo vettoriale
b= (bi)iL; € Cy(R™R™),

divd(z) = Z 0;bi(x), per z e R™,
i=1

possiamo riassumere (1) in forma vettoriale nel seguente modo:
(2) E [divb(z)] = E[(b(F), H)] per ogni b € C}(R™;R™),

dove (u,v) = >, w;v; indica il prodotto scalare tra vettori u, v € R™.
Infatti, supponendo che F' soddisfi una formula di integrazione per parti,
deve esistere H vettore aleatorio integrabile tale che

E[divb(F)] = E [i Oibi(F) | = iE [0:bi(F)] =

= ZE [b:i(F)Hi] = E [Z bi(F)H; | =E[(b(F), H)]

Viceversa, basta considerare il campo vettoriale b(z) = (0, ...,0, ¢(z),0,...0)
dove ¢(z) appare alla componente ¢, per cui deve valere

Elp(F)Hi] = E[(b(F), H)] = E[divb(F)] = E [9;p(F)]
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Ripetendo il ragionamento per ogni ¢ = 1, ..., m si ottiene che F' soddisfa
una formula di integrazione per parti.

Teorema 2. Sia F' : Q@ — R™ wuna variabile aleatoria che soddisfa una
formula di integrazione per parti (1) (o equivalentemente (2)). Allora la
legge di F' ammette densita f rispetto alla misura di Lebesque £™. Inoltre
vale f € LP(R™, Z™), per ogni p € [1, 27).
Problema 3. In realta i Teoremi 1.1.3 e 1.1.5 degli appunti [!] dimostrano
che f € Lm—1(R™, ¥™). Sarebbe interessante capire se la dimostrazione
proposta qui si possa adattare per coprire tale caso.

Prima di passare alla dimostrazione del risultato, ricordiamo alcune pro-
prieta della trasformazione nota come semigruppo del calore

Cyp(R™) 3 u = Pu = (Pau)ejo,m € Co([0,T] x R™),
_ipyz dy
Pou(z) := u(z + Viy)e zIWIF =L
() 1= [ e+ Vige PSS

Dimostriamo alcune semplici proprieta della mappa P (in realta vale molto
di piu di quanto vediamo sotto, ma questo basta per i nostri scopi).
Lemma 4. Valgono le sequenti proprieta:

i) La mappa P ¢é ben definita, lineare e continua e vale la proprieta di
SeEMIGruppo
P (P u) = P5+tu
i) Seu € CE(R™), allora P € CZ(R™) e vale lidentita

(3) Pou(z / —APsu(x
iii) per ogni t € (0,7, si ha Pru € CZ(R™) ed ed inoltre vale che

Vv m
sup [|[VPu(z)|| < ~—= sup [u(z)].
zeR™ t zeRrm

iv) per ogni q € [1,00), t € (0,T], vale

1
sup |Pu(x)| < cqt_% </ \u(x)|qu> ’ )
TER™ R™

dove ¢y > 0 dipende unicamente da q¢ e da m (né da t né da u).
v) per ogni

Una dimostrazione del lemma e fornita nell’appendice A.

Dimostrazione del Teorema 2. Dato p € (1, "), poniamo

q=p/(p—1) € (m,+00). Data u € C?>(R™), passando al valore atteso
troviamo che

1
E [Pru(F)] = E[u(F)] + /0 iE [APsu(F)]ds

E[APsu(F)] = E[div(VPsu(F))] = E[(H, VPu(F))],
da cui otteniamo 1’'identita

T 1 T
E[u(F)] = E [Pru(F)]— /0 SE[APu(F)] ds = E[Pru(F)]- /0 E [(H,V Pu(F))] ds.
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Da questa il passaggio successivo e di ottenere la diseguaglianza

() ez ([ porar)’

dove C' > 0 dipende unicamente da p, T' e E[||H]||] (in particolare, non di-
pende da u). Da essa segue che funzionale lineare

U:u€ C?(R™) s E[u(F)] & continuo rispetto alla topologia di LI(R™, &™),
e pertanto si pud estendere ad un funzionale lineare limitato U su LI(R™)
sfruttando ad esempio la versione funzionale del Teorema di Hahn-Banach.
Per il Teorema di Rappresentazione di Riesz si ha che U, e quindi anche U,
e rappresentato da un elemento f(x) € LP(R™, Z™). Tale f € LP(R™, Z™)
¢ anche unico, per I'unicita dell’estensione dovuta alla densita di CQ(]Rm)
in LI(R™, £™). Infatti se vi fossero due estensioni diverse U e V, data
u € LI(R™) e data (un)neny € C?(R™) successione che converge in norma
|.||ze & u, si avrebbe che

<t

(un) = V(u)| <

< Lillu = un||za + L ||u — un||za = 0

dove Ly e Ly le costanti di Lipschitz opportune dei funzionali lineari U
e V. Pertanto le due estensioni devono coincidere. Si trova quindi

(5) Eu(F)) = /m u(z)f(x)dz, per ogniu € CCQ(Rm),

e quindi f & la densita della legge di F', in quanto E [u me x)dPp(x)
e i due integrali coincidono su tutte le u € CCZ(Rm), dunque le misure de-
vono essere uguali (basta approssimare puntualmente ogni indicatrice del
prodotto cartesiano di semirette negative con una opportuna successione di
funzioni regolari a supporto compatto e poi utilizzare ad esempio il teorema
di convergenza dominata per passare al limite sotto il segno di integrale).
Osserviamo che il fatto che f sia una densita ci dice anche che f € L!(R™).
Per mostrare (4), dalla proprieta ) del lemma precedente, abbiamo

P <E | sup [Pra)| = sup |Pruco)

(6) )

< CpT_% </ |u(1:)|qu) ’ )
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mentre applicando la proprieta 4ii) e poi ancora la ), troviamo che
[E[(H, VPu(F))]| = [E [(H, VP Pyu(F))| | <E [|(H, VP (Pyu)(F))|] <
per la proprieta di semigruppo PsPiu = Psitu,
<E | E|IVPP;u(F)|] <E|H]] sup (VP Pyu(a)l| <
€T m
per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,
<E[||H]||] Vm(s/2)"? Sup |[Psu(z)| <
zeR™

per la proprieta 4ii) con t = s/2,

< Bl Vimeylsr2) Hsr2) 5 ru<x>rqu)3

per la proprieta iw) con t = s/2.

[N

L’ipotesi ¢ > m implica che % < 1 e quindi —% — 2% > —1 e quindi

T 1_m
_1_m T2 2
s 2 2ids = T < 0.
0

m

2 2q
Mettendo insieme quanto trovato finora, concludiamo che
1

|E [u(F)]| = [E [Pru(F)] —/0 SE[(H, VPu(F))]ds| <

m T 5._1_m 1
<oTE([ @i+ [ SEIEN GV E  jue)id)ids -

SIS

= Cp(/m u(@)|tda)t (T 5 + B[ H|] v 2

_m
2q

w01 {1]

)=l lula)pde)

N

1_m
Dunque la (4) vale con C' = cp(Tf% +E[|H]] dm%) e quindi la
2q

N |

dimostrazione ¢ conclusa. O

Osservazione 5. Piu precisamente, abbiamo ottenuto che, per una opportu-
na constante ¢, > 0, vale

Blr)] <o (178 e a7 E) (f |u<x>|qu)3 .

1
)2 4

1
con vy = \/ﬁ("’i

Ponendo T in modo che T 21 = fyIE[HHH]T%*%,

ol
NE

T=(E[HID?

si trova che
m

BL(F)]| < 26T 5([ jul)ide)t = 2,GENHIDT ([ jufe)ldo)t,

m
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da cui segue una disuguaglianza per la norma integrale della densita di f,
essendo questa la norma del funzionale lineare continuo u +— E [u(F')]:

(/ m|f<x>|pdx)”= sup [E[u(F)]| < sup 2¢)(E[H)) [|ulle < 27 (B [|[H|])

llullLa<1 llullLa<1

Osservazione 6. Supponiamo che sia H € L"(Q2), per qualche r > 1. E
possibile migliorare il risultato ottenendo maggiore regolarita/integrabilita
per la densita f? Un caso speciale € quello di m = 1. Infatti in questo
caso speciale sappiamo dal Teorema 1.1.3 di [1] che la densita ha una forma
speciale data da

f@) =E [I{p>sy H]

Dunque la densita appartiene a L in quanto |E [I{FZQC}H] |<E [|I{F2x}H|] <
< E[|H|] < oo poiché H ¢ integrabile.

A questo punto, prendendo ' = r/(r — 1) il coniugato di r e usando la
disuguaglianza di Holder, possiamo dire che

f(@) = W) = |E [I{psay H] — E [I{ps H] | =

|E
<E[IperepHl) <E||peray” | EIHT

/f Hdt) V[ H|")

< Mz —y|7

E [(I{psey — Lipsyp) H] |

L 1
dove M = || f||jE[|H["]".
Abbiamo quindi ottenuto che la densita ¢ Holderiana con esponente % =
11

r

Nel caso m > 2, raffinando la dimostrazione del Teorema 2, si puo
mostrare il seguente risultato.

Esercizio 7. Sia F' : ) — R™ una variabile aleatoria che soddisfa una formula
di integrazione per parti (1) (o equivalentemente (2)) con H € L"(Q2), per
r € [1,00]. Allora la legge di F' ammette densita f rispetto alla misura di
Lebesgue £™, con f € LP(R™, £™), per ogni p € [1, %)

APPENDICE A. DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 4

i). Perché P sia ben definita, dev’essere anzitutto che la funzione y —
Wu(:ﬁ + \/{y)e—%HyHQ sia integrabile su R™ per ogni ¢ € [0,T], z € R™,
u € Cyp(R™). Questo ¢ vero poiché u ¢ limitata, dunque esiste M > 0
tale che |u(x + \/iy)e*%”ynz\ < Me2lWP ¢ la funzione y — e 2ll¥l® &
integrabile. Dev’essere poi che (¢,z) — Pu(x) sia effettivamente continua
e limitata per ogni u € Cy(R™). Per vederlo, consideriamo (B;).¢[o,7] moto

Browniano a valori in R™. Possiamo scrivere che Pu(x) = E [u(z + By)].
Infatti, ricordiamo che B; ~ N(0,tI); dunque se Z ~ N(0,I) si ha:
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o Sllyll?

E [u(x + By)] = / dy = Pou(x)

u(z+By)dP = / u(z+VtZ)dP = u(r+Vty)
)

Q Rm (27T)m/2
Sia ora (ty, Tn)nen successione in [0, 7] x R™ che converga

a (t,x) € [0,T] x R™. Poiché u & continua si ha che a sua volta u(z,, + By,)

converge a u(x+ By). Poiché u & anche limitata possiamo applicare il teorema

di convergenza dominata e affermare che

lim Eu(z, + By,)] = E [u(x + By)]

n—-+00

da cui segue la continuita della mappa (¢, z) — E [u(z + B;)] = Pau(z).

Poiché u e limitata, esiste C' > 0 tale che |u(z)| < C per ogni z € R™.
Dunque troviamo che

sup |Pou(z)| < sup |E [u(z + By)]| < sup |[E[u(z)]| = sup |u(z)] < C < 400

(t,x)€[0,T]xR™ (t,z)€[0,T|xR™ x€R™ zER™

Abbiamo pertanto ottenuto che la mappa (¢, z) — P,u(x) ¢ anche limitata.
Concludiamo dunque che P ¢ ben definita.

La linearita di v — Pu ¢ immediata. Siano infatti o, 8 € R
e u,v € Cp(R™). Si vede facilmente che

P,(ou(x)+pv(z)) = E[(au+ Bv)(x + By)] = Eau(z + By) + fv(x + By)] =

= oF [u(x + By)] + BE [v(z + By)| = aPu(z) + BPu(x)
Dai conti fatti in precedenza per dimostrare che Pyu & limitata, segue che

SUD (¢ z)eo,7]xrm [P ()] Sup, g [u(z)]
sup( ) (
u#0 SUPgem [u(7)] T w0 SUPgepm |u(T)]

da cui la limitatezza dell’operatore u +— Pu (come definito tra spazi di
funzioni continue). Dato che P ¢ anche lineare, si conclude che P ¢ anche
continuo.

La proprieta di semigruppo segue dall’identita Byys = (Byts — Bs) + Bs,
valida per ogni s,t € [0,T]. Infatti, ricordando che B;ys — Bs ~ N(0,tI),
per ogni s,t € [0,T], x € R™, u € Cp(R™) si ha

)=1< +o0

Pyiiu(x) = Eu(x + Bsyt)] = E [u(x + (Biys — Bs) + Bs)] = E [u(x + B; + Bs)| =
=E[E [u((z + Bt) + Bs)]] = E [Psu(x 4+ Bt)] = P:(Psu)(x)

i). Sia u € CZ(R™). In particolare u risulta essere lipschitziana, ovvero
esiste una costante L > 0 tale che per ogni x,y € R™ vale

lu(z) —u(y)| < Ll|z — yl|
In particolare dunque, per ogni z € R™, h € R, t € [0,T], i € {1,...,m}
vale

|u(x + By + he;) —u(z + By)| < L||x + By + he; — (x + By)|| = L||he;|| = L|h

da cui si ricava
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u(x 4+ By + he;) — u(z + By) <
5 <

Preso allora i € {1,...,m}, per il teorema di convergenza dominata si ha

che
Pz + he;)) — Pu(x) . Efu(x + By + he;)] — Eu(x + By)]

m = lim =

h—0 h h—0 h
M E u(z + By + he;) — u(x + Bt)} & [hm w(@+ By + he) —u(x + By)| _

h—0 h h—0 h

Si trova dunque che Pu ¢ derivabile e risulta 0;(Pu)(z) = Pi(0;u)(x)
per ¢ = 1,...,m. Le derivate parziali sono inoltre continue e limitate in
quanto la mappa x +— Pw(z) € una funzione continua e limitata per ogni
v € Cp. Pertanto si pud concludere che Pau € C}(R™). Si puo ripetere

in maniera analoga il ragionamento per la derivata seconda, ottenendo che
P € CE(R™). Inoltre vale

0} (Pu) () = 0 P(9yu) () = Py(OFu) (x)

Pertanto si trova che

APu(z) =Y 07Pu(z) =Y Pi(07u)(z) = P()_ 0fu)(z) = P(Au) ()
=1 i=1 i=1

Per verificare 'identita (3), possiamo pensare di usare la formula di Ito e
poi prendere il valore atteso. Infatti, sia (X;); = (B¢):. Allora (X); risolve
I’equazione differenziale stocastica dX; = dB;. Consideriamo la funzione
f: R™ — R definita da f(y) = u(z + y) per z € R™. Dal momento che
abbiamo preso u € CZ(R™) risultera anche f € CZ(R™). Applichiamo allora
la formula di Ito:

S 1 9 o
g - 2 —_ ? J frd
00 = DA XX 5 3 5 (Kl X
- Emja-u(a;JrB VABi 4 ﬂ(ﬁB )d[B', Bi), = Em:é?-u(x—i—B VABi++ Em:aQu(erB )dt
= o i t t 2 = 8.%‘(9.73]‘ t ) t — - 7 t t 2 =~ i t

In forma integrale diventa

F(X0) = f(B) = u(x+Bi) = u(z+Bo)+» / du(x+Bs)dBi+= / > 0fu(a+B.)ds
i=170 2 Jo i=1
Prendendo il valore atteso si ha

m t ¢
u(z) + Z/O dyu(x + B,)dB! + /0 % > 0Pu(x + By)ds
=1

=1

Pu(z) =E[u(z+ By)] = E
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m t t m
r)+ Y E UO du(x + BS)dB;'] +E /0 % > Ofu(x + By)ds
=1 =1

t 1 m t 1
—u(a;)—i—/o SE [Z(@?u)(x—i—Bs) ds—u(x)—i—/o SE[Au(z + By)]ds =

i=1
/ —Ps(Au)(

iii). Siano t € (0,T], u € Cp(R™) e x € R™. Operiamo la sostituzione

z = x + /ty nella definizione di Pyu (il determinante dello jacobiano della

trasformazione risulta uguale a (%)m)

1 |zfz||2

[ u(wVieaE ez
Prulz) = /m (27T)(m/2) dy = /Rm Wd:z
1 ‘z—xHQ

La funzione definita da g(x) = e 2 1P = e=zill==2ll” & qi classe C>®(R™),

g e~ 2ll=—all?
integrabile su R™ e vale d;g(z) = (zi=zi)e tﬁ peri=1,...,m, a sua

volta ancora integrabile. Per il teorema del valor medio si ha che per ogni
ie{l,...,m}, z € R™ h € Resiste £ € {\z+ (1 —\)(x+ he;)|X € [0,1]}
tale che g(z + he;) — g(x) = (Vg(§), hes) = hdig ().

Ma allora, considerando la limitatezza di u, e quindi il fatto che
esiste M > 0 tale che per ogni z € R™ vale |u(z)| < M, e prendendo h
opportunamente piccolo, ad esempio h < 1, si ha che

i [lz—a—hei|? 7 lz—al?

h

e 2t —e 2t

u\z

) - oyt —ste)

M _
< M|0ig(©) < M| mawe [D9(w)] = Tz — mifeH =0
<1

dove w ¢ il vettore della palla chiusa di centro z e raggio unitario dove si
realizza il massimo della funzione 0;g.

Possiamo dunque applicare il teorema di convergenza dominata, ottenen-
do

im Pyu(x + he;) — Pou(z) lim u(2) e~ 2illzmz—hel? _ o—gllz—all® g
h—0 h  hs0 R™ (27r)m/2(\/i)m h a
lle=all? (o 3111/t i

:/ u(z)e” = (5 =) :/ u(z + Viy)e 2 \/%yzdy:IE (u(e + By 2t
m (2m)™m/2(\/t)ymt m (2m)m/2¢ t

Per cui Pu € CH(R™).
Si ragiona in modo simile per la derivata seconda,
ottenendo Pyu € CZ(R™). Inoltre vale

VPu(z) = E [ (= + Bt)Bt}

Per ottenere la stima sopra, scriviamo esplicitamente la norma di V Pyu(x)
e utilizziamo la disuguaglianza di Jensen nel seguente modo:
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m

1 1 N
sup ||[VPu(z)|| = sup =||E[u(z + By)B:]|| = sup f(ZE [u(x + Bt)Bz] )2 <
rER™ reR™ t reR™ t i—1

1 — , 1 — V/ t
< sup S E [z + BYBIY])E < sup (3 (@)t < sup YEHDIVE_
zeRm t 4 zeRm T 4 z€R™ t

iv) Siano p € [1,4+00), t € (0,T], u € Cp(R™), z € R™. Denotiamo con
q Pesponente coniugato di p, e con ¢ la densita di una gaussiana N(0, )

. o~ 3lvl2
definita da ¢(y) = T

Applicando la disuguaglianza di Holder, troviamo che

—3llyll?
/ u(z + Vty)e ay S/
N G EE "
1

([ merViPahliele = ([ uEP i =t e[ P

avendo fatto il cambio di variabile z = = + v/ty nel primo integrale, e
ponendo

w(z + Viy)e 2 VI
(27T)m/2

| Pru(z)| = dy <

¢p = [|ol]La-
Dunque la disuguaglianza voluta segue prendendo il sup per x € R™.
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