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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Teorema di esistenza

Se l'insieme degli stati E di una catena di Markov (o processo di Markov a
salti) & finito allora esiste sempre almeno una distribuzione invariante p.
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Dimostrazione

Vediamo la dimostrazione nel caso delle catene di Markov.

@ Si consideri una qualsiasi densita discreta g (come vettore riga).
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Dimostrazione

Vediamo la dimostrazione nel caso delle catene di Markov.
@ Si consideri una qualsiasi densita discreta g (come vettore riga).

@ Se yp & la densita marginale di una catena di Markov (X,), al tempo

\

n =0, la densita marginale al tempo k=0,1,2,..., ¢

110 Q.
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Dimostrazione

Vediamo la dimostrazione nel caso delle catene di Markov.
@ Si consideri una qualsiasi densita discreta g (come vettore riga).

@ Se yp & la densita marginale di una catena di Markov (X,), al tempo

\

n =0, la densita marginale al tempo k=0,1,2,..., ¢

110 Q.
@ Consideriamo le medie

_ 1<
Hn = 72#001(7
i
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Dimostrazione

Vediamo la dimostrazione nel caso delle catene di Markov.

@ Si consideri una qualsiasi densita discreta g (come vettore riga).

@ Se yp & la densita marginale di una catena di Markov (X,), al tempo
n =0, la densita marginale al tempo k=0,1,2,..., ¢
110 Q.
@ Consideriamo le medie

_ 1<
Hn = 72,“’001(7
i

@ ciascuna [i, & una densita discreta di probabilita (quindi un vettore a
componenti in [0,1] e a somma 1)
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Per il caso vettoriale del teorema di Bolzano-Weierstrass, esiste una
sottosuccessione [ip, con ny — oo che converge ad un limite

Poo = k”—>moo Honys
ossia ogni componente del vettore i, converge alla corrispondente

componente di [io.

@ Anche il limite & una densita discreta di probabilita sugli stati E,
perché ciascuna componente del vettore ¢ in [0, 1], essendo limiti di
valori compresi tra 0 e 1, e la somma dei limiti delle componenti
coincide con il limite della somma, che vale 1.
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Per il caso vettoriale del teorema di Bolzano-Weierstrass, esiste una
sottosuccessione [ip, con ny — oo che converge ad un limite

oo = lim [i

IU’OO k—00 /’Lnk7
ossia ogni componente del vettore i, converge alla corrispondente
componente di [io.

@ Anche il limite & una densita discreta di probabilita sugli stati E,
perché ciascuna componente del vettore ¢ in [0, 1], essendo limiti di
valori compresi tra 0 e 1, e la somma dei limiti delle componenti
coincide con il limite della somma, che vale 1.

@ Quindi, basta dimostrare che vale

floo = floo Q-
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Per ogni n, si ha l'identita
1 n
ﬁnQ = < Z /JJOQk) Q
n
k=1
1 n
— ; Z MOQk—i-l
k=1

1 1
== @+ = (MOQ"H - MOQ)
n n
k=1
_ 1
= Jin+ — (MOQ"H - MOQ) .
n
Al tendere di n — oo, il termine
1
n

(Ho Q" — 1o Q) —0

¢ infinitesimo al tendere di n — 0o, perché le componenti del vettore
1o @™t sono comprese tra [0,1], e si divide per n. Ponendo n = nj, — oo,
concludiamo quindi che i, € una distribuzione invariante.
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Il teorema di unicita

Sia Q una matrice di transizione (oppure L di intensita di salto) irriducibile

su un insieme di stati E finito. Allora esiste una e una sola distribuzione
invariante.
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Dimostrazione

Consideriamo solo il caso di matrice @ di transizione. Introduciamo la
matrice

1 .- —nnn
n=0

che € una matrice stocastica e grazie all'ipotesi di irriducibilita vale R, > 0
per ogni x, y € E.

@ Se p € una distribuzione invariante per Q, vale I'identita
1 1 &
pR=2>2""uQ" =pu= Y 27" =y,
2 n=0 2 n=0

, 0ssia i & distribuzione invariante anche per la matrice di transizione R
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

Consideriamo una seconda distribuzione invariante [i e scriviamo la seguente
diseguaglianza:

Z |pix — fix| = Z | Z Py Ryx — Z ﬂyRyX|

x€eE x€E yeE y€E

= Z | Z(Ny - ﬁy)Ryx‘

xeE yeE

Z Z |My - ﬁy’Ryx

x€E yeE

= E:‘Ny“ﬂy|§:lﬂa

yeE xeE

= Z |,uy - Iay|

y€E

IN

Poiché la prima e I'ultima espressione coincidono, devono essere tutte
uguaglianze, in particolare quando si stima

1> iy = fiy) Rl <D iy — fiy|Ryx
y€eE y€eE
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

E noto che la diseguaglianza triangolare tra numeri reali
12zl <>zl
i i

& una uguaglianza se e solo se hanno tutti lo stesso segno, ossia z; > 0 per
ogni i oppure z; < 0 per ogni i.

@ Supponiamo che valga, per ogni y € E,

(1y = fiy)Ryx > 0,

essendo Ry, > 0 si ottiene (dividendo) che 1, > fi, per ogniy € E.
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Distribuzioni invarianti (dimostrazioni)

E noto che la diseguaglianza triangolare tra numeri reali
12zl <>zl
i i
& una uguaglianza se e solo se hanno tutti lo stesso segno, ossia z; > 0 per
ogni i oppure z; < 0 per ogni i.
@ Supponiamo che valga, per ogni y € E,
(1y — fiy)Ryx 20,

essendo Ry, > 0 si ottiene (dividendo) che 1, > fi, per ogniy € E.

@ Poiché sono entrambe densita di probabilita,

Z,uy:].:z:uy,

yeE yeE
ne segue che deve valere y, = fi, .
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Catene regolari

Section 2

Catene regolari
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Catene regolari

Sul limite di Q" per n —

Data una catena di Markov con matrice di tranzione @ su un insieme di

stati finito, quando esiste il limite

lim (Q");?

n—oo

@ Abbiamo ottenuto la scorsa volta i due sistemi di equazioni:

@=Q7-Q Q=Y Qry

keE

ossia ogni riga di @°° & una distribuzione invariante, e

QT=0Q-Q%, Q=Y QY

keE

che permette di determinare completamente Q°°.
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Catene regolari

Un esempio in cui il limite Q> non esiste
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Catene regolari

Catene regolari

Sia Q una matrice di transizione di una catena di Markov su un insieme E
di stati finito. Diciamo che Q (o la catena) & regolare se

@ esiste n € N tale che la potenza Q" abbia tutte entrate strettamente
positive, ossia
(Q")ij >0 perognii,jcE.
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Catene regolari

Catene regolari

Sia Q una matrice di transizione di una catena di Markov su un insieme E
di stati finito. Diciamo che Q (o la catena) & regolare se

@ esiste n € N tale che la potenza Q" abbia tutte entrate strettamente
positive, ossia
(Q")ij >0 perognii,jcE.

@ Una catena é irriducibile se per ogni i, j € E esiste un cammino di una
lunghezza n che li collega, ossia (Q");; > 0.
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Catene regolari

Catene regolari

Sia Q una matrice di transizione di una catena di Markov su un insieme E
di stati finito. Diciamo che Q (o la catena) & regolare se

@ esiste n € N tale che la potenza Q" abbia tutte entrate strettamente
positive, ossia
(Q")ij >0 perognii,jcE.

@ Una catena é irriducibile se per ogni i, j € E esiste un cammino di una
lunghezza n che li collega, ossia (Q");; > 0.

@ Nel caso di catena regolare, si richiede che la lunghezza n sia |a stessa
per tutti gli i, j € E (anche quando i = j).

Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 16/11/2023 14 /26



Catene regolari

Catene regolari

Sia Q una matrice di transizione di una catena di Markov su un insieme E
di stati finito. Diciamo che Q (o la catena) & regolare se

@ esiste n € N tale che la potenza Q" abbia tutte entrate strettamente
positive, ossia
(Q")ij >0 perognii,jcE.

@ Una catena é irriducibile se per ogni i, j € E esiste un cammino di una
lunghezza n che li collega, ossia (Q");; > 0.

@ Nel caso di catena regolare, si richiede che la lunghezza n sia |a stessa
per tutti gli i, j € E (anche quando i = j).

@ Se la catena é regolare, allora é anche irriducibile
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Un teorema

Sia @ una matrice di transizione irriducibile su un insieme di stati E finito.
Allora esiste il limite

Q= nIi_)rT;o(Q”),-j per ogni i, j € E,

se e solo se @ & regolare.

@ Se @ non & irriducibile, il limite esiste (per ogni i, j € E) se e solo se la
catena ristretta a ciascuna classe chiusa irriducibile & regolare.
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Catene regolari

Come verificare che @ sia regolare?

@ Una strategia & di moltiplicare Q per se stessa finché le componenti
non sono tutte positive.
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Catene regolari

Come verificare che @ sia regolare?

@ Una strategia & di moltiplicare Q per se stessa finché le componenti
non sono tutte positive.

@ Un metodo piu veloce e di considerare solo le potenze di 2, ossia
calcolare

R=Q-Q, =@>@>° @F®=0"Q* ecc,
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Catene regolari

Come verificare che @ sia regolare?

@ Una strategia & di moltiplicare Q per se stessa finché le componenti
non sono tutte positive.

@ Un metodo piu veloce e di considerare solo le potenze di 2, ossia
calcolare

@P=Q-Q Q*'=@* @, Q=0 @ ecc,

o Criterio di regolarita. Sia Q una matrice di transizione irriducibile su
un insieme di stati E finito. Se esiste (almeno) uno stato i/ € E tale
che Q;; > 0, allora Q & anche regolare.
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Catene regolari
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Section 3

Problemi
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Problema

Si consideri la catena di Markov (X,), rappresentata in figura.
@ C(lassificare gli stati.
@ Determinare tutte le distribuzioni invarianti.

© Supponendo che Xp = 2 determinare lim,_,o, P(X, = 1)
1/3 2/7
/ O—2L G

Y

2/7 2/3

1/7 1/7
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Problema

Si consideri una catena di Markov sugli stati £ = {1,2,3,4,5} avente
matrice di transizione

0 1/3 1/3 1/3 0
o 0 1/3 1/3 1/3
Q=] 130 0 1/3 1/3
1/3 1/3 0 0 1/3
1/3 1/3 1/3 0 0

O Classificare gli stati, determinare tutte le classi chiuse (dire quali sono
irriducibili).
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Problema

Si consideri una catena di Markov sugli stati £ = {1,2,3,4,5} avente
matrice di transizione

0 1/3 1/3 1/3 0
o 0 1/3 1/3 1/3
Q=] 130 0 1/3 1/3
1/3 1/3 0 0 1/3
1/3 1/3 1/3 0 0

© Classificare gli stati, determinare tutte le classi chiuse (dire quali sono
irriducibili).

@ Calcolare tutte le distribuzioni invarianti. La catena & regolare?
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Problema

Si consideri una catena di Markov sugli stati £ = {1,2,3,4,5} avente
matrice di transizione

0 1/3 1/3 1/3 0
o 0 1/3 1/3 1/3
Q=] 130 0 1/3 1/3
1/3 1/3 0 0 1/3
1/3 1/3 1/3 0 0

© Classificare gli stati, determinare tutte le classi chiuse (dire quali sono
irriducibili).
@ Calcolare tutte le distribuzioni invarianti. La catena & regolare?

© Si supponga inizialmente che P(Xo = i) o< i. Avendo osservato X3 = 3,
determinare la stima di massimo a posteriori per Xp.
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