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Richiami e simulazione

Richiami sulle catene di Markov

@ (X,)N_,, un processo stocastico a tempi discreti, stati discreti, di
Markov, omogeneo.
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Richiami sulle catene di Markov
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@ Rappresentazione grafica

@ Peso di un cammino y =xg =& x1 — ... = Xn,
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@ Peso di un cammino y =xg =& x1 — ... = Xn,

ny - Qx0x1 Qx1x2 e Qx,,_lx,,

Legge del processo

P(X =7) = P(Xo = x0)Q,
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@ Peso di un cammino y =xg =& x1 — ... = Xn,

ny - Qx0x1 Qx1x2 e Qx,,_lx,,

Legge del processo

P(X =7) = P(Xo = x0)Q,

o Legge marginale pup = up—1Q, da cu
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Richiami e simulazione

Richiami sui processi a salti

@ (Xt)teo, 7], un processo stocastico a tempi continui, stati discreti,
di Markov, omogeneo.
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Richiami e simulazione

Richiami sui processi a salti

@ (Xt)teo, 7], un processo stocastico a tempi continui, stati discreti,
di Markov, omogeneo.

o Matrice di intensita di salto Ly, = Z| __P(X; = y|Xo = x)

E|t:o
@ Rappresentazione grafica

€
@ densita di probabilita di cammino v = xg N X1 —7'>)<2. I Xn»
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Richiami e simulazione

Richiami sui processi a salti

@ (Xt)teo, 7], un processo stocastico a tempi continui, stati discreti,
di Markov, omogeneo.

Matrice di intensita di salto L,_,, = P(X: = y|Xo = x)

i
dtt=0

Rappresentazione grafica

densita di probabilita di cammino v = xg 5 X1 — ... Iy Xn,

n n
Q’Y = H exp (tkLXk—IXk—l) H L ixe
k=1 k=1

Legge marginale[ut = po exp (tL),\da cui la master equation
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Richiami e simulazione

Simulazione di processi di Markov

@ (Catene: campionare Xy con probabilita g, poi per i > 0:
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Richiami e simulazione

Simulazione di processi di Markov

2 e T (\/GLWCl_Q\')CJ)K->
O\%%O 1

@ Catene: campionare Xp con probabilit poi per i > 0:
& (modificata) di

o tempo di permanenza T; in X; & v.a. gedmetrica
parametro 1 — Qy,x,
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Richiami e simulazione

Simulazione di processi di Markov

@ (Catene: campionare Xy con probabilita g, poi per i > 0:
e tempo di permanenza T; in X; & v.a. geometrica (modificata) di
parametro 1 — Qy,x,
e stato al tempo X7, & scelta con probabilita oc Qx,—y,, ¥ # X;
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Richiami e simulazione

Simulazione di processi di Markov

@ (Catene: campionare Xy con probabilita g, poi per i > 0:

e tempo di per za T; in X; & v.a. geometrica (modificata) di
parametr@
e stato al tempdX7—e-<celta con probabilita oc Qx—y,, ¥ # X;

@ Processi a salti: campionare Xy con probabilita pg, poi per i > 0:
e tempo di permanenza T; in X; € v.a. esponenziale di parametro —L,,_,,.
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Richiami e simulazione

Simulazione di processi di Markov

@ (Catene: campionare Xy con probabilita g, poi per i > 0:
e tempo di permanenza T; in X; & v.a. geometrica (modificata) di
parametro 1 — Qy,x,
e stato al tempo X7, & scelta con probabilita oc Qx,—y,, ¥ # X;
@ Processi a salti: campionare Xy con probabilita pg, poi per i > 0:
e tempo di permanenza T; in X; € v.a. esponenziale di parametro —L,,_,,.
e stato al tempo X7, & scelta con probabilita o< Ly, ¥ # X;

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 14/11/2024 5/34



mi e simulazione

traiettoria simulata (Catena di Markov)
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Richiami e simulazione

traiettoria simulata (Processo a salti)
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Distribuzione invariante

Gli esempi che abbiamo considerato mostrano che una catena di Markov (o
un processo di Markov a salti) tende verso un “equilibrio” in cui le densita
marginali sono costanti nel tempo.

@ Lo studio delle possibili densita /imite & particolarmente rilevante.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Distribuzione invariante

Gli esempi che abbiamo considerato mostrano che una catena di Markov (o
un processo di Markov a salti) tende verso un “equilibrio” in cui le densita
marginali sono costanti nel tempo.

@ Lo studio delle possibili densita /imite & particolarmente rilevante.

@ Per definire tali densita, basta considerare rispettivamente I'equazione
di evoluzione

d
pn = pin—1Q oppure o pel,

e imporre che la densita marginale non cambi nel tempo.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Definizione: caso catene di Markov

Sia Q una matrice di transizione. Si dice che un vettore riga ;1 € RE
corrispondente ad una densita discreta sull'insieme degli stati,

tx € [0,1]  per ogni x € E
donx=1
x€E

& una distribuzione invariante per Q se vale

p=pQ.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Definizione: caso processi di Markov a salti

Sia L una matrice di intensita di salto. Si dice che un vettore riga p € RE
corrispondente ad una densita discreta sull'insieme degli stati,

px € [0,1]  per ogni x € E

donx=1

xeE

& una distribuzione invariante per L se vale

L «s A-T
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

@ 4 & invariante se e solo se, qualora si consideri un processo X (catena o
a salti) tale che la legge marginale al tempo iniziale sia p, allora tutte
le leggi marginali coincidono con .

s
\ et /x - 9,&@3,‘( - biee/ma Q-j—-vag

|
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

@ 4 & invariante se e solo se, qualora si consideri un processo X (catena o

a salti) tale che la legge marginale al tempo iniziale sia p, allora tutte
le leggi marginali coincidono con .

@ La condizione di invarianza si puo riscrivere anche come (nel caso delle
catene) segue: per ogni x € E,

Z MxQx—)y = Z NyQy—»(-
Y#X yF#X
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

@ 4 & invariante se e solo se, qualora si consideri un processo X (catena o
a salti) tale che la legge marginale al tempo iniziale sia p, allora tutte
le leggi marginali coincidono con .

@ La condizione di invarianza si puo riscrivere anche come (nel caso delle
catene) segue: per ogni x € E,

Z MXQX—W = Z NyQy—»(-
Y#X yF#X

@ In questa formulazione il membro a sinistra si interpreta come flusso (di
probabilita) uscente dallo stato x, mentre il membro a destra & un
flusso entrante. L'equazione esprime quindi un bilancio di flusso.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

@ 4 & invariante se e solo se, qualora si consideri un processo X (catena o
a salti) tale che la legge marginale al tempo iniziale sia p, allora tutte
le leggi marginali coincidono con .

@ La condizione di invarianza si puo riscrivere anche come (nel caso delle
catene) segue: per ogni x € E,

Z MXQX—W = Z NyQy—»(-
Y#X yF#X

@ In questa formulazione il membro a sinistra si interpreta come flusso (di
probabilita) uscente dallo stato x, mentre il membro a destra & un
flusso entrante. L'equazione esprime quindi un bilancio di flusso.

@ Nel caso di processi a salti, I'equazione diventa

Z ,Uxny = Z ,UyLyx-

y#X y#X
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

\Stazionarieta ke distribuzione invziiin:t}

D= _—/‘4«6 /%L >>/’fé o evarisafe

E facile vedere che se & stazionario allora le marginali devono essere

invarianti. Vale un risultato pili preciso. f@

@ Sia X una catena di Markov o un processo di Markov a saIti.‘/Allora X
e stazionario se e solo se la marginale al tempo iniziale Xy ha come
densita una distribuzione invariante.

F( )<|L+n—3 K %) P(Kezs X° -=)
P(X rx.\)Pva—f\ d XV 't) ?(Xo:')‘}PM>
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Domande fondamentali

e data Q (oppure L) le distribuzioni invarianti esistono sempre?

_—
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Domande fondamentali

e data Q (oppure L) le distribuzioni invarianti esistono sempre?

@ se si, quante sono?
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Domande fondamentali

e data Q (oppure L) le distribuzioni invarianti esistono sempre?
@ se si, quante sono? & A EY dassibroriane.

@ Dal lato pratico & invece importante disporre di algoritmi efficienti per
poter calcolare, almeno in modo approssimato, le distribuzioni
invarianti.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Teorema di esistenza

Se I'iasieme degli stati di una catena di Markov (o processo di Markov a
salti) E é[&ﬁnito lallora esiste sempre almeno una distribuzione invariante p.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Un esempio
Blloio ki Bepee o __Owyw?)
o O F :/'\QP(?'O,L
— g/«/lo”f/'(o?(: =4
0.9 @ 0
Ol <

Ao = poee

-\
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W,y /t 4
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Lo stesso esempio in R [An=b \
Ve T T—TJ T.o
(af'f' (Q./)/

Il comandoieiéen() )determina autovalori e autovettori di una matrice: in
questo caso ci interessano infatti gli autovettori di QT con autovalore 1, o
equivalentemente gli autovettori di Id — Q' con autovalore 0 (il nucleo di

Id—QT).

## [1]!1.050.2!

#it Y [,2]
## [1,]] 0.9899495 |-0.7071068
## [2,]110.1414214 | 0.7071068

## [1110.875 0.125
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Caso processo di Markov a salti

Determiniamo le distribuzioni invarianti nel caso della matrice di intensita di
salto dell’esempio della lezione precedente.

E = {Off, Standby, On}, con matrice delle intensita di salto

* 10
L8 (D[« 3
oM 0 {4 %
%l\ﬁw‘;o [ OP"— eE 4_5 :/AS&

SG /I\,)PFE)B = +/‘(0N.ZY
Hon ¥ MoEe el £
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

T o

,/M L= L~/M =0

## [1] -1.514005e+01 -7.859945e+00 (8.881784e-16

r—/—h/_/—
#it [,1] [,2]
## [1,] 0.7539667 -0.09196364
## [2,] -0.1055968 -0.65662548
## [3,] -0.6483699 0.74858912

-0.04908437
-0.73626560
-0.67491013

.46218487

## [11(0.033613
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Attenzione!

% shoustact &0 @ é %g‘)m\.a,oﬂ @\T%

Non confondete I'equazione u(ld — Q) = 0, oppure uL = 0 con le equazioni
(ld—Q)v=00Lv=0.

@ Infatti queste ultime hanno sempre come soluzione la densita uniforme
vx = 1/d, dove d & il numero degli elementi di E

1

oy ‘.

Q g(r,,db[\,"‘é

Yo e
19
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Attenzione!

Non confondete I'equazione u(ld — Q) = 0, oppure uL = 0 con le equazioni
(ld—Q)v=00Lv=0.

@ Infatti queste ultime hanno sempre come soluzione la densita uniforme
vx = 1/d, dove d & il numero degli elementi di E.

@ Se non si specifica 'operazione di trasposizione si trova sempre tale
soluzione, che pero non ¢ quella cercata.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Attenzione!

Non confondete I'equazione u(ld — Q) = 0, oppure uL = 0 con le equazioni
(ld—Q)v=00Lv=0.

@_Infatti queste ultime hanno sempre come soluzione la densita uniforme
LVX =1/d, dove d ¢ il numero degli elementi di E.
@ Se non si specifica 'operazione di trasposizione si trova sempre tale

soluzione, che pero non ¢ quella cercata.

@ Se la matrice Q & bistocastica allora p uniforme & distribuzione
invariante. Un caso particolare &€ quando @ sia simmetrica.
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Distribuzioni invarianti e stazionarieta

Cosa accade con infiniti stati? £ =N
A A L
= /4‘\> > S /\@“
o

/LL'?_:/«,‘,-L -0 /M:o (L&Ff’"é"‘": n

A
oD ,\é/{“:i NoN we

/vtm-"i_: /’\b\.—\’i =0
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Section 3

Distribuzioni invarianti: classificazione
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Un gioco

Alice e Bruno consiste lanciano un dado ripetutamente fintanto che non
esca il numero 1 (e in tal caso vince Alice) oppure il numero 6 (e e in tal

caso vince Bob).

@ Possiamo rappresentare una partita tramite una catena di Markov sugli
stati E = {A, G, B}, dove A indica che Alice ha vinto, B Bruno ha
vinto, e G il gioco continua (si deve lanciare nuovamente il dado).

/\
[ )23 (0.5, 1)
(1,9,0)
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Vi sono almeno due distribuzioni stazionarie, corrispondenti rispettivamente
al caso in cui Alice vinca, ua = (1,0,0) oppure Bruno vinca, ug = (0,0,1).

@ Ma in realta sono infinite, perché ogni combinazione

app+ (1 —a)ug =(a,0,1 —a), con a € [0,]1]

& pure una distribuzione invariante (corrispondente al fatto che Alice
vinca con probabilita oz e Bruno con probabilita 1 — «).

Se la catena di Markov al tempo iniziale si trova in G, la densita limite sara
corrispondente ad a = 1/2, perché le regole del gioco non favoriscono né

Alice né Bruno. .
1T

M
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Classificazione degli stati

Data una matrice di transizione Q, si dice che lo stato y € E & accessibile
(o raggiungibile) da x € E se esiste un cammino v = (xo = X1 —> ... — Xp)
con Xgp = X € X, = y e peso strettamente positivo:

n
Q= H Qx_1x > 0.
k=1

@ Nel caso di una matrice di intensita di salto L, il peso @, va sostituito
con
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Classificazione degli stati

Data una matrice di transizione Q, si dice che lo stato y € E & accessibile
(o raggiungibile) da x € E se esiste un cammino v = (xo = X1 —> ... — Xp)
con Xgp = X € X, = y e peso strettamente positivo:

n
Q= H Qx_1x > 0.
k=1

@ Nel caso di una matrice di intensita di salto L, il peso @, va sostituito
con

@ (g, ¢ la somma dei pesi di tutti i cammini lunghi n che collegano x a
y: y € raggiungibile da x se esiste n > 1 tale che Q, > 0.
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Distribuzioni invarianti: classificazione

o x> Y \j,\/\_yg = XA~
?’Z 20 ~? (3 —::) <j —~ DL
Se y € E & raggiungibile da x € E, e z € E & raggiungibile da y, allora z &
raggiungibile da x.

@ Non & detto che anche x sia raggiungibile da y: se questo appunto non
accade, lo stato x e detto transitorio: uno stato transitorio & tale che
esista y raggiungibile da x ma x non & raggiungibile da y.

/\/\A—vO

%o Mi\mcro

A
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Se y € E & raggiungibile da x € E, e z € E & raggiungibile da y, allora z &
raggiungibile da x.

@ Non & detto che anche x sia raggiungibile da y: se questo appunto non
accade, lo stato x e detto tramsitorio: uno stato transitorio & tale che
esista y raggiungibile da x ma x non & raggiungibile da y.

@ Se x non ¢ transitorio, & detto ricorrente.
c® P@ — @0
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Se y € E & raggiungibile da x € E, e z € E & raggiungibile da y, allora z &
raggiungibile da x.

@ Non & detto che anche x sia raggiungibile da y: se questo appunto non
accade, lo stato x e detto transitorio: uno stato transitorio & tale che
esista y raggiungibile da x ma x non & raggiungibile da y.

@ Se x non é transitorio, & detto ricorrente.

@ Se l'insieme degli stati E & finito, non possono essere tutti transitori,
deve esserci almeno uno stato ricorrente.
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Un esempio

Q Z{"(Awsll&“"('-ﬂ 5 J"(Lb»it"mf&

2/7
D" 3

Y

2/7 2/3

1/7 1/7
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Classi chiuse

Un sottoinsieme C C E di stati & detto classe chiusa se, per ogni x € C e
y € E raggiungibile da x, anche y € C.

@ Una classe chiusa C e detta irriducibile se non contiene altre classi
chiuse €' C C (diverse dai casi banali C' = () oppure C' = C stessa).

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 14/11/2024 29/34



Distribuzioni invarianti: classificazione

Classi chiuse

Un sottoinsieme C C E di stati & detto classe chiusa se, per ogni x € C e
y € E raggiungibile da x, anche y € C.

@ Una classe chiusa C e detta irriducibile se non contiene altre classi
chiuse €' C C (diverse dai casi banali C' = () oppure C' = C stessa).

@ La matrice Q (oppure L) & detta irriducibile se tutto I'insieme degli
stati E € una classe chiusa irriducibile.
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Da uno stato in una classe chiusa non & possibile raggiungere stati al di
fuori di essa (mentre & possibile entrarvi)

@ una classe chiusa ¢ irriducibile quando da ogni stato in essa si puo
raggiungere qualsiasi altro stato in essa.
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Da uno stato in una classe chiusa non & possibile raggiungere stati al di
fuori di essa (mentre & possibile entrarvi)

@ una classe chiusa ¢ irriducibile quando da ogni stato in essa si puo
raggiungere qualsiasi altro stato in essa.

@ Data una classe chiusa & ben definita la restrizione della matrice @ su
C x C, perché Qxy =0perx e Cey ¢ C, e quindi (Qx—y)yec sono
densita discrete di probabilita (la somma delle righe vale ancora 1). Un
ragionamento analogo vale nel caso di matrici di intensita di salto L.
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Distribuzioni invarianti: classificazione
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Il teorema di unicita

Sia Q una matrice di transizione (oppure L di intensita di salto) irriducibile
su un insieme di stati E finito. Allora esiste una e una sola distribuzione
invariante.
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Classificazione delle distribuzioni invarianti

Se E é finito, si pud sempre partizionare in insiemi a due a due disgiunti
E = {stati transitori} U C U C? U ... U CK,

dove le C' sono classi chiuse irriducibili.

@ Consideriamo la restrizione di @ su ciascuna classe chiusa irriducibile
C': esiste una e una sola distribuzione invariante associata pu',
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Classificazione delle distribuzioni invarianti

Se E é finito, si pud sempre partizionare in insiemi a due a due disgiunti
E = {stati transitori} U C U C? U ... U CK,
dove le C' sono classi chiuse irriducibili.

@ Consideriamo la restrizione di @ su ciascuna classe chiusa irriducibile
C': esiste una e una sola distribuzione invariante associata pu',

@ Si pud dimostrare (non lo faremo) che tutte le distribuzioni invarianti
sono ottenibili come combinazioni

p=onpt + ap® + . ok,
dove a1, ag, ..., ak € ]0,1] sono tali che

a1 +ar+ ... +ar=1.
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Distribuzioni invarianti: classificazione

Classificazione delle distribuzioni invarianti

Se E é finito, si pud sempre partizionare in insiemi a due a due disgiunti
E = {stati transitori} U C U C? U ... U CK,
dove le C' sono classi chiuse irriducibili.

@ Consideriamo la restrizione di @ su ciascuna classe chiusa irriducibile
C': esiste una e una sola distribuzione invariante associata pu',

@ Si pud dimostrare (non lo faremo) che tutte le distribuzioni invarianti
sono ottenibili come combinazioni

p=onpt + ap® + . ok,
dove a1, ag, ..., ak € ]0,1] sono tali che
a1 +ar+ ... +ar=1.

@ In particolare ogni distribuzione invariante & nulla sugli stati transitori.
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Distribuzioni invarianti: classificazione
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