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Covarianza

Section 1

Covarianza
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Covarianza

Richiami

o Varianza Var (X) = E [(X — E[X])?] = E [X?] — E[X]?

1
PIX ~EIX]| < kox) > 1 15

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024

3/49



Covarianza

Richiami

o Varianza Var (X) = E [(X — E[X])?] = E [X?] — E[X]?

@ Deviazione standard ox = +/Var (X)

1
PIX ~EIX]| < kox) > 1 15

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024

3/49



Covarianza

Richiami

o Varianza Var (X) = E [(X — E[X])?] = E [X?] — E[X]?
@ Deviazione standard ox = +/Var (X)

@ Diseguaglianza di Chebychev

1
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Covarianza

Richiami
o Varianza Var (X) = E [(X — E[X])?] = E [X?] — E[X]?
@ Deviazione standard ox = /Var (X)
@ Diseguaglianza di Chebychev

1
PIX ~EIX]| < kox) > 1 15

Covarianza
Cov (X, Y) =E[(X ~E[X])(Y ~E[Y])] =E[XY] - E[X]E[V]R

. GSL‘”[“’ eé[on,ﬁ} X:(_.,$6 \/:5:n9 /
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Covarianza

Matrice delle covarianze

Dato un vettore aleatorio X = (Xi,...,Xy) € RY, si definisce la matrice
delle covarianze di X la matrice di numeri reali ¥x € R9*d

(Zx),"j = Cov (X,',)(j) = E[X,)(l] — E[X,]]E[)(l] per i, j € {1, ceey d}

@ Notazioni alternative: Var (X), Kxx o Qx.
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Covarianza

Proprieta

@ La matrice delle covarianze & simmetrica X x = Z)T(, dove T indica
I'operazione di trasposizione.
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Covarianza

Proprieta

@ La matrice delle covarianze & simmetrica X x = Z)T(, dove T indica
I'operazione di trasposizione.

e (trasformazioni affini) Sia X € R? e

d
j=1

Y =AX + b ossia

dove A € Rk*9 & una matrice e b € R & un vettore (costanti). Vale

wax K
B9 Taxis = AIxAT. (a5, A

Cou(Ne Yot > Cw(éA X{'}\/ iAu\)/X %r’/‘\
=5 AOB, w(?% K - éA G A
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Covarianza

Proprieta

@ La matrice delle covarianze & simmetrica X x = Z)T(, dove T indica
I'operazione di trasposizione.

e (trasformazioni affini) Sia X € R? e

d
Y=AX+b ossia Y; :ZAU)Q+bi7
j=1

dove A € Rk*9 & una matrice e b € R & un vettore (costanti). Vale

Taxib = ALXAT.

T con v € RY s ottiene che

@ In particolare, se k=1e A=v
Var(v-X) =X, x=v Ixv> 0

ossia X x & (semi-)definita positiva.
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Dimostrazione
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Covarianza

Conseguenze: il coefficiente di correlazione

@ Nel caso d = 2, scrivendo (X, Y) per la variabile congiunta di due
variabili reali X, Y, la matrice delle covarianze & esplicitamente

s B Var(X)  Cov(X,Y)
XYY\ Cov(X,Y) Var(Y) )°
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Covarianza

Conseguenze: il coefficiente di correlazione

@ Nel caso d = 2, scrivendo (X, Y) per la variabile congiunta di due
variabili reali X, Y, la matrice delle covarianze & esplicitamente

ar ( Cov(X.Y)
Ty = ( C%(%) Var (V) )

@ Essendo semidefinita positiva, il suo determinante & positivo (o nullo):

det(X(x,y)) = Var (X) Var (Y) — (Cov (X, Y))> >0,

Cw(hﬂ\s Nac(x WVarlY) = 4
- I3

S - CoVCK\Y) ¢ [_\\ l}

v Oy
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Covarianza

Conseguenze: il coefficiente di correlazione

@ Nel caso d = 2, scrivendo (X, Y) per la variabile congiunta di due
variabili reali X, Y, la matrice delle covarianze & esplicitamente

s B Var(X)  Cov(X,Y)
XYY\ Cov(X,Y) Var(Y)
@ Essendo semidefinita positiva, il suo determinante & positivo (o nullo):

det(X(x,y)) = Var (X) Var (Y) — (Cov (X, Y))> >0,

@ ossia, dopo alcune operazioni elementari
Cov (X,Y)

pxy = ——— € [-1,1].
oXOy
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Covarianza

Conseguenze: il coefficiente di correlazione

@ Nel caso d = 2, scrivendo (X, Y) per la variabile congiunta di due
variabili reali X, Y, la matrice delle covarianze & esplicitamente

s B Var(X)  Cov(X,Y)
XYY\ Cov(X,Y) Var(Y)
@ Essendo semidefinita positiva, il suo determinante & positivo (o nullo):

det(X(x,y)) = Var (X) Var (Y) — (Cov (X, Y))> >0,

@ ossia, dopo alcune operazioni elementari e{—l\ls Se.
Cov (X, Y) & sob 3¢
PXY ‘= 70_)(0_\/ € [—l, 1]. “.-Yt N2
\/ =3 49
@ pxy ¢ il coefficiente di correlazione (o indice di correlazione di
Pearson).
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Covarianza

Standardizzazione nel caso vettoriale

Il teorema spettrale permette di decomporre
Yx = UTDU,

dove U € R¥*9 & ortogonale UT U = Id e D & diagonale (gli autovalori di
Yx).
\/H

@ La trasformazione UX, corrisponde ad un cambio di coordinate e

<
trasforma la covarianza W)
PpoCyS

Yux = UZxUT =D

ossia le componenti di UX sono a due a due non correlate.
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Covarianza

@ Se D ¢ invertibile si puo definire una standardizzazione di X

X = U(X ~E[X])

dove v/ D & la matrice diagonale con entrate date dalla radice quadrata
di quelle di D.
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Covarianza

@ Se D ¢ invertibile si puo definire una standardizzazione di X
X =vD 'UX —E[X])

dove v/ D & la matrice diagonale con entrate date dalla radice quadrata
di quelle di D.

@ Usando le proprieta del vettore delle medie e della varianza, si ha
E[X|=0cR? e T5=1d.

Covpuesde 207
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Problema

Un'urna contiene N palline di cui R rosse e B = N — R blu. Si effettuano
n < N estrazioni senza rimpiazzo e si pone X; € {0, 1} la variabile
indicatrice dell’evento “I'esito della estrazione i € una pallina rossa’".

@ Calcolare il coefficiente di correlazione tra X; e X5. Sono indipendenti?
@ Calcolare la matrice delle covarianze del vettore (X;);.

© Calcolare valor medio e varianza del numero totale Y di palline rosse
estratte nelle n estrazioni.

@ La variabile Y & positivamente, negativamente o non correlata con X;?
h 7
 C(EXE %) = S CovlXexs) = RE _ (002 8RB fius
Cov (¥s) = c\/(égb.&) EC lx:) NN T N NV NN(N"
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Covarianza
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Covarianza

O—O

La durata della batteria di un drone e rappresentata tramite una variabile
aleatoria T avente densita esponenziale di un parametro A, non del tutto
noto e quindi rappresentato tramite una variabile aleatoria, anch’essa
esponenziale, di parametro 1.

Problema

© Dire se le variabili (A, T) sono tra loro indipendenti. Ko
@ Calcolare il coefficiente di correlazione tra A e T.

© Siosserva che T > 1. Come cambia la densita di 77 e di A? el
coefficiente di correlazione?

Suscaels dusild t;(A=>\,T=(: (T2e)ak

0O S v<4

et e

Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 13/49



. D;\ fes)o Se'ad_ c(( P( T‘:{\A-’))=>\€_\M\ €20

T o € odipedinl 43 2 A}uu
Se bgure il o (T=tL A=) 5 o(T=t)
9N q
NO‘{L &‘WLL\«}\

7
¢ Cov(TA) = E[TAT- ETVEA]

ok DY
- - A=) I
Bima) = (Elraia=d Az e SNE,U\L_J €
e l
AI:S;WE;‘&(\..\AQ AN ;‘
+obd
- 8“;,1 e = oM - g
.

0

Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 14 /49



+ 4 DY
B T Y= (BT iadehmnin= S‘I—;ﬁ anfen

o

Afs.‘w(b&(\-lm A=A

o x o 7
v
g do0
»

Con(A(T) ; "won esish’

R,

Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 15/49



Se 24 Coue LkmL;I‘*qo V) (@()qg(['z
édla@\';wn crvlelae F(T:E'A:/\ \T?4”> <
- F(/\_:)\( TZ,J_) .\o(T:f\ T,\Z/'l, j,.\;,:\)‘)
- >—— Q

_ P(Tzi\f\ﬂp(l\a\). Z\i’jt/_aezt
’ P(124) P(124\A=»)

S(_ X (hs é,u,\_gf»';,— F(K:'X—) 2 255”0 KGU

s X comditrimplo axe! Y é,e}«s[h‘,

o Ssexd U
P CX 7%\ = g fC‘(”F-)/PO(gg) <o XGO

Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 16 /49



Section 2

| Momenti f
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Approssimazione della legge tramite polinomi

Supponiamo di dover approssimare E [g(X)], dove g : R — R & una
funzione regolare.

@ Consideriamo uno sviluppo di Taylor per g
g(x) ~ag+aix+ax®+ ...+ apxk
dove a; € R sono costanti, e per la linearita del valor medio

E[g(X)] ~ a0 + aiE [X] + 2E [X?] + ... + &E | X*].
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Approssimazione della legge tramite polinomi

Supponiamo di dover approssimare E [g(X)], dove g : R — R & una
funzione regolare.

@ Consideriamo uno sviluppo di Taylor per g
g(x) ~ag+aix+ax®+ ...+ apxk
dove a; € R sono costanti, e per la linearita del valor medio

E[g(X)] ~ a0 + aiE [X] + & [X?] + ... + &F | X*].

@ Problemi:
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Approssimazione della legge tramite polinomi

Supponiamo di dover approssimare E [g(X)], dove g : R — R & una
funzione regolare.

@ Consideriamo uno sviluppo di Taylor per g
g(x) ~ ap + aix + apx® + ... + agx*
dove a; € R sono costanti, e per la linearita del valor medio
E[g(X)] ~ a0 + aiE [X] + & [X?] + ... + &F | X*].

@ Problemi:

@ determinare un polinomio approssimante per g
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Approssimazione della legge tramite polinomi

Supponiamo di dover approssimare E [g(X)], dove g : R — R & una
funzione regolare.

@ Consideriamo uno sviluppo di Taylor per g
g(x) ~ ap + aix + apx® + ... + agx*
dove a; € R sono costanti, e per la linearita del valor medio
E[g(X)] ~ a0 + aiE [X] + & [X?] + ... + &F | X*].

@ Problemi:

@ determinare un polinomio approssimante per g
@ calcolare i valor medi E[X], E [X?], ..., E [XX]
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| momenti

Sia X € R una variabile aleatoria. Per ogni k € N, si dice momento di
ordine k (o momento k-esimo) di X la quantita

E [Xk} :

se & ben definita (ricordiamo che si richiede che la serie o I'integrale che
definisce E [Xk} debba convergere).

@ se X ha densita (discreta o continua) vale

E {Xk} _ Ser XFP(X = x)  se X ha densita discreta,
Jeer X¥p(X = x)dx se X ha densita continua.
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Momento secondo e varianza, terzo

@ La varianza é scrivibile come combinazione del momento secondo e dal
momento primo:

E | X?| = Var (X) + (E[X])?,
V) = E[xS- ((E(ﬂ\z
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Momento secondo e varianza, terzo

@ La varianza é scrivibile come combinazione del momento secondo e dal
momento primo:

E | X?| = Var (X) + (E[X])?,
@ Per gli ordini successivi si considerano anche i momenti della variabile

standardizzata
N\ X' = (X —E[X])/ox.

e { —

]
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Momento secondo e varianza, terzo

@ La varianza é scrivibile come combinazione del momento secondo e dal
momento primo:

E | X?| = Var (X) + (E[X])?,

@ Per gli ordini successivi si considerano anche i momenti della variabile

standardizzata
X' = (X —E[X])/ox.

@ il suo momento terzo & detto skewness di X (e indica eventuale
asimmetria della densita rispetto alla media)
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Momento secondo e varianza, terzo

@ La varianza é scrivibile come combinazione del momento secondo e dal
momento primo:

E | X?| = Var (X) + (E[X])?,
@ Per gli ordini successivi si considerano anche i momenti della variabile

standardizzata
X' = (X —E[X])/ox.

@ il suo momento terzo & detto skewness di X (e indica eventuale
asimmetria della densita rispetto alla media)

@ il momento quarto ¢ detto kurtosi.
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La funzione generatrice dei momenti

Data X € R una variabile aleatoria reale, si definisce la sua funzione

generatrice dei momenti (in inglese moment generating function, MGF)
la funzione MGFx : R — [0, o], che associa

t > MGFx(t) = E [¢*].
@ Per ciascun t € R, il valor medio si calcola quindi come

>xer €XP(X =x) se X ha densita discreta,
MGFx(t) = . e
Jxer €7p(X = x)dx se X ha densita continua.
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La funzione generatrice dei momenti

Data X € R una variabile aleatoria reale, si definisce la sua funzione

generatrice dei momenti (in inglese moment generating function, MGF)
la funzione MGFx : R — [0, o], che associa

t > MGFx(t) = E [¢*].

@ Per ciascun t € R, il valor medio si calcola quindi come

Y er €XP(X = x)  se X ha densita discreta,
MGFx(t) = " e
Jxer €7p(X = x)dx | se X ha densita continua.

@ Se per qualche t € R I'integrale o la serie che definiscono il valor
medio di E [etx} non convergono, si pone MGFx(t) = oc.

Ha{
. é('VJ t(:sf’o(m}(/; i( (_;(a\»e_ \ S_i X L)
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La funzione generatrice dei momenti

Data X € R una variabile aleatoria reale, si definisce la sua funzione

generatrice dei momenti (in inglese moment generating function, MGF)
la funzione MGFx : R — [0, o], che associa

t > MGFx(t) = E [¢*].
@ Per ciascun t € R, il valor medio si calcola quindi come

>xer €XP(X =x) se X ha densita discreta,
MGFx(t) = . e
Jxer €7p(X = x)dx se X ha densita continua.

@ Se per qualche t € R I'integrale o la serie che definiscono il valor
medio di E [etx} non convergono, si pone MGFx(t) = oc.
@ Per t =0,
MGFx(0) = E [*X] =E[1] = 1.
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Esempi
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dac

Sia X € R con densita continua esponenziale di parametro A > 0. Allora
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<e—A° -t
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Proprieta della MGF

Siano X, Y € R variabili aleatorie e a, b € R costanti. Allora

(1) MGFax+b(t) = eth MGFx(at)
|

(Ej/as(‘o@a Xt b) 6\] - E\/&(J(Bf) akp(éf)K)J
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Proprieta della MGF

Siano X, Y € R variabili aleatorie e a, b € R costanti. Allora

(1) MGFax+b(t) = eth MGFx(at)
@ Se X, Y sono indipendenti, allora MGF xy(t) = MGFx(t) MGFy(t).

N\
Bl o610 ) EL oyt o] clovced
(A.El ) gy ' (E[(xw(‘/t\]
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Dimostrazione
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Dalla MGF ai momenti

Sia X € R tale che MGFx(t) < oo per ogni t € (—¢,¢), per qualche £ > 0.
Allora, per ogni k € N, X ha momento di ordine k ben definito e vale

Cj’kktl\AGFX(O) =E[x*].

@ Per calcolare il momento di ordine k & quindi sufficiente derivare k
volte la MGF x(t) e successivamente porre t = 0.
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Dimostrazione (cenno)
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Il caso vettoriale

Si pud estendere il concetto di momento a variabili vettoriali X € R,
considerando prodotti delle marginali.

@ Il momento primo corrisponde al vettore dei valor medi,

< E[Xil )L‘cl,_ 4
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Il caso vettoriale

Si pud estendere il concetto di momento a variabili vettoriali X € R,
considerando prodotti delle marginali.

@ Il momento primo corrisponde al vettore dei valor medi,
@ il vettore secondo alla collezione

E[XiX]] peri,je{l,...,d} (anchei=)
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Il caso vettoriale

Si pud estendere il concetto di momento a variabili vettoriali X € R,
considerando prodotti delle marginali.

@ Il momento primo corrisponde al vettore dei valor medi,
@ il vettore secondo alla collezione

E[XiX]] peri,je{l,...,d} (anchei=)

@ il momento terzo

E[X,XJ)M peri,j,k € {1,...,d}.
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Il caso vettoriale

Si pud estendere il concetto di momento a variabili vettoriali X € R,
considerando prodotti delle marginali.

@ Il momento primo corrisponde al vettore dei valor medi,
@ il vettore secondo alla collezione
E[XiX]] peri,je{l,...,d} (anchei=)
@ il momento terzo
E[XiX;X;] peri,jke{l,...,d}.

@ La MGF di X vettoriale & funzione di t = (t1, to, ..., tq) € RY,
d
MGFx(t) =E [exp <Z t,-X,-)] z \f:‘,eXf ( 6’X§j
i—1

Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 28 /49



Momenti
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Section 3

Richiami sulla trasformata di Fourier
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..
Caso finito

Fissano n € N, si consideri un segnale definito (o misurato) su un intervallo
discreto di n valori

g:{0,1,....,(n=1)} = C, t~ g(t).

Si definisce la sua trasformata di Fourier come la funzione 'Z_Eé-,w
n—1 .
£:{0,1,...,(n—1)} = C, & g(&) =) g(t)e 2te/n.
t=0

@ |l dominio della g puo essere pensato come un insieme di tempi
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Caso finito

Fissano n € N, si consideri un segnale definito (o misurato) su un intervallo
discreto di n valori

g:{0,1,....,(n=1)} = C, t~ g(t).

Si definisce la sua trasformata di Fourier come la funzione

n—1

£:{0,1,...,(n—1)} = C, & g(&) =) g(t)e 2te/n.
t=0

@ |l dominio della g puo essere pensato come un insieme di tempi

@ il dominio di & come frequenze £ (precisamente, le frequenze sarebbero
&/n, mentre le frequenze angolari 2w&/n)
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Notazione matriciale

Interpetiamo g = (g(t))"=g e (§(§))g;é come vettori in C": allora § = Fg,

dove F € C™" _j
\th — ef27rlt§/n'

La matrice F & unitaria, ossia |'inversa di F & la sua trasposta coniugata (a
meno di una costante 1/n). Pers, t € {0,1,...,n— 1},

n—1 o
(FTF) = S @risting-2micg/n _ |1 ses =1
£=0 ot T 0 altrimenti.
Feg it
Per dimostrarlo basta ricordare la somma geometrica
Zjl-(:_ol 7z = (2K -1)/(z — 1) el fatto che e*™ = 1.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Formula di inversione

Come prima conseguenza otteniamo la formula di inversione

1

= 7”_—_th7
n

g

che esplicitamente diventa

1 = A miét/n
g(t) == a(gemem.
n£:O
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Identita dell’energia

v w-\
Z 1401w 2 1ol
g_" =90

Una seconda conseguenza ¢ il fatto che la norma (Euclidea) del vettore g
coincide (a meno di un fattore 1/n) con quella del vettore g, perché

. =T Tz _
&> #Fg Fe=8"F'Fg =ng"g =nlg|*.

@ La norma |g|? pud essere intepretata come una energia del segnale g,
di conseguenza l'identita sopra mostra che la stessa energia pud essere
ottenuta sommando le energie associate alle singole frequenze, ossia
12(€)|? (e dividendo per n).
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Calcolo mediante R della trasformata di Fourier

@ Tutte le trasformate di Fourier che si calcolano numericamente sono
ridotte al caso di tempi finiti.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Calcolo mediante R della trasformata di Fourier

@ Tutte le trasformate di Fourier che si calcolano numericamente sono
ridotte al caso di tempi finiti.

@ Per questo vi sono algoritmi jcolarmente veloci, che in R si possono
usare mediante la funziond £t ().

3_|/L>¥-: {:Ft( o>>
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Figure 1: esempio di un segnale finito (onda quadra) e della sua trasformata di
Fourier
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Possiamo anche verificare la formula di inversione, usando |'opzione
inverse =TRUE nella stessa funzione £ft (). Bisogna tuttavia ricordare il
fattore n.

G). . . . D . D .

10

g_ricostruita
-5 0 5
!

-15

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 37/49




Richiami sulla trasformata di Fourier

Caso discreto

Supponiamo ora di osservare un segnale definito su un tempo infinito
discreto(g : % —C i)e una situazione ideale ovviamente).

@ L’analoga trasformazione stavolta definisce la trasformata di Fourier a
tempi discreti

£:0,1] > C, £ g(8) =) g(t)e®™ ™,
teZ

purché la serie converga, ad

& > lg(t)] < oo.

teEL
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Caso discreto

Supponiamo ora di osservare un segnale definito su un tempo infinito
discreto g : Z — C (& una situazione ideale ovviamente).

@ L’analoga trasformazione stavolta definisce la trasformata di Fourier a
tempi discreti
5. AlEY 2mi
g:[0,1] - C, &~ g(&):= Zg(t)e mite,
teZ
purché la serie converga, ad esempio se

> lg(t)] < co.

teEL

@ Per passare dal finito al discreto I'idea € di cambiare la variabile
frequenza nel caso discreto, ossia di passare da ¢ a {/n, in modo che il
dominio sia I'intervallo discreto ‘{O, 1/n,2/n,...,(n—1)/n}\ In questo
modo, per n — oo si ottiene una funzione definita sull'intervallo
continuo di frequenze [0, 1].
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Anche senza ricorrere al limite dal caso finito, si hanno la formula di
inversione

1 .
g(t) = /0 &(€)e¥ e de,

e I'identita dell'energia

> e = [ lg©)Pde

teZ

@ |l punto chiave ¢ la relazione di ortogonalita

/1 275 2T g 1 se 5 = t'.
0 0 altrimenti,

che si dimostra ad esempio integrando per parti. Le due relazioni sopra
seguono ripercorrendo la dimostrazione del caso finito sfruttando
questa ortogonalita.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Operatore ritardo (lag) e trasformata

Definiamo I'operatore di ritardo L (in inglese /ag), che trasforma g nel
segnale

t— (Lg)(t) = g(t — 1),

allora

= Yo e(t - e = e g ).

teZ

In termini fisici, la traslazione (o ritardo) fa acquisire una fase alla
trasformata.

@ Iterando I'operazione, la fase si accumula: posta L°g(t) = g(t — s),
ossia L applicata s-volte a g, si ha

Lg() = e ().
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Convoluzione e trasformata

@ Quando si intepreta g come un segnale, la convoluzione di g con un
“filtro” f : Z — C & una operazione naturale:

(g F)(t) =) g(t—s)f(s).

SEZL
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Passando alla trasformata di Fourier, possiamo scrivere

£ (6 =Y (- 9)f(s)(©)

SEZL

=3 (= 9)(©)f(s)

SEZL

=3 Log(9)F(s)

SEZL

= Y e PEROA(s)

SEZL

5(€) D e 2T (&)F(s) = 8(OF(€).

SEZL

@ Nelle frequenze la convoluzione con un f diventa il prodotto con f.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Passando alla trasformata di Fourier, possiamo scrivere

£ (6 =Y (- 9)f(s)(©)

SEZL

=3 (= 9)(©)f(s)

SEZL

=3 Log(9)F(s)

SEZL

= Y e PEROA(s)

SEZL

(€)D" e o5 (&)f(s) = &(£)F(€).

SEZL

@ Nelle frequenze la convoluzione con un f diventa il prodotto con f.

@ l|dentita dell’energia:

S lg (0 = [ 18RO

teZ
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Caso continuo

Pasando da tempi da discreti a continui, si trova che per un segnale
g:R—-C
la trasformata & definita come

gR-C Q= [ gneiar,

—00

@ purché l'integrale converga, ad esempio se

/OO lg(£)]dt < oc.

—0o0
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Caso continuo

Pasando da tempi da discreti a continui, si trova che per un segnale
g:R—-C
la trasformata & definita come

gR-C Q= [ gneiar,

— 0o
@ purché l'integrale converga, ad esempio se

/OO lg(£)]dt < oc.

—0o0

@ Si puo anche usare come variabile della trasformata la frequenza
angolare(w = 27@ )
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Richiami sulla trasformata di Fourier

@ Formula di inversione

(purché I'integrale abbia senso)
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Richiami sulla trasformata di Fourier

@ Formula di inversione

(purché I'integrale abbia senso)

@ ldentita dell'energia

|/l = [ o

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 21/10/2024 44 /49



Richiami sulla trasformata di Fourier

@ Convoluzione con f : R — C,

g*f(t)zj_zg(r—s)‘ff)cij

e nella base delle frequenze |'operazione si riduce ad un prodotto:

| e F©) =2©)7©). \
D_S_S_ Se X e 7/ Sans  wabiae e {kn.\\re%' #X"'\/: 2 lha
QLUA,C.\\'{ m i&ué (Mm[u’il'\l -\LQHQ PK \P7

(xxv=2) = \ p(Ysz | %9 pOem12
‘ 5@ R Aiiwsho ¢t tdip .
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Entropia di una densita uniforme

@ caso discreto

1
n

H(X uniforme su n valori) Zlog < > = log(n),
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Entropia di una densita uniforme

@ caso discreto

1
H(X uniforme su n valori) Zlog< > - log(n)
@ caso continuo
H(X unif tinua su [a, b]) bl<1>1dx
=— o
uniforme continua su |[a, S ol s
= log(b — a)
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Entropia di una densita uniforme

@ caso discreto

1
H(X unif I I - =1
(X uniforme su n valori) Z og < > p og(n)
@ caso continuo
b 1
H(X uniforme continua su [a, b]) = / Iog( ) 5 adX
a —

= log(b —

@ In particolare, pit grande ¢ tale insieme, maggiore & |'entropia (c'e
meno informazione).
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Il principio di massima entropia

L’entropia ha un ruolo importante nel determinare densita (discrete o
continue) per variabili aleatorie X.

@ Si estende il principio di Laplace (per la probabilita uniforme) al
principio di massima entropia.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Il principio di massima entropia

L’entropia ha un ruolo importante nel determinare densita (discrete o
continue) per variabili aleatorie X.

@ Si estende il principio di Laplace (per la probabilita uniforme) al
principio di massima entropia.

@ Qualora I'informazione disponibile permetta solo di indentificare una
classe D di densita ammissibili, allora si scegliera la densita per cui
H(X) sia massima tra quelle in D.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Il principio di massima entropia

L’entropia ha un ruolo importante nel determinare densita (discrete o
continue) per variabili aleatorie X.

@ Si estende il principio di Laplace (per la probabilita uniforme) al
principio di massima entropia.

@ Qualora I'informazione disponibile permetta solo di indentificare una
classe D di densita ammissibili, allora si scegliera la densita per cui
H(X) sia massima tra quelle in D.

@ Molte densita notevoli sono di massima entropia in una opportuna
classe, che ne giustifica I'uso nella pratica.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Esempi

@ La densita uniforme (discreta) su un insieme E con n elementi
massimizza |'entropia tra tutte le densita discrete su E.
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Richiami sulla trasformata di Fourier

Esempi

@ La densita uniforme (discreta) su un insieme E con n elementi
massimizza |'entropia tra tutte le densita discrete su E.

o La densita uniforme continua su E = [a, b] massimizza |'entropia tra le
densita continue nulle fuori da [a, b].
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Richiami sulla trasformata di Fourier

@ La densita esponenziale di parametro A = 1/m massimizza |'entropia
tra le densita continue p(X = x) nulle fuori da [0, o) e di valor medio
fissato

/ xp(X = x)dx = m.
0
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Richiami sulla trasformata di Fourier

@ La densita esponenziale di parametro A = 1/m massimizza |'entropia
tra le densita continue p(X = x) nulle fuori da [0, o) e di valor medio
fissato

/ xp(X = x)dx = m.
0

@ Tra le densita discrete a valori in N con valor medio m, I'entropia &
massima per una variabile con densita geometrica, ossia

P(X = k) o« (1 — p)*

Si calcola che 1
EX]=—2,
p

da cui p=1/(m+ 1) e quindi si pud anche scrivere

mx—m—l('”)b

m+1\m+1
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