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-
Riepilogo

@ Una variabile aleatoria X a valori in E indentifica un sistema di
alternative

{X = x} = "la quantita X assume il valore x”
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@ Una variabile aleatoria X a valori in E indentifica un sistema di
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{X = x} = "la quantita X assume il valore x”

@ Notazione generale {X € U}, U C E.
o Legge di una variabile U — P(X € U|l)
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-
Riepilogo

Una variabile aleatoria X a valori in E indentifica un sistema di
alternative

{X = x} = "la quantita X assume il valore x”

@ Notazione generale {X € U}, U C E.

Legge di una variabile U — P(X € U|l)

Densita discreta (P(X = x|l))xee = P(X € U) = > cy P(X =x)
Densita continua (p(X = x|))xce = P(X € U) = fu’?(X = x)dx
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-
Riepilogo

Una variabile aleatoria X a valori in E indentifica un sistema di
alternative

{X = x} = "la quantita X assume il valore x”

@ Notazione generale {X € U}, U C E.

Legge di una variabile U — P(X € U|l)

Densita discreta (P(X = x|l))xee = P(X € U) = > cy P(X =x)
Densita continua (p(X = x|/))xee = P(X € U) = [, P(X = x)dx

ATTENZIONE: esistono variabili X né discrete né continue!
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Section 1

Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Composizione tramite funzione

Xek
iSl—> E
Sia X a valoriin E e g: E — F una funzione.

@ Definiamo la variabile composta g(X) tramite il sistema di
alternative, per z € F,

{g(X) =2} ={X ¢ g‘l(z)}.] e U 5 (Z:Me
E9r ) b
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|
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Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso discreto

Se X & discreta (e quindi g(X) & discreta)

Pg(X)=2zll)= > P(X=x|).

\ xeg~(z)
P(xe §'@(1) #

Se X ha densita continua e g(X) & discreta,

Ple(x) = 2l = / gy =108

P(xegm(T) ”
o
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso continuo

Segue da un cambio di variabile il seguente risultato:

@ Sia X una variabile aleatoria a valori in R, con densita continua
N
p(X = x|1).

2=5(9¢>
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso continuo

Segue da un cambio di variabile il seguente risultato:

@ Sia X una variabile aleatoria a valori in R, con densita continua
p(X = x|1).

@ Sia g : R — R una funzione invertibile, derivabile, con derivata
continua e mai nulla g’(x) # 0.
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso continuo

Segue da un cambio di variabile il seguente risultato:

@ Sia X una variabile aleatoria a valori in R, con densita continua
p(X = x|1).

@ Sia g : R — R una funzione invertibile, derivabile, con derivata
continua e mai nulla g’(x) # 0.

@ Allora g(X) ammmette densita continua e vale

1

p(g(X) =z|l) = p(X =g (2)|I) - 2 @)
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Probabilita e Processi Stocastici (455AA)

Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Una estensione (utile nei problemi):

@ se X assume con probabilita 1 valori in un intervallo E C R
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Una estensione (utile nei problemi):

@ se X assume con probabilita 1 valori in un intervallo E C R

@ g: E — R ¢ tale che si pud decomporre E in una unione finita di
intervalli a due a due disgiunti in cui, all'interno di ciascun intervallo, g
sia invertibile, derivabile con derivata continua e mai nulla g’(x) # 0.
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Una estensione (utile nei problemi):

@ se X assume con probabilita 1 valori in un intervallo E C R

@ g: E — R ¢ tale che si pud decomporre E in una unione finita di
intervalli a due a due disgiunti in cui, all'interno di ciascun intervallo, g
sia invertibile, derivabile con derivata continua e mai nulla g’(x) # 0.

@ Allora g(X) ammette densita continua

plegX)=z2ll)= > p(X=x]I):

xeg~H(2)

1
g’ ()|
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Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso vettoriale

@ Sia X una variabile aleatoria vettoriale, a valori in R?, con densita
continua p(X = x|/).
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso vettoriale

@ Sia X una variabile aleatoria vettoriale, a valori in R?, con densita
continua p(X = x|/).

e Sia g : R? — RY una funzione invertibile, derivabile con derivata
continua e invertibile in ogni punto, ossia

det (gg(x)) #0, perognix¢eRY

Xi
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Trasformazione della densita: caso vettoriale

@ Sia X una variabile aleatoria vettoriale, a valori in R?, con densita
continua p(X = x|/).

e Sia g : R? — RY una funzione invertibile, derivabile con derivata
continua e invertibile in ogni punto, ossia

(R
AAJ=--3 ) det (gf(x)) #0, perognixecRY.

@ Allora g(X) ammmette densita continua e vale

p(g(X) = 2|l) = p(X = g1 (2)|1) - |det(Dg)1(g1(2))|
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Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Problema

Sia X una variabile con densita uniforme continua su (—1, 3).

@ Scrivere la densita di X
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Problema

Sia X una variabile con densita uniforme continua su (—1, 3).

@ Scrivere la densita di X
@ Scrivere la densita di X2.
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Problema

Sia X una variabile con densita uniforme continua su (—1, 3).

@ Scrivere la densita di X

@ Scrivere la densita di X2.

© Scrivere la densita di X*, verificare che il risultato ottenendo
applicando la formula di cambio di variabile direttamente da X ¢ lo
stesso che applicando in sequenza due volte la formula per x — x2,
ossia X* = (X?)2.
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Problema

Sia X una variabile con densita uniforme continua su (—1, 3).

@ Scrivere la densita di X

@ Scrivere la densita di X2.

© Scrivere la densita di X*, verificare che il risultato ottenendo
applicando la formula di cambio di variabile direttamente da X ¢ lo
stesso che applicando in sequenza due volte la formula per x — x2,
ossia X* = (X?)2.

O La variabile max{0, X} & continua?
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Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Variabile congiunta

Date due variabili aleatorie X € E, Y € F, come definire la variabile
congiunta (X, Y') a valori nelle coppie ordinate (x,y) € E x F?

@ Esempio: si vuole applicare una funzione g(x, y).
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Variabile congiunta

Date due variabili aleatorie X € E, Y € F, come definire la variabile
congiunta (X, Y') a valori nelle coppie ordinate (x,y) € E x F?

@ Esempio: si vuole applicare una funzione g(x, y).

@ Dai sistemi di alternative ({X = x})xee, ({Y = y¥})yer, si definisce la
variabile aleatoria congiunta (X, Y') a valori in E x F tramite il sistema

di alternative

{(XY) =) ={X=xY=y}={X=x} e {Y =y}

L

\
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m
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Le variabili X, Y (considerate separatamente) sono le marginali della
variabile congiunta (X, Y).

Y

—>
X
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Dalla legge congiunta alle leggi marginali

@ Dalla legge congiunta & sempre possibile ottenere le leggi delle
marginali, tramite composizione di opportune funzioni.

(x7) =% p
3(2;3} = <

'?(x::c> =9 ) 74 C><L\/3=(w3))
Dé
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Dalla legge congiunta alle leggi marginali

@ Dalla legge congiunta & sempre possibile ottenere le leggi delle
marginali, tramite composizione di opportune funzioni.

@ La variabile X & ottenibile dalla (X, Y) tramite la funzione

g ExF—E, (xy)—x
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Dalla legge congiunta alle leggi marginali

@ Dalla legge congiunta & sempre possibile ottenere le leggi delle
marginali, tramite composizione di opportune funzioni.

@ La variabile X & ottenibile dalla (X, Y) tramite la funzione

g ExF—E, (xy)—x

@ La variabile Y & ottenibile dalla (X, Y') tramite la funzione

g:ExF—E, (x,y)—y.
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Trasformazioni di variabili aleatorie

@ Troviamo quindi, nel caso discreto,

=x|N =Y PX=x,Y=y|l)=> P(X,Y)=(x,y)|),
yeF yeF
P(Y =yll)=>_P((X,Y)=(x, ).
x€E
Nel caso continuo E = RY9, F = Rk,
p(X =xl) = [ p((X.¥) = (x.y)] )y
pY = yl1) = [ p((X. ) = (x. ) )d
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Dalle leggi marginali alla legge congiunta?

@ La conoscenza delle leggi di X, Y (separatamente) non determina la
legge di (X, Y).
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Trasformazioni di variabili aleatorie
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Estensione al caso di k variabili aleatorie X1 € E1, ..., X\ € Ex.

@ La variabile congiunta X = (Xi,...,Xx) a valori nelle k-uple ordinate

x:(xl,...,xk)eElx...xEk

e definita tramite il sistema di alternative

X =x}={Xi=x1,% =x,..., Xk = x}
:{Xlle} (S ...{Xk:Xk}.
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Densita congiunta e regola del prodotto

@ La densita di una variabile congiunta non & esprimibile in termini delle
densita marginali

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 7/10/2024 24 /47



Trasformazioni di variabili aleatorie

Densita congiunta e regola del prodotto

@ La densita di una variabile congiunta non & esprimibile in termini delle
densita marginali

@ Dalla regola del prodotto si ha
P(X,Y) = (xy)) =P(X=xeY =y)

=P(X = X)P%X)’

c‘,uﬁ\lra"i( >/ c.,uJ;rz-ma-LFé
U X
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Densita congiunta e regola del prodotto

@ La densita di una variabile congiunta non & esprimibile in termini delle
densita marginali

@ Dalla regola del prodotto si ha

P((X,Y)=(xy))=P(X=xeY=y)
= P(X =x)P(Y =y|X = x).

@ Nel caso di variabili discrete, la densita della variabile congiunta &
determinata da
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Densita congiunta e regola del prodotto

@ La densita di una variabile congiunta non & esprimibile in termini delle
densita marginali

@ Dalla regola del prodotto si ha

P((X,Y)=(xy))=P(X=xeY=y)
= P(X =x)P(Y =y|X = x).

@ Nel caso di variabili discrete, la densita della variabile congiunta &

determinata da

© La densita della marginale X
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Densita congiunta e regola del prodotto
@ La densita di una variabile congiunta non & esprimibile in termini delle
densita marginali
@ Dalla regola del prodotto si ha

P(X,Y) = (xy)) =P(X=xeY =y)
= P(X =x)P(Y =y|X = x).

@ Nel caso di variabili discrete, la densita della variabile congiunta &
determinata da

© La densita della marginale X

@ La densita della marginale Y, condizionata all'informazione X = x per
ciascun x € E (condizionata ad X).
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Trasformazioni di variabili aleatorie

Densita congiunta e regola del prodotto
@ La densita di una variabile congiunta non & esprimibile in termini delle
densita marginali
@ Dalla regola del prodotto si ha

P(X,Y) = (xy)) =P(X=xeY =y)
= P(X =x)P(Y =y|X = x).

@ Nel caso di variabili discrete, la densita della variabile congiunta &
determinata da

© La densita della marginale X

@ La densita della marginale Y, condizionata all'informazione X = x per
ciascun x € E (condizionata ad X).

@ In pratica in molti casi la legge congiunta & proprio definita tramite
queste due quantita.
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Formula di Bayes

Section 2

Formula di Bayes
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Formula di Bayes

Formula di Bayes per variabili: caso discreto

La formula di Bayes si pud quindi riscrivere

P(Y = y|X = x)
P(Y =y)

x P(X=x)L(X=x;Y =y)

P(X=x|]Y =y)=P(X=x)-

@ Il denominatore P(Y = y) si calcola imponendo che la somma su x sia

1:
P(Y=y)=) PX=x)L(X=x;Y =y). \
x€eE
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Formula di Bayes

Stime MAP e MLE: caso discreto

ésojinteressa solo il valore piu probabile dell@avendo osservato
Y =y.

Si definisce la stima per X:

@ di massimo a posteriori

xmap € argmax {P(X =x)-L(X=x;Y =y):x € E}
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Formula di Bayes

Stime MAP e MLE: caso discreto

Spesso interessa solo il valore pili probabile della X, avendo osservato
Y =y.

Si definisce la stima per X:

@ di massimo a posteriori
xmap € argmax {P(X =x)-L(X=x;Y =y):x € E}
@ di massima verosimiglianza (a priori uniforme)

xmLE € argmax{L(X =x;Y =y):x € E}.
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Formula di Bayes

Stime MAP e MLE: caso discreto

Spesso interessa solo il valore pili probabile della X, avendo osservato
Y =y.

Si definisce la stima per X:

@ di massimo a posteriori

XMAp6argmax{P(X:x)~L(X:x;Y:y):xe5&

@ di massima verosimiglianza (a priori uniforme) / e il

xmLE € argmax{L(X =x;Y =y):x € E}.

@ Anche se E & infinito la stima xyg ha senso (anche ne non c’é densita
a priori uniforme)
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Formula di Bayes

Esempio

@ un'urna contiene meta palline rosse e meta palline blu, da cui si
effettuano un certo numero di estrazioni con rimpiazzo.
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Formula di Bayes

Esempio

@ un'urna contiene meta palline rosse e meta palline blu, da cui si
effettuano un certo numero di estrazioni con rimpiazzo.

@ |l numero esatto delle estrazioni non € noto, ma solo che il numero di
palline rosse estratte & 10.
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Formula di Bayes

Esempio

@ un'urna contiene meta palline rosse e meta palline blu, da cui si
effettuano un certo numero di estrazioni con rimpiazzo.

@ |l numero esatto delle estrazioni non € noto, ma solo che il numero di
palline rosse estratte & 10.

@ Possiamo stimare il numero M di estrazione effettuate?
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Formula di Bayes

@ A priori uniforme su {0,1,...,m}:

P(M = m|Q) = —

=]
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Formula di Bayes

@ A priori uniforme su {0,1,...,m}:
P(M 1) L
= m = —
m
@ Verosimiglianza "_ci{f

01— = Soa = (7) (3 (2)
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Formula di Bayes

@ A priori uniforme su {0,1,...,m}:

P(M = m|Q)

@ Verosimiglianza

e Formula di Bayes (per m < m)

m\ 1 w
P(M = m|Ng = k) Q/@) o

)
§)
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Formula di Bayes

] O bar m=25
© B bar_m=50
«© >
"é‘ o
(&}
R =
©
© <
@ 9
c o
(0]
) “
8 e _a [.[I|I U |IIIII|II- ...........
o 1920

0 4 8 12 17 22 27 32 37 42 47
numero estrazioni
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Formula di Bayes

Caso variabile congiunta continua

Si introduce una “regola del prodotto” nel caso in cui vi sia la densita
congiunta:

p((X, Y):(X7y)) :p(X:)(’Y:y)
= p(X = X)p(Y = y|X = x),

o il termine p(Y = y|X = x) & la densita condizionale di Y rispetto ad X

D& o(feu[X=x) =p(X=x V20D
p (x==)

R
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Formula di Bayes

Caso variabile congiunta continua

Si introduce una “regola del prodotto” nel caso in cui vi sia la densita
congiunta:

p((X, Y) :(X7y)) :p(X:X7YZy)
= p(X = x)p(Y = y|X = x),

o il termine p(Y = y|X = x) & la densita condizionale di Y rispetto ad X

o formula di Kolmogorov nel caso continuo:

p(Y =y|X=x) =
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Formula di Bayes

o formula di Bayes per densita continue:

p(Y = y|X = x)
p(Y =)
xp(X=x)L(X=x;Y =y)

p(X = X|Y = y) = p(X = x) -

dove
p(Y =)= [ p(Y = yIX = x)p(X = x)d.
-

£ (k== Y=9) = p (Y9, =)
1| \
[P Cemlp (=09 < r(y=3)f’(><=i\3=‘3)i
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Formula di Bayes

o formula di Bayes per densita continue:

p(Y = y|X = x)
p(Y =)
xp(X=x)L(X=x;Y =y)

p(X =x|Y =y)=p(X=x)-

dove
p(Y =)= [ p(Y = yIX = x)p(X = x)d.

@ Stima del massimo a posteriori

xmap € argmax {p(X =x)L(X =x;Y =y),x € E}

Dario Trevisan Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 7/10/2024 32/47



Formula di Bayes

o formula di Bayes per densita continue:

p(Y = y|X = x)
p(Y =)
xp(X=x)L(X=x;Y =y)

p(X =x|Y =y)=p(X=x)-

dove
p(Y =)= [ p(Y = yIX = x)p(X = x)d.

@ Stima del massimo a posteriori

xmap € argmax {p(X =x)L(X =x; Y = y@

@ Stima di massima verosimiglianza gos>t

/ Us AR
xmLE € arg {max p(Y = y|X = x) @ \ esleals
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Un esempio

La durata della carica di un dispositivo (ad esempio, uno smartphone, o un
drone) & modellizzata da una variabile aleatoria T avente densita continua
esponenziale di un certo parametro A, ossia

f(_(\‘/éu\V) = p(T=t)=Xe? pert>0,
mentre p(T = t) = 0 altrimenti.

Per stimare A si suppone che sia a priori uniformemente distribuito su [0, 1],
ossia, per A € [0,1], p(A = X) = 1, mentre la verosimiglianza vale
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Formula di Bayes

Supponendo di osservar@ormula di Bayes implica

p(A= AT =10) x p(A=AN)L(A=X; T =10)
x )\e_)@\>f;={{_0 }\eCD((B

Imponendo che sia una densita (per A € [0, 1]), troviamo il denominatore

1
p(T = 10) :/ e 1A,
0
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P(_T;(:\ DN Q_XF (— z\_é)

< 4 O apriori
@ condizionata a T=10
o -
©
2 o
[}
©
o -

lambda
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Formula di Bayes

Per la stima di massima verosimiglianza, si deve determinare

AMLE € arg max@ € [0, 1]} ,

@ Basta derivare e imporre che la derivata sia nulla, trovando

e 1 _10Xe 2 =0 ossia A =1/10.

J (1) = 6/%) N 10) =0 [>-

S
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Formula di Bayes

Per la stima di massima verosimiglianza, si deve determinare

AMLE € arg max {)\e*m)‘ : A €0, 1]} ,

@ Basta derivare e imporre che la derivata sia nulla, trovando
e 1 _10Xe 2 =0 ossia A =1/10.

@ (andrebbe anche verificato che il massimo non sia raggiunto agli
estremi dell'intervallo, ma dal grafico sopra & evidente).
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Formula di Bayes

Formula di Bayes: casi misti

Menzioniamo anche il caso misto, in cui X € E ha densita discreta mentre
Y, condizionata ad {X = x}, ha densita continua continua, per ogni x € E.

@ |l problema & che in generale la variabile congiunta non ha densita né
continua né discreta (bisogna usare un approccio piu flessibile)
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Formula di Bayes

Formula di Bayes: casi misti

Menzioniamo anche il caso misto, in cui X € E ha densita discreta mentre
Y, condizionata ad {X = x}, ha densita continua continua, per ogni x € E.

@ |l problema & che in generale la variabile congiunta non ha densita né
continua né discreta (bisogna usare un approccio piu flessibile)

@ La formula di Bayes rimane valida:

PIX=xY =y)=P(X = ){@

x P(X=x)L(X=x;Y =y).

dove

p(Y =y) = p(Y =yIX =x)P(X = x).
xeE
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Formula di Bayes

Formula di Bayes: casi misti

Menzioniamo anche il caso misto, in cui X € E ha densita discreta mentre
Y, condizionata ad {X = x}, ha densita continua continua, per ogni x € E.

@ |l problema & che in generale la variabile congiunta non ha densita né
continua né discreta (bisogna usare un approccio piu flessibile)

@ La formula di Bayes rimane valida:

Y =y[X =Xx)

p(Y =y)

x P(X=x)L(X=x;Y =y).

PIX = x|Y = y) = P(X = x) - 2L

dove
p(Y =y) = p(Y =yIX =x)P(X = x).

Ply=1 [X=0)

pX =x|Y =y)x p(X =x)L(X =x; Y =)
Probabilita e Processi Stocastici (455AA) 7/10/2024 37/47

@ Nel caso simmetrico, ossia X continua e Y discreta:



Formula di Bayes

Un esempio

Un'urna contiene palline rosse oppure blu, ma non & noto né il numero
totale né la frazione di palline rosse sul totale. fé (o243

@ Avendo efFettuatostrazioni con rimpiazzo, sono state osservat@
palline rosse.
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Formula di Bayes

Un esempio

Un'urna contiene palline rosse oppure blu, ma non & noto né il numero
totale né la frazione di palline rosse sul totale.

@ Avendo effettuato 10 estrazioni con rimpiazzo, sono state osservate 3
palline rosse.

@ Come stimare la frazione di palline rosse sul totale?
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Formula di Bayes

Un esempio

Un'urna contiene palline rosse oppure blu, ma non & noto né il numero
totale né la frazione di palline rosse sul totale.

@ Avendo effettuato 10 estrazioni con rimpiazzo, sono state osservate 3
palline rosse.

@ Come stimare la frazione di palline rosse sul totale?

@ Variabile aleatoria Fg € [0, 1] per indicare la frazione di palline rosse,
con densita a priori uniforme.

bl Pligs | o)

3 -
<10 P U—‘f’) = L(f’)
C(_Q F) 1 SU Co(t—)
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Formula di Bayes

Un esempio

Un'urna contiene palline rosse oppure blu, ma non & noto né il numero
totale né la frazione di palline rosse sul totale.

@ Avendo effettuato 10 estrazioni con rimpiazzo, sono state osservate 3
palline rosse.

@ Come stimare la frazione di palline rosse sul totale?

@ Variabile aleatoria Fg € [0, 1] per indicare la frazione di palline rosse,
con densita a priori uniforme.

@ Verosimiglianza (binomiale)

10

L(FR:r,NR:k):P(NR:k‘FR:r): B

rk(1 — r)10-k,
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Formula di Bayes

iGC(_(s > g/{(\ ) - %cz(/fé/

3(-) ~Fc =0 => 2=7oC
o]
\

La formula di Bayes (nel caso “misto”) implica, per r € [0,1], ('

plFi = rlie =3) = p(Fie = rj0) R TR ) o (13°> Ay,
A\

s

o 4— (
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Formula di Bayes

3 7 O a priori %
@ condizionata a N_R=##f

15 2.0 25

densita

1.0

0.5

0.0

T T T T T T
0.0 02 @b 0.4 06 0.8 10

frazione di palline rosse
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Indipendenza

Section 3

Indipendenza
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Indipendenza

Indipendenza: caso discreto

L'indipendenza tra sistemi di alternative si traduce per variabili discrete:

@ Siano Xj € Eq, ... X € Ej variabili aleatorie con densita discreta
(rispetto ad una informazione nota /). Allora esse si dicono
indipendenti (condizionatamente ad /) se vale

—_

k
( P(X1=x1,X2 = x2,..., Xk = x| 1) = [[ P(Xi = xill), \
i=1

per 1, Xo € B>, ..
sottdinsieme J C {1,..., k},

., Xk € Eg, o equivalentemente, per ogni

P(X; = x;j per ogni j € J|I, X, = x; per ogni £ ¢ J)
= P(X; = x; per ogni j € J|I).

o W2 P((x)- (x) ) = Pl==)P(Y =)
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Indipendenza: caso discreto

L'indipendenza tra sistemi di alternative si traduce per variabili discrete:

@ Siano Xj € Eq, ... Xk € Ej variabili aleatorie con densita discreta
(rispetto ad una informazione nota /). Allora esse si dicono
indipendenti (condizionatamente ad /) se vale

k
P(X1=x1,X2 = x2,..., Xk = x| 1) = [[ P(Xi = xill),
i=1
perogni x3 € E1, xo € Ep, ..., xx € Ei, 0 equivalentemente, per ogni
sottoinsieme J C {1,..., k},

P(X; = x; per ogni j € J|I, X, = x; per ogni £ ¢ J)
= P(X; = x; per ogni j € J|I).

@ Il membro a sinistra € la densita discreta della variabile congiunta
(X1,...,Xk), mentre a destra abbiamo il prodotto delle densita
discrete delle marginali.
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Indipendenza

Indipendenza: caso continuo

@ Siano X; € R%, ... X, € R% variabili aleatorie con densita continua
(rispetto ad una informazione nota /). Allora esse si dicono
indipendenti (condizionatamente ad /) se la variabile congiunta

X = (Xi,...,Xx) ammette densita continua e vale
k
p(X =x|I) = p(X1 = x1, X2 = x2,..., X = x| I) = [ p(Xi = xilI),
i=1
per ogni x1 € R, X2 € R%, . X € R%, o equivalentemente, per
ogni sottoinsieme J C {1,... k},

p(X; = x; per ogni j € J|I, X, = x; per ogni £ & J)
= p(X; = x; per ogni j € J|/).
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Indipendenza

Indipendenza: caso generale

@ Possiamo immaginare definizioni valide anche per i casi “misti”, in cui
alcune variabili sono discrete e altre continue. Ma & possibile dare una
definizione generale (che include quelle sopra).
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Indipendenza

Indipendenza: caso generale

@ Possiamo immaginare definizioni valide anche per i casi “misti”, in cui
alcune variabili sono discrete e altre continue. Ma & possibile dare una
definizione generale (che include quelle sopra).

@ Siano Xj € Eq, ... Xy € Ej variabili aleatorie (generali). Allora esse si
dicono indipendenti (condizionatamente ad una informazione nota /) se
vale

k

P(X1 € U, Xz € Uz, ..., Xk € Ull) = [ P(Xi € Ui|D),
i=1

perogni Uy C Eq, U> C Ey, ... Uk C Ei, o equivalentemente, per
ogni sottoinsieme J C {1, ..., k},

P(X; € U; per ogni j € J|I, X, € Uy per ogni £ ¢ J)
= P(X; € U; per ogni j € J|I).
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Indipendenza

Indipendenza e composizione

Vale il seguente risultato:

@ Siano Xj € Eq, ... Xk € E variabili aleatorie (generali). Allora esse
sono indipendenti (condizionatamente ad una informazione nota /) se e
solo se, dato un qualsiasi sottoinsieme J C {1,..., k}, qualsiasi
affermazione A associata alle variabili {X;},_; & indipendente (sapendo
1) da qualsiasi affermazione B associata alle rimanenti variabili
{Xf}ZE{L...,k}\J-

>< >/ >/<\'_Z( %
\
(
L b "
SCX&Y) 2
oy 5(7)
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Indipendenza

Indipendenza e composizione

Vale il seguente risultato:

@ Siano Xj € Eq, ... Xk € E variabili aleatorie (generali). Allora esse
sono indipendenti (condizionatamente ad una informazione nota /) se e
solo se, dato un qualsiasi sottoinsieme J C {1,..., k}, qualsiasi
affermazione A associata alle variabili {X;},_, & indipendente (sapendo
1) da qualsiasi affermazione B associata alle rimanenti variabili

{Xeboeqr,.. k-

@ Una conseguenza fondamentale & la seguente: ogni variabile ottenuta
tramite funzione delle (Xj);c,, € indipendente da ogni variabile
ottenuta tramite funzione delle (X¢)sg;.
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Indipendenza
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Indipendenza
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