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1. INTRODUZIONE INFORMALE
Vogliamo ' studiare quantita aleatorie che possono assumere un infini-

to “continuo” di valori. Ad esempio, la temperatura di una CPU oppure
la frequenza di trasmissione di un segnale sono idealmente quantita conti-
nue. Tuttavia, teorie fisiche moderne direbbero che sono comunque discrete
(o meglio quantizzate) oppure piu semplicemente saremo sempre limitati a
quantita discrete per via della sensibilita degli strumenti o il modo in cui i
dati vengono effettivamente raccolti e conservati (precisione di macchina):
per noi quindi lo studio di quantita continue non ha quindi lo scopo di rap-
presentare in modo piu realistico fenomeni naturali, ma piuttosto trovarne
una “approssimazione” continua che permetta di usare strumenti di calcolo
(integrali e derivate).

Per dare un esempio di riferimento in cui una quantita continua & una
approssimazione di quantita discrete (o viceversal), pensiamo alla seguente
situazione. Dato n > 1, supponiamo che X" sia una variabile aleatoria a

valori in - .
E" = {o, i }C[O,l]CR.

) )
n'n n
e supponiamo inoltre che, rispetto all’informazione iniziale €2, la legge di X™
sia uniforme (sugli n punti descritti sopra), ossia
i
P (X "=

n

1
Q) =— perogniie€{0,1,...,n—1}.
n

1Ques‘ce note sono state scritte un po’ in fretta, se trovate errori comunicatemelo pure
via mail. Grazie intanto a tutti gli studenti che finora hanno segnalato imprecisioni.
1
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FIGURA 1. Grafici della densita di X™ per n = 2 (blu),n =3
(rosso), n = 10, (nero).

Per n via via piu grande, se rappresentiamo la densita di X™ (Figura 1),
notiamo che una sequenza di punti (n punti) che si “infittisce” (ognuno dista
dal precedente/successivo 1/n) ma contemporaneamente si “appiattiscono”
sull’asse delle ascisse.

Questo ci fa pensare che la densita (discreta) di X™ tende a zero, e in
effetti dato x € [0, 1], abbiamo

se T = % per qualche ¢ € {0,1,...,n}.

S|=

P(X"=2]Q) =

0 altrimenti.

e quindi lim,,_,o, P (X" = 2| = 0). Sembrerebbe quindi che non ci sia pos-
sibilita di definire una variabile “limite” X, perché dovrebbe valere P(X =
xz|Q)=0.

Un altro ragionamento tuttavia mostra che questo ¢ in realta possibile.
Data una funzione continua f : [0, 1], possiamo calcolare il valore atteso di
f(X™) (rispetto alla informazione §2):

n—1 .
E[f(xX")Q) =Y fe)P :e|Q):Zf(;L)P(X”:i/n|Q)
=0

ecEn
n—1 . 1
-3 ()w
i=0
L’espressione che abbiamo trovato ha una interpretazione geometrica mol-
to semplice (se supponiamo per semplicita che f sia positiva): si tratta in-
fatti di valutare f in ciascuno dei punti i/n e moltiplicarne il valore per
1/n: quindi stiamo calcolando aree di un rettangoli di lati f(i/n) e 1/n e
sommando per i € {0,1,...,n} (Figura 2).
Dopo aver visto queste figure, non abbiamo dubbi che, al tendere di n
all’infinito, stiamo calcolando l'integrale di Riemann della funzione f nel-
Pintervallo [0, 1] (questo vale anche nel caso in cui f assuma valori negativi,

perché l'integrale di Riemann calcola aree “con segno”).
Abbiamo trovato che

1
(1) lim E [/(X™)[0] = /0 f(x)da

n—o0
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FIGURA 2. E[f(X™)|9], per f(z) = 2z — 23, n = 2 (azzurro)
n = 3 (arancio) ed n = 10 (grigio).

Quindi, anche se la densita P(X™ = z|Q2) tende a zero (e vale 1/n) quando
sommiamo su tutti (gli n) valori, otteniamo nel limite qualcosa di non nullo.

E possibile anche trovare un argomento (sempre intuitivo) che spiega me-
glio questo passaggio al limite: fissato € [0,1), consideriamo un “picco-
lo intervallo” dx = [z,z + 1/n) e calcoliamo, invece di P(X" = z|(2), la
probabilita che X™ cada nell’intervallo dx. Abbiamo

P(X" € 62]Q) %

se z € [0,1 —1/n] (altrimenti vale 0). Infatti, la lunghezza dell’intervallo dz
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e uguale a 1/n e quindi & tale per cui cade un punto (e uno solo) della forma
i/n, ovunque sia x € [0,1 — 1/n] (c’¢ un problema quando x € (1 — 1/n,1]
perché non vi sono punti li, ma in compenso sono pochi valori di ). Notiamo
quindi che vale
P(X™ € 0x|Q) = £(0x),

dove scriviamo ¢(I) = b — a per la lunghezza di un intervallo I = [a,b).
Questo ci fa pensare che, per definire la legge di una ipotetica variabile limi-
te X°°, possiamo chiedere invece di una condizione su P(X* = z|Q2) (che
abbiamo visto ¢ nullo), una condizione su P(X > € dz|Q2), dove oz & un (qua-
lunque) piccolo intervallo intorno ad z, di lunghezza ¢(dx). Nell’esempio, la
condizione sembrerebbe

P(X* € z|Q) ~ L(0x),

dove = in realta sta a a significare un passaggio al limite per intervalli di
lunghezza che tende a zero:
o
lim P(X®> € z|Q) _1
0(53)—0 L(ox)

In analogia con sviluppi piu familiari, potremmo pensare che la legge di
X intorno ad ogni punto x presenta un comportamento che puo essere
ben approssimato “all’ordine zero” con la funzione 0 (infatti vale P(X*° =
z|?) = 0, e al “primo ordine” con la funzione “lunghezza dell’intervallo
intorno ad z”. In questo modo (sempre non rigoroso!) recuperiamo la
validita di (1) direttamente con X°°: basta infatti decomporre 'intervallo
[0,1] in piccoli intervalli 0z disgiunti e calcolare

(2)
E[f(X>)|Q] = ZE F(X®)QN{X>® € sz} P(X™ € 6x|Q)

~ZE F(X®)NQN{X>® € dx}] L(5z)
R~ Zf 0(0x) (f continua = E[f(X*®)|QN{X* € dz}] ~ f(x))

~ /0 f(x)dz

Ovviamente il nostro esempio era molto semplice, in generale si potrebbe
pensare ad altri esempi? in cui si trova, per una qualche funzione o(y|Q) :
[0,1] — [0, 00) la relazione

3) P(Y™ € dy|Q) ~ o(y[Q2)¢(dy),
e di conseguenza (1) e formalmente, seguendo gli stessi passaggi di (2),
(4) FY>)|Q) = / F)e(yl)d

Chiameremo o(-|2) la densita continua della variabile Y*° (rispetto al-
I'informazione ).

2ad esempio ponendo P(Y" = i/n|Q) = 2i/n(n— 1), peri € {0,1,...,n — 1}, al limite
si trova o(y|Q) = 2y.
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Ficura 3. Esempio di densita di una variabile continua X
con o(z|I) = 2(1—2?) e P(X € [, 3] f1 (z|I)dx (area

in grigio).

2. VARIABILI ALEATORIE (ASSOLUTAMENTE) CONTINUE

Diamo ora la definizione rigorosa di una variabile aleatoria continua X a
valori in un intervallo £ C R.

Definizione 1. Sia £ C R un intervallo. Diciamo che una variabile aleatoria
X € E (ossia, nella teoria di Kolmogorov X : Q — FE) ¢ assolutamente
continua rispetto all’informazione I, se esiste o(+|1) : E + [0, 00) (Riemann)
integrabile tale che

(5) P(X e All)= / o(z|I)dx per ogni intervallo A C E.
A

La funzione po(:|I) ¢ detta densita (continua) della variabile X (rispetto
all’informazione I).

Osservazione 2 (tipo di intervalli). In realta si potrebbe dimostrare che 1'i-
dentita (5) vale per insiemi pitt complicati (ad esempio unioni di intervalli),
e pure che sarebbe sufficiente verificarla o per intervalli chiusi [a, b], o sola-
mente per intervalli aperti (a,b) o solamente intervalli della forma [a,b) o
infine del tipo (a,b] (per ogni scelta di a, b € R, a < b). Questo perché una
importante proprieta delle variabili continue X € E é che, per ogni x € F,

P(X = z|I) = 0.

Notiamo che nella definizione data non vi & traccia di “approssimazioni”
discrete, ma la condizione approssimativa (3) viene “integrata”’ e diventa
esatta in (5). In termini geometrici, stiamo chiedendo che la probabilita
che X € A sia data dall’area del sottografico della funzione densita o(-|I)
nell’intervallo A (Figura 3).

Il termine assolutamente si riferisce al fatto che stiamo chiedendo (in un
certo senso) che lo sviluppo (3) valga, ma potremmo immaginare (e in realta
esistono, ad esempio certi insiemi “frattali”) altre leggi per cui abbiamo
sviluppi diversi, ad esempio

PY € 0y|Q) ~ o(y|2) (£(dy))"
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dove a € (0,1). Noi non tratteremo queste variabili, e quindi useremo in
seguito semplicemente il termine “variabili continue”.

Osservazione 3 (Notazione). Quando abbiamo a che fare con piu di una
variabile continua (X, Y ...), & bene specificare di quale variabile g & densita,
scrivendo quindi

o(X =-1), oY =-[I)...

Attenzione pero a trattare = come “vera” uguaglianza e cadere in errori del
tipo: per A\ # 0,

o((ANX)==z|l)=0 (X = ;\I) < FALSA in generale.

Infatti vedremo (Lemma 11) che la densita si trasforma in un modo diverso
(ma comunque naturale).

Osservazione 4 (Integrale di Riemann). Abbiamo deciso di definire (5) in
termini di un integrale di Riemann (eventualmente improprio). Ci sono altre
teorie dell’integrazione (Lebesgue) ma per i nostri scopi Riemann & piu che
sufficiente. Ovviamente bisogna sembre assicurarsi che gli integrali che si
scrivono (anche negli esercizi) siano ben definiti!

Osservazione 5 (Proprieta della densita). Abbiamo richiesto nella definizio-
ne di o(-|I) che o(X = z|I) > 0. Questo & naturale, perché le probabilita
sono nonnegative.
Notiamo perd che non & necessario chiedere p(-|I) < 1, anzi ¢ facile
costruire variabili aleatorie con densita piu grande di 1 in alcuni punti.
Una condizione importante (e non scritta nella definizione) da avere sem-
pre ben presente ¢ quella che si ottiene ponendo A = FE in (3):

1=P(X € E|I) :/ o(X = z|I)dz,
E

perché X € E ¢ un evento certo (abbiamo richiesto X € E).

Vediamo ora come definire valore atteso e varianza di variabili aleatorie
continue. Piu in generale, definiamo direttamente E[f(X)|I] dove X € E
¢ una variabile continua ed f : E — R ¢ una funzione (deterministica)
continua. Si tratta semplicemente di trasformare (2) in una definizione!

Definizione 6 (Valore atteso). Sia X € E una variabile continua (rispetto
all'informazione I) con densita o(X = :|I), e sia f : E — R una funzione
continua. Definiamo

E[f(X)|1] = /E f(@)o(X = z|T)dx,

purché l'integrale a destra esista (eventualmente come integrale di Riemann
improprio).

Dovremo assicurarci in tutti i casi (qualora non fosse ovvio) che l'integrale
che definisce E [f(X)|I] esista. Una condizione sufficiente &

/ |f(x)] o(X = z|I)dz < 0.
E
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Ponendo f(z) = x, otteniamo in particolare
E[X|I] = / zo(X = z|I)dx.
E

Definizione 7 (Varianza). Sia X € E una variabile continua (rispetto
all’informazione I) con densita o(X = -|I), tale che E [X|I] sia ben definito.
Definiamo allora

Var (X|I) =E [(X _E[X|1))? yf] € [0, +o0].

Come nel caso discreto, non ci sono problemi a definire Var (X|I) (se
E [X]|I] & definita) eventualmente la porremo uguale a +00. Non ¢ difficile
verificare, come nel caso discreto, che vale I'identita (se E [X|I] ¢ definita)

Var (X|I) = E [X2|I] — (E[X|1])?

_ /ExZQ(X — 2|T)de — (/E zo(X = xu)dx>2.

Definizione 8 (Funzioni di ripartizione e sopravvivenza). Sia X € E una
variabile continua (rispetto all’informazione I) con densita o(X = -|I).
Definiamo, per t € F, la funzione di ripartizione

tis P(X < tI) = P(X € (—o00,4]|T) = / o(X = 2|T)dx,
EN(—o0,t]
e la funzione di sopravvivenza
£ P(X > #I) = P(X € (¢, 400)|I) = / o(X = z|T)da.
EN(t,+o0)

Notiamo che la funzione di ripartizione e di sopravvivenza (come nel caso
discreto) sono collegate dall’identita

P(X <)+ P(X > t|I) =1.

A volte & piu naturale pensare in termini di funzione di sopravvivenza piut-
tosto che di ripartizione (ad esempio con i tempi di vita di apparecchiature
ecc.)

Lemma 9 (Dalla funzione di ripartizione alla densita). Se di una variabile
X € E conosciamo la funzione di ripartizione t — P(X < t|I), e osserviamo
che si scrive nella forma

P(X <t|I)= / q(z)dx, (per ognit e E)
EN(—o0,t]

allora necessariamente X é continua e vale q(x) = o(X = z|I).

In particolare, la densita si ottiene prendendo la derivata della funzione

di ripartizione:
d
(GPx=in) = ox=aln.

‘tza}
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Se invece abbiamo la funzione di sopravvivenza, basta prendere [’opposto
della derivata (ossia cambiare di segno):

_<zmx>ﬂm>

Questo perché semplicemente P(X > t|I) =1 — P(X < t|I).

™ o(X = a|I).

Dimostrazione. Infatti, se A = (a,b] C E & un intervallo, consideriamo il
sistema di alternative

{X <a}, {a<X<b}={XeA}, {X>0b}.
Di conseguenza

1=P(X <all)+ P(X € (a,b]|I) + P(X > b|I)

= P(X <a|ll)+P(X € AlI) + (1 — P(X <b|])),
e quindi

P(X € (a,b]|I) = P(X < b|I) — P(X < a|I)

:/ q(a:)dm—/ q(z)dz
EN(—o0,b] EN(—o0,a]
:/ q(x)dz.

En(a,b]

Ne segue dalla definizione di variabile aleatoria assolutamente continua che
q(x) = o(X = zl|I). O

Rimandiamo alla Sezione 5 per ulteriori proprieta del valore atteso e della
varianza (e delle funzioni di sopravvivenza e ripartizione) di variabili conti-
nue. Concludiamo invece la sezione con due risultati generali di “trasforma-
zione” di variabili continue: il primo mostra come si trasforma la legge di
X € FE se aggiungiamo 'informazione X € B, dove B C R ¢ un intervallo.

Lemma 10. Sia X € E una variabile aleatoria continua con densita o(X =

z|I), e sia B C R un intervallo con P(X € B|I) # 0. Allora X é continua
anche rispetto a I N{X € B}, e vale

oX=2l) - EBAB
(6) o X =z[IN{X e B}Y) ={ PXEBID ,
0 altrimenti.

Notiamo che la formula (6) puo essere scritta brevemente usando la fun-
zione indicatrice dell’intervallo B, definita semplicemente ponendo

1 sexe€e B,
xB(z) =

0 altrimenti.

a questo punto la tesi diventa: per x € F,

o(X =z[I)

o X =z|IN{X € B}) = XB(x)m-
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Diamone una interpretazione intuitiva, basandoci su (3): se dx & un
piccolo intervallo attorno ad z € E, vale per la formula di Bayes

P(X €6z|IN{X € B}) = P(X € BIIN{X € 5x}>m

o(X = z|I)(ox)
P(X € B[I)

:P(XGB,[m{Xeéx})Jg((X)(;ZHI[))

~ P(X € BIIN{X € dz})

(6x).

A questo punto, notiamo che
P(X € BIIN{X € dz}) ~ xp(z),

infatti sara molto grande (al limite 1) se x € B mentre se x ¢ B, sara piccola
(al limite 0). Di conseguenza troviamo la formula cercata.

Dimostrazione rigorosa. Dato un intervallo A C E, possiamo scrivere
P{X e A}n{X € B}|I)
P (X € B|I)
_ P(Xe(AnB)|I)
P (X € B|I)
_ Janp 0(X = z|l)dx
P (X € B|I)

_ o(X = z|I)
- AXB(x)P(X e

P(X € AlINn{X € B}) =

Ricordando la definizione di densita continua (5), abbiamo dimostrato quindi
che X e continua con densita (6). O

Il secondo mostra come si puo ottenere la densita di AX + ¢ (se A # 0,
c € R) dalla densita di X: esistono anche risultati pit generali (Teoremi di
cambi di variabile), ma noi non ne faremo uso.

Lemma 11. Sia X € R una variabile aleatoria continua, con densita o(X =
|\I), siano A\, c € R, A\ # 0. Allora AX + ¢ é una variabile aleatoria continua
(rispetto ad I) con densita, per z € R,
1
1) L
Al

Intuitivamente, I’apparizione del fattore |)\|71 si puo spiegare nel seguen-
te modo: se X ha una unita di misura, ad esempio, X € una lunghezza
misurata in metri, la densita di probabilita o(X = -|I) & misurata in (proba-
bilita)/(metri): questo ¢ evidente dalla (3). Percio l'effetto di moltiplicare
AX puo essere pensato come un cambio di unita di misura e di conseguenza
anche la densita va espressa nelle nuove unita di misura.

Un’altra giustificazione formale & sempre di usare piccoli intervalli §z in-
torno a z € R. Se AX + ¢ appartiene all’intervallo 0z = [z, z 4+ £(0z)], allora

Z—C z—cC Z(575)

X deve appartenere allintervallo 0z = [55¢, 27¢ 4+ =5=] (se A > 0) che ¢ un

zZ—C

A

o(AX +¢) = 2|1) = 0 (X -
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piccolo intervallo intorno a z = £, di lunghezza £(6z)/ |A|. Di conseguenza,
usando la (3),

P(AX +c¢) €dz|l) =P(X € éx|]) = g(X = z;c ‘I) L(0x)

Z—cC
~ X=—
o(x =55

1
I) Wﬁ(éz).

Dimostrazione rigorosa. Supponiamo prima A > 0. A = [a,b] C R interval-
lo, calcoliamo

P((AX 4+¢) €la,b]|I) =P(a<AX +c <)

:/ ’ o(X = z|I)dz (perché X & continua)

b zZ—cC 1
[ o (x=5571r) 5o

dove nell’ultima identita abbiamo usato il cambio di variabile nell’integrale:
z = Ax+c (e quindi dz = Adz). Ricordando la definizione di densita continua
(5), abbiamo quindi mostrato che AX + ¢ & continua e ne abbiamo dato la
densita. Il caso A < 0 € analogo, basta pero fare attenzione al passaggio

h— _
P(ag)\X+c§b|I):P< Achg “{\I),
perché dividiamo per A < 0. O

3. ESEMPI

In questa sezione studiamo due esempi fondamentali di densita continue.
In realta si tratta di famiglie di densita in cui sono presenti alcuni parame-
tri di cui discuteremo il significato (come nel caso delle variabili discrete:
uniformi, bernoulli, binomiali, geometriche, ecc.)

3.1. Variabili uniformi. Dato un intervallo E' = [a, b] (con a < b) diciamo
che una variabile X € FE ha legge (continua) uniforme su E (rispetto a I)
se & continua con densita o(X = z|I) costante per x € E. Dalla condizione

= /E o(X = zlT)dz = (b— a)o(X = alI),

ne segue che la costante vale 1/(b — a) = 1/¢(FE). Notiamo anche che, se
(E) < 1, la densita assume valori maggiori di 1 (ma questo, dicevamo
nell’Osservazione 5, non ¢ un problema).

Calcoliamo il valore atteso di una variabile X uniforme sull’intervallo
[a, b]:

b 2 2 2
. dzx 1 =25 b —a a+b
]E[X|X Llnlf. su [a,b“ :/ xb—a :m?‘a: 2(b—a) = B y

che corrisponde geometricamente al punto medio dell'intervallo [a, b].
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Per calcolare la varianza di X, calcoliamo prima

. b dzx 1 23, b3 — a3 a? + b2 + ab
E[X2|Xumf'su[a’b]]:/abe—a:b—a3‘a_3(b—a): 3 )
e poi otteniamo con semplici passaggi algebrici
a? +b% +ab B <a+b>2 1

3 2 12
Otteniamo quindi che la varianza € proporzionale al quadrato della lun-
ghezza di E = [a,b]. La deviazione standard vale

1

V12

Calcoliamo infine la funzione di ripartizione di una variabile uniforme:
per t € E = [a,b],

Var (X |X unif. su [a,b]) = (b—a)?.

o(X|X unif. su [a,b]) = (b—a)~=0.3(0b—a).

td t—
P(X < X unif. su [a, b)) :/ r_a
s b—a b—a
e la funzione di sopravvivenza di consequenza vale, per t € [a, b],
b—t
P(X > t|X unif. su [a,b]) = —
—a

FEsercizio 12. Sia X una variabile uniforme (rispetto all’informazione I') sul-
Pintervallo A e sia B C R tale che AN B ¢ un intervallo di lunghezza stret-
tamente positiva. Mostrare che X, rispetto all’informazione I N {X € B} ¢
uniforme sull’intervallo AN B. (Sugg: usare il Lemma 10.)

FEsercizio 13. Sia X una variabile uniforme sull’intervallo [a,b], siano A,
¢ € R con A # 0. Mostrare che AX + ¢ ¢ uniforme (determinare su quale
intervallo). (Sugg: usare il Lemma 11.)

3.2. Variabili esponenziali. Le variabili esponenziali sono per certi aspet-
ti la “approssimazione continua” delle variabili discrete geometriche. Se
le variabili geometriche indicano il numero di tentativi prima che, in una
successione di esperimenti indipendenti avvenga un “successo”, le variabili
esponenziali possono rappresentare il tempo (continuo) prima che avven-
ga un “successo” (anche se di solito si pensa ad esempio alla rottura di
un oggetto, quindi il termine successo € un po’ fuorviante). Una proprieta
importante, comune ad esponenziali e geometriche, ¢ I'assenza di memoria
(Lemma 14).

Diamo la definizione precisa, usiamo la lettera T perché vogliamo pensare
a una variabile “tempo”. Dato A > 0, diciamo che una variabile T" € [0, +00)
ha legge (continua) esponenziale di parametro A (rispetto a I) se e continua
con densita (per t € [0,00))

o(T = t|I) = e M.

Scriviamo brevemente che 7" ¢ £(\). Il termine moltiplicativo A assicura che

/ o(T = t|I)dt = / e Madt =1,
0 0
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FiGurA 4. Esempi di densita di una variabile continua X
con legge uniforme su [0,1] (linea continua in rosso) e con
legge uniforme su [—3, 1] (linea continua in blu), con i rispet-
tivi valori attesi £o (punti e intervalli colorati sulle ascisse)
e funzioni di ripartizione (linee tratteggiate)

quindi in teoria un potrebbe anche dimenticarselo e ricavarlo ogni volta da
di tipo esponenziale e necessariamente
dobbiamo avere A > 0, altrimenti 'integrale improprio su [0,00) non esi-
sterebbe. Notiamo (Figura 5) che, per A piccolo, la densita si “allarga” (e
quindi abbassa) su [0, c0) mentre per A grande si “restringe” ad un “picco”

questa condizione. Il termine e e

vicino a t = 0.

)\t »
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Ficura 5. Esempi di densita di una variabile continua T
con legge esponenziale di parametri A = 1 (blu), A = 1/5
(rossa), A = 3 (arancio).

Calcoliamo il valore atteso di una variabile T' con densita E(\).

E[T|T ¢ EN) ] :/ te Mt
0

Ate MAdt

S—

8

se”*ds (cambio di variabile At = s)

o

oo 1

A

o

8

(integrando ancora per parti)

—
|
° |

»
~—

I
P e N
. 0

Vo)

[

-

SN—

oo
+ / e °ds (integrando per parti)
0
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Il cambio di variabile At = s appare frequentemente: una possibile giustifi-
cazione della sua utilita e data nell’Esercizio 15.
Per calcolare la varianza di T', calcoliamo prima

E[T?T ¢ E(N) | :/ t?e~MAdt

0
1 (o9}
=z [ NPeMade
0
1 o0
=2 s’e7*ds (cambio di variabile A\t = s)
0
_ 1 2 _—s > 2 > =54 : d :
=2 (—s e ) ‘0 + 2 se”°ds (integrando per parti)
0

2 [ 2
:)\2/0 se ds:ﬁ

integrando ancora per parti oppure usando gli integrali calcolati sopra.
Otteniamo allora che la varianza vale
. 2 1 1
e quindi la deviazione standard

o(TIT & E(N) ) = %

Alla luce di questi risultati, in alcuni ambiti si preferisce usare g = 1/\
come parametro fondamentale per le esponenziali.

Calcoliamo infine la funzione di sopravvivenza (pit naturale di quella di
ripartizione, trattandosi spesso di tempi di vita di apparecchiature ecc.).
Per t € [0, 00),

P(T>tTe&EN) )= / e Xds (non ripetere ¢ nell'integrando!)
t

=—e

Mentre la funzione di ripartizione vale, per t € [0, ),

P(T<tTeEN) )=1—e?

Lemma 14 (Assenza di memoria). Sia T una variabile esponenziale di
parametro X\ > 0 (rispetto all’informazione I) e sia ty € [0,00). Allora,
sapendo I N{T > to}, la variabile T —ty é esponenziale di parametro A > 0.
In simboli: (usando la densita) per t € [0, 00),

o((T —to) = t{I N {T > to}) = e M\,
(usando la funzione di sopravvivenza) per t € [0, 00),
P(T —to > t|IIN{T > to}) = e M.

Questo risultato puo essere anche espresso in modo efficace pensando a
T come un tempo di vita di un apparecchiatura: sapendo che il tempo di
vita € maggiore di un certo tg, allora il tempo di vita “rimamente”, T — to,
¢ pure una variabile esponenziale, con lo stesso parametro A. Ovviamente
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Ficura 6. Esempio di densita di una variabile X con legge
£(0.5) (linea continua in rosso) e con il rispettivo valori attesi
+o0 (punto e intervalli colorati sulle ascisse) e funzione di
sopravvivenza (linea tratteggiata)

questo non significa che T' — ty € uguale a T, semplicemente hanno la stessa
densitd (ma rispetto a informazioni diverse!).

Dimostrazione. Diamo due dimostrazioni di questo fatto. Nella prima, mo-
striamo che la funzione di sopravvivenza di T — ty (rispetto all’informazione
I'N{T > tp}) coincide con quella di una esponenziale (questo ¢ sufficiente
per identificare la densita di T — tp). Notiamo che T' — ty assume valori in
[0, 00), se assumiamo 'informazione {1 — to > 0}. Quindi 7" — ¢y puo essere
vista come variabile aleatoria a valori in [0, 0o) (rispetto a IN{T — ¢y > 0}).
Dato t > 0, calcoliamo

P((T —to) > t{IN{T > to}) = P(T >t +tolIN{T > to})
P(T >t+to|l)

=P(T = tolIN{T =t + 1o = 0}) P (T > to|1)

(Bayes)

P(T >t+to|I)
=1- — T >t -+t all T >t
P> tol) (se T > t+tyallora T > tg)
e~ At+to)

= = (funzione di sopravvivenza di T rispetto ad I)
e

=e M

Una seconda dimostrazione calcola direttamente la densita di T" — £ ri-
spetto a I N{T > tp}, usando il Lemma 11 e il Lemma 10. Dato ¢ € [0, ),
vale
o((T —to) = t{I N{T = to}) = o ((T — to) =t N{T — to > 0})

_ o((T' = to) = t|I) _ _

= BT 1,50 (Lemma 10) con X =T —tp e B =[0,00))
_o(T =t+to|I)
 P(T >t|I)

— e Mttto) Ao \ o —AL

(Lemma 11 con X =T, A =1, ¢ =)
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FEsercizio 15. Sia X una variabile aleatoria esponenziale (rispetto all’infor-
mazione I) di parametro . Sia g > 0. Mostrare che pX & una variabile
esponenziale di parametro A/u. (Sugg: usare il Lemma 11.)

4. PROBABILITA CONDIZIONALE

Abbiamo visto come definire in modo preciso variabili aleatorie che assu-
mono (rispetto a una certa informazione I') un infinito “continuo di valori”,
introducendo il concetto di densita continua. In questa sezione ci occupiamo
di estendere in modo preciso la validita di identita del tipo

(7) P(B|I) = P(BIIN{X = e})P(X = ¢|]),

eclk
per un evento B e una variable discreta X € E, rimpiazzando pero il sistema
di alternativo “discreto” ({X = e}).cp, se X € E ¢ una variabile discreta,
con l'analogo sistema di alternative, ma nel caso “continuo”. Se ragioniamo
in termini formali, ossia prendendo piccoli intervalli §z; intorno a un numero
finito di punti (z;)i=1,... » in modo da ricoprire tutto E, otteniamo l'identita

P(B|I) = Zn:P(B]I N{X € 62 })P(X € d4|I),
=1

Usando (3), approssimiamo
P(X € 5:E2|I) ~ Q(X = :L‘z|1)f(5$2),

quindi (7) diventa
n
P(BII)~ Y P(BIIN{X € dx;})o(X = zi|1)0(6;).
i=1
Rimane pero il problema di calcolare (o approssimare) i termini del tipo

P(BIIN{X € éz}).

Se usiamo la definizione di probabilita condizionata (di Kolmogorov) abbia-
mo
P(BN{X € éz}|I)

P(X € éz|I)

Al tendere della la lunghezza dell’intervallo dx a zero, abbiamo un de-
nominatore che tende a zero, ma pure il numeratore (perché comunque
P(BN{X €dz}|I) < P(X € o0x|])), quindi abbiamo una forma indeter-
minata 0/0. Intuitivamente perd, potremmo pensare che, se £(dz) — 0,
I'informazione si fa via via piu precisa e quindi dovrebbe esistere,

P(B|IN{X € 6z}) =

lim P(B|IN{X €6z}) = P(BII N {X = 2})",
£(0x)—0

o piu formalmente

(8) P(BIIN{X € éz)) ~ “P(BII N {X =2},
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e portarci alla versione continua di (7):

P(B|I) ~ Y P(BIIN{X € dz;})o(X = x| I)E(5x;)
i=1

_ /Ep(Bu N {X = 2})o(X = «|T)da.

Come nel caso della densita, diamo una definizione rigorosa della quantita
P(A|IN{X = z}), quando X € E & una variabile continua, trascurando tut-
to il discorso delle “approssimazioni discrete” ma imponendo direttamente
la validita della versione continua di (7).

Definizione 16 (Probabilita condizionale). Sia E C R un intervallo, sia A
un evento e sia X € F una variabile continua con densita o(X = -|I). La
probabilita condizionale di B dato I N {X = -} ¢ una funzione (Riemann
integrabile) definita su E,

E>z— P(BIIN{X =z})€[0,1],

tale che valga I'identita
) P(B|I) = / P(BIT N {X = 2})o(X = a|I)da.
E

Piu in generale, richiediamo che valga anche l'identita, per ogni A C E
intervallo,

(10) P(B|IN{X € A})P(X € A|I) = /AP(B|IO{X = 2})o(X = z|I)da.

Osservazione 17 (Sull’identita (10)). Se dividiamo per P(X € A|I) nella
(10) e ricordiamo la formula della densita di X rispetto a I N {X € A}
(Lemma 10 con A invece di B), questa diventa

P(BIIN{X € A}) = / P(BIIN{X = 2})o(X = 2T N {X € A})da.
A

Nella maggior parte delle applicazioni, bastera usare (9), ma la definizione
matematica rigorosa richiede (10) per ogni B C F intervallo.

Osservazione 18 (Problemi matematici della probabilita condizionale). L’e-
sistenza e 1'unicita della probabilita condizionale di un evento, data I N
{X € -} & un problema matematico non banale, ma per i problemi che con-
sidereremo, si potrebbe dimostrare che esiste sempre ed & (essenzialmente)
unica. L’unicitd perd non & garantita per tutti i punti (infatti ad esem-
pio se uno cambia P(B|I N {X = z}) in un solo punto, I'integrale (10) non
cambial), ma se & continua (come troveremo noi nei nostri esempi), allora &
proprio unica.

FEsercizio 19. Sia P(B|IN{X = -}) la probabilita condizionale di B rispetto
alN{X =-}esia AC FE intervallo con P(X € A|I) > 0. Mostrare che la
probabilita condizionale di B rispetto a IN{X € A} N{X = -} coincide con
P(B|IN{X =z}) se z € A, e vale zero altrimenti.
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5. ESTENSIONE DEL CALCOLO AD INFORMAZIONE CONDIZIONALE

Per gli scopi pratici che ci proponiamo, tratteremo, per x € E, la proba-

bilita condizionale
P (B|IN{X ==x})

come una vera e propria estensione del concetto di probabilita condizionata,
sfruttando sistematicamente la validita di (9) (e (10)). Abbiamo quindi la
possibilita di estendere il calcolo delle probabilita rispetto ad informazione
condizionale, ossia possiamo supporre che la nostra I (che finora abbiamo
lasciato intendere essere un evento “normale” di probabilita non nulla) com-
prenda in realta eventi del tipo {X = x}, dove X ¢ una variabile aleatoria
continua.

Le regole intuitive che dobbiamo tenere sempre in mente nel calcolo cosi
esteso sono (3),

P(X € dx|I) ~ o(X = z|I) {(dz),
e (8),
PB|IIN{X =xz})~ P(B|IN{X € izx}),

dove dx € un piccolo intervallo intorno ad = € F.

Le regole rigorose (che in realta sono nelle definizioni) sono date da (5),
cioe

P(X € A|I) :/ o (X = xz|I)dx,
A

e (10), cioe

PB|[IN{X € A}) = / PBIIN{X =z})o(X =2z|IN{X € A})dx

A

per ogni A C FE intervallo.

Possiamo iterare la nostra definizione di variabili assolutamente continue e
probabilita condizionale, quando I & della forma I’ = IN{X =z}, e X ¢ una
variabile continua rispetto a I (chiamiamola informazione “condizionale”).
Ad esempio, diciamo che Y € F' C R (F intervallo) ¢ assolutamente continua
rispetto a I’ = I N {X =z} se esiste una funzione densita (a volte detta
densita condizionale)

o(Y = ylI N{X = a})
tale che, per ogni intervallo A C R, si abbia

P(Y6F]Iﬁ{X::U}):/AQ(Y:y\Iﬂ{X:m})dy.

Esempio 20. Siano X € E, Y € F C R due variabili aleatorie e supponiamo
che X € F sia una variabile continua rispetto ad I con densita o(X = -|I), e
che, per ogni 2 € F, la variabile Y € F’ sia continua rispetto a I N{X = z}
con densita

o(Y =ylIn{X ==z}).
Allora, dato B C F' intervallo, vale

P(Y € B|I) = / P(Y € BIIN{X = z})dx
E

:/E</BQ(Y:y]Iﬂ{X:x})dy)dx.
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Se anche A C E ¢ un intervallo, vale allora (usando I’Esercizio 19)

P(YGB\IQ{XEA}):/A</BQ(Y:y\Iﬂ{X:x})dy>daz.

Il concetto di indipendenza tra due eventi o tra due variabili aleato-
rie, rispetto all’informazione I si estende in modo identico quando I &
informazione condizionale: in particolare A, B eventi sono indipendenti se

P(AN B|I) = P(A|I)P(B|I)

o, se P(B|I) >0,

P(AlINB) = P(A|I).
Similmente, X e Y sono variabili indipendenti se, dati intervalli (o an-
che insiemi piu generali) A, B C R, gli eventi {X € A} e {Y € B} sono
indipendenti.

Osservazione 21 (Indipendenza e variabili continue). Quando perd (almeno)
una delle variabili in questione & continua, allora puo essere utile usare il
fatto (non lo dimostriamo) che I'indipendenza permette di “trascurare” 1'in-
formazione anche all’interno della probabilita condizionale: Se X e Y sono
indipendenti (rispetto ad I) allora

P(Y € AIN{X =2}) = P(Y € A|I)

e nel caso in cui Y abbia densita (rispetto ad I) allora ha pure densita
rispetto a I N {X = z} e vale semplicemente

oY =y[I n{X =z}) = o(Y = y[I).

Pure il calcolo di valori attesi, varianze ecc. si estende a variabili discrete
o continue rispetto a informazione condizionale I (che quindi contiene eventi
della forma {X = x} per X variabile continua). Abbiamo quindi, per X € E
variabile continua e f : E — R funzione (deterministica) continua,

E[f(X)|1] = /E f(@)o(X = a|I)dx

e definizioni analoghe per la varianza Var (f(X)|I), e la deviazione standard
o(f(X)T) = /Var (FX[D). ..

Raccogliamo le proprieta principali di queste operazioni nel seguente teo-
rema, che non dimostriamo. Confrontatele con le proprieta enunciate (e
dimostrate) nel caso di variabili discrete.

Teorema 22. Date variabili aleatorie X € F, Y € G C R discrete o
continue rispetto ad I (anche condizionale), date f : F — R, g : G — R
funzioni continue, tali che E[f(X)|I], E[g(Y)|I] siano ben definiti (cioé gli
integrali esistano), valgono le sequenti proprieta:

(1) (linearita) E [f(X) 4 g(Y)|I] = E[f(X)]+E [g(YV) 1], E[Af(X)] =

AE [f(X)|I], se A € R ¢& costante.
(2) (monotonia) se P(f(X) < g(Y)|I) =1, allora E[f(X)|I] < E[g(Y)|I].
(3) per ogni X\ > 0, vale
E X))

P([f(X)] = AlD) < — (Markov)

Var (f(X)|1)

P(f(X) —E[f(X)] = Al < 2

(Chebychev)
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(4) Se X eY sono indipendenti, allora
E[£(X)g(¥)|1] = E[f(X)|1] E[g(¥)]1].
(5) Se X eY sono indipendenti, allora
Var (£(X) + g(Y)|I) = Var (g(¥)|1) + Var (9(¥)|1)

Possiamo enunciare delle formule di Bayes “estese” nel caso di densita e
probabilita condizionali.

Lemma 23 (Bayes: discreto/continuo). Siano X € E, Y € F variabili
aleatorie tali che

(1) Y é discreta rispetto ad I (informazione eventualmente condiziona-

le);

(2) per ogniy € F, X é continua rispetto ad I N {Y =y} con densita

o(X = |IN{Y = y}).

Allora X ¢ continua rispetto ad I, con densita

o(X =) = 3" o(X = [IN{Y = y})P(Y = y|1)

yeF

e vale la formula di Bayes, per x € E, y € F,

PY =y|I)

11 PY =ylIn{X =z})=0oX =z|IN{Y =y}) —"FT=.

(1) P =ylIn{X =a)) = o(X =l (¥ =y 52

Possiamo enunciare la formula (11) anche “rovesciando” iruoli di X e Y.
Si ottiene allora
o(X = z|I)
o X =zl IN{Y =y} ) =PY =yl InN{X =z}) ——F—-+.
(X =2l (Y =) = PY =il 1{X = 2)) S 5=
Ricordiamo che possiamo sempre calcolare

PY =y|l) = / PY =yl INn{X =z2})o(X = z|I)dz.
E

Osservazione 24 (caso discreto con due alternative). Un caso molto semplice
ma frequente & quello in cui F = {0,1} ossia Y & una variabile indicatrice
di un evento A = {Y = 1}. In tal caso, le ipotesi diventano: X & continua
sia rispetto ad I N A e rispetto a I N A€, con densita
oX =|INA), ofX =-|InA°).

E la tesi € che la densita di X rispetto ad I vale

o(X = |I) = o(X = -[I N A)P(AID) + o(X = -|I 1 A°)P(A°[1)
e la formula di Bayes ¢, per x € F,
P(A|I)
PAIN{X =z}) =X =z|[INA)————.
(AITAX = o)) = o(X =all N 4) e o

Teorema 25 (Bayes: continuo/continuo). Siano X € E, Y € F variabili
aleatorie tali che

(1) Y ¢é continua rispetto ad I (informazione eventualmente condiziona-
le), con densita o(Y = -|I).
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(2) per ogniy € F, X é continua rispetto ad I N {Y =y} con densita
o(X = [IN{Y =y}).

Allora X é continua rispetto ad I, con densita
oX =D = [ oX =10 {Y =yl = slD)y
ye

e vale la formula di Bayes, per x € E, y € F,

oY = y|I)

(12) oY =yl N {X =z)) = oX =l N (Y =yh & =200,

Osservazione 26 (Come ricordare le formule di Bayes). Per ricordare queste
formule, conviene pensare sempre al caso discreto, in cui si ha

PY =ylI)

PIY =yl {X =a}) = P(X =alI0{Y =y} e

(applicate la formula per eventi al caso A = {X =z}, B = {Y =y}). Nel
caso continuo, si vede che alcuni termini devono diventare densita e altri
probabilita condizionali. Notate pero che le “unita di misura” devono essere
le stesse in ambo i membri.

Concludiamo questa sezione enunciando (senza dimostrazione) una for-
mula di “convoluzione” per la somma di variabili aleatorie continue, del
tutto analoga al caso discreto.

Lemma 27 (Densita della somma di variabili aleatorie). Siano X, Y € R
variabili aleatorie tali che

(1) Y ¢é continua rispetto ad I (informazione eventualmente condiziona-
le), con densita o(Y = -|I).
(2) per ogniy € F', X é continua rispetto ad I N {Y =y} con densita

o(X =-|IN{Y = y}).

Allora la variabile X +Y é continua (rispetto ad I) con densita, per z € R,
p((X+Y) =20 = [ o(X =2 =ylTA{Y =9}) o = uiD)dy

Nel caso in cui X e Y siano indipendenti, si puo trascurare il condiziona-
mento rispetto a {Y = y} e quindi si trova

(13 o((X+V) =20 = [ 2(X ===yl oY =slDdy.

6. DENSITA GAUSSIANA (O NORMALE)

In questa sezione studiamo una famiglia fondamentale di densita continue,
dette gaussiane (dal matematico Gauss) o normali. Si potrebbe pensare a
questa famiglia come ad una controparte “continua” delle variabili binomiali
(pit eventualmente una costante), ma il suo ruolo nella probabilita & ben
piu “centrale”, e in effetti vedremo un teorema (del limite centrale 35) che
ne giustifica I’apparizione in molte situazioni.
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FIGURA 7. Grafico della densitd di una variabile X normale
standard N (0, 1) nell’intervallo (-3, 3).

Definizione 28. Fissati m € R, 0 € (0,00), diciamo che X € R & una
variabile con legge gaussiana (o normale) di parametri (m,o?) (rispetto
all'informazione I) se X & continua con densita

o(X = 211) = exp [—;(x o ] v

e scriviamo X & N (m, 0?).

Vedremo tra poco (Lemma 33) che m ¢ il valore atteso di X e o2 ¢ la
varianza (quindi |o| & la deviazione standard di X).

Osservazione 29 (normale standard). Nel caso in cui m = 0, o> = 1, ossia
X & N(0,1) diciamo che X ha legge normale standard. La densita di una
variabile normale standard diventa semplicemente

(14) o(X =z|X e N(0,1)) 26_0522\/%

L’importanza della normale standard, oltre alla semplicita della formula di
densita, ¢ che molti calcoli per variabili normali generali si possono ricon-
durre al caso particolare della normale standard, grazie al Lemma 31. Se ne
tracciamo il grafico (Figura 7), notiamo che pur essendo sempre positiva, la
densita tende a zero molto rapidamente (infatti, permette di integrarci con-
tro qualunque polinomio), inoltre & una funzione pari (simmetrica rispetto
all’asse z = 0), quindi ne deduciamo

(15)

+o0 2
P(X > 0[X & N(0, 1)) = P(X < 0]X & A(0, 1)) = / 5 L L
0

Osservazione 30 (costante 1/v/2m). La costante 1/+/27 nella densita gaus-
siana appare affinché la densita integrata su tutto R sia 1:

/GX _l(ac—m)z L dr =
R P 2 o? V2ro?

Una dimostrazione di questo fatto perd non ¢ banale (ad esempio puo richie-
dere integrali multipli) e quindi lo assumiamo senza dimostrarlo. Tuttavia
molti altri calcoli (integrali), una volta noto questo fatto, sono alla nostra
portata.
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Y

0

FIGURA 8. Esempi di densita gaussiane: in nero AV(0,1), in
rosso A/ (0,9), in blu N (0,1/9).

)

-1 0 1

FIGURA 9. Esempi di densita gaussiane: in nero N'(—1,1/9),
in rosso N(0,1/9), in blu N (1,1/9).

Lemma 31 (trasformazioni affini di gaussiane). Siano a, b € R, con a #
0, siano m € R, o2 € (0,00) e sia X una variabile N'(m,o?) (rispetta
all’informazione I). Allora la variabile aX +b ¢ N(am + b,a?0?) (sempre
rispetto all’informazione I ).

Osservazione 32. Per ricordare come si trasformano i parametri, basta ri-
cordare (Lemma 33) che m corrisponde al valore atteso di una gaussiana,
quindi E [aX + b|I] = aE[X|I] + b = am + b ¢ il parametro m “trasforma-
to”, mentre o2 corrisponde alla varianza, quindi Var (aX + b) = Var (aX) =
a? Var (X) = a%0? & il parametro o2 “trasformato”.

Dimostrazione. Si tratta di applicare il Lemma 11, con a al posto di A, b al
posto di ¢. Otteniamo che la densita di aX +b e

((aX +) = y1) = o (X = (y=b)/all)

1 [y—b 211
=exp |—= —-m —
P 202 a V2ro? |al

o 1 fy—b—am 2 1
= X _——
T a V2mo2a?

=exp |—z

che & la densita di una legge A (am + b, 0%). O
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Lemma 33. Sia X € R una variabile aleatoria con legge N'(m, c?) (rispetto
all’informazione I). Allora vale

E[X|I] =m, Var(X|I)= o>

Dimostrazione. Dimostriamolo prima nel caso in cui X sia N(0,1), ossia
normale standard. Il fatto che la densita decresca molto rapidamente per
T — 400 e sia pari, ci permette di concludere che
[XIX & N (0, 1) T
E[X|X eN(0,1)] = / re 2
’ R V2
2

+oo -
= re 2 dz +
/0 V2T
1

+
8

dy (cambio di variabile y = —x)

Il

8

)
v

(oW

g8
|

c\Jr\
3

e
Y V2T

[

brevemente: perché xe_%\/% ¢ dispari, quindi i contributi all’integrale

simmetrici rispetto all’asse z = 0 si cancellano (Figura 10). In modo simile,

ma sfruttando il fatto che z2e~ = \/127 ¢ pari, abbiamo invece

E [X?|X & N(0,1)] :/Rx%f\/lﬂ

dy (cambio di variabile y = —x)

oo 9 _a” 2
= e 2 dx — e
/0 V2T 0 Y V2T

+o0 2 1]
/ ez dz (integrando per parti)
0

Siccome E [X|X & N(0,1)] = 0, ne deduciamo
Var (X|X ¢ N(0,1)) = 1.

Per trattare il caso generale, usiamo il Lemma 31: data X con legge N'(m, 0?),

consideriamo la variabile
X —-m
7 =—
o]
che grazie al Lemma 31 ha legge N'((m —m)/|o|,02/|o*) = N(0,1). Di
conseguenza, poiché vale

X=lo|Z+m
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01 0.9

FicurA 10. I contributi (in arancio) simmetrici rispetto a
x = 0 del valore atteso di una v.a. con densita o pari (li-
nea grigia, in questo caso N(0,1)) si cancellano, perché la
funzione zp(x) (linea blu) & dispari.

usando quanto visto sopra per le normali standard,

E [X|X ¢ N(m,0%)] =E[lo| Z +m|Z & N(0,1)] = |o| - 0+ m =m,

Var (X|X & N(m,0?)) = Var (lo| Z +m|Z & N(0,1)) = o°.

e quindi o(X|X & N(m,o?)) = |o]. O

Ora studiamo una proprieta fondamentale delle variabili gaussiane: la
somma di variabili gaussiane indipendenti & ancora gaussiana, con l'ovvia
trasformazione dei valori attesi (si sommano) e delle varianze (pure si som-
mano, per via dell'indipendenza). Diamo l’enunciato con dimostrazione nel
caso di due variabili indipendenti entrambe con legge normale standard, il
caso generale e pure I’estensione a n variabili & solamente tecnicamente piu
complicato (quindi non lo dimostriamo).

Lemma 34. Siano X1, Xo due variabili aleatorie continue indipendenti ri-
spettivamente con legge N'(mq,0%), N'(ma,02) (tutto questo rispetto a un’in-
formazione fissata I), dove my, ma € R, 03, 03 € (0,00). Allora, la variabile
X1+Xo ¢ anch’essa gaussiana (rispetto ad I), con legge N'(my+mg, 03 +03).

Dimostrazione. Usiamo la formula di convoluzione per densita continue (Lem-
ma 27), e sfruttiamo 'indipendenza per avere la densita condizionale:

2
oY = ylT N {X = a}) = oY = y|I) = exp (—1’2) vt

Calcoliamo allora

o X +Y =2|I) = /RQ(Y:Z—.T|I)Q(X =z|l)dx

_ \/%/Rexp <—(z_2$)2> exp (—”;2 \/%dx

_ \/%/Rexp [_; (a4 (= — 93)2)} \/12?013:.
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Concentriamoci sull’esponente che appare nell’integrale (rispetto alla varia-
bile )

2?4 (z—2)? =22+ 22— 2024 22

=22 4+ 222 — 222

= (var) -2 (va) (ﬁ)+(ﬁ)+2

() (&)
1/v2 V2]
Questa identita algebrica ci permette di ricondurre l'integrale a quello di

una densita gaussiana (precisamente una densita (%, 1)), infatti troviamo
le identita

P

ke [ )

1 1<z>2_/e 1(:1:—5)2 1,
= xp |—= | —= xp |—= x
27 - P12 V2 R P12 1/v2 27-%

- 3

2
1 z
= exp |[—= | —=
o2 " 2<\/§>

{

e riconosciamo quindi la densitd di una gaussiana A (0, 2). O

Combinando il Lemma 34 e il Lemma 31, otteniamo una proprieta mol-
to importante delle variabili gaussiane: se Xq, Xo, ... X, sono n variabili
indipendenti tutte gaussiane dei medesimi parametri m, o2, allora la media

aritmetica
n

1
w2

N . . o . <1 n . . 1 n
¢ una variabile gaussiana, di media - > ' | m = m e varianza — >\’ | o

2:

%2. Il fatto che la varianza della media aritmetica tende a zero ¢ un’altra

espressione della legge dei grandi numeri, la quale assicura che con grande
probabilita, al tendere di n all’infinito, la media aritmetica ¢ molto vicina
al valore atteso m. Se vogliamo essere piu precisi — in un certo senso vo-
gliamo capire di quale ordine di infinitesimo si tratta — possiamo dividere
la differenza tra la media aritmetica e il valore atteso m per la quantita
v/o2/n (ossia la deviazione standard). Usando un’altra volta il Lemma 31,

deduciamo che
1 n
(3]
n o
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ha legge N(0, 1), ossia la normale standard. Potremmo anche esprimere pilt
semplicemente il risultato scrivendo 'uguaglianza

1 2
SN Xi=miy/ Tz
n 4 n
i=1
dove Z ha legge N (0,1).

Questi calcoli (molto semplici) che valgono per n variabili gaussiane in-
dipendenti in realta valgono in un senso approssimato anche per n variabili
indipendenti tutte con la stessa legge, non necessariamente gaussiane. Il
teorema preciso € noto come “teorema del limite centrale” (central limit
theorem in inglese), dove 'aggettivo centrale significa “importante”. Infatti
questo teorema giustifica I’apparizione di variabili gaussiane in molti ambiti,
come approssimazione di somme di variabili indipendenti.

Teorema 35 (Teorema del limite centrale). Fissati m € R, o2 € (0,00),

per ogni n > 1, siano X1, ..., X, € R variabili aleatorie indipendenti tutte
con la stessa legge (discreta o continua), aventi valore atteso e varianza
EXi]=...=E[Xp|I]=m Var(Xi|I)=...= Var (X,|I) = o*.

Allora, per ogni intervallo A C R, wvale

1< n |
lim P — X; — — € A|ll :/ 2 ——dux.
J ((Z m)\/az ') P

In modo piu informale, possiamo dire che, per n grande, vale 'approssi-
) ) b

mazione
1 — o2
— E Ximm+1\—Z,
n n
1=

dove Z ha legge N (0,1). Oppure equivalentemente (ma sempre in modo

formale),
1 n
n 4
i=1
dove W ha legge N'(m,a?/n).

7. PROBLEMI

Problema 36. La direzione di un supermercato deve acquistare un nuovo
freezer per I'esposizione dei surgelati in vendita. La durata di funzionamento
in mesi di un modello di freezer per supermercato ¢ descritta da una variabile
aleatoria T' con distribuzione esponenziale di parametro 1/120.

(1) Si calcoli la funzione di sopravvivenza del freezer (cioe la funzione
t— P(T > t|Q2)), valore atteso e varianza di 7'

(2) Dopo aver installato il freezer, sapendo che sono passati 60 mesi di
funzionamento corretto, si calcoli la densita della variabile “tempo
di funzionamento rimanente” (ossia 7' — 60).

(3) Mentre i primi 5 anni di funzionamento sono coperti da garanzia, il
costo della riparazione del freezer ¢ exp(7'/10) per una rottura che
avviene in un tempo 7' (in mesi) tra i 5 e i 10 anni di funzionamento



28 DARIO TREVISAN

(dopo i 10 anni, o a una seconda rottura, ’azienda decide di rotta-
mare il freezer). Calcolare il valore atteso del costo di riparazione,
prima di installare il freezer. Calcolarne il valore atteso sapendo che
non si € rotto nei primi 5 anni di funzionamento.

Una soluzione. (1) Si tratta di usare le formule generali per le variabili
esponenziali, nel caso in cui A = 1/120. Troviamo

P(T > t|Q2) = e 120 pert >0,

E[T|Q] =120, Var(T|Q) = 120%, o(T|Q) = 120.

(2) Usiamo l’assenza di memoria delle variabili esponenziali: la legge di
T — 60, rispetto a QN {7 > 60} & ancora £(1/120), ossia

1
o((T = 60) = t|]Q N {T > 60}) = me*t/uo, per ¢ > 0.

(3) 11 valore atteso del costo di riparazione C' prima di installare il freezer
(ossia rispetto alla informazione 2) &

E[C|Q =E[C|QNT < 60] P(T < 60|)
+E[CIQN60 < T < 120] P(60 < T < 120|2)
+E[C|QNT > 120] P(T > 120|Q)
= E [exp(T/10)|]2N 60 < T < 120] P(60 < T < 120|2)

120 1
= / exp(t/10) exp(—t/120)—dt¢
60 120

120 1
= [ exp(t(1/10 — 1/120)) ——dt
/60 120

_exp (11¢/120) ’120i _exp(11) —exp (11/2)
-~ 11/120  leo 120 11

Sapendo invece che nei primi 5 anni di funzionamento non si € rotto, calco-
liamo similmente

E[CIQN{T > 60} =E[C|QNT <60N{T > 60} P(T <60|Q2N{T > 60})
+E[C|QN60 < T < 120N {T > 60}] P(60 < T < 120|Q N {T > 60})
+E[CIQNT >120N{T > 60}] P(T > 120|2 N {T > 60})
= E [exp(T/10)|QN 60 < T < 120] P(60 < T < 120/ N {T > 60})
60 <T <120[QN{T > 60})

_ /120 exp (H(1/10 — 1/120)) ——dt 2.
6

0 120 P(60 < T < 120|Q)
~exp (11) —exp (11/2) P(60 < T < 120/2 N {T > 60})
N 11 P(60 < T < 120|9)

Calcoliamo infine, usando la formula di Bayes,

P(60 < T <1202 N {T > 60})  P(T > 602N {60 < T < 120} P(60 < T < 120|)

P(60 < T < 120|Q) P(60 < T < 120|Q)P(T > 60|Q)
_ P(T>60[Q2N{60 <T <120} 1 1/2

P(T > 60]Q2) P(T > 60|Q)
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Quindi vale

exp (11) — exp (11/2)61/2
11 '

Problema 37. 1l tempo di vita, in anni, di un componente elettronico ¢ un
una variabile aleatoria continua 7" € [1,10] di densita:

o7 = H]60) = {tﬁ se t € [1,10]

0 altrimenti

E[C|Q N {T > 60}] =

(1) Trovare la costante k. Calcolare valore atteso e varianza di T'.

(2) Calcolare la funzione di ripartizione e la funzione di sopravvivenza
di T (rispetto a P(:|2))

(3) Calcolare la probabilita per il tempo di vita di superare 2 anni.

(4) Sapendo che il componente ha vissuto per piu di 2 anni, calcolare la
densita di T, il valore atteso di T e la varianza.

Una soluzione. (1) La costante k deve essere tale per cui
0 —310 11073
= P(T € [1,10]|Q?) = / kt—4dt = ki‘ 7

1 -3 3

Percio k = 3/(1 — 1073) ~ 3. Calcoliamo valore atteso e varianza di T
riconducendoci ad integrali:

10 -2 10 1— 10—2 k
E[TI0) = [ thtiat =k | =k~ T
719 /1 —2h 2 2’
mentre per la varianza, troviamo prima
10 1 -1
|10 1-10
E [T?|Q] = / Pkt dt = k|, =k—— = k0,9
1

e poi calcoliamo

k?2
Var (T1Q) = E [T%Q] — (E[T|Q])* = k0,9 — - 0,45,

da cui o(T|2) = /0,45 = 0.67.
(2) Calcoliamo, per t € [1,10],
P(T§t|Q):/1ks 4ds = k2 3‘ 1—t3) 1-¢73,
mentre la funzione di sopravvivenza di T &
PT>tQ)=1-P(T<tQ) =1~ g(l —t )t

(3) Usando il punto precedente, troviamo P(T' > 2|Q) =1—-45(1—-s73) ~
1/8.
(4) Dobbiamo rifare i calcoli del punto (1) rispetto pero all’informazione
QN A{T > 2}. Usiamo quindi il Lemma 10, per trovare la densita, per ¢ €
[2,10] (altrove la densita vale 0)

oT =t|QN{T > 2}) = kt*/P(T > 2|),
dove P(T > 2|Q) si calcola usando il punto sopra.
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Problema 38. Un albergo ha due prenotazioni per il pomeriggio, ciascuna
indicante un tempo di arrivo tra le 14:00 e le 20:00 (supponiamo quindi che
i tempi di arrivo Ty e Ty siano variabili indipendenti con legge uniforme).
Calcolare

(1) la densita del tempo di arrivo del primo cliente (in ordine di arrivo),
il valore atteso e la varianza;

(2) la densita del tempo di arrivo del secondo cliente (in ordine di arrivo),
il valore atteso e la varianza;

(3) la probabilita che il secondo cliente (in ordine di arrivo) arrivi dopo
le 15:00, sapendo che il primo cliente (in ordine di arrivo) ¢ arrivato
prima delle 14:30.

(4) (difficile) la probabilita che il secondo cliente (in ordine di arrivo)
arrivi dopo le 15:00, sapendo che il primo cliente (in ordine di arrivo)
e arrivato esattamente alle 14:30.

Una soluzione. Misuriamo il tempo in ore (e frazioni di ora) a partire dalle
14:00, cosi che Ty e Ty sono variabili continue uniformi a valori in [0, 6]
(entrambe).
(1) Per calcolare la densita del tempo di arrivo del primo cliente, ossia di
F := min {7y, T»}, calcoliamo prima la funzione di sopravvivenza di F, per
t € [0,6]:
P(F > t|Q2)

(min {77, To} > t|Q)
(Tl >t e Ty > t|Q)
(Tl > t|Q) P(T2 > t|Q)

6 2 2
d
; 6 6
A questo punto otteniamo la densita calcolando

_dpw>ﬂm_1<y-ﬁ.

P
P
P

dt 3 6
Calcoliamo il valore atteso di F':
6 2 3
1 t 1 1
Emm:/r1—w:.6—6:@4=z
0 3 6 3 2

Calcoliamo la varianza di F":
6 3 4
1 t 1 6 16
E[F2Q] = [ 2. = (1-2)dt==-—— —2 =56
[ | } /0 3( 6) 3 3 18 4 ’

Var (F|Q) =6 —4 = 2.
(2) Nel caso di L := max {7, T>} lavoriamo con la funzione di ripartizione,
per t € [0, 6],

—_
oo
w

da cui

P(L < t|Q) =
Ty < Q)
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A questo punto otteniamo la densita calcolando

d 1¢

—P(L<tlQ)==-—.

dt (L <) 36

Calcoliamo il valore atteso di L:
6 3
1¢ 16
E[L|Q] = t-——dt = —— = 4.

L1 /0 36 18 3

Calcoliamo la varianza di L:
2 6 9 1t L 4
E [L?|Q] :/ 2. S odt = —6%4 = 18,
0 36 18

da cui
Var (L|Q) = 18 — 4% = 2.

(3) Dobbiamo calcolare P(L > 1|F < 1/2). Qui si puo procedere in tanti
modi diversi. Una possibilita (forse la via piu breve) e di calcolare

P(L <1|9)
P(L>1F<1/2)=1-PL<1F<1/2)=1-PF<1/2]IL<1)———"
(L >1|F < 1/2) (L <1F <1/2) (F <120 < D) g =

P(L <1|9)
=1-(1-P(F>1/2|[L<1)) —————
( (F2172|L < ))P(F<1/2|Q)
_1 1 P(F>1/2 e L<1Q)\ P(L<1Q)
N P(L <1|Q) P(F <1/2|Q)
Questa identita ci richiede solamente di calcolare
1t 1 1 1

121 t 1 1 1
P(F 1/2|0)) = —(1—-—=)dt=- — — . =
(</‘)/03< 6) 6 18 8’

e infine

P(F>1/2 ¢ L<1Q)=P1/2<X;1<1 e 1/2<X,<1|Q)
2
_ L/‘1 )y _ 1
\Jip 6 ) 127

312 1 20
12-12 -

Troviamo allora

P(L>1F<1/2)=1—-(1 —.
( | /2) < 36(1/6 —1/(18%8)) 23

(4) Dobbiamo calcolare P(L > 1|F = 1/2). Anche in questo caso pos-
siamo procedere in diversi modi. Una possibilita ¢ di ripetere parzialmente
quanto fatto sopra (usando la formula di Bayes, caso discreto/continuo) per
trovare

P(L>1|F=1/2) = 1-P(L < 1|F = 1/2) = 1—o(F = 1/2|L < 1)%,

Abbiamo gia visto che

1 1 1/2\ 11
L) =g oF =120 =3 (1-8) =
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Ci rimane da calcolare solamente o(F = 1/2|L < 1), per farlo calcoliamo pri-
ma la funzione di sopravvivenza di F rispetto all’informazione QN {L < 1}.
Notiamo che, rispetto a questa informazione, siccome F < L, abbiamo
con probabilita 1, F € [0, 1], quindi calcoliamo solamente la funzione di
sopravvivenza per ¢ € [0, 1]:

P(F>t e L<1|Q)
P(L <1|9Q)
Pt<X1 <1 et<X2<1/Q)
P(L <1]9)

:36</tl(?>2:(1—t)2.

Derivando rispetto a t otteniamo la densita:

P(F>tL<1)=

oF =t|L < 1) = —%P(F StL<1)=2(1—1).

Ponendo t = 1/2, concludiamo che
oF=1/2L<1)=1,

e quindi
1/36 1 10
P(L>1F=1/2)=1—- ——=1——=—.
( | /2) 11/36 11 11
Problema 39. Un’urna (non vuota) contiene palline blu o rosse, e poniamo
X € [0,1] la frazione di palline rosse sul numero totale (neppure il numero
totale & noto, quindi supponiamo che X sia uniforme, basandoci solamente
su questa informazione iniziale).

(1) Calcolare la densita di X, il valore atteso e la varianza.

(2) Siestrae una pallina e si vede che ¢ rossa. Calcolare la densita di X,
il valore atteso e la varianza.

(3) Dopo aver estratto una pallina e visto che e rossa, la rimettiamo
nell’urna e mescoliamo. Qual ¢ la probabilita di estrarre nuovamente
una pallina rossa?

(4) Dopo aver estratto una pallina e visto che & rossa, averla rimessa
nell’'urna e mescolato, estraiamo una seconda pallina e vediamo che
& blu. Calcolare la densita di X, il valore atteso e la varianza.

(5) Supponiamo di aver fatto in sequenza n > 1 estrazioni (con reimmis-
sione) e di aver visto solamente palline rosse. Qual ¢ la densita di X,
il valore atteso e la sua varianza? Qual ¢ la probabilita di estrarre
nuovamente una pallina rossa alla (n + 1)-esima estrazione?

Una soluzione. (1) E dato nel testo che la densita di X rispetto all’informa-
zione iniziale Q & uniforme su [0, 1], quindi

o(X =z|Q) =1 perze|0,1],

1 1
E[X|Q] =5 Var(X|2)= .
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(2) Poniamo A levento “prima pallina estratta ¢ rossa”’. Dobbiamo calco-
lare, per z € [0, 1],

o(X = z|QN A) = P(AIQ N {X = x})éw7

avendo usato Bayes continuo/discreto. Calcoliamo separatamente
PAQON{X =z}) =z,

perché si tratta di estrarre da un’urna di cui sappiamo che la frazione di
palline rosse e z,

o(X =z|Q) =1

perché X & uniforme (rispetto a 2) e infine (come ¢ anche scritto nell’enun-
ciato della formula di Bayes, che stiamo usando)

1 1
P(AQ) = / PAIQ A {X = 2})o(X = 2[Q)dz — / rdr = %
0 0
Troviamo

o(X =z|QNA) =2z.

Il valore atteso vale
! 2
E[X|Q2NA] :/ x2xdr = -,
0 3
mentre
2 ! 2 2 _1
[E [ X7 N A] :/ x2zxdr = = = -,
0 4 2
e quindi la varianza vale

2

Var (X]Q 0 A) = % _ ()2 !

3) 18

(3) Poniamo B l‘evento “seconda pallina estratta e rossa”’. Dobbiamo
calcolare, usando ’evento A definito prima,

P(BIQ N A) = /1 P(BION AN {X = 2})o(X = 2|0 N A)da,
0

dove abbiamo “decomposto” rispetto ai possibili contenuti dell'urna (usando
la probabilita condizionale). D’altra parte, se conosciamo la frazione di pal-
line rosse X = z, allora A e B sono indipendenti (solito schema di estrazioni
con reimmissione, prima parte del corso) quindi

PBIONAN{X =za})=PBION{X =z}) =x.
Pero abbiamo anche o(X = z|Q2N A) = 2z, quindi

1

2

P(BIQ2NA) :/ x2xdr = 3
0

e non 1/2 come uno potrebbe aspettarsi: il fatto & che la prima estrazione
ci permette di “imparare” qualcosa sul contenuto dell’'urna (su cui siamo
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incerti). (4) Dobbiamo calcolare

oX =2l ANB) =P (BIUNAN{X =a}) Q(pX@@%rX)
_ c . Q(X :x\QﬁA)
— P (BN {X ==z}) L PEan 4
=(1- :c)f;;) = 6z(1 — ).

Calcoliamo valore atteso e varianza:

1 3 4 1 1 1 1
IE[X\QOADBC]:/ x6x(1—x)dxz6<z—z>‘ :6<—>:
0

0 3 4 2’
! 4 5\ 11 3
E[X2QNANBY = [ 2%6z(1—z)dz =62 -2 (:6 o2
X7 ]/oxx(m)w (4 5 ) o 175) 10
3001 1
XIOAAAB) = 5 1L
Var (X[ ANBY) = 75— 7= 55

(5) Sia C 'evento “n palline rosse estratte in n estrazioni”, e calcoliamo
la densita di X sapendo C:

o(X =2|QNC) :P(C!Qﬂ{sz})w
Abbiamo
P(CIQN{X =z}) = 2",

(estrazioni con reimmersione da un’urna il cui contenuto ¢ noto), mentre

1 1
1
P(C|Q) = / PCION{X =z})o(X = z|Q)dz = / 2"dx = .
0 0 n -+ 1
Di conseguenza, per z € [0, 1],
o X =z|QNC) = (n+1)z".
Calcoliamo valore atteso e varianza
1
1
E[X|QNC] = / z(n+ 1)a"dx = ntl
0 n 4+ 2
1 n—+1
E[X*QnC| = / *(n+1)2"de = ——,
0 n+3

2
Var (X]Qn ) = 211 (”+1>:( ntl

n+3 \n+2 n+2)2(n+3)
Calcoliamo infine la probabilita di estrarre una pallina rossa alla n+ 1-esima
estrazione, sapendo C: posto D ’evento “n+1-esima pallina estratta € rossa,
abbiamo

1 1

1

P(D|QNC) = / P(D|ONC{X = z})o(X = z|QNC)dx = / z(n+1)z"dz = 212
0 0
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Problema 40. E noto che tempo di vita (in anni) di un componente elettro-
nico senza difetti € modellizzato come una variabile aleatoria T' con legge
esponenziale di parametro 1/2. Tuttavia, € noto che vi sono anche com-
ponenti difettosi, il cui tempo di vita T ha legge uniforme sull’intervallo
[0,2]. Sappiamo anche che il 75% dei componenti sono senza difetti, ma il
rimanente 25% ¢ difettoso. Ci viene recapitato uno di questi componenti.

(1) Calcolare valore atteso e varianza del tempo di vita del componente.

(2) Calcolare la probabilita che il suo tempo di vita sia maggiore di 1
anno.

(3) Dopo un anno, il componente continua a funzionare: qual ¢ la proba-
bilita che sia un componente senza difetti? Calcolare il valore atteso
e la varianza del tempo di vita rimanente.

(4) Sapendo che esattamente dopo un anno il componente si & rotto,
qual ¢ la probabilita che fosse un componente difettoso?

Una soluzione. Poniamo D evento “il pezzo ricevuto ¢ difettoso”, (e D¢
significa che il pezzo & sano). (1) Calcoliamo

E[T]Q] = E[T|D] P(D|Q) + E [T|D] P(D°|Q)

=E[1[D]  +E 71D

4
1 .3 7
=1.-42°=2
177171

avendo usato il fatto che la densita di T rispetto a D & uniforme su [0,1], e
rispetto a D¢ & esponenziale di parametro 1/2. Calcoliamo in modo simile,

E [T%|Q] = E [T?|D] P(D|Q) + E [T?|D°] P(D°|2)

=E [T? D] i +E [T%D°]

== W

- (Var (T|D) +E [T|D]2>

1 1 3 19
_<3+1>4+(4+4)4_3.

+ (Var (T|D°) + E [T|DC]2)

o

e infine

19 (7
Var (T'|2) = 3" <) ~ 3,27.

(2) Calcoliamo
P(T > 1|Q) = P(T > 1|D)P(D|Q) + P(T > 1|D°)P(D°|Q)

2
d
dz 1 13 11
L 2 4 4 24

+ 6_1/22 ~ 0, 28.

(3) Dobbiamo calcolare

P(De|Q) e /22
P(DIT > 1) = P(T > 1|DC)P(T o) = T i 055
24 4
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Il tempo di vita rimanente ¢ T'— 1. Calcoliamone il valore atteso:
E(T-D|T>1=E[(T-1)[{T>1}nD]P(D|T >1)
+E[(T-1)[{T >1}nD]P(DIT > 1)
=E[(T - 1)|{T > 1} N{T & unif su [0,2]}] (1 — P(D°|T > 1))
+E[(T-1D{T>1}n{T e &(1/2)}| P(D|T > 1)

_ /2@5 ~1)dt(1 — P(DY|T > 1)) + 2P(D°|T > 1)
1

_ %(1 — P(DC|T > 1)) + 2P(D°|T > 1)

1
~= 5 0.45+2:0,55 =133

(4) Calcoliamo
P(D[)
PDIT=1)=0o(T=1D) —————.
Sappiamo che

1

1
P(DI) = 7.

e infine troviamo

o(T = 19) = o (T = 1|D) P(D|Q) + o (T = 1/D°) P(D*|2)

percio

Problema 41. La posizione di un possibile pixel rotto su modello di schermo
LCD & modellizata tramite due variabili aleatorie X, Y € [0,1] (ascissa e
ordinata rispetto a un vertice dello schermo, per semplicita variabili conti-
nue). Ci sono due modelli che prevedono la posizione dei pixel rotti: uno
(modello U) prevede che X e Y siano variabili aleatorie indipendenti, cia-
scuna con legge uniforme di parametri [0,1]. Un altro (modello F') prevede
invece sempre che X e Y siano indipendenti, con densita

1 1
o X =z2QNF)=p(Y =2|QNF) :C<Zl/2 + (1_2)1/2> .
Supponiamo di dare inizialmente probabilita uniforme alla validita dei due
modelli (quindi ciascuno ha probabilita 1/2, rispetto alla informazione ini-
ziale Q).

(1) Calcolare c affinché la funzione sopra sia una densita di probabilita.
Calcolare valore atteso e varianza delle coordinate X, Y previste dal
modello F.

(2) Calcolare valore atteso e varianza delle coordinate X, Y rispetto alla
informazione iniziale.
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(3) Supponiamo di osservare un pixel rotto in uno schermo, in posizione
X =1/2,Y = 1/2. Come cambia la probabilita della validita dei
due modelli?

(4) Supponiamo di osservare un pixel rotto in uno schermo, in posizione
X =1/100, Y = 1/100. Come cambia la probabilita della validita
dei due modelli?

Una soluzione. (1) Dobbiamo imporre che

1 1 1
/0 c<21/2+(1_z)1/2>dz—1.

/1 1 R 21/2 1_2
o 2277 1200 7

e pure, con il cambio di variabile y =1 — z,

1 1 L
—  _dz= | —dy=2
/O (1—2)1/2 z /0 y1/2 Y ’

quindi deve essere ¢ = 1/4. Calcoliamo valore atteso di X se vale il modello
E:

exions— [ AL 1 Ny
~Jo 1\ (1—2)1/2 z
1 1 1q_
"1 </ 212z + / 1/2ydy> cambio di variabile y =1 — 2
4 \Jo oY

(i 35) -4

A questo risultato si poteva arrivare facilmente notando che la densita

Notiamo che

c (21% + W) ¢ simmetrica rispetto all’asse z = 1/2. Calcoliamo

210 121 1 1
E[X*QnNF]= [ = 1/2+(1_Z)1/2 dz

1 1 1-—
— 2324z —|— ( y) dy cambio di variabile y =1 — z
4 0 y1/2
1
1 3/2dz+ 1 2y1/2 +y3/2 dy
4 0 1/2
1/ 1 1 1
- — 4+ — ] =0,37.
1 <5 2 1/2 3/2+5/2> ’

e quindi
1
Var (X|QNF) ~ 0,37 — 1 =0,12.

I calcoli per la coordinata Y sono identici. (2) Rispetto alla informazione
iniziale, abbiamo

E[X|Q) =E[X|QN F] +E[X|QmU] -,
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mentre
9 2 1 2 1 111
E[X?|Q] =E[X |QﬂF]§+E[X QN U] 5 ® 0,375 + 25 =0,35.
e quindi

1
Var (X|Q) = E [X?Q] - E[X|Q]* ~ 0,35 — ;=010

(3) Dobbiamo applicare la formula di Bayes, aggiornando I'informazione

a QN{X =1/2} Nn{Y =1/2}. Proviamo a farlo “aggiornando” un passo
alla volta, ossia calcoliamo prima

R PW)
PUIRN{X =1/2}) = o(X =1/2/20 U)m
1
EHCREITRS

1
1+

=1

~ 0, 58.

Di conseguenza,
P(FION{X=1/2})=1-PU|QN{X =1/2}) =~ 0,42.
Ora calcoliamo (ancora usando Bayes discreto/continuo)

P(UI{X = 1/2})
¥ = 1/2{X = 1/2})’

PUNHX =1/2yn{Y =1/2}) = o (Y = 1/2[{X = 1/2} nU) .

dove
oY =1210n{X =1/2}) = oY =1210n{X =1/2} nU)P(U|IQN{X =1/2})
+oY =12[0n{X =12} nF)P(F|IQN{X =1/2}).

Se vale il modello U oppure il modello F'; allora X e Y sono indipendenti,
quindi

o(Y =1/210N{X =1/2}NU) = o (Y = 1/2|0NT) = 1,

|G

oY =1/20N{X =1/2} N F) = o(Y = 1/2|QNF) =

Di conseguenza abbiamo

2
oY =1/2|0Nn{X =1/2}) = 1~0,58—|—\2[-0,42w0,88
€
0,58
PUIQN{X =1/2} n{Y =1/2}) = g=ec = 0,66.

(4) Si tratta di ripetere i calcoli di prima, stavolta aggiornando 'informa-
zione Q a QN{X =1/100} N{Y = 1/100}. Proviamo a farlo “aggiornando”
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un passo alla volta, ossia calcoliamo prima

P(U|$2)
P (U2 N{X = 1/100}) = o(X = 1/100/02
U)2n{ /100}) = o MO0 U) = o010
1
~1
—1/2 -1/2
13 ((20) "+ (23 ™)
~ Y o

1+1(10+1)
Di conseguenza,
P(FIQN{X =1/100}) =1—-P(U|2N{X =1/100}) =~ 0, 73.
Ora calcoliamo (ancora usando Bayes discreto/continuo)
PUI{X =1/100})
(Y =1/100/{X =1/100})’

PU{X =1/2}n{Y =1/100}) = o(Y =1/100|{X =1/2} nU) .

dove

o(Y =1/100[Q2N{X =1/100}) = o(Y = 1/100|2N{X =1/100} NU)P(U|Q2N{X = 1/100})
+o(Y =1/100[Q2N{X =1/100} N F)P(F|Q2N{X = 1/100}).

Se vale il modello U oppure il modello F', allora X e Y sono indipendenti,
quindi

o(Y =1/100|2N{X =1/100} NU) = o(Y =1/100|2NT) =1,
o(Y =1/100|Q2N{X =1/100} N F) = o(Y = 1/100|2N F) ~ 2, 75.
Di conseguenza abbiamo
oY =1/2[0Nn{X =1/2})~1-0,2742,75-0,42 ~ 2,28

0,27
2,28

PURQN{X =1/2}n{Y =1/2}) ~ ~0,12.
Problema 42. 11 prezzo di un’azione di una certa azienda (in un istante futuro
t1) puo essere ben rappresentato (al tempo ty < t1) secondo alcuni studiosi
dei mercati da una variabile della forma C' = exp(X), dove X € R ¢ una
variabile gaussiana di parametri A'(m,a?).
(1) Calcolare il valore atteso e la varianza di C.
(2) Calcolare la densita di C'.
(3) Gli studiosi sanno che o2 = 1 & un parametro realistico, mentre sono
totalmente indecisi sul fatto che il modello sia meglio adattato alla
realta ponendo m = 1 oppure m = 2. Supponendo che, arrivato il
momento t1 il prezzo osservato risulti 3, quale scelta del parametro
¢ (era) piu opportuna? con quale probabilita?

Una soluzione. (1) Calcoliamo

2
E[C|Q] = E [exp(X)|X & N(m,0?)] = /Re"p(x)exp <_; (x_m> ) =

o V2oro?
—/ex $_1<x—m>2 dz
R P 2 o V2no?
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Concentriamoci sull’esponente

(5 )

( 20%x + 22 2xm—|—m)
[ (m + o® ) +m2—(m+a2)2}
(G

m+0 ) —20’2771—0'4]

2

(x—(m+02)) +m—|—%.

l\J l\D [\3
>—~Q Q| Q|
[N ¥

202
Questa identita algebrica ci permette di scrivere

/e . 1 (a:—m)2 dz
X —_ =
R P 2 o 202

02 ]. 2 dl’
:em+2/ex (— x — (m + o2 >
R P 202 ( ( )) V2mo?
= em+§.

Abbiamo quindi trovato che

0_2
E [exp(X)|X & N(m,0?)] =™z
Questo fatto puo essere usato direttamente per calcolare la varianza di C:
infatti (exp(X))? = exp(2X), e 2X & N'(2m,40?), quindi
E [exp(2X)|X & N (m,0?)] = 2mt20%

e allora
2

Var (exp(X)]X > N(m’ 0_2)) — 62m+202 . e2m+o-2 _ €2m+o-2 (ea _ 1)

(2) Per calcolare la densita di C, ragioniamo come nella dimostrazione del
Lemma 11: dato un intervallo [a, b] C (0,00) (perché C' = exp(X) € (0,00)),
osserviamo che

P(a < C <b|Q2) = P(a <exp(X) <)
= P(log(a) < X <log(b)|2)
log(b)
:/1 o(X = z|Q)dx

og(a)

b
1
= / o(X = log(y)|Q)§dy cambio di variabile y = exp(x).

Ricordando la densita di una gaussiana N'(m, o2), otteniamo, per y € (0, c0),

) — o(X = 1 1 (logly) —m\*) 1
@<C—y>—g<X—log<y>|ﬂ>y—exp<2( ) ))my

(3) Si tratta di applicare la formula di Bayes,
P(m =1|Q)

Pm=1|C =3) =p(C =3/m=1) CEEIOR
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e calcolare

o(C =3lm=1) = exp (—; (log(3) — 1)2> \/21?3
o€ =i =2 = e (L o) -27) L

o(C =310) = o(C =3 = 1) + o(C = 3m =2).,
da cui
exp (—3 (log(3) — 1)?)
exp (—% (log(3) — 1)2> + exp <—% (log(3) — 2)2>

Problema 43. 11 tempo di vita di una resistenza elettrica e rappresentato da
una variabile esponenziale di parametro 1/3 (cioe finché funziona & un cavo
che fa passare corrente dissipandone un po’, quando ¢ rotto invece non passa
pit nulla).

P(m=1|C = 3) = ~ 0, 6.

(1) Supponiamo di prendere n resistenze e collegarle in serie (cioe di
collegarle una dietro l’altra). Qual ¢ il tempo di vita della resistenza
cosl costruita? calcolarne la legge, valore atteso e varianza.

(2) Supponiamo di prendere n resistenze e collegarle in parallelo (cioe
di collegarne tutti gli estremi sinistri ad un punto del circuito e
gli estremi destri ad un altro punto). Qual ¢ il tempo di vita della
resistenza cosi costruita? calcolarne la legge, valore atteso e varianza.

(3) Ripetere gli stessi calcoli con tempi di vita aventi legge uniforme
sull'intervallo [0, 1].

Una soluzione. (1) Il tempo di vita della resistenza costruita collegando in
serie e il minimo dei tempi di vita di tutte le resistenze, ossia

Tser = min {T17T27 cee 7Tn} >

dove Ty, T, ... T, sono variabili esponenziali di parametro 1/3. Non avendo
altra informazione, assumiamo che le variabili 11, ... T,, siano indipendenti.
Calcoliamo allora la funzione di sopravvivenza

P(Tser > t’Q) = P(rnin {Tl,Tg, e ,Tn} > t‘Q)
=PIy >tely>te...eT, >tQ) =
=P(Th > t|Q2) - P(To > t|Q) - ... - P(T,, > t|2)

_ (e—t/r’a)" _ o tn/3)

avendo usato il fatto che la funzione di sopravvivenza di una esponenziale di
parametro A & e~ (per ¢ > 0). La densita si calcola derivando e cambiando
di segno: per t > 0, abbiamo

d _ym moy
Oo(Tser = t|Q) = —ge t(n/3) — ge i( /3)’

che & una densita esponenziale di parametro n - % (In generale, il mini-

mo di n variabili esponenziali indipendenti di parametro A € una variabile
esponenziale di parametro n\).
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(2) Se collegate in parallelo, il tempo di vita ¢ il massimo dei tempi di
vita delle resistenze, ossia

Tpar = max {11, Ts,..., Ty},

dove Ty, Ts, ... T, sono come sopra (in particolare, indipendenti). Calcolia-
mo la funzione di ripartizione

P(Tpar <) = P(max{T},T>,...,T,} <t|Q)
=PI <tely<te...eT, <t|Q) =
=P(Th <t|Q)-P(To <t|Q)-...- P(T,, < t|Q)

= (1 — e_t/3)n.

avendo usato il fatto che la funzione di ripartizione di una esponenziale di
parametro A ¢ 1 — e~ (per t > 0). La densita si calcola derivando: per
t > 0, abbiamo

d _ n n _ n—=1 _
o(Tpar = 112) = — (1 . t/3) =2 (1 s t/3) e /3,
i stessi calcoli perd con leggi uniformi sull’intervallo [0, 1] ci portano
(3) Gli stessi calcoli perd con leggi uniformi sull'intervallo [0, 1] ci
ai risultati, per ¢ € [0, 1]:

P(Toer >t|) =1 =8)", = 0o(Teer =t|Q) =n(1— t)n—17
P(Tpar <tQ) =", = o(Tpar = t|Q) = nt" L,

Problema 44. 11 tempo di attesa per un processo prima che sia svolto da
un server e rappresentato da una variabile aleatoria T' € [0,00) con legge
esponenziale di parametro A € (0,00). Un progettista ¢ incerto su quale sia
un buon valore di A, sa piu 0 meno che si trova vicino ad 1, e quindi scrive
che A ¢ pure una variabile aleatoria esponenziale di parametro 1: quindi
nel suo modello dato A € R, la variabile T' & esponenziale di parametro A,
condizionatamente all’evento {A = \}.

(1) Scrivere la densita di " rispetto all'informazione iniziale, e calcolarne
valore atteso e varianza.

(2) Supponiamo che il progettista osservi che il tempo impiegato per un
processo ¢ 1. Come cambia la densita di A?

(3) Supponiamo che il progettista osservi che i tempi impiegati per due
processi (che suppone indipendenti dato A = \) sono rispettivamente
1 e 2. Come cambia la densita di A?

Una soluzione. (1)Scriviamo, per ¢ > 0,

oT =) = [ o(T =t (4 = AD)olh = N

= / e MeAdA
0

o0 1 o0
- A—W“)dA:/ t 4+ Dxe 2D £ 1)dA
/o e Jy IR

1 o0 1
- - Yy = —
(t+1)2 /0 ve T e
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Il valore atteso di T rispetto alla informazione iniziale & 400, ossia l'integrale
improprio diverge: dato M > 0,

Moy Moy
= dt= dt
/0 (t+1)2 /0 (t+1)2

! log(t +1 "
—<t+1+°g(+ )>‘0 -

Quindi neppure la varianza si puo definire.
(2) Usiamo la formula di Bayes (caso continuo/continuo)

oT =11QNn{A =)})
oT =1|Q)

M+1+log(M—i—1)—1—>+oo

o(A=AQNA{T = 1}) = o(A = A[)

_ de 1A
1/(1+1)
= 2 e 2.

Notiamo che A non & pit una variabile esponenziale.

(3) Possiamo sfruttare il risultato del punto precedente per aggiornare
la densita di A usando la formula di Bayes (caso continuo/continuo), ri-
spetto alla informazione QN {7 = 1} e incorporando la nuova informazione
{T'" = 2}, dove T' & una variabile esponenziale di parametro A, indipendente

da T, dato N {A = A}. Abbiamo

per M — +o0.

T =210n{T =1} n{A=)})

o(A = \QN{T = 13n{T" = 2}) = o(A = AJQN{T = 1}) ol
Notiamo che, per indipendenza di T' da T” dato A = ), vale, per ogni t > 0
(in particolare per t = 2,

oT" =t AN{T =1} N{A=A}) = o(T" =2/QN {A = A}) = Ae .

Il denominatore della formula di Bayes si puo calcolare integrando sui i
possibili valori di A = A, ossia

oT' = 2/QN{T = 1})

o T = 210N {T =1}) = /oo o(T' =2/ {T = 1} N {A = A})o(A = A|Q N {T = 1})dA

_ / o(T' = 2/ 1 {A = AP)o(A = AJQ N {T = 1})d\
0

= / e 220 e AN
0

2 / Ae~Ad
0

2 o0
=5 / (4X)2e 4 ad A
0
2 [, 1
=5 ; yre Ydy = Yok

In conclusione, abbiamo

= 32)\2c 4,

e
— _ I _ _ —2X |
o A=MNAN{T =1} n{T' =2}) =2xe e
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APPENDICE A. REGOLE DI CALCOLO (V.A. CONTINUE)

Sia F C R intervallo e I un evento (eventualmente condizionale).
Densita. X € E & variabile aleatoria con densita ¢ : E — [0,00) (rispetto
all’informazione I) se

P(X € AlI) = / o(z)dz per ogni A C E intervallo.
A

Notazione: o(z) = o(X = z|I).

(i) Siha [, o(X = z|I)dx =1 (utile per determinare costanti).

(ii) Si puo estendere la densita fuori da F ponendola uguale a zero.
(iii) Densita e condizionamento (B intervallo):

o X =z|INn{X € B}) =

o(X =z|I)/P(X € B|I) sexe€ B,
altrimenti.

(iv) Densita e trasformazioni affini (se A # 0)

o(AX +¢) = y|) = g(x _ y;%) -

Probabilita condizionale. Data X € E v.a. con densita o(X = -|I), per
ogni B evento e A C FE intervallo vale (per definizione)

P(BN{X e A}|I) = / PB|[{X =z} nI)o(X = z|I)dx.
A
Posto A = E, si ha (il caso piu frequente in cui si applica)
P(B|I) = / P(BI{X = 2} N Do(X = a|I)da.
E

Vale P(B|{X =z} Nn1I) € [0,1].

Formula di Bayes: caso continuo/discreto Date X € E, v.a. conti-
nua e Y € F v.a. discreta, si ha
PY =yl N{X = z})o(X = 2[I)
P(Y =y|I)

o(X = 2| {¥ =y} N 1) =

e pure (scambiando)

_oX =z[{Y =y} NP =y|I)

P(Y =y|lIN{X =x}) o(X = x|I)

Per calcolare 1 “denominatori”:

PV =3lD) = [ PV =ylI 01 {X = aP)o(X = al)de,

o(X =zlI) =Y o(X = 2[IN{Y = y})P(Y = y|]).
yeF



APPUNTI SULLA PROBABILITA CONTINUA 45

Formula di Bayes: caso continuo/continuo Date X € E, Y € F,
v.a. continue, si ha
oY = ylI N{X = z})o(X = z|I)

o X =z[{Y =ypnl) = oV = y1I)

Dove
oV =lD) = [ oV =310 (X = })o(X = alD)d.

Indipendenza. Date X € E; Y € FF C R v.a. si dicono indipendenti
(rispetto ad I) se

P(X € AeY € B|I) = P(X € A|I)P(Y € B|I) perogni AC E, B C F intervalli.
Formulazioni equivalenti

P(X e A|{Y e BynI)=P(X € A|I) perogni AC E, B C F intervalli,

P(X e Al{Y =y}NnI)=P(X € A|I) per ogni A C E intervallo, y € F,

(se X v.a. continua) o(X =z[{Y =y}Nl)=0o(X ==x|I) perognize E,yecF.

Funzione ripartizione/sopravvivenza. Per ogni ¢t € R,

P(X <t) :/ o(X = z|I)dz, (ripartizione)
(—o0,tINE
P(X > t|I) :/ o(X = z|I)dz, (sopravvivenza)
(t,+00)NE

P(X <tI)+P(X > t|I) =1.

Dalla funzione di ripartizione/sopravvivenza alla densita:

%P(X <tI)=o(X =tlI) - %P(X > t|1) = o(X = t|I).

Valore atteso. Data X € F variabile aleatoria con densita o(X = -|I),
f+E — Rsipone

E[f(X)|1] = é f(@)o(X = z|I)dx

(se lintegrale di Riemann eventualmente improprio ¢ ben definito).
(i) (linearita) E[cf(X) 4+ g(Y)|I] = cE[f(X)|I] + E[g(Y)|I].
(ii) (decomposizione) Se Ay, ..., A, sono un sistema di alternative,

E[f(X)|1] = E[f(X)|A; N 1] P(A]).

=1
(iii)
(iv)
Var (f(X)|I) = E[(f(X) - E[f(X)[I])*I] =E [f(X)*|I]—(E[f(X)[I])* >0

Var (Af(X) + c|[I) = X\* Var (f(X)|I) .
Var (f(X) + g(Y)|I) = Var (f(X)|I)+Var (g(Y)|I) se X, Y v.a. indipendenti.

monotonia) Se f(X) > 0, allora E [f(X)[I] > 0.
varianza)

o~~~
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APPENDICE B. ESEMPI DI DENSITA

Densita uniforme. Sia E = (a,b) C R intervallo (aperto o chiuso non
cambia alcunché). Si dice che X € E & una v.a. uniforme (continua) se
1
o(X = z|X unif. su (a,b)) = 5. per ogni x € (a,b),
—a
ossia e costante su E. Eventualmente si puo porre o(X = x| X unif. su (a,b)) =
0sex ¢ (a,b).

b
E [X|X unif. su (a,b)] = a—2|— ,
b— 2
Var (X |X unif. su (a,b)) = ( 1;) .
0 sea<t<b,
P(X <t|X unif. su (a,b)) =< (t—a)/(b—a) seté€ (a,b),
1 set>b.

Densita esponenziale. Sia A > 0 un parametro (fissato). Si dice che
X € ]0,00) € una v.a. esponenziale di parametro A (brevemente X & £()\))
se

o(X = z|X ¢ EN)) = Ae™™  per ogni z € [0, 00),
(Eventualmente si pud porre o(X = z|) = 0 se x < 0).

1
E[X]X & £0)] = 1.
1
Var (XX ¢ E(N)) = IVE
1 set <0
P(X >t X e&EN)) = ’
(X >1X & &) {e_’\t se t > 0.

Le variabili aleatorie esponenziali indicano per lo pitt “tempi” (di durata
di dispositivi, attese ecc.). Altre proprieta:

(i) (assenza di memoria) Se X e £()) rispetto ad una informazione I, allora
per ogni z¢ > 0 (fissato) la variabile X — z, ossia il “tempo rimanente
dopo z¢” & £(A) rispetto all’informazione I N {X > zp} (oppure anche
IN{X > x0})

o((X —xo) =z IN{X > x0}) = o(X = z|]).

(ii) (minimo di esponenziali indipendenti) Se X; & E(\1), X2 € E(X\2) e
le due v.a. sono indipendenti, allora min{Xi, Xo} € E(A1 + A2) (si
generalizza anche al minimo di n esponenziali tutte indipendenti tra
loro).
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Densita gaussiana.
Siano m € R, o > 0 due parametri (fissato). Si dice che X € R & una v.a.
gaussiana di parametri (m,o?) (brevemente N'(m,o?)) se

00X = 21X 2N (m o) = e <_; (=) )

Notiamo che ¢ & sempre strettamente positiva (ma ¢ “praticamente” nulla
se |x —m| > 30)

E [X|X & N(m,0%) | =m,
Var (X|X ¢ N (m,o?) ) = o2
Le variabili aleatorie gaussiane sono anche dette “normali” o “centrali”
(per la loro rilevanza nel teorema limite centrale).
(i) (trasformazioni affini) Se X & N (m,c?) e a,b € R sono parametri con
a # 0, la variabile
aX +b & N(am+b,a’0?).
(ii) (somma di gaussiane indipendenti) Se X7 & N'(m1,0}) e Xo & N (mg, 0?)
e sono v.a. indipendenti allora
X1+ Xo éN(m1+m2,a%+a§).

(questo si generalizza a n variabili gaussiane indipendenti tra loro).

FE-mail address, D. Trevisan: dario.trevisan@unipi.it
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