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Problema 1
Dati due spazi misurabili (E,€), (F,F) e X : E — F, mostrare che o(X) =
{X~*(A): Ae F} ¢ una o-algebra ed ¢ generata da Z = {X'(A)},.; se I genera
F. Inoltre o(X) C & se e solo se X & misurabile.

Una soluzione:

Mostriamo che o(X) & una o-algebra.

1. E€o(X)perché E=X"YF), e F € F;

2. Se B € o(X), allora B = X !(A), per qualche A € F. Dato che B¢ =
X71(A%), e A° € F, si ha B® € o(X);

3. Sia B, € o(X). Allora B, = X !(A,), per qualche A, € F; dato che
U,B,, = Un(X_l(An)) = X‘l( U, An), e U,A, € F, si haU,B, € o(X).

Mostriamo che Z genera o(X).

1. Sia C una o— algebra che contiene Z; allora C contiene tutti gli elementi
del tipo B = X '(A), con A € F (e dunque C contiene o(X)): se A € F,
allora esistono A, € I, tali che A = U, A, oppure A =N, A, (la o-algebra
generata da I contiene solo tutte le unioni e tutte le intersezioni numerabili
di insiemi di I, perché se contenesse anche insiemi di tipo diverso, la o-
algebra contenente solo tutte le unioni e tutte le intersezioni numerabili
di insiemi di I sarebbe una c-algebra strettamente piu piccola, e quindi
sarebbe questa la o-algebra generata da I).

Ricapitolando, tutte le o— algebre che contengono Z contengono o(X), e
quindi la o—algebra generata da Z contiene o(X).

2. Viceversa, (X)) contiene Z, e di conseguenza contiene la o—algebra gene-
rata da 7.

Infine, X ¢ misurabile se e solo se X !(A) € £ per ogni A € F, cio¢ se e solo se

o(X)={X1(A): Ae F} CE.




Problema 2
Mostrare che la o-algebra di Borel B(R?) ¢ generata pure dalle seguenti collezioni di
insiemi [:
(i) I ={C CR?: C chiuso},
(ii) I ={C CR*: C compatto},

(iii) I = {C=A; x Ay x...A4; CR?: A; € B(R)} (tali insiemi sono anche detti
rettangoli misurabili)

Una soluzione:

1. Dato che ogni chiuso & complementare di un aperto, B(R?) contiene I, e
dunque contiene la o— algebra generata da I. Viceversa, poiché ogni aperto
¢ complementare di un chiuso, la o— algebra generata da I contiene la o—
algebra generata dagli aperti, e cioe B(R?).

2. Poiché i compatti sono chiusi, la 0— algebra generata da I ¢ contenuta in
quella generata dai chiusi, che come abbiamo appena visto & B(R?). Vice-
versa, gli insiemi aperti sono unione numerabile di insiemi chiusi e limitati,
dunque la o— algebra generata dagli aperti, e cio¢ B(R?), ¢ contenuta in
quella generata dai compatti (cioé dai chiusi e limitati).

3. I & contenuto in B(R?), dunque la 0— algebra generata da I ¢ contenuta in
B(R?). Viceversa, ogni aperto ¢ unione numerabile di insiemi di I, quindi
B(R?) contiene la o— algebra generata da I.

Problema 3
Date due misure di probabilita P, P’ su R, dire se coincidono qualora coincidano su
una delle collezioni I del punto precedente.

Una soluzione:

Ciascuna delle collezioni del punto precedente ¢ stabile per intersezione, e due
probabilita P e P’ su (€2, F) che coincidano su una famiglia di generatori I sta-
bile per intersezione coincidono dappertutto: infatti, prima di tutto possiamo
supporre che I contenga 2 (se non & cosi, si prende la famiglia I’ = I U {Q}, che
ovviamente ¢ ancora stabile per intersezione). Poi si considera la classe

M={AeF:PA) =P A}
Allora

1. M contiene I;

2. M e stabile per unione crescente;
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3. M e stabile per differenza insiemistica.

Dunque, per il Teorema delle Classi Monotone, M contiene la o— algebra gene-
rata da I, ovvero M DO F. Poiché e ovvia l'inclusione inversa, si conclude che

M=F.

Problema 4
Dato A C RY, definiamo d(z, A) := inf,ca |z — y|. Mostrare che d & continua e

d(xz,A) =0 se e solo se z € A.

Una soluzione:

Sia {x,} una successione convergente a z. Si ha, per la disuguaglianza triangolare,

[T =yl = |zn —z+ 2 -yl < |z —y|+ |z, — 2,
da cui
inf o, —y| < inf |2 —y[ + |2 — 2],

cioe

d(x,, A) —d(z, A) < |z, — x|.
Scambiando i ruoli di x,, e = si ottiene anche

d(x,, A) —d(x, A) > —|z, — x|,
e quindi

|d(z,, A) — d(z, A)| < |z, — 2],
da cui segue la continuita della funzione d(-, A).

Supponiamo che x € A. Allora esiste una successione {z,,} di elementi di A, con
x, — x. Per la continuita della funzione d(-, A), si ha allora

0=d(x,, A) = d(z, A),

il che implica che d(z, A) = 0. Viceversa, se d(z, A) = 0, allora esiste una suc-
cessione {y,} di elementi di A, con |y, — x| — infyca |z —y| = d(x, A) = 0, cioe
Yn — x, e di conseguenza x € A.

Problema 5
Dimostrare la formula di integrazione rispetto alla misura immagine Py = X (P),
dove X e una variabile aleatoria a valori in uno spazio misurabile (E, ).

Problema 6
Siano P, P’ misure di probabilita su R? tali che

/ pdP = / od P’
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per ogni ¢ : R — R continua e limitata. Dimostrare che P = P'. Suggerimento:
dato C' chiuso, approssimare puntualmente la funzione Io usando una successione
ottenuta a partire dalla funzione d(-,C').

Una soluzione:

Si approssima I con la successione di funzioni

Problema 7
Dare un esempio di classe monotona M in cui

1. manca la proprieta di unione numerabile;
2. manca la proprieta di intersezione numerabile;

3. manca la proprieta di passaggio al complementare.

Di conseguenza in ciascuno di questi casi M non e una o—algebra.

Una soluzione:

1. Prendiamo Q = {1,2,3} e M = {0,{1},{2},{3},Q2}. Si ha {1} € M,
{2} e M ma {1,2} & M.

2. Prendiamo Q = {1,2,3} e M = {0,{1,2},{2,3},Q}. Siha {1,2} € M,
{2,3} e M ma {1,2} n{2,3} = {2} & M.

3. Prendiamo Q = {1,2} e {0,{1},Q}. Siha {1} € M ma {2} = {1}° ¢ M.

Problema 8
Siano P e P* due probabilita su (2, F) e sia

M ={AeF:P(A) =P (A)}.

M & una classe monotona ma non necessariamente una o—algebra. Per trovare un
esempio, si puo considerare come (2, F, P) il lancio (ripetuto n volte) di due monete
equilibrate indipendenti, e come P* il risultato di due monete delle quali la prima ¢
lanciata regolarmente (n volte) e la seconda eguale alla prima.
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Una soluzione:
Prendiamo n = 2. Si ha Q = {0,1}*, e F = P(Q). Poniamo

A; = {esce testa sulla prima moneta} = {(1,1),(1,0)}

Ay = {esce testa sulla seconda moneta} = {(1,1),(0,1)}
By = {esce croce sulla prima moneta} = {(0,1),(0,0)}
By = {esce croce sulla seconda moneta} = {(1,0), (0,0)}
E facile vedere che
M - {®7 Qa Al; AQ; Bla BQ}

e che M ¢ una classe monotona. Tuttavia, per esempio, A; € M, A; € M ma
A1NAy={(1,1)} &€ M, e dunque M non ¢ stabile per intersezione, quindi non
¢ una o—algebra.

Problema 9
Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita, fissiamo A € F e sia

M={B € F:A e B sono indipendenti} .

M ¢ una classe monotona ma non necessariamente una o—algebra.

Una soluzione:
M ¢ stabile per unione crescente: infatti, se {4, } sono una successione crescente
di elementi di M e A =U,A,, si ha

P(ANB) = P((UnA) N B) = P(Un (AN B)) =

pass.al lim.
sulle succ.cresc.

—limP(A,NB) = {lim P(An)} P(B) _=_ P(A)P(B).
" indip. " pass.allim.
di An e B sulle succ.cresc.

Per vedere che M puo non essere una o—algebra, prendiamo lo spazio (2, F, P)
con Q ={1,2,3,4}, F = P(Q) e P({w}) =  per ogni w € Q. Fissato A = {1,2},

¢ immediato vedere che
M={Q,0,{1,3},{1,4}}.

M non ¢ stabile per intersezione, perché, come si verifica subito, {1,3} N{1,4} =

{1} ¢ M.
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Problema 10
Provare che per ogni variabile aleatoria X a valori non-negativi vale la formula (di
Cavalieri)

E[X] = / P(X > t)dt = / P(X > t)dt,
0 0
e piu in generale, per ogni p > 0,

E[X?] = / P(X > t)ptP'dt.
0

Una soluzione:

Sia X una v.a.reale su (€2, A, P) e sia p la sua legge.Sia A la misura di Lebesgue
su R, e si consideri I'insieme

A={(r,y) eR*: 0 <y < x}.

Le sezioni di A secondo le rette verticali e orizzontali sono rispettivamente

A(x):{{yG]R:yE(O,x)} x>0

0 <0
e
A_l(y):{é:pER:xe(y,—l—oo)} y>0
y<0
e quindi
r x>0
A<A<x>>={o et

Si ha allora
| anpee s = [aanua o) = [uenaw) = [ pdoet = pxe)
Partendo dall’insieme

B={(z,y) eR*:0<z <y}

si arriva alla formula

B = [ ayP(x 2 )

Ovviamente se X ¢ positiva quasi certamente, al posto di X possiamo mettere
X. Piu in generale, applicando la formula si ha

B[ XP) = / T dyP(IXP > y) = / T dyP(IX| > ),
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e con il cambio di variabili y% =2 (y = 2P, dy = pzP~'dz) si ottiene
El|XP] = / pPLP(X]| > 2)dz.
0

Se X & a valori in N, la funzione y — P(X > y) & costante su ciascun intervallo
del tipo [n,n + 1) (n intero positivo, e quindi la formula diventa

E[X] = ip(x > n).

Problema 11
Provare il seguente rafforzamento della disuguaglianza di Markov: per ogni variabile
aleatoria X integrabile si ha

lim AP(|X| > \) = 0.
A—4-00

Una soluzione:
)\P(|X‘ > )\) = E[)\l{|X|>)\}] < E[‘X’l{‘XD)\}] — 0, A — 400,
perché X e integrabile.

Notare che, se X ha momento di ordine p > 1, per la disuguaglianza di Markov
he ElX] _ ElIX]7]
— p p —
AP(|X]| > X)) = AP(|X|P > N) < A IRV

e dunque si puo stimare la velocita con cui AP(]X| > \) tende a 0.

Problema 12
Si chiama densita di Cauchy la funzione

()

o«
1422

dove ¢ > 0 ¢ tale che f sia una densita di probabilita (rispetto alla misura di Lebesgue
su tutta la retta reale). Determinare ¢ ed esaminare per quali p > 0 si ha E[| X 7] <
00, dove X e una variabile aleatoria con legge di Cauchy.

Problema 13
Sia E un insieme numerabile, € = P(E) e p, v misure o-finite su F. Mostrare (senza
usare il teorema di Radon-Nikodym) che se v < p, allora v ammette densita rispetto
a 1 e fornirne una espressione.
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Una soluzione:

Sia F = {ej, ey,...} e poniamo
v({er})
dv sex=ep e p({er}) #0
W2y = { lfer))
L 0 . .
In caso contrario.

Per ogni A C F si ha subito

> v({ed) =

er€A

v(A) =

D

ex€Av({er})#0

v({fad) = )

e €A, v({er })#0
n({egH#0

v({ex}),

per 'assoluta continuita di v rispetto a pu. Continuando

Z Z V({ek})

€
e €Av({ep #0 en€Av({eg A0 n({ k})
j(Leg D)0 i(Leg D)0

dv

{er)) = i) = [ L)

Problema 14

Sia X una variabile geometrica di parametro p : provare che si ha
1 1

g|Ll]_ plogp

X p—1

Una soluzione:

Si ha

k=1 k=1 v=lmp
Per i noti teoremi sulle serie di potenze, si puo scrivere
—1 o Px =P k—1
S =23t =25 [
k=1 k=1
:E/ < tk 1 / —dt —glog(l—x).
T Jo N\t 1-t x

Calcolando per x = 1 — p si ha la formula cercata.

Problema 15

Si chiama variabile log—normale (di parametri x4 e 0?) una v.a. che ha la legge di

probabilita di eX | dove X ~ N (p, o>

una variabile lognormale.

).

Calcolare la densita ed il valore atteso di
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Una soluzione:

Per t < 0 si ha chiaramente P(eX < t) = 0. Pert > 0, ricordando che X = 0 Z+,
con Z ~ N(0,1), si puo scrivere

P(eX <t) = P(X <logt) = P(0Z + ju < logt) = P(Z <

o o

dove @ indica la funzione di ripartizione della A/(0,1). Ricapitolando abbiamo

trovato
0 pert <0
Ple® <t)= B
(7 <) {@(—log§“> pert >0
Calcoliamo la densita f per “derivazione” (dove possibile):
0 pert <0 0 pert <0
f) =191 logt—p - 1 _Uost—w?
o=+ pert >0 sl per t > 0

Possiamo estendere questa funzione a tutto R ponendo per esempio f(0) = 0. Per
quanto riguarda la speranza si ha

+oo
B[] =E[?"] =B 7] =t [ e jQ_d

0'2 +OO 1 (CL'*U)Q 02
= 6“"—7 e 2z dm = 6“"’_77
—00

V2r

perché la funzione integranda & la densita N (o, 1) (e dunque l'integrale vale 1).

logt—u) B (I)(logt—u

).

Problema 16
Siano U, V due variabili indipendenti con densita uniforme sull’intervallo [0,1] :
provare che le variabili X, Y definite da

X =+/—2logUcos(2rV), Y =+/—2logUsin(27V)

sono gaussiane N (0, 1) indipendenti.

Una soluzione:

Consideriamo il cambio di variabili

o, v) = x = +/—2log u cos(2mv)
Hv= y = v/—2logusin(27v)

la cui matrice Jacobiana &

( 92 (u,v)  %E(u,v) —% —2my/—2log usin(27v)
ng u, U) = - ’
%(Ua v) %(Uﬂj) —% 27/ —2logu cos(2mv)
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che ha determinante

det Jo(u, v)

/—2Togu v—2logu

2

U .

Inoltre si ha

Quindi, per la nota formula

1
fxy(z,y) = WfU,V(U,U) ()= (2.)
si trova
U e*#
fX7y([E, y) = %1(0’1)2 (U, U) u:e_zzg_yz 71}:% = oy (x,y) & ]RQ

(notare che 0 < % < 1 significa 0 < arg(z,y) < 2m, ovvero (z,y) € R* e
2+y2

0 <e "2 <1 ugualmente).

= (- Sy (o ogucos(zmn)) - (- 2T Y (_ or/ “Dlogusin(zey))

Problema 17
Siano X e Y due v.a. di densita congiunta f, tali che P(X > 0,Y > 0) = 1.
(i) Calcolare la densitd congiunta della coppia U = X +Y, V = .

(ii) Supponiamo che X e Y siano due v.a. indipendenti, di densita rispettivamente
I'(as, M) e ['(as, A). Dimostrare che U = X +Y e V = £ sono indipendenti, e

calcolarne le leggi.

Una soluzione:
: I : e 2 2
(i) Consideriamo il cambio di variabili biunivoco ¢ : RT™* — R*

il suo inverso e

Inoltre la matrice Jacobiana di ¢ e

o

<L = =
l —

@M|H

N—_




e quindi
r+y _ (v+1)

det J. =
| det Jy(x, y)] /7 "
Con il teorema di cambio di variabili si ottiene allora
1 U Uv U
u,v) = ——— x, = , .
Jw(u,v) | det Jy(z,y)| Joen (@, y) @y)=¢—'(ur) (v+ 1)2f<v +1 v+ 1)

(b) La densita congiunta di (X,Y) &

Ao1tas a1—1,,a2—1_—Az+y)
flz,y) = T(an)(az) ¥ A vozy >0
0 altrove.

Dalla formula del punto precedente si ottiene allora, sostituendo

A1 to2 a1tas—1 ve1—1 —\u

— ) T(aitas) (op1)e1tez € u,v >0
u,v) = :
fw o) {0 altrove

e si vede che fy) ¢ il prodotto tensoriale delle due densita

A1t a1tas—1 _—Au
U e u >0

0 altrove.

T'(a1+a2) p@1—1
() = 4 T @ V>0
0 altrove.

Dunque U e V sono indipendenti, e di densita rispettive h; e hy; hy € (come &

noto) la densita I'(cv; + ag, A). Non ¢ necessario controllare che la costante di
F(a1+a2)

normalizzazione di hsy € proprio a1 T 0]

Problema 18
Sia X variabile aleatoria reale indipendente da se stessa. Mostrare che X e costante

(q.c.).

Una soluzione:

Se X ¢ indipendente da se stessa, allora
P(X <s)=P(X <5, X <s)=PX <s)P(X <s),

da cui P(X <s) =0 oppure 1.

Problema 19
Siano X, Y indipendenti e supponiamo che si abbia P(X +Y = «) = 1 (con una
opportuna costante «): provare che X e Y sono costanti (q.c.).
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Una soluzione:

P(X<s)=PX<s,X<s)=PX<s,a—X>a—-s5)=PX<s,Y>a—5s)
=PX<s)PY>a—s5)=P(X <s)P(X <s)

e quindi P(X < s) =0 oppure 1.

Problema 20

Sia X7, Xo,...una successione di variabili i.i.d. tali che

P(X;=1) ~1) =1/2,

e sia, per ogni 7, Z; = X;-...-X;. Provare che le variabili Z;, Z,, .. .sono indipendenti.

Una soluzione:

Intanto € ovvio che le Z,, prendono i soli valori 1 e —1. Per ogni n e per ogni
n—upla (z1,...,2,) € {—1,1}" si ha

P(Zy =21, T = 2) :P<X1 X, =2 X, = 2 )
21

:P(X1=Z1)P(X2:ﬁ)"'P<X” . > - (%)n

21 Zn—1

Zn—1

Dunque, per ogni k=1,...,n

%) = > P(Zy = 2,.

(21,0 2k— 1,24 1,20 ) €{ =1, 1}~ 1

- )3 ()" =2"(3)" =3

2 2 2
(2102l — 1,2k 4150120 ) E{—1,1}7 1

P(Zy

-'aZk:Zk;'--Zn:Zn)

5
Si conclude che
P(lezl,...,Zn:zn)

cioe la tesi.

Problema 21
Con le notazioni dell’esercizio precedente, siano X = X; Y = Xs e Z7 = X; - Xo.

Provare che le variabili X, Y, Z sono a due a due indipendenti, ma che non formano
una terna di variabili indipendenti.
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Una soluzione:

Che le variabili X,Y,Z sono a due a due indipendenti & ovvio dall’esercizio
precedente. Mostriamo che non sono globalmente indipendenti. Infatti

PX=1Y=1,Z=-1)=04£P(X =1)P(Y =1)P(Z=-1) =

Problema 22
Siano X e Y due v.a. reali indipendenti. Provare che XY e integrabile se X e Y lo
sono, e vale

E[XY]=E[X]E[Y].

Se XY e integrabile, ne segue che X e Y sono integrabili?

Una soluzione:

Problema 23
Siano X e Y due v.a. a valori reali: provare che sono indipendenti se e solo se, per
ogni coppia (f,g) di funzioni reali continue e limitate, vale I'eguaglianza

Elf(X)g(Y)] =E[f(X)E[g(Y)]

Problema 24
Siano X7, Xy, ... variabili aleatorie reali indipendenti con funzione di ripartizione
rispettivamente I}, Fy, ...; provare che

PsupX, <o0)=1<dreR Z(l — F.(7)) < o0.

Una soluzione:
<. Dato che 1 — F,(z) = P(X,, > z), larelazione ) ., (1—F,(z)) < oo significa
Y ons1 P(Xy > ) < 0o e, per il lemma di BC (prima parte) implica che
P(X, >z i.0.) =0,
ovvero che il suo complementare ha probabilita 1, cioe esiste un x tale che

P(X,, <z definitivamente) = 1,

e quindi P(sup X,, < oc0) = 1.

=. Se per assurdo per ogni z si avesse ) -, (1 — F,(x)) = oo, allora il lemma di
BC (seconda parte, con I'indipendenza), per ogni z si avrebbe P(X,, >  i.0.) = 1.
Dalla relazione

ﬂ (X, > M i.0.) C {sup X,, = oo}

MeN

Pag. 13



seguirebbe allora che

1= P( ﬂ (X, > M i.o.)) < P(sup X,, = 00) =1,
MeN "
e quindi P(sup, X, < oo0) = 0.

Nota. Osserviamo che per avere 'assurdo basterebbe supporre che P(sup,, X, <
o0) > 0.

Problema 25
Sia X7, Xs,... una successione di v.a. indipendenti uniformemente distribuite sul-
I'intervallo [—1, 1] : provare che con probabilita 1 la successione di numeri {nX,} &
densa in R , mentre sempre con probabilita 1 la successione di numeri {n?X,} non &
densa in R.

Una soluzione:

Se nX,, fosse densa in R con probabilita minore di 1, il complementare avrebbe
probabilita strettamente positiva, cioe:

P{w:3(a,b) cona<b:nX,(w) ¢ (ab)}) >0

Dunque, poiché

Z P(nX, ¢ (a,b)) (U{nXQab)}) > 0,

(a,b)€Q? (a,b)€Q?
a<b a<b

esisterebbe un intervallo (a,b) tale che P(nX,, ¢ (a,b)) > 0. Ma questo non &
possibile; infatti

Y Pla<nX, <b) = ZP( < X, <b) (b—a)zlzoo.
n>1 n>1 nzln

Dunque per BC (seconda parte)

P(a <nX, <bio.)=1.

Invece
b 1
P(a < n?’X, <b) = P<—<X <—>:(b—a) — < 00,

che significa che ha probabilitd 1 I'evento P(n%X, & (a,b) definitivamente.)
D’altra parte, se solo un numero finito di elementi della successione n?X, (w)
stanno in (a,b), ¢ facile trovare un sottointervallo di (a,b) che non contiene nes-
suno di questi elementi, e dunque nessun elemento della successione n?X,, (w)
(perché gli altri stanno fuori di (a, b)).
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Problema 26
Sia X1, X5, ... una successione di variabili i.i.d. con densita esponenziale di parametro
A: provare che si ha q.c.
X, 1

e Xy :
lim inf =0, lim sup = —.
n  logn n  logn A

Una soluzione:

Dimostro che
y X, 1
im su = —
n P logn A

(a) Dimostro che, per ogni € > 0

X, 1
P( < —+e, definitivamente) =1
logn A

cioe, in alternativa

X 1
P( " g :.):o
logn>)\+€ 1.0

Si ha

ZP(én> ve)= e e = $7 T < oo

e si conclude con BC.

(b) Dimostro che, per ogni € > 0,

X 1
}{ "o Z e '”>:L
logn>)\ ¢ o

Si ha

S e L I

e si conclude con BC.

La dimostrazione che

lim inf =0

n logn

si fa in modo simile:

(c¢) Dimostro che, per ogni € > 0

Xn
P( > —e, defim'tivamente) =1
logn

Si ha

Zp<lc‘f;nn N _€> _ Ze—)\(—e)logn _ ane N

n

e si conclude con BC.
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. . 1
(d) Dimostro che, per ogni 0 < e < 5

Xn
P( < €, defim'tivamente) =1,
logn

cioe, in alternativa

X
P< " > i.o.) =0.
logn

S ) S-Sk

dato che Ae < 1, e si conclude con BC.

Si ha

Problema 27
Sia A,, una successione di eventi indipendenti due a due. Supponiamo che ) P(4,) =
oo. Allora P(limsup,, A,) = 1. (sugg: vedere Osservazione 2.4.4 appunti Pratelli)

Una soluzione:

Sia Z, =Y p_,1a,. Siha Z, 1 Z =", 14,. Osserviamo anche che {A,i.0.} =

{Z = +o00}. Osserviamo anche che

Vaan:Var(ZlAn> ZVarlA +2 Z Cov( 1A,1A ZVarlAn.
n %/_/ n

<i<j<
1<i<j<n -0

In generale si ha
VarX = E[X? — E?[X] < E[X?]
e per una v.a. indicatrice

Varla < E[1%] = E[14].

Dunque

Varz, —ZVCLHA <ZE1A ZlA

Inoltre lim,, E[Z,] = [ 1 =>. E[lA 1=>,PA n) = oo per ipotesi. Fissato
A, esiste dunque ng tale che, per ogni n > ng si ha E[Z,] > \. Inoltre per ogni n,
{Z <A} C{Z, < A}. Pertanto

0< P(Z <) < P(Zy < \) = P(Zy— ElZ) < \— E|Z)) < P(Z, — ElZ,] = ElZ,] = \)

T

- Varz, _ ‘{Ea[rzi? < ! — 0
o BZI-N AN ) - Bz -V -y
Dunque

P(Z=o00) = P((J(Z >n}) =1-P(JtZ <n}) =

n n
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Problema 28

Siano X e Y due v.a. di densita congiunta f rispetto alla misura di Lebesgue bidi-

mensionale. Calcolare la densita (rispetto alla misura di Lebesgue sulla retta) delle
v.a. leXYeZQZ—

Una soluzione:

Sia p la legge di Z; e sia g una funzione boreliana. Per il teorema di integrazione
rispetto alla legge immagine, abbiamo

Blo2) = [omyar= [ " g du(z)

[e.9]

D’altra parte

+oo +oo
Elg(Z1)] = E[g(XY)] = /AQQ(xy)f(w,y) d(z, y) =/ dy/ g(zy) f(z,y) dz.

Cambio di variabile z = zy, do = d—z nell’integrale interno. Ottengo

/Wdy/ﬁo glzy) xydx—/ dy/+oo ( /Wdy/m f(z,y)%
Sy Ry Sy S
:/_J:Og(z)\{/_ f(z )’ | }dz—/_:og(z)h(z)dz.

-~

=h(z)

La formula finale ci dice che una densita per (la legge immagine di) Z; = XY &

data dalla funzione h:
T 1
m) = [ 1) v
- y 7/ yl

o0

In modo analogo si vede che una densita per Zy = % e
ha(z) = f(zy, y) ly|dy.

In particolare, se X e Y sono indipendenti, di rispettive densita f; e fs, le due
formule precedenti diventano rispettivamente

me = [ RC)pw

“+oo

ha(z) = fi(zy) f2(y)|yldy.
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Se il vettore (X,Y) prende valori in (R*)?, le due formule precedenti diventano

rispettivamente
e =1 [ 1(50)
1(2) = Ip+(2 —Yy)—-ay
0 Y Y
+oo

hao(2) = 1r+(2) i f(zy, y)ydy.

Problema 29
Sia X, una qualsiasi successione di v.a. finite. Allora esiste una successione di numeri
¢, — 00 tale che % — 0, q.c.
n

Una soluzione:

Se Y e una qualsiasi v.a. finita, si ha
tlggo P(lY| >t)=0.
Dunque, per ogni § > 0, esiste t tale che
P(lY|>1t) <o.
Fissato n, considero Y = X,, e 6 = 2% Esiste allora t,, tale che
P(|X,| > t,) < 2%
Ponendo ¢, = nt,, la relazione precedente si scrive

X, 1 1
P(' |>—> < —.

Cn, n 2m

Il Lemma di Borel Cantelli implica allora che

X, 1
P(M > —i.o.) —0,

Cn n

ovvero, passando al complementare

X, 1 L
P<| | < = defzmtwamente) =1,
n

Cn

e quindi la tesi. Ovviamente la successione X pud essere sostituita da una

n
qualunque altra successione infinitesima.

Problema 30
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(i) Sia (A,,) una successione di eventi tali che

lim P(A,) = 0; > P(ASNAyp) < 0.

(i1) Dimostrare che

U A = U(A N Aji1))

k>n k>n

(i2) Dimostrare che
P(A, si realizza infinite volte) = 0.

(ii) Trovare un esempio in cui (i) e applicabile, mentre il Lemma di Borel-Cantelli
classico non lo e.

Una soluzione:
(i2) Da (il) si deduce che

P Ak) < P(A) + Y P(A; N Agn)

k>n k>n

e il secondo addendo tende a 0 per le ipotesi. Dunque

P(A,i.0.) (ﬂUAk>—11mP<UAk>:

n k>n k>n

Problema 31
Sia X una v.a. reale con densita f e supponiamo che la densita sia strettamente
positiva ovunque: data ¢ boreliana limitata, calcolare

E [¢(X)|X?].

Una soluzione:

Euristica: caso discreto. Supponiamo che X sia una v.a.discreta con densita f.
Indicheremo con xy, i valori di X2. Ricordiamo che, se {{2;}; ¢ una partizione di
Q con P(§2) > 0 per ogni k, e £ ¢ la c—algebra generata da {4}, si ha

Xl
E[X|€] = ka Qk .

Nel nostro caso abbiamo Q; = {X? =z} e £ = 0(X?); quindi

P() = P(X? = &) = P(X = /&) + P(X = /)
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E[X1o,) = EX1x2ay] = > unP(X Lixomry = )
h

= VarP(X = \/zr) = VEP(X = —/xy),

osservando che

P(X:,/CC]C) Ynh = A/ Tk
P(X1xo—iy = yn) § P(X = —/Tk) yn = —/Tx
0 elsewhere.

Pertanto
BlXla] _ VEP(X = &) - yHP(X = )
() P(X = /) + P(X = —/ar)
e quindi

) VI P(X = ) — P(X = —/71)}
NI =2 Neemns ™ p(x — i) + P(X = vy
S VAW ~ (V) XHIXD = FIXD)
T (V) + T ) FAXD +F1XD

osservare che | X| = v/ X2, dunque il risultato & funzione di X2, come deve essere.

Per trattare il caso continuo, andiamo per analogia con il caso discreto, e affer-
miamo che

(XHAAXD = F(=1XD}
FUXT) + fF(=1XD)

[X|X2] =Y,

dove ora f rappresenta la densita (caso assolutamente continuo) di X. Dimostria-
mo l’asserto verificando le proprieta caratteristiche della speranza condizionale.
Ovviamente Y & funzione di X2, quindi basta controllare che, per ogni A € o(X?),

si ha
/YdP:/XdP.
A A

Basta verificare la relazione qui sopra per A = {X? <t} = {—vt < X < 1},
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t € RT. Si ha (teorema di integrazione rispetto alla legge immagine)

Y el f () - F(=J=]))
/AYdP‘/_ﬂ Fla) 17 () 4

L0 e @) (e - fe)
‘/_ﬂ EOEN I +/o o) i) @

0 — f(- Vi {f(z) = f(~a
YV TTES(C) PP W ET (L) P
vE ) 0

fly) + f(~y f(z) + f(—2)
M) - f=w)) Y a{f(x) = f(=x)}
= ey e [
_ [Va{f@) - (=)} S o
- [T )+ reoyie = [T atio) - feaba

=/Oﬁxf(x)dx—/oﬁxf(—x)dx:/Oﬁxf(x)dIJr/;yf(y)dy

:/_me(x)dx:/AXdP.

E[X1q,]
Osservazione: nel caso discreto, osservando che — %

P = = E[X|X?% = x3] ¢ la
speranza di X fatta rispetto alla legge condizionale P(-|X? = x}), il calcolo di

E[Xla,] . .
Xlo,] puo fare nel modo sequente

P(Q)
EX1o,] _ > 2 = yn, X* = x3)
= E[X|X? = § Y P(X = ya| X2 = Z
P(%) (X7 = ] n = Ul ) yh P(X? = 1)

s P JRP(X = JE) — JRP(X = D)
P(X?=a)  P(X=ym) + P(X = —/m)

huyp?=xy

Problema 32
Sia Y di quadrato integrabile e supponiamo che si abbia E [Y|X] = X e E[Y?|X] =

X?: provare che Y = X q.c. Esibire viceversa un esempio nel quale si ha E[Y|X] = X
e tuttavia Y # X.

Una soluzione:

E[(Y = X)’| = E[E[(Y — X)*|X]] = E[E]Y? + X* — 2XY|X]]
= E[E[Y?|X]] + E[E[X?X]] - 2E[E[XY|X]] = E[X?] + E[X?] - 2E[X?] =0,

per ipotesi. Dunque la v.a. positiva (Y — X)? & q.c. nulla, e quindi la tesi.
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Per rispondere alla seconda domanda, basta considerare Y = X + Z, dove Z &
una v.a. indipendente da X e centrata, non nulla q.c. Si ha infatti

EY|X]=E[X +Z|X]=X+E[Z]X] =X +E[Z] = X.

Problema 33
Sia Y una v.a. con momento secondo finito e sia G una sotto c—algebra di F. Posto
X = E[Y|G], supponiamo che E[X?| = E[Y?]. AlloraY = X, P—q.c.

Una soluzione:
Si ha

E[(Y = X)’] = E[E[(Y — X)*|G]] = B[E[Y* + X* - 2XY|d]]
= B[E[Y?|G] + E[X?|G] - 2E[XY|G]] = E[E[Y?|G] + X* — 2X E[Y|J]]
= E[EY?|G]] + E[X?] —2E[X?] = E[Y?] - E[X?| =0

per ipotesi. Dunque la v.a. positiva (Y — X)? & q.c. nulla, e quindi la tesi.

Problema 34
Sia X una v.a. esponenziale (di parametro \) e sia t > 0: calcolare E [X|X A ¢].

Una soluzione:

Dato che su {X < t} si ha X At = X, mentre su{X > ¢t} si ha X At =te
naturale supporre che

E [X|X A t] = Xl{X<t} + g(t)l{XZt} = (X N t)l{X/\t<t} + g(t)l{X/\tZt} =Y,

dove ¢(t) € una funzione di ¢ da determinare (la seconda formula mostra che la
variabile Y & X A t—misurabile, come deve essere). Per trovare ’espressione di g,
integriamo su un generico evento del tipo {X At < s}, utilizzando la relazione
che definisce la speranza condizionale:

/ YdP = / XdP
{X At<s} {XAt<s}

e distinguendo due casi:

(1) s <t. Siha

/ Y dP :/ Y dP :/ Xl{X<t} dP+/ g(t)l{X/\tzt} dP
{Xnt<s} {X<s} {X<s} {X<s}

- /0 “af(z)da+0 = /0 f(r) da = /{MSS}X dF;

cioe, per s < t, la relazione che definisce la speranza condizionale e soddi-
sfatta per qualsiasi valore di g(t).
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(2) s>t. Siha

/ YdP:/YdP:/Xl{X<t} dP+g(t)/1{X>t} P
(X At<s}) Q Q Q

t o]
~ [(at@dsrg) [ f@)a

0 t

uguagliando con [, 4 X dP = [, X dP = E[X] si ottiene la relazione

/Ota:f(ac) dx + g(t) /too f(z)dz = E[X],

da cui

E[X] — [} xf(x) dx‘

g(t) = j;oo f(:E) de

Osservando che
1 ) ) —t — At 1 At
BX =5 [ s@de=es [ feyde = S0
A ' ' A

si ottiene infine

Problema 35
Siano H e G due o-algebre, sia 0(G, H) la o-algebra generata da G e da H e suppo-
niamo che H sia indipendente dalla o-algebra generata da X e da G. Provare che, se
X ¢ integrabile, vale l'eguaglianza E [X|o (G, H)] = E [X|F].

Una soluzione:

Poniamo Z = E[X|G]. Z & G-misurabile, e dunque & o(G,H)-misurabile e
indipendente da H. Dobbiamo verificare che vale la relazione

/XdP:/ZdP
F F

per ogni F' € 0(G,H). Basta fare il conto per F' del tipo F = ANB,con A € H e
B € G (gli F di questo tipo sono una famiglia di generatori di o(G, H) stabile per
intersezione finita, dunque si puo applicare il Teorema delle Classi Monotone). Si

Pag. 23



ha, per I'indipendenza di H da G e da o(X)

XdP:/lAmBXdP:/lAlBXdP /1AdP/1BXdP
ANB

ind. diH dag edao(X

—/1AdP/XdP NP /1AdP/ZdP /1AdP/ 1pZ dP
B

def. dz sper. cond. g mis.

= :/1AlBZdP:/1AOBZdP:/AmBZdP.

ind. diH da G

Problema 36
Sia X7, Xy, ...una successione di v.a. indipendenti integrabili, poniamo S,, = X; +
.+ X, esia G, = 0(Sn, Spi1,...). Provare che vale, per 1 < i < n, l'eguaglianza
E [X;|G.] = E [X;|S,]; provare inoltre che se le v.a. X; sono equidistribuite, si ha

E[Xi|S,] = 2.

Una soluzione:

Il primo punto & conseguenza dell’esercizio precedente, dove si pone X = X,
G =0(Sn), H=0(Xp41,...), osservando che G, = o(S,, Xpy1,...) = 0(G, H).
Infatti H ¢ indipendente da o(X;) e da G. Quindi

E[XZ|U(Sn> Xn+1,...)] = E[XZ|Sn]

Per il secondo punto: dato che le X; sono equidistribuite

S, = E[S,]S,] [ZX S, } - EIXiIS.] = 3 E[Xi[S,] = nE[X[5,]

i=1

E[Xi]Sy].

Problema 37
Dimostrare la seguente versione condizionale della diseguaglianza di Markov: Se X ¢
integrabile e Y & £-misurabile e non negativa, allora vale quasi certamente

E[X|1€]

E [Iyxpyyl€] < v

Problema 38
Sia (X, Y) una variabile aleatoria con densita uniforme su {(z,y) € R? : 2% + 3> < 1}.
Calcolare la densita di Y e, per ogni B € B(R), E [I5(X)|Y].
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Una soluzione:

Ricordiamo che, se (X,Y’) ha densita congiunta f(z,y), ¢ & boreliana limitata e

si pone
f(z,y)
gy—/@x dx
) ( )fY(y)
allora si ha E[¢(X)[Y] = g(Y). Cerchiamo allora prima di tutto la densita
condizionale di X, dato Y = y (cio¢ la funzione = — fxy(z|y) = ]}E/I(s)) che

compare nell’integrale). Si ha

1
— vper (z,y)eC={x2+y* <1
) = : per (z,y) {#+y" <1}

altrove.

Percio

altrove.

1 r 2 /1 _..2 r
fY(y)I/f(:L’,y)dx: f_ 142 de pe \yfélz{g 1—y* pe |y‘§1

0 altrove

Di conseguenza, se |y| <1

fx,y) {w&? per — I <a< /137

fX|Y<x|y): fY(y) =

0 altrove,

e si riconosce la densita uniforme sull’intervallo D, := (—/1 — 42, /1 — 42). Per
ly| > 1 si pone fx|y(z|y) =0, Vo. Dunque abbiamo (A = misura di Lebesgue)

B flay) , B L
g@—/h@wmﬁm_/%mmkﬂ—ww_émz1—wm
_ABND

21— 2’

A(B N Dy)

E[Ip(X)[Y]=g(Y) = EN ek

Problema 39
Sia n € N fissato. Costruire due variabili aleatorie (X, N) tali che X abbia legge
uniforme su [0, 1] e per q.o. ogni x € [0, 1], la legge condizionale di N sapendo X =z
sia Binomiale di parametri (n,z). Calcolare poi la legge condizionale di X sapendo
N.

Una soluzione:
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Sullo spazio di misura (R x N, B(R) ® P(N), A x m) (A = misura di Lebesgue su
R, m = misura che conta i punti di N) consideriamo la funzione

n

o ={

0 altrove.

)mk(l—x)”_k per z € (0,1),k € {0,1,...,n}

Si tratta di una densita di probabilita rispetto alla misura A x m, in quanto

//f(a:,k;)d()\xm)(x,k):/ol(i(g)xk(l—x)"_k> dxz/olldle.

k=0
Sullo spazio (R x N, B(R) ® P(R), f.(A x m)) sia allora (X, N) una v.a. bivariata
con densita congiunta f (la costruzione si fa in modo ovvio). Si ha

Yo (a1 —z)"*  per z € (0,1) 1 perxzg(0,1)

x) = z, k)= =0k g '
Jx() g J(z, k) {0 altrove 0 altrove.
e, per ogni k € {0,1,...,n}

fak) _ @) =a)"* oy ke nek
paix (k) = 4 et = - = ()a*(1 —2) per z € (0,1)
0 altrove.
Dunque la coppia (X, N) cosi costruita rispetta le condizioni richieste.
La densita di N e data da
n\ 1 .k n—k
1— d k 1,...
p(0) = [ Flaik)do = {(k) Jo et m ey per k€ {01, )
0 altrove.
Ricordiamo ora la formula (I" =funzione Gamma di Eulero)
' [(o)T'(5)
21— 2)Plde =
f et T(a+ )
da cui otteniamo
! ! r Dl(n—k+1 ! I(n —k)! 1
n /xk(l—x)"_kda:: nl  TE+DIn-k+1)  n kl(n — k) .
k) Jo El(n —k)! I'(n+2) El(n — k)l (n+1)! n+1

Quindi

(k) = n%l per k€ {0,1,...,n}
0 altrove,

e si riconosce la densita (discreta) della legge uniforme sull’insieme {0, 1, ..., n}.
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La legge condizionale di X, noto N = k, si calcola ora nel modo seguente. Per
ogni x € (0,1) si ha

TR+ )T (n—kt1)*
0 altrove,

{% (1 — x)nF per k€ {0,1,...,n}

Si riconosce in questa formula la densita della distribuzione B(k + 1,n — k + 1).

f(z,k) perke{O,l,...,n} M perk;e{()’l’.,,
Fxin(alk) = q pv® = B
0 altrove, 0 altrove,
(o peke (01 n)
0 altrove,

Problema 40
Sia (2, F,P) uno spazio di probabilita e G C F una o-algebra. Sia Z # () un insieme
di parti di Q che (i) contiene €2, (ii) ¢ stabile per intersezione, (iii) genera G, i.e.,

G=o0(Z).
Siano X una v.a. integrabile e Y una v.a. integrabile e G-misurabile t.c.

Allora si ha
E[XlA] = E[YlA], VAeg

e quindi
Y =E[X|G] q.c

Una soluzione:

Si verifica subito che la famiglia M = {A € G : E[X14] = E[Y'14]} ¢ una classe
monotona stabile per differenza. Dunque si puo applicare il Teorema delle Classi
Monotone, che permette di concludere che M contiene o(Z) = G. Poiché M C G,
si conclude che M = G. Con i soliti passaggi (linearita, lemma di Fatou e
scomposizione f = fT — f7) si ottiene la relazione E[X f] = E[Y f] a tutte le
funzioni misurabili limitate, e di conseguenza si ottiene la tesi.

Problema 41
Provare che la funzione caratteristica ¢y di una v.a. reale X e a valori reali se e solo
se la legge di probabilita di X & simmetrica (cioe X e —X sono equidistribuite).
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Una soluzione:

Supponiamo che X sia simmetrica. Allora

ex(t) =p_x(t) = E[e’“X} = E[elTX] = E[e“X] = px(1),

da cui segue che px ¢ a valori reali.

Viceversa, se ¢x € a valori reali, si ha

ex(t) = px(t) = E[eX] = E[ezTX] = E[e™¥] = p_x(1),

da cui segue che X e —X hanno la stessa legge.

Problema 42
Sia ¢ una funzione caratteristica e supponiamo che si abbia, intorno a 0, p(t) =
1+ o(t?): provare che necessariamente o ¢ la costante 1.

Una soluzione:

Vale il

Theorem 1. Se " 5 (0 h
lim sup p(h) —2¢(0) + o(=h)

h—0 h2

> —00,
allora E[XQ} < 00.

D’altra parte, se E[Xz} < 00, allora vale lo sviluppo

o(t) =1+ itE[X] — gE[XQ} + o(t?),

da cui segue

p(t) =1 aE[X] E[X?  o(t?) 00 se E[X]#0
2 =@ 3 + 2 — E[XQ} w0 E[X] =0 per t — 0.

2

Ora, se ¢(t) = 1+ o(t?), l'ipotesi del Teorema ¢& verificata, e inoltre abbiamo
g1 — o) . Quindi deve essere E[X] = 0 e anche E[X?] = 0. Allora

$2

t
VarX =0, cioe X = costante= E[X]| =0 (e la f. car. vale 1).

Problema 43

Perche la funzione p(t) = et

non puo essere una funzione caratteristica?
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Una soluzione:

La funzione ¢(t) = e ammette intorno a 0 uno sviluppo del tipo () = 1 +
o(t?); ma l'unica funzione caratteristica con questo sviluppo ¢ la costante 1, come
abbiamo visto nel problema precedente.

Problema 44

(i) Calcolare la funzione caratteristica di una variabile X con densita £(lambda).
(ii) Si chiama densita esponenziale doppia (o anche densita di Laplace) la funzione
f(z) = Le7l*l. Calcolare la funzione caratteristica di una variabile X con densita
esponenziale doppia.
(iii) Dedurre da (ii) la funzione caratteristica di una variabile Y con densita di
Cauchy.

Una soluzione:
(i) Si ha

400 A 400 A 6—(>\—it)a: c
ox(t) = / e el dy = )\/ e AT gy — X\ lim ———
0 0 c—oo A — it lo
A

A —it

Dai calcoli precedenti si deduce che

—+o00 1 y 0 1 y “+o0 1 .
ex(t) = / ée_me”dx = / éexe”dx—l—/o Ee_me“”dx

—00 —00

o ; o 4 teoq , tooq N
_ / Ze T T o + / Ze T Jp — / _ef:r(1+zt) dx + / _efx(lfzt)eztm dr
o 2 o 2 o 2 o 2

1 ( 1 L 1 ) 1
S22\ it 1 —dt) 1t
(iii) Con la formula di inversione per la densita esponenziale doppia si trova che

1 1 , 1 1
—6_‘y| - ¢X<S)€—zsy ds = —
2 21 Jg 21 Jp 1+ s?

—1isYy

(&

Ora ponendo —y = t e moltiplicando per 2 si trova

=t — 1 its _ it —
e /R - s /R F(@)e dz = oy (1),

1—1—32)6

perché

e la densita di Cauchy.
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Problema 45
Siano X1i,...X, v.a. indipendenti con legge di Cauchy. Mostrare che % ha
ancora legge di Cauchy.

Una soluzione:
Calcoliamo la f. car. di % Per noti risultati

t t I\ _
(,0X1+-~+Xn (t) = QDXI (E) c SOXn (-) — (e n) = e |t|

n

Si riconosce la f. car. della distribuzione di Cauchy, e quindi % ha legge
di Cauchy perché, come e noto, la f. car. individua la legge.

Problema 46

(i) Calcolare la f. car. di una v.a. X avente distribuzione triangolare, cio¢ con
densita

flx) = (1= faDlan(z) = (1= J2)".
(ii) Dedurne la f. car. della distribuzione di Polya, cio¢ con densita

1 —cosz

g(z) = T2

Una soluzione:

(i) Come ¢ noto, la distribuzione triangolare ¢ la distribuzione della somma di
due v. a. S e T tra loro indipendenti ed entrambe di legge U(—%, %) Quindi, per
t # 0, (ved. dopo Probl. 48 (vi))

it —e‘i5>2 B (25111%)2 B 2(1 — cost)

ex(t) = ps(t)er(t) = £3(t) = (——; t =

(ii) Con la formula di inversione si ha

1 [>~201- . % 1 _ 4
(1=l =) =5 | i—lﬁﬂewwz/'__2§QW@,

" or e 52 o 8
Ponendo come prima y = —t si trova
+ *1—coss ist > it
(1—t)" = N ds = 3 g(z)e"™dx.

Dunque la f. car. della densita di Polya ¢ ¢(t) = (1 — [¢])".

Problema 47
Perche la funzione ¢(t) = ¢/*l non puo essere una funzione caratteristica? Viceversa,
la funzione ¢ (t) = e & una funziona caratteristica: di quale variabile aleatoria?
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Problema 48
Dimostrare che, se ¢ ¢ una f. car., lo sono anche (i) Rey e (ii) |o]*.

Una soluzione:

(i) Sia X con f. car. ¢, e sia Y una v.a. indipendente da X e tale che P(Y =
1) = P(Y = —1) = 5. Posto Z = XY, si ha, per I'indipendenza,

=PY =1)E [e“x} +P(Y =-1)E [e_itx] = %g&(t) + %(p(—t) = %(QRecp(t)) = Rep(t),

ricordando che p(—t) = p(t).

(ii) Sia X come sopra e Y una v.a. indipendente da X e avente la stessa legge di
—X. Posto Z = X +Y, si ha, per I'indipendenza,

SOZ(t) —F [ez’t(X—i-Y)] —E [eitX} E [eitY} —E [eitX} E [e—z‘tX] _ gO(t)gO(—t) _ @(t)go(t) _

Oppure: entrambi i risultati sono una conseguenza immediata del Teorema di
Bochner (v. dopo)

0s(t) =E [eitXY] ) [eitXYl{Yzl}] +E [eitXYl{Y:_l}] —-F [eitXl{Yzl}] +E [e‘itxl{y:_l}]

Problema 49
Trovare un esempio di una probabilitd P che abbia densita e tale che [ |p(¢)| dt = cc.

Una soluzione:

Notiamo che il teorema di inversione dice fra l'altro che, se [ |o(t)|dt < oo,
allora la densita e continua. Dunque e cosa saggia andare a cercare una densita

discontinua. Un esempio & X ~ &(1), la cui f. car. & ¢(t) = 2. Infatti

— 1 1 1 1
t — t t — . = ~ —, t—)()O.
[(8)] =/ e(t)e(t) \/1-@5 Tt \/th ¢

it

Un altro esempio ¢ X ~ U(0,1), che ha p(t) = ¢ it_l, per cui

J— et —1 e it —1 2 —2cost sin £\ 2 sin £
t - t t :\/ - . - = _— = ( 2) — 2 ,
(O] =\ e)e(t) n — =\ g \/ : J

che come ¢ noto non e integrabile all’infinito.

Problema 50
Sia (X,Y’) un vettore gaussiano a valori in R?: provare che esiste una costante p tale
che le variabili X e (Y — pX) siano indipendenti. Qual & I'unico caso in cui p non &
univocamente determinata?
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Problema 51
Siano X = (X;){,, Y = (Y;)}_, vettori aleatori tali che la variabile vettoriale (X,Y)
sia un vettore aleatorio gaussiano a valori in R*™. Mostrare che se Cov(X;,Y;) =
0 per ogni i € {1,...,d}, 7 € {1,...,n}, allora X e Y sono variabili aleatorie

indipendenti.

Problema 52
Sia X = (X;)L, un vettore aleatorio e sia Y una variabile aleatoria reale, tali
che (X,Y) siano un vettore aleatorio gaussiano (a valori in R?"!). Mostrare che
E[Y|o(X)] & combinazione lineare affine delle variabili X; (a coefficient costanti).

Problema 53
Calcolare la funzione generatrice dei momenti di una variabile reale X, nel caso in
cui abbia legge
(i) Binomiale di parametri (n,p),
(ii) Poisson di parametro A,

(iii) Geometrica di parametro p,

(v) Normale N (m,o?),
(vi

Problema 54
Mostrare che se X, Y sono variabili indipendenti, allora la funzione generatrice dei
momenti della somma X + Y ¢ il prodotto delle funzioni generatrici di X ed Y.

)
)
)
(iv) Gamma di parametri (a, ),
)
)

Uniforme sull’intervallo (a,b).

Una soluzione:
Si ha

Igxiy(t) =E[*Y] =E[tX¢] =E[tX]E[t"] = gx()gv (D).

Problema 55
Provare che una funzione caratteristica ¢ ¢ semidefinita positiva nel senso seguente:
scelti comunque n numeri reali tq, ..., ¢, ed n complessi 21, ..., z, si ha

n

Z @(th — tk)ZhEk 2 O

k=1

Una soluzione:
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Sp(th — tk)Zhik = Z E [ei(th—tk)X} 21z, = E Z ei(th—tk)Xthk]
h,k=1 h,k=1 h,k=1

n ‘ 9
[3ensal ] 0
h=1

n n
<Z elthXZh) (Z eithXZh)
h=1 h=1

Problema 56
(molto facoltativo) Un importante teorema di Bochner afferma il viceversa, cioe se
¢ : R — C & continua, semidefinita positiva, con ¢(0) = 1, allora ¢ ¢ la funzione
caratteristica di una opportuna misura di probabilita su R. Per dimostrarlo, si puo
argomentare nel seguente modo:

(i) Sfruttando le proprieta della matrice

(o0 7)

dedurre che p(—t) = p(t) e inoltre |p(t)| < 1, per ogni t € R.

(ii) Mostrare che per ogni b : R — C continua, limitata e integrabile, ossia [, [h(t)|dt <
oo, si ha

/ / o(t — s)h(t)h(s)dtds > 0.
R JR
(approssimare l'integrale usando somme alla Riemann e passare al limite usando
ad esempio il teorema di convergenza dominata di Lebesgue).
(iii) Posta h(t) = e"™~**¢ con z € R e € > 0, dedurne che
1

T or

fe(z) / gp(u)e_“25/26_m“du > 0.
R

(iv) Mostrare f. & una densita di probabilita R e che la funzione caratteristica di
una variabile X, con tale densita ¢ data da

e (t) = p(t)e 0/,

(Serve sapere che [, ST;S ds = ).

(v) Per concludere, usiamo il teorema di Paul Lévy (Teorema 4.3.6 appunti di Pra-
telli): al tendere di € — 0 le funzioni caratteristiche di X, convergono puntual-
mente a ¢ (continua), che quindi ¢ la funzione caratteristica di una variabile
X.

Una soluzione:

(i)Prendiamo n = 2, t; = 0 e to = t. La proprieta di semidefinitezza da allora

(con ¢(0) = 1)

2121 + (b(_t)ZlZ_Q + (b(t)z_lzz + 2929 > 0, Vzl, 29 € C.
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Ponendo z; = 1, 29 = i essa diventa
2 —ig(=t) +ip(t) = 0,
il che implica che ¢(t) — ¢(—t) € C. Ponendo invece z; = 25 = i si trova
24+ 0(—t)+9(t) >0

e questa implica che ¢(t)+¢(—t) € R. Scrivendo ora ¢(t) = a+1ib, ¢(—t) = c+1id,
le due condizioni trovate diventano rispettivamente

(a—c)+i(b—d) eC

(a+c)+i(b+d) eR

e quindi

Quindi

d(t) =a+ib, &(—t)=c+id=a—ib= o).

Oppure: dalla relazione di semidefinitezza, ponendo z; = 1 e z5 = z otteniamo

2+ o(—t)z2+ ¢(t)z > 0, VzeC,

da cui ¢(—t)z + ¢(t)z € R. D’altra parte anche ¢(t)z + ¢(t)z € R e dunque,
sottraendo, si ottiene che z(¢(t) — ¢(—t)) € R, Vz € C. Prendendo z = 1 si trova

che ¢(t) — p(—t) € R. Prendendo invece z = —i si trova ¢(t) — ¢(—t) € C, da cui

segue che ¢(t) — ¢(—t) = 0.
La matrice assegnata e semidefinita positiva, e dunque ha determinante > 0, e
cioe

L—o(t) - d(—t) =1 —o(t) - o) = 1 — |o(t)|* > 0,
e quindi |¢(t)] < 1.
Oppure: Scriviamo z; = p1e¥t, 2y = p2e™2, ¢(t) = a+ib. Sostituendo, la relazione
di semidefinitezza diventa

P1 A+ (a4 ib)p1poe™ ) - (a — ib)prpac @) - p3 > 0;

dividendo per p2 e ponendo t = g—;, 0, — 6, = « otteniamo

t* + 2t(acosa — bsina) +1 >0, V.

Dunque dovra essere
A
— = (acosa — bsina)® —1 < 0.

Ponendo a = pcos 8, b = psin 3, questa relazione diventa

p?cos?*(a+ B) < 1.
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Essa deve essere valida per ogni valore di «, e in particolare per a = —f3. Si
ottiene allora
‘gb(t)‘z =a’+b =p" <1

(ii) Si approssima l'integrale con le somme di Riemann, e si passa al limite
utilizzando il Teorema di Lebesgue (conv. dominata) in quanto

[o(t = s)h(t)h(s)] < [h()]|A(s)] = [R(t)||R(s)],
che ¢ integrabile per ipotesi.
(iii) Con il cambio di variabili
+ 5 3 2 .2
v=t+s, s =4 11 2
2 2
si trova

0< / / gO(t . S ztac t2 e —isz—s2 €dtds = // m’ (t—s) 5(t2+52))dtd8
RJR
]. v U2
= —//go(u e == Judp — ~ /dve 52/90(u)e“” et du =mf.(x )/dve€2
2 RJR 2 R R R

Per la positivita dellintegrale, si deduce che f.(z) > 0.

(iv) Dato che f. > 0, basta dimostrare che [, f.(x)dx = 1. Consideriamo le
funzioni

_ l=l
@Dn(ﬂi):{l n [ <n 1, n — 00.

0 lz| > n

Per Beppo Levi abbiamo
1
fsxdx:lim/z/}nxfescd:c:lim—/d:vwnq:/ S(t)e M hdt =
[ f@)de =t [ o) fa)de =tim - [ dvinte) [ e =
, 1 » . 1 [ lz[\
=1 —_ &4 =1 . 1 — = izt
17£n/dt<pg(t) /wn(x)e dx 17£H/Rdt%(t)27r /_n( " )e dx
= nhm/dwg / (1 = lyl)e dy.

cambio dz var. y——

nell’int. interno

Si riconosce nell’integrale interno la f. car. di una distribuzione triangolare, cal-
colata nel punto tn; quindi, dal Problema 45 otteniamo che 1'ultima quantita qui
sopra ¢ uguale a

sin® 1. 25\ sin? s 1 sin® s
hm/gpE Py dt = —lim R%( ) = dS:;/RQOE(O) 2 ds = 1.

TL v m™Tn n

cambio divar.

s=5
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Calcoliamo ora la f. car. di una variabile X, con densita f..

/ng(x)em dx = li7£n/]R@/Jn(x)f5(x)eitx dx

feintegrabile
“+conv.dominata

1 , 1 |
:llyﬁ/ﬂgdxz/}"(x)/]}%@e(u)em(Ut) du\:’/hm%/ﬂ%dugpxu) wn(x)efm(uft) dx

n

Fubini R
: 1 " |l‘| —zxu t) 1 Sin2@
S:(t—u)n '
1 sin? s
—hm/ga8 7T = ds = p.(t).

Problema 57

Siano (Y},) una successione di v.a. i.i.d. con media p e varianza o2 (finite) e sia N una
v.a. a valori interi, con E[N?] < oo, indipendente da (Y},). Posto X =Y +---+ Yy,
dimostrare che

Var(X) = c*E[N] + i*Var(N).

Una soluzione:

Useremo le formule

Var (X|N) = E[X2|N]—(E[X|N])2, Var (X) = E[Var (X|N)]+Var (E[X|N]).
Abbiamo, per noti risultati sulle speranze condizionali

E[X21{N=n}] - E[(Y1+---+ YN)21{N:n}]

1{N:n}E[X2|N] = P(N_n) o P(N:TL)
_ E[(Yh +]'3‘(}V+:Yn)) Lin= n}] —E[(Yi+-+ YR)Q],

dove l'ultima uguaglianza vale per 'indipendenza di N da (Y;,). Conti analoghi
danno anche

Lin=nyE[X|N] = E[Y1 + -+ Y, ].

Dunque
Var (X|N) = Zl{N n}< ~-+Yn)2]—E2[Y1+---+Yn])

= Zl{N:”} Var (Y1 + - +Yn = 0221{N:n}n = UQN,
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da cui si ricava E[Var (X|N)] = 0?E[N]. Analogamente

E[X|INI =) 1in=mpEIXIN] =) Inemy BVt +Yo] = 1Y Ly=nyn = N,

da cui Var (E[X|N]) = p* Var (N). Sommando e usando la seconda delle formule
sopra ricordate si ottiene il risultato.

Problema 58
Sia (X,Y) una normale bivariata con medie y; e jg, varianze o7 e o3 e correlazione
p. Dimostrare che

(i)

Cov(X,Y)

BIX|Y] = BIX] + 5 75 Y_M)

02

(v = BIY]) = u + por (

(i)
Var(X|Y) = oi(1 - p?).

Una soluzione:

Prima soluzione. Senza ledere la generalita, possiamo supporre che X e Y siano
centrate e ridotte, e dimostreremo che E[X|Y] = pY. La densita condizionale di

X data Y e
1 _132_—2M)
f(va) (I7 y) 274/ 1—p2 eXp ( 2(1—p2?)
fxiy(zly) = O 1 -
e Var XP <—?>

1 ( :c2—2pxy+y2+y2) 1 ( (fc—py)2>
= —————exp | — =)= ——exp| ———5 ) -
w12 T\ 208 2) T o) 2 )

Si tratta evidentemente della densita N'(py,1 — p?). Dunque E[X|Y = y| = py,
e quindi E[X|Y] = pY e Var (X|Y) =1 — p*

Seconda soluzione. Dimostriamo dapprima che, se X = ¢(Z,Y) con Z e Y
indipendenti tra loro, allora E[X|Y =y| = E[¢(Z,y)] =: h(y)

Euristica: caso discreto.

E[X|Y =y] = pr =z|Y =y) =

_zx o2 WIS S aPe(Za) =) = El(Z.0)
ZeYindip. T
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Dimostrazione rigorosa. Sia A € o(Y'). Allora 14 = 15(Y’) per qc. boreliano B.
Si ha

/A h(Y)dP = / Ls(YV)h(Y)dP = / 1s(9)h(y) dpay () = /B hy) duy (y)

- [ ([ozmar)amw - [ /¢z ) di (- ))duy( )
= [ ([ 1swecpanm)ane o [ 150060 diy )

ZeY zndzp

:/1B(Y)¢(Z,Y)dP:/lAgb(Z,Y)dP:/(;S(Z,Y)dP.
Q A
Passiamo all’esercizio.

Per ogni a € R, (X —aY,Y) & un vettore gaussiano. Determiniamo a in modo
che X —aY e Y siano non correlate, e di conseguenza indipendenti (in quanto
gaussiane).

0=Cov(V —aY,Y)=Cov(X,Y)—aVar (Y)

implica a = C{),‘;Ef 5)/) = 220 Con questa scelta di a, posto Z = X — aY, si ha

X=Z+aY,conZeY 1nd1pendent1 fra loro. Si ha

hy) = E[X|Y =y| = FE[Z+ ay]| = E|Z + ay] = E[X —aY + ay| = E[X] + a(y — E[Y])

Cov(X,Y)

= B+ gy 0 EYD =t %(y—m

Dunque, per il risultato visto sopra,

Y —
EIX[Y] = h(Y) = pu + poy——2.

02

Passiamo al calcolo della varianza condizionale.

Prima di tutto

Var (XY =vy) = Var (Z + ay) = Var (Z) = Var (X —aY)

:\@mxd+a%mmyy—mcm4XJq:\mxxy+(g%%%§52wu03—29%$%%2
:Var(X)—%zaf—%gjz)zaf(l—pQ).

Dato che questa quantita non dipende da y, si ha anche

Var (X) = o3(1 — p%).
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Problema 59
Sia (X, Y7,...,Y,) un vettore gaussiano (n + 1)—dimensionale, con (Y7,...,Y},) indi-

pendenti. Dimostrare che

" Cov(X,Y})

Var(Yy) (e — EYi).

E[X|V1,...,Y,]| = E[X] +
k=1

Inoltre E[X|Y,...,Y,] & la proiezione ortogonale di X sul sottospazio lineare gene-
rato da Yi,...,Y,

Una soluzione:

La dimostrazione del primo punto si puo fare come la seconda dell’esercizio prece-
dente, imponendo l'indipendenza fra Z = X — > 7'_, a;Y}, e il vettore (Y7, ...,Y})
e osservando che basta imporre che Z sia indipendente da ciascuna delle Y

singolarmente.

Per il secondo punto: per semplicita supponiamo le variabili centrate e ridotte, e
sia 2?21 B;Y; un elemento del sottospazio lineare generato da Yi,...,Y,. Siha

E[gﬁj ( Zcov X, Y3) Yk)] - [Zﬁjxy] [iiﬁj Cov(X,Yk)Yijﬂ

j=1 k=1

=> B;Cov(X,Y;) = > B;Cov(X, Vi) E YYk Zﬁj Cov(X,Y;) = Y 8 Cov(X,Y,
Jj=1 7.k j=1

=5, 1
= 0.

Osservazione. In generale (cioé anche senza l'indipendenza di Yy,...,Y,), si
puo dimostrare che E[X|Y1,...,Y,] appartiene al sottospazio lineare generato da
Yi,..., Y, ed é la proiezione ortogonale di X su di esso.

Problema 60
E data la densita

flry)=cexp (= (1 +2)(1+y%), w,yeR,

dove ¢ ¢ la costante normalizzatrice. Calcolare le densita condizionali fxy(x|y) e
fyix(y|z). In particolare, tali densita sono gaussiane. Dunque le densita condizionali
di normali multivariate sono gaussiane, ma tali densita possono essere gaussiane anche
se la densita congiunta non lo €, come in questo caso.

Una soluzione:
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Basta calcolare fx|y(z|y). Cominciamo con il calcolare fy (y). Si ha

+o0
fr(y) = c/_ exp (— (1+2%)(1+¢?)) dz

0o
—+00

=cexp ( — (1+y2))/ exp (— 2*(1 + %)) dz.

—00

Posto o = L__ espressione precedente diventa
V2(1+y?)

+o0 2

cexp(—(1+y2))/ exp(—%‘z) dx

—00

= ev2roexp (— (1+47)) / Voro

+o00 1

2
exp (— %2) dz = cv/2roexp (= (1+y7))

g

+1
™

— ¢ 1+yzeXP(_(1+92))-

Ora

Ixy (zly) = coxp (- 1+ )1+ 0) = 1 J;?JQ exp (—2*(1+ %)),

c #exp(—(l%—gﬂ))

e si tratta della densita N (0, m)

Problema 61
Sia X una v.a. centrata e ridotta, e siano Y e Z due v.a. indipendenti, e con la stessa

legge di X. Supponiamo che la v.a. Y—\;%Z abbia anch’essa la legge di X. Dimostrare

che X ~ N(0,1).

Una soluzione:

Sia ¢x la f.c. di X e indichiamo in modo simile le f.c. delle altre v.a. in gioco.
Si ha allora

ox(0) = bz () = 0 (00 2 (0 = oy (55)02(55) = {ox (5)}

Iterando si ha

e quindi
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Per induzione si ottiene, per ogni n

IO

D’altra parte si ha lo sviluppo

da cul si ricava

Quindi

Problema 62

Siano X una v.a. con legge N (0,1) e a > 0 una costante. Poniamo
Y = Xlx1<ey = X1{ixp>ap-

(i) Mostrare che Y ha legge N(0,1). (ii) Calcolare P(X +Y = 0) (iii) Dedurre che
il vettore (X,Y’) non ¢ gaussiano e che le v.a. X e Y non sono indipendenti.

Una soluzione:

(i) Si ha

P

—~

Y <t)=PY <t,|X|<a)+PY <t,|X|>a)
(X <t,[X]<a)+ P(=X <t|X]|>a)

P
P(X <t,|X| <a)+ P(-X <t,| - X| > a)
P

(X <1,X| <a)+ P(X <t,|X| > a) = P(X <1).

La penultima uguaglianza segue dal fatto che X ¢ una v.a. simmetrica. Dunque
Y ha la stessa legge di X, cioe e gaussiana standard.

(i) Si ha
X+Y = X+ X1{x1<a) = X x50y = X+ X1 (1x12a) =X (1= 1(1x|<ay) = 2X L{1x1<a}-

Dunque

o0
P(X +Y = 0) = P(Lyxjea = 0) = P(X| > a) = 2/
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(iii) Se il vettore (X,Y’) fosse gaussiano, ogni combinazione lineare di X e Y
sarebbe gaussiana, ma non ¢ cosl per X + Y, dato che si tratta di una v.a.
neppure continua, in quanto P(X +Y =0) > 0. Se X e Y fossero indipendenti,
la legge della loro somma sarebbe N(0,2), il che non &, come mostra il punto
precedente.

Problema 63

Trovare un vettore gaussiano avente matrice di covarianza

(L 1)

Una soluzione:

Come suggerisce il teorema che dimostra l'esistenza della densita (nel caso di
matrice definita positiva), conviene partire da due v.a. indipendenti X e Y aventi
legge N'(0,1) e cercare un vettore gaussiano (U, V) del tipo U = aX +0Y, V =
cX +dY, con a, b, ¢, d costanti reali. Deve essere 1 = VarU = a® + V%, 1 =
VarV =2 +d* p = Cov(U,V) = ac + bd. Per esempio, a =1, b =0, ¢ = p,

d=+/1-p%

Problema 64
Sia (X,Y’) un vettore gaussiano centrato con matrice di covarianza

2
01 pPO102
2 )
PO102 0y

: X
con |p| < 1. Calcolare la legge di Z = 3.

Una soluzione:

La densita congiunta di (X,Y) e

) 1 ( 1 {:c2 2pxy+y2}>
T,y) = exp| ———14— — =5 ).
2m\/1 — p?oi09 2(1—p?) lof o100 0}

Calcoliamo la densita fz, data dalla formula (ved. es....)

+o0 +0o0 1 1 22 2pz
ylf(zy,y dy:/ Y exp(——yQ{__——i-
/Oo vl ) oo | |27ﬂ0102 2(1 = p?) of 010

Poniamo per semplicita

z 20z 1 z 21—
c(z):—z—L—F—z:(——ﬁ)vL >0




Con il cambio di var. y = \/—Vl(p u, dy = \/—V( du si ha allora

[ ew (- ) d
ex — ———=Y C\|Z
— 0 Y 2m\/1 — ,020'10'2 P 2(1 - 102)y Y

To109¢(2)

1 1— 2 +oo 2 /1 2 +oo 2
= . P / |ul exp(—u—) du=Y""F_. / uexp(—u—) du
ony/1— plojo,  c(2) Jow 2 0 2

-

=1
Ji=p =7 vi=rg
10102¢(2)  royo, {(oil — 2y 4 %} m {(z — 2o (1 - pz)g_g}
g

B 7{(z —x0)%2 + 7%}

Si tratta della densita di Cauchy con parametri v =

1—p—ex —a—zp

J/

Problema 65

Sia (2, F, P) uno spazio di probabilita. Mostrare che se G C £ sono due sotto-o-
algebre di F, si ha

E{X - BEIX|E]}*] + E{E[X|E] - E[X|G]}’] = E{X — E[X|G]}].
In particolare, si ha
E[{X - B[X|€]}*] < E{X — E[X|g]}?]
(pit grande ¢ il sottospazio (L*(€) D L*(G)), pil vicina a X ¢ la proiezione (di X

stessa) su di esso; in altre parole pit informazione da un errore piu piccolo (in media
quadratica).

Una soluzione:

Scriviamo

E[{X — EIX|G]}"] = E{(X — E[X|€]) + (E[X|£] - [XIQ])}Q]
= E[{X — BIX|E]}] + B{X — E[X|G]}"] + 2E[(X — E[X]

L’ultimo addendo ¢ nullo, perché

e F[X|E]—-E[X|G] appartiene a E[X|E] (E[X|G] € L*(G) C L*(£), E[X|€] €
L*(€))
e X — E[X|&] ¢ ortogonale a L*(£): se Y € L*(£), si ha

E[(X — E[X|€]))Y] = E[XY] — E[E[X|E]Y]
= E[XY] - E[E[XY|£]] = E[XY] - E[XY] =0

EN(EIX|E] = EIX[G])]-
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Problema 66

Mostrare che, se X € [P ey € L4 (]% + % = 1), si ha

E[XE[Y|€]] = E[YE[X|€]]

Una soluzione:

Infatti
E[XE[Y|SH =F [E[XE[Y|€]|€H = E[E[Y|S]E[X\S]]
e, scambiando i ruoli di X e Y, si trova

E[YEIX|€)] = E[EIXIEEIYI€]

Problema 67
Siano X1, ..., X, variabili indipendenti con X; ~ U(0, 1).

(i) Calcolare la funzione generatrice dei momenti di X = X; +--- + X,,.

(ii) Dedurne che la densita di X ¢ data la distribuzione di Irvin-Hall, per = € [0, n],

fx(z) = Z(—D’(Z} f{k<x}%'

k=0

(i)

Una soluzione:

Problema 68
Calcolare la densita di S,, = X;+---+ X,,, n > 2, dove X; ~ U(—1, 1) e indipendenti
tra loro.

Una soluzione:
Si ha, per t # 0

(t) et —e " sint
vX 2t ¢
e quindi
sint\n
()Osn( ) = (T) Y
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che e integrabile per n > 2. Applicando la formula di inversione, si ha allora che
la densita di S,, e

flz) = % /_Z <¥>ne_m dx = %/000 (#)ncos(m) dz,

sint
t

dato che la funzione £ & pari (e quindi

sin(tzx) e dispari).
Anche se non sembra, si tratta di un polinomio in ciascun intervallo (k, k + 1)
(ved. Problema precedente) e si annulla fuori dell’intervallo (—n, n) (ovviamente,

dato che la legge di S,, ha supporto in (—n,n)).

Problema 69
Sia X una v.a. a valori interi (relativi), con funzione caratteristica ¢. Dimostrare
che, per ogni h € Z, si ha

P(X =h) = % /_ ] e Mg (t)dt.
Una soluzione:
Si ha .
o(t) = Y P(X = k)™,
k=—o00

e sostituendo

L g (t)dt = L7 i io P(X = k)e*dt

2 J_, 2 J_, R

1S px =i / ittt gy — L f P(X = k)(276)

2m L 2 ’

dove 9y, € il simbolo di Kronecker, dato che

/7r oit(k=h) g4 — 2r h=k '
o 0 h#k.

Lo scambio tra sommatoria e integrale e giustificato dal teorema di convergenza
dominata, in quanto

Problema 70
Mostrare che
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1. se z€ Ccon Rez >0e > 0siha
+o00
/ 22 e #dr = T'(a);
0

2. se X ~T'(a, A\), si ha

Px(t) = ()\ - )a'

— 1t

Una soluzione:

1. Sia v la semiretta del primo quadrante del piano complesso uscente dall’origine
e avente la direzione di z. E facile vedere che

—+00
/ Zaxaflefzxdx: /Zaxozlezzdx;
0 v

(considerare la curva chiusa delimitata dal segmento 7, . che va dal punto P. di
di ascissa € al punto P, di v con ascissa n, dal segmento verticale che congiunge
P, con il punto @, = (n,0), dal segmento dell’asse delle ascisse che congiunge
@, con il punto Q. = (¢,0) e infine dal segmento verticale che congiunge @), con
P.. L’integrale sulla curva chiusa & nullo perché la funzione integranda e analitica
nell’insieme racchiuso dalla curva; 'integrale sui segmento P,Q., e Q.P. ¢ nullo
perché su di essi la x € costante. Dunque f T fQ = 0, e quindi

Qe
[of -] )0
+o00 ne—)O n

Usando il cambio di variabili zx =y (dy = zdx , si ha poi

a—1 dy oo
2z e dy = /Za g eV— = [y leldy = / yrlentdy =T(a),
[y 7 <ﬁ> 15} 0 (@)

gl
La penultima uguaglianza si giustifica come abbiamo fatto sopra.

2.

(t) /+oo A? a=lo=Az itz g A? /+oo a—le—()\—it)gcd
= —X xXr = T X
T T I'(a) Jo

¢ 1 teo : A \@
— - A\ — it)® a—1 —(A—lt)md _ .
T(a) (A — it)a/o (A= it)%a" e o (/\ - it)

J/

-~

=I'(«)

Oppure (senza l'uso del punto 1.)

+o00 2\ Y 400 X it k
QOX(t> _ / % le—Am lmd.f _ / Z (1 .’L’) xa—le—kmdx
0 0 k=0

() I'(a) k!
)k/ h—1 A A" o (@) Tk + ) /+oo Akt Th1 A
= x e dx = e E— A e “dx
(oz) —~ k' Jo g kL Nkt [y F(k‘—i—oi)r )
=1
i <1t>kF (k+ )
KT (o)
k=0
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Ora
Tk+a) ala+l)---(a+k—-1) (_04)<_O‘_1)"'<_O‘_k+1)(_1)k: <—a

ET(a) k! B k! k
e quindi
S (3 S =2 ()R =007 = )

Problema 71
(i) Usando ripetutamente l'identita

. .t t t .t
sint =2cos —sin - =4cos - cos—sin— = ...
2 2 2 4 4

dimostrare che -
t t
— = H (cos ?>
k=1

(ii) Interpretare questa uguaglianza in termini di f. car.

Una soluzione:

(i) Per induzione si trova, per ogni n

e passando al limite per n — oo si ha l'uguaglianza cercata tenuto conto che

. Sll'l
lim,, 0o —2+ = 1.
2’rL

(ii) Sia 7" una v. a. uniforme tra [—1, 1]. Allora abbiamo visto che la sua f. car. &

et —e ™ <int

2it t

D’altra parte cos 2% e la f. car. di X}, dove

Psi= ) =r(x=-3)-}

2k 2k
Infatti ] ] ;
. ¢
ox,(t) = 56’2’c + —e "?F = cos 5

La formula trovata suggerisce che la somma “infinita”} > | X}, dove le X} sono
indipendenti e hanno la legge descritta sopra, ha la stessa funzione caratteristica,
e dunque la stessa legge, di una v.a. uniforme tra [—1,1]. Questo fatto si puo
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precisare nel modo seguente: se S, = Y 7 X}, allora il Teorema di P. Lévy
implica che S,, converge in legge ad una v.a. Sy, uniforme tra [—1,1].

Osserviamo che, posto

2P X, +1 2, — 1

allora le Y}, sono indipendenti e
PY,=0)=PY,=1) =

Se poniamo

allora Z rappresenta la scelta di un punto nellintervallo (0, 1) con cifre binarie, e
non ¢ difficile vedere che Z ~ (0, 1). D’altra parte

Zxk ZQYk—l L S A

k=1 k=1

Dato che Z ~ U(0, 1), con semplici conti si vede che 27 — 1 ~ U(—1,1), e la sua
f. car. & appunto 2L,

Problema 72
Siano X}, sono indipendenti con P(X; =0) = P(X), = 1) = 1 e poniamo

N
k=1

(i) Mostrare che X Ha la distribuzione di Cantor, cioe la sua f.d.r. ¢ F(x) = 0 per
x<0F()—1per:c>1F() spers <z <3 F(r)=qiperi<uz<
F(z)=3per { <z <, e coslvia.

(ii) Calcolare la f. car. d1 X.

oo @

Y

Una soluzione:

(i) (a) Sia 5 < 2 < 2. Mostriamo che

ODII\D

{XfﬂHC{Xgé}CL¥§ﬂC{ }c{m_O}
e quindi {X; = 0} = {X < ¢}, da cui

P(X<t)=P(X;=0) = .

Pag. 48



Infatti
1) Se X; =0, allora

0 1 1 1 2 1
X = <_+i+i+...>§2<_+_+_+...>:_(1+__|_...>:

1
3 32 33 32 0 33 g4 9 3 3

2) Se X < %, allora X; = 0 perché, se fosse X; =1, allora

X—2(1+*+*+ )>2
- \3 32 3 — 3
(b) Sia § < x < 2. Mostriamo che
1 2
{Xl—O,Xz—O}c{ng}c{th}c{ng}c{Xl—O,XQ—O}

e quindi {X; =0, X, =0} ={X <t}, da cui
1

Infatti
1) Se X; =0, X, =0, allora

X—2<O—{—O—|—*—|— ><2<1_|_1_|_1+ )_2(1_|_1+ )_1
ST\ 32 3 AR TR E 27 3 )
2) SeX<%,alloraXle,ng()perché, se fosse X7 = 1 oppure X, = 1 allora,

se X; = 1, abbiamo gia visto che X > % > %, mentre, se Xy = 1, allora

X—2<*+1+*+ >>2
- T\3 32 33 —9

E cosi via.

Problema 73
(i) Calcolare la f. car. della distribuzione con densita

3

f(.T) = 51‘21(,171) (ZL’)

(ii)Calcolare la f. car. della distribuzione con densita

Flr) = 501 a1 ().

Una soluzione:
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(i) Si tratta di una densita pari, quindi (cambio di var. tz = y)

ty . 13 1
o(t) = / —z?edr = / §x2 cos(tx)dr = 3/ 2% cos(tr)dr =
- - 0

12 1
30 5. .1t
=5V 81ny+2ycosy—2s1ny0

(ii) Anche questa densita ¢ pari, e quindi, come sopra

-1

3 t
e / y? cos ydy
0

3
= t—3<t2sint+2tcost— 2sint>.

o(t) =2 /1 (1 - 2?)edz = 2/11(1 — 2?) cos(tz)dr = 2/01(1 — 2?) cos(tz)dx

_BSint 3cost
B 2

([ 1 3 [sint t*sint+ 2tcost — 2sint
== / cos(tz)dr — / x? cos(tr)dr p = = smi  t7smi+ 2t cos sin
2 Lo 0 2 t 13

Problema 74
La seguente funzione & una f. caratt.

B 3sint  3cost

¢(t) 3 )
Sia X con f. car. ¢. Allora
1. X e simmetrica;
2. 5
E [X2] =

(2n+1)(2n + 3) ;
3. X e assolutamente continua;

4. P(IX|>1)=0.

Una soluzione:

(i) X & simmetrica perché ¢ e reale (e pari).
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(ii) Sviluppo in serie

_ t% {t+ i(—l)k%} - t% {1 + i(_m(;:)'}
) Si(_l)k@?;! e
3:1 A 27/;% 22) (2k —11)(2k) ' 2;?:{1 B ki(_mkl (22211_22>! 2k — 1)3(2k+ 1)
:ni; 27: (2n + 1 )3(2n+3 Zgﬁk'( o
da cui si ricava
0™(0) = {é@)km Z _ zz +1.

Per la nota relazione E [X*] = i *¢*)(0) (Desistenza di ¢*)(0) implica I'esistenza
di E [X ’“] e la formula precedente),
3

E [X%} B —2n¢(2n)( )= (2n+1)(2n+3)’

(iii) X e assolutamente continua perch‘’e
3 3
dunque |¢(t)| & integrabile su R e quindi esiste la densita, per un noto risultato.

(iv) Per la simmetria di X, basta vedere che P(X > 1) = 0. Dato che X &
assolutamente continua, essa e continua, dunque vale la formula

F(b) - Fla) = lim — / #qs(t)dt

per ogni a e b (in generale, a e b devono essere punti di continuita per F. Si ha

P(X >1) = lim (F(a) — F(1)) = L lim {lim / eit_,—eim(b(t)dt}

a—00 27 a—o00 | c—o0 —c it

c —it —ita c —it c 7ita_1

- 1
im [ S )t = lim [ & é(t)dt — lim

7o) ¢ it €= J_. 1 c—oo f_ . 1t

=7(1) —~(a),

¢(t)dt

Pag. 51




dove

(a) = i ¢ e_“:t— 1¢(t)dt ~ lim °(1- cos(tagz + iSin(ta)qb(t)dt
_ cﬁ_)HOlo {_i /c 1-— c;)s(ta) o(t)dt + /c sinita) (b(t)dt}

Il primo integrale e nullo perché la funzione integranda & dispari, quindi, con il
cambio di variabili ta = y, si ottiene

~(a) = lim / ) Sinita)gb(t)dt — lim / : Sin(y)gb(y)dy

c—oo J_ . c—o0 J_ .. Yy

La funzione integranda e integrabile su R, perché
%ﬂg@N§3£+£
y a ytooy

lim M¢(y> _ 1.

y=0 Yy a

quindi

. ca Siny(wgb(g)dy _ /_°° sin(y)(b(g)dy.

¢ —ca a o0 y a

Ricapitolando, abbiamo ottenuto

e di conseguenza

P> 1) = ol ((0)=9(0) = 5§ [ P oty - g [~ (2

2T a—o0 27 . a=oo |y a
Si ha ora
* sin(y ) *“sin(y) |y * sin(y
(1) =/ ( )cb(y)dy =,  lim ( )¢<—>dy =/ ( >dy =,
oo Y =0 J o Y a —co Y

e quindi si conclude che P(X > 1) = 0.

Problema 75

Una successione di variabili aleatorie X, si dice completamente convergente a X se
per ogni € > 0 si ha

> P{X, - X| > ¢} < +o0.

n>1
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Provare che una successione completamente convergente a X converge q.c. ad X.
Provare che se le variabili (X,,),>1 formano una famiglia di v.a. indipendenti conver-
gente q.c. a X, la successione ¢ completamente convergente.

Problema 76
Sia X, - X q.c. esiaY = sup, |X,|: provare che si ha Y < +oo q.c. Dedurne
che esiste una probabilita equivalente P sotto la quale X,, — X in L!. Provare che
I’affermazione precedente e falsa se X,, — X in probabilita.

Problema 77
Sia (i), una famiglia di leggi di probabilita su R per le quali esiste una funzione
f>0con f(xr) = oo per x — £oo e tale che

Mzsup/fd,un<oo.
n Jr

Mostrare che (j,), ¢ tesa.

Una soluzione:

Per ogni to € RT si ha, per ogni n,

tn (R \ [—t0, t0]) |ti‘r>1£0 f(t) < /R _— f(x) dpp(x) < /R Jdpn < M,

da cui, per l'ipotesi f(z) — oo per z — 00,

M
I R\ [—tg, to]) < lim ————— =
g (R [to,t]) < i £ =0

Pertanto, fissato e, esiste ty tale che, per ogni n,

Hn (R\ [—to, 230]) <€

Problema 78

Sia (X,,), una successione di v.a. limitata in L con p € [1,+oc]: provare che la
famiglia delle leggi di probabilita delle v.a. X, ¢ tesa.

Problema 79
Sia (14;);er una famiglia di probabilita su R. Mostrare che & tesa se e solo se per ogni
e > 0 esiste 0 > 0 tale che

inf/ e Pdp(x) > 1 — e,
R

el

Problema 80
Dire se le seguenti famiglie di misure di probabilita sono tese:

(i) {Bin(n,p) :n € N,p € [0,1]},
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(ii) {Bin(n,p) :n € N,p € [0,1/n]},
(iii) {Exp(\): A € (0,1]},
(iv) {Exp(\) : A € [1,+00)},
(v) {N<Oa‘72)}a2e[o,1}=
)

(vi) {N(m,0°)} et 1021 100

Problema 81
Sia A > 0, e per n > \ sia u, la legge Binomiale Bin(n, A/n). Sia inoltre u la legge

Poisson di parametro A\. Mostrare che u,, — p strettamente.
Problema 82
Siano (fn)n, p, misure di probabilita su R. Mostrare che sono equivalenti (usare

eventualmente il Teorema 4.2.8):

Wy — u strettamente,

u(A) < liminf, p,(A) per ogni A C R aperto,

wu(C) > limsup,, u,(C) per ogni C' C R chiuso,

w(E) = lim,, u,,(E) per ogni E C R boreliano con p(0F) = 0.

Problema 83
Siano (), misure di probabilita su R, sia I : R — [0, +00] una funzione semicon-

tinua inferiormente ed (a,), una successione con lim, a, = +00. Si dice che (),
soddisfano un principio di grandi deviazioni con velocita (speed) (ay,), e tasso (rate)

I se valgono le seguenti condizioni:

1
- in£ I(x) < liminf — log p,,(A) per ogni A C R aperto,
re n Qp,

1
— inf I(z) > limsup — log 11,,(C') per ogni C' C R chiuso.
a

xeC n n
Supponendo che (u,) soddisfino un principio di grandi deviazioni con velocita (a,)

e tasso I, mostrare che

(i) I ¢ unicamente determinata (ossia se vale un principio con la stessa velocita
(an)n ed un tasso J, allora I = J).

(ii) se £ C R boreliano ¢ tale che inf _z I(z) = inf, .z I(x), allora

.1 :
hTan_n log p1,(E) = —;22[(3@)

Se inoltre lim;|—o 1 (x) = +o0, si potrebbe mostrare che vale il seguente limite di

Laplace-Varadhan

lim 1 log/ea"f(“)d,un(a:) = —inf {I(x) — f(z)}, perogni f e Cy(R),

n Qg FASIN

(che in un certo senso ¢ analogo alla definizione di convergenza stretta di misure).
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Problema 84
Siano X,,, X v.a. reali, F,, F' le relative funzioni di ripartizione, e sia g una funzione
continua integrabile strettamente positiva (ad esempio g(z) = exp(—|x|)): provare
che le leggi Px, — Px strettamente se e solo se

/|F (2)]g(x) dz — 0.

Dedurne che la distanza (tra funzioni di ripartizione)

AF.6) = [ IFa) = Go)lgla) da
¢ una distanza che induce la convergenza stretta.

Problema 85
Siano X,,, X v.a. a valori in R%: provare che la successione (X,,), converge in legge
ad X se e solo se, per ogni u € R? la successione di v.a.r. ({(X,,u)), converge in
legge alla v.a. (X, u).

Una soluzione:
(i) Se (X,), converge in legge ad X, allora, per ogni f continua e limitata,
E[f(X,)] — E[f(X)]. Prendendo f(z) = ¢*@" (cont € R e u € R? fissati),
troviamo '

Ox,(t) = E["5] = Ble" 0] = gx(#),
e si conclude utilizzando il Teorema di P. Lévy.
(ii) Viceversa, supponiamo che ((X,,u)), converga in legge alla v.a. (X, u) per
ogni u € R4. Prendendo f(x) = €™ si trova

B[] o Bl

e si conclude utilizzando il Teorema di P. Lévy multidimensionale.

Problema 86
Sia (X)) una successione di v.a. iid con densita £(1). Calcolare il limite in legge di
Y, = max(Xy,...,X,) — logn.

Una soluzione:

Calcoliamo la funzione di ripartizione di Y,,. Per ogni t € R abbiamo

P(Y, <t)=P(max(Xy,..., X,) <t+logn)=P(X; <t+logn,..., X, <t+logn)
={P(X; <t+logn)}"
Dato che t 4+ logn e definitivamente positivo, abbiamo

—t

{P(X; <t+logn)}" ={1- e’(t“"g")}n = {1 — 6—} — exp(—e™").
n
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La legge limite, cioe la legge con f.d.r. exp(—e™), t € R, si chiama legge di
Gumbel.

Problema 87
Siano X,,, X v.a. a valori interi: provare che X, converge in legge a X se e solo se,
per ogni intero k, lim, P{X, = k} = P{X = k}. Viceversa, presa una successione
X,, come sopra, e possibile che esista, per ogni intero k, lim,, P{X,, = k} ma che la
successione non converga in legge.

Una soluzione:

(i) Se X, converge in legge a X, allora, essendo le X, a valori interi, si ha

P(Xn:k;):P(Xn<k+%>—P(Xn<k:—%>—>P<X<k+%>—P<X<k;—%)
~ P(X = k),

dato che k + % e k— % sono punti di continuita per la f.d.r. di X, che ¢ a valori
interi.
(ii) Sia ¢ un numero reale non intero, e quindi punto di continuita per F, f.d.r. di
X. Allora

Fu(t) =) P(X,=k)— > P(X =k) = F(t).

k<t k<t

Sia (X)) una successione di v.a. con X, avente legge geometrica di parametro %
Allora

1/ 1\
P(Xn:k):—<1——> S0, n— oo,
n n

ma, evidentemente la funzione nulla non € una densita.

Problema 88
Siano X,,, X, Y tutte definite sul medesimo spazio e supponiamo che, per ogni o > 0,
(X, + oY), converga in legge a X + oY": provare che X,, — X in legge.

Una soluzione:

Sia t € R e mostriamo la convergenza delle funzioni caratteristiche ¢y, (t) —
©x(t), al tendere di n — 0o. Si ha, per ogni ¢ > 0 e per ogni n,

|90Xn (t) — @Xn+oy(t)| — }]E [eitXn . 6it(Xn+oY)] ’
< E [[etXn — etXntey)]]

<E[1-]

Similmente, |
lox(t) — pxiov(t)] <E Hl — e”"YH .
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Pertanto, aggiungendo e togliendo la quantita ¢x, 1,y (t) — ¢ x 1oy (t), infinitesima
per n — o0, si ottiene, per ogni o > 0,

limsup |¢x, (t) — ox(t)| < 2E[|1 —e™"|].

Al tendere di o | 0, per convergenza dominata (dalla costante 2), si ha
E[]1—¢""|] —o0.

Ne segue quindi che lim,, ¢ x, (t) = px(t).

Problema 89
Siano X,,, X, Y definite sul medesimo spazio, e supponiamo che si abbia

E[f(Xn)g(Y)] = E[f(X)g(Y)]

ogni volta che f & continua e limitata, g boreliana e limitata: provare che (X,,Y) —
(X,Y) in legge. Se inoltre X = h(Y) con h boreliana, provare che X,, — X in
probabilita.

Una soluzione:
Usiamo la versione vettoriale del teorema di Paul Lévy: scegliamo f(x) = €%?,

g(y) = e, cosi
Pxav) (s, 1) = E[f(Xa)g(Y)] = E[f(X)g(Y)] = px,v)(s,1).

La convergenza in legge quindi segue.

Per la seconda affermazione, usiamo il fatto (noto dalle dispense) che la conver-
genza in probabilita X,, — X equivale alla convergenza in legge delle variabili
congiunte (X,, X) — (X, X). L’ipotesi X = h(Y") si pud usare quindi introdu-
cendo la funzione boreliana e limitata g(y) = ¢ per ottenere la convergenza
delle funzioni caratteristiche (usiamo ancora la versione vettoriale del teorema di
Paul Lévy)

P x) (5, 1) = Pxn(vy) = E[f(Xn)g(Y)]
= E[f(X)g9(Y)] = ox o (s:t) = @xx)(s:1).

Problema 90
Sia (X)), una successione di v.a.r. gaussiane e supponiamo che, presi comunque
m, (X, — X,,) sia : se X,, — X in probabilitd, allora X,, — X in L? (anzi, piu
precisamente, in ogni L? con p € [1, +00)).
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Una soluzione:

Ricordiamo che la convergenza in legge di variabili gaussiane equivale alla con-
vergenza di medie e varianze. In particolare questo implica che anche la succes-
sione dei momenti secondi converga. Inoltre il limite ¢ una variabile gaussiana
(eventualmente costante).

Per ogni m, si ha che X,, — X,, — X — X, in probabilita se n — oo, quindi anche
in legge. Segue che X — X, e gaussiana. Al tendere di m — oo, abbiamo pure
che X — X,, - X — X = 0 in probabilita, quindi anche in legge e per quanto
notato sopra

lim B [(X - X,,)?] =0.

m—0o0

Problema 91

Sia X7, Xo,... una successione di v.a. convergente in legge a X e supponiamo che
la successione sia limitata in LP con p > 1: allora E[X,,] — E[X]. Mostrare con un
controesempio che questa proprieta non e soddisfatta se la successione e limitata in
L.

Una soluzione:
Posta M = sup, E[|X,|?], essendo per ogni A > 0,  + min (|z|?, \) continua e
limitata, si ha
E [min (| X|’,A)] = lim E [min (| X,|?, \)] < M.
n—oo
Se A 1 oo otteniamo per Beppo-Levi, E[|X|P] < M. Per mostrare il limite dei

valori attesi, argomentiamo che E[X;f] — E[X '] (il caso X~ ¢ analogo). Per
ogni A > 0, consideriamo la funzione continua e limitata z — min (™, \). Allora

E[X;] =E [min (X7, 0)] + E (X0 = NIx,]
Si ha
B [(Xn = Mixon]| < E[[Xallgx,sn] < E[IXJAT < MATP
dove abbiamo usato il fatto che (|X,|/A\)?~! > 1 nell’evento {|X,| > A}. Simil-

mente,
E[(X = Nx,sn]| < MATP.

Ne segue che
limsup |E [X;] —E[X7]|
< lim sup ’E [min (X;[, )\)] —E [min (X+, )x)} } + MNP

n

< MM
Per A\ 1 0o otteniamo la tesi.

Per il caso p = 1 consideriamo delle variabili nB,, dove B,, ha legge Bernoulli di
parametro 1/n. Si ha che X,, — 0 in probabilita (quindi in legge), e E[X,] =
E[nB,] =1 ¢ limitata, ma ovviamente E [0] = 0.
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Problema 92
Si chiama spazio gaussiano un sottospazio vettoriale H di L*(Q, F, P) tale che ogni
elemento di H sia una v.a. gaussiana.

(i) Provare che, presi X, ..., X, elementi di #, il vettore (X7, ..., X)) € gaussiano.

(ii) Provare che la chiusura di uno spazio gaussiano ¢ ancora uno spazio gaussiano
e che, se H e uno spazio gaussiano, le chiusure di H rispetto alla convergenza
in L? e in probabilita coincidono.

(iii) Provare che se (X;);er ¢ una famiglia di v.a. gaussiane indipendenti, il sottospa-
zio vettoriale generato € uno spazio gaussiano.

(iv) Provare che se lo spazio §2 ¢ numerabile, 'unico spazio gaussiano definito su €2
e quello banale costituito dalle sole costanti.

Problema 93
Sia (ft,)n una successione di misure di probabilita su R. Mostrare che sono equiva-
lenti:

(1) (pn)n © tesa
ii) per ogni € > 0 esiste K C R compatto tale che
g

liminf p, (K) > 1 —e.
(ili) per ogni ¢ > 0 esiste d > 0 tale che

lim inf/ e 7 2, (z) > 1 —e.
" R

Una soluzione:

(i) implica (ii) banalmente (con inf invece di liminf). Supponendo (ii), dato
e > 0, possiamo sempre scegliere K in modo che sia un intervallo, K = [-M, M|,

e valga
liminf u, (K) > 1 —¢/2.

Per ogni x € [—M, M], si ha e=%%/2 > ¢=9M*/2_ Pertanto, se scegliamo & > 0 tale
che e7M*/2 > 1 — £/2, otteniamo che

M
lim inf/ e 2y, (z) > lim inf/ e Pdp,(z) > (1—e/2)? > 1 —¢.
R _

n n M

Supponiamo infine che valga (iii) e mostriamo (i). Dato & > 0, supponiamo che
per qualche ¢ > 0 valga

/6_5m2/2d/¢n(x) >1—¢/2.
R

Poiché 1, (R) = 1, segue che

‘/(1—6—M”%dmxx)<g/z
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Sia M = M (4) tale che 1—eM*/2 > 1/2 e notiamo che la vale pure 1—e~9"2/2 >
1/2 per ogni |x| > M. Ne segue che

pn([—M, M) /2 < /[_M M]C(l — eV dp, (z) < /2.

L’ipotesi (iii) garantisce quindi che, fissato € > 0 esista M > 0 tale che
pn([—M, M]°) < e

per ogni n > n(e) abbastanza grande. D’altra parte ogni famiglia finita di misure
di probabilita ¢ tesa, quindi esiste un compatto K tale che

pn(K°) < e

per ognin < n(e). La condizione (i) segue considerando il compatto K U[—M, M].

Problema 94
Siano X7, Xs,... v.a.r. equidistribuite: provare che % converge in probabilita a 0.
Provare che se le v.a. X; sono integrabili, la convergenza ¢ quasi certa; inoltre nel caso
di v.a. indipendenti, se la convergenza ¢ quasi certa allora le v.a. sono integrabili,
mentre senza la condizione di indipendenza quest’ultima affermazione e falsa.

Una soluzione:

Nel caso che il limite sia una costante, la convergenza in probabilita equivale a
quella in legge. Per il Teorema di P. Lévy, basta allora vedere dove convergono le
f.c. Si ha

t )
O (1) = 63 (1) = 0, (- ) = 6x,(0) = 1 = B[]
Se le (X,,) sono integrabili, allora la convergenza ¢ q.c. perché, per ogni € > 0, si
ha

> X, > X, > X X
Sr(iz)-Sr(rzn) - Sr(Rza) <o <

dove la prima diseguaglianza ¢ dovuta ad un noto Lemma (quale?) e la seconda
all'ipotesi. Per il Lemma di Borel- Cantelli, prima parte, si ottiene che 1’evento
{22 > €i.0.} ha probabilita 0, e quindi la tesi.

Xn
n

Viceversa, se le v.a. (X,) sono indipendenti e converge a 0, allora

ip(% > 6) < 00
n=1

perché, se fosse = oo, allora il Lemma di Borel Cantelli, seconda parte, assicure-
rebbe che P(%2 > € i.0.) = 1 (assurdo per la convergenza a 0 delle 22). Dunque,
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per il Lemma ricordato sopra, abbiamo
X, = /X = X,

Per vedere che senza l'ipotesi di indipendenza la seconda affermazione & falsa,

basta Prendere una v.a. X con legge di Cauchy, e porre X,, = X per ogni n.

Abbiamo evidentemente %2 = 2 — ( q.c., ma E[X,,] = oco.

Problema 95
Siano Xy, Xo,... iid. con E[X;] = p, Y3,Ys,... iid. con E[Yj] = v (con v # 0):

provare che

X1++Xn 12
— — q.cC.
14

Vit + Y,

Una soluzione:

Basta osservare che X
Xl + .4 Xn L1 T AR

_ n

Yi+---4Y,  atedVs

e applicare al numeratore e al denominatore la Legge forte dei G.N.

Problema 96
Sia, per ogni n, Y,, una v.a. con legge di Poisson di parametro n: provare che

Y,—n
NG
dove Z ~ N(0,1). Dedurre che

. o [P 1
Jim ¢ (Z E) =3

— 7 in legge

Una soluzione:

Osserviamo che Y,, ha la stessa legge di X; +---+ X,,, dove le X, sono i.i.d. con
legge II;. D’altra parte, per il TLC, si ha subito

(X1+...+Xn)_n
NG

con Z ~ N(0,1). Ora, la somma indicata non ¢ altro che la

— 7 in legge

Y,—n
n

1
P(Yngn):P< go)—>q>(o)=§, n — oo,

(® =f.d.r. della N(0,1)).
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Problema 97
Siano X7, X, ... i.i.d. con E[X;] = 0 e Var (X;) = ¢%: provare che si ha

Sh 2
lim E P |] —0.
n—too | \/n T
Una soluzione:
Questo problema si svolge esatta mente come il problema n. ..., punto (i).

Problema 98
Siano X7, X, ... i.i.d. con E[X,] =0 e Var (X,,) = 0% provare che si ha

lim sup — = 400 q.c. lim mf— = —00 (.C.
im sup - q im inf - q

Una soluzione:

Per ogni k, per il TLC e il Lemma di Fatou si ha

af;ﬁ ) < P(limnsup {v > k})

0<1—®m@:hmp(

e quindi P(lim sup,, {O_ NG

(per la o-algebra o(Xi, Xs,...)), si ha P(lim sup,, {

Sn _ N
o >k;}> =1, cioe

: Sh
limsup — = +o0 q.c.
n—4o0o n

La seconda relazione si dimostra in modo analogo (osservare che anche —
converge in legge ad una N(0,1)).

Sn_ k}) > (). Dato che si tratta di un evento terminale

Sn

ovn

Problema 99
Siano X1, X,,... iid. con densita f(z) = 32%Ipq(z) e sia ¥, = (X;1---X,,)
successione Y,, converge in qualche senso e se si a quale limite?

1
n

: la

Una soluzione:

Cominciamo cercando il limite q.c. di

—log Xy) + -+ (—log X,,)

—logVy, = (
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Le v.a. —log X, sono indipendenti e con legge £(3): infatti per ¢ > 0 si ha
1
P(—logX, <t)=P(X,>t) = / 3r?dr =1—e .

e—t

Per la Legge forte dei G.N. si ha dunque —logV,, — %, g.c. Di conseguenza

1
Y, — e 3, q.c.

Problema 100
(i) Costruire una successione (X,,) convergente in probabilita a 1, ma con E[X,] —
—00.

(ii) Sia (X,) una successione come sopra, ¢ Y ~ N(1,1), indipendente da (X,,).
Posto Z,, = Y X,,, mostrare che

(a) Z, converge in probabilita a Y ~ N (1,1).
(b) E[Z,] — —o0;
(c) VarZ, — +oc;

Una soluzione:

(i) Su (22, F, P) = ([0,1]B(]0, 1]), A (A= misura di Lebesgue), consideriamo X,, =
1 — nzl[o,L} . Sl ha

1
EX,=1- n2)\<[0, —]) =1—n— —o0.
n
Vediamo la convergenza in probabilita.
2 1 1
P(IX, = 1| > €) = P(n*11) > ¢) = A([O, ﬁ]) 20

Addirittura si ha convergenza qg.c., in quanto
A({w L X (w) — 1}) = A((0,1]) = 1.
(i)

(a) E noto che se X,, — X in probabilita e Y,, — Y in probabilita, allora X,,Y;,, —
XY in probabilita. In questo caso abbiamo X, — 1 e Y costante. Dunque
XY — 1Y =Y in probabilita.

(b) per 'indipendenza E[Z,| = E[X,Y] - E[X,|E[Y]=(1—-n)l =1—n — —o0;

(c) sempre per l'indipendenza,

VarZ, = E[X?]- E[Y?] —FE*X,|E*Y]
N——"
=VarY+E?[Y]=2

_9B[XY] - E2[X,] = 2(1 — n?)? - % —(1=n)® = +0.
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Problema 101
(a) Siano Y;, ~ II,,. Mostrare che *2= — A/(0,1) in legge.

-
(b) Dedurne che

—e "= -, n — 00.

Una soluzione:

(a) Siano (X,) indipendenti, tutte con legge II;. Per noti risultati, si ha X; +
-+ 4+ X, ~ II,. Poiché la convergenza in legge fa intervenire solo le leggi delle
variabili in gioco, possiamo supporre che sia Y, = X; + --- 4+ X,,. Ricordando
che la legge II, ha media p e varianza o? entrambe uguali a )\, applicando il TLC

abblamo
Yo—n Xo+--+ X, —npu

v av/n

— N(0,1)

in legge.
(b)Per il TLC si ha

Problema 102
Siano (X,) i.i.d. con E[X;] =1, VarX,, = o2 Mostrare che 2(v/S, —/n) — N(0,1)
in legge.

Una soluzione:

Osserviamo che

Sn—n
2 / o\/n
;WS =) = 2o
2vn

Ora, il numeratore di questa frazione converge in legge alla N'(0,1) per il TLC,
mentre il denominatore converge q.c. a 1. Infatti

\/S_n+\/ﬁ—1( %+1>—>1, q.c.

2/n 2
perché

Sn
— — 1, q.c.
n

per la legge forte dei grandi numeri. Vale inoltre il Teorema (di Slutsky): Se X,
converge in legge ad una v.a. X quasi certamente finita e Y;, converge in legge (o
in probabilita, che € lo stesso) ad una costante ¢, allora XY, converge in legge a
cX. Dunque la tesi.
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Problema 103
Siano (X,,) i.i.d. ~U([—1,1]). Calcolare il limite in legge di

\/— Zk 1le
Do X+ 2 X

Una soluzione:

Scriviamo s x
k=1k
Jn Zk ! Xk B \/ﬁ

1
Lp2de =

Si ha F[X}] = E[X}] = 0 (per motivi di simmetria) e E[X,%] =) 5 3

Dunque, per il TLC,

i X — N(0,1)
Y

in legge, il che equivale a

—Z;:/%Xk — N(O, %)

Inoltre, per la legge forte dei GN

@%_7 M_)O’
n 3 n

quasi certamente. Dunque il denominatore converge q.c. a 3, L quindi il reciproco
del denominatore converge a 3, e di conseguenza, ancora per 11 Teorema di Slutsky,

la frazione totale converge a /\/(0, %) = N(0, 3).

Problema 104
Se le (X,,) sono i.i.d. con E[X,] =0 e VarX, = o, allora

1m1EPS“}: 2
n—00 \/ﬁ T

Una soluzione:

Osserviamo che, se X ¢ una v.a. con legge N'(0,1), si ha

ElX]] =

e‘édx: —[—6_%] =4/—.

I T e T

Dunque basta dimostrare che

ti [, 7] = Bl
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Questo sarebbe automatico se avessimo la convergenza in L' di af% a X, ma noi

abbiamo solo la convergenza in legge (per il TLC), il che implica che, per ogni
t >0,

limP< %L‘ﬁ > t) = P(IX| > t).
n g

Se avessimo anche

| P = P(lX
131/0 (Uﬁ > t)di [ p(x1> ar

avremmo finito perche, per la formula di Cavalieri, il primo membro e uguale
a lim, o F [%] e il secondo membro a E[|X|]. Questo in realta ¢ vero per

convergenza dominata, in quanto, per la disuguaglianza di Chebicev,

P(% >1) < LS, _nBIXG] 1

nt2o2 nt2o2 2
Ne segue che

[oRVAL]

P(%>t>§l/\%,

e il secondo membro é integrabile su [0, +00)..

Problema 105
Si consideri una successione (X,,) tale che

P(Xn:_n_4):n+47 P(Xn:_1>:1_n—+47 P(Xn:n+4):

n+4
Mostrare che

(i) X, converge a —1 in probabilita;

(i) X, ¢ limitata in L';

(iif) lim, E[X,] = 1.

In particolare non & detto che se (X,) converge in probabilita o in legge verso X,
allora E[X,,] converga verso E[X].

Una soluzione:

(i) Si ha
P(X,+1| >¢) =P(X 4) 4+ P(X +4) ! + 5 —0
n €) = n:—n— n:n =
n+4 n+4
(ii) Si ha
X, = (n+4) - ——+ ()1 )+t =5 <5
n|] = N T - n - - >~
n+4 n+4 n+4 n+4




(iii) Si ha

Problema 106
Siano Xj, Xs,... ii.d. con densita uniforme su [0,a] (con a > 0) e sia R, =
[I;—, Xx. Dopo aver constatato che la successione (R,), converge o non conver-
ge con probabilita 1, esaminare in funzione di a se esiste il limite della successione

(Rp)n.
Problema 107
Siano le (X,,) i.i.d. con E[X,] =0 e VarX, = o Mostrare che

lim sup — = +o00; liminf —= = —o0

no VN no/n

Una soluzione:

Per ogni k > 0 si ha, per Fatou e il TLC

P(% >k i.o.) = P(limnsup {% > k}) > limnsup P(% > k:)

:limP<% > k) — P(Z > ko) > 0
n n

dove X ~ N(0,1). Dunque P(\S/—% >k i.o.) > 0 e, poiché si tratta di un evento

terminale, si ha che

S, .
P(—n >k z.o.) = 1.
NLD
L’altra relazione si dimostra nello stesso modo, considerando la successione —S—’;l,

che converge ancora in legge alla X ~ N(0,1).

Problema 108
(Un controesempio al teorema della serie). Il Teorema della serie dice che se (X,,)
sono indipendenti e centrate, e se > VarX, < oo, allora ) X, converge. Vediamo
un esempio che mostra che il viceversa e falso (cioe ) X, puo convergere senza che

>, VarX, < co). Siano (X,,) indipendenti tali che

Mostrare che ) X, converge ma y, VarX, = oo
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Una soluzione:

Le X,, sono evidentemente centrate, quindi

1
VarX, = E[X2] = 2n® - — = 2n°.
n

Quindi Y, VarX, =3, 2n°% = co. Vediamo che Y X, converge. Si ha
2
ZP|X|>— Z{P N+ P(X,=-n"}) S < oo

Dunque, per B.C 1, si ottiene che

1
P(IX,] > 5 i0) =0,

e cioe, passando al complementare,
1
P(1X,| < o def.) =
Pertanto, per q.o. w, esiste ng(= no(w)) tale che
1
| X5 < o0 n > ng.

Dunque
YoIKlw = D IXlw+ D Xlw Z—<oo
n n<ng(w) n>ng(w)

cioe la serie converge addirittura assolutamente.

Problema 109
(Una successione di v.a. indipendenti che soddisfa la legge debole ma non la legge
forte dei grandi numeri). Sia (X,,) una successione di v.a. indipendenti tali che

1

, n > 2.
2nlogn

P(X,=n)=P(X, =—n) =

Sn—M

Mostrare che converge in probabilita a 0, ma non converge q.c. a 0.

Una soluzione:

Osserviamo prima di tutto che E[X,] = 0. Mostriamo che % converge a 0 in L?
(e quindi anche in probabilita). Si ha

$27 1

|
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D’altra parte, per 'indipendenza

E[(Xs+ - [ZXk+2 > XX =E [ZX,C}JrQE[ > XX

1<h<k<n 2<h<k<n
[ZXk] v2 3 p[x]e[x] -3 p[xi]
2<h<k<n k=2
dato che le X,, sono centrate. Dato che
E[Xﬁ] _ 2n? _ 2n |
nlogn logn
si ottiene in definitiva
u "L 2k Cn?
El(Xi+-+X,)] = E[X2]: <
X+ + Xa)’] kZQ K = logk — logn

e quindi

S? C
|22 < 0.
n? logn
Vediamo che = Su non converge q.c. (ovviamente a 0, vista la convergenza in L?).

S, _ .
Se S” convergesse a 0, convergerebbe a 0 anche Sno1 _ Snoion=l o (i conseguenza
n—1 n

Xn Sn Snfl
— = — = — 0, gq.c
n n n

il che ¢ impossibile; infatti
E P(|X,| >n) = E L 00,
~ - —n logn

dunque, per B.C. 2 (¢’¢ I'indipendenza), P(% >1 i.o.) = P(|X,| >nio0)=1.

Problema 110
Mostrare che S—Tj converge a 0 q.c. se le v.a. (X,,) se le v.a. sono i.i.d, centrate e tali
che E[X{] < oo.

Una soluzione:

Dimostriamo che, per ogni € > 0,

;P(‘%‘ > e) < 00.
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Per B.C. 1, questo implica che P(|22| < e definitiv.), ovvero la tesi. Per la
disuguaglianza di Markov si ha

E[S,]

eint

5,

o5

Ora, per lo sviluppo della potenza di un polinomio e per il fatto che le (X,,) sono
i.i.d. abbiamo

> 6) = P(|S% > e'nt) <

Bs= S o pxroxi = Y B B

!, gl

=it +4( ) Elxtienal + (5) (5) E[X]E[X] +3(3) () EIxAEL L

n
v () BEIEGIELXG ELYL
Dato che le v.a. sono centrate, la somma precedente si riduce a

i+ () (5) BB = 0w),

e di conseguenza

E[S,)] :0(1).

eint n?
Dunque

Sr(f7l= 9 =o(E) <

Problema 111
Sia Y una v.a. con legge esponenziale di parametro A, e sia Z una v.a. indipendente
da Y e tale che P(Z > 0) > 0. Mostrare che P(Y —Z > t|Y > Z,Z > 0) =e . In
particolare, se Z e a valori positivi, si ottiene la proprieta di mancanza di memoria
per la legge esponenziale nella sua forma forte, cioe

PY = Z>t]Y > 2Z)=P(Y >1).

Una soluzione:

Prima di tutto

P(Y 2 Z,7Z > 0) = E[E[ljp100)(Y = Z)lj0,400)(2)|Z]]
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e, per l'indipendenza di Z da Y,

Ellp400)(Y = Z2)1j0400)(2)|Z = 2] = E[Ljg 100) (Y — 2)110,400)(2)]
= 110,400) (2) E[1[0,400) (Y = 2)] = 1[0, 400) (2) E[1 [z 100) (Y)] = Lj0,400) (2) P(Y > 2)

= L o) (2)e
Dunque
PY >Z,Z>0) = E[ljpt00)(Z)e].
e, se fosseP(Y > Z,Z > 0) = 0, avremmo lj4o)(Z)e * = 0 P—q.c., e di

conseguenza anche 1[0,+Oo (Z) = 0, P—q.c. Questo non e possibile perché, per
ipotesi, Ellp+0)(Z)] = P(Z > 0) > 0.

Ora
PY-Z>t,Y>Z7Z>0)=PY-Z>t,72>0)= E[E[l[t,Jroo)(Y—Z)l[O,JrOO)(Z)]Z]
e, come prima

Elli100) (Y = Z2)Lj0,400)(2)|Z = 2] = E[Ljt400) (Y = 2)Lj0,400)(2)]
= 10,400 (2) E[Ljt,400) (Y = 2)] = L0,100) (2) E[1jzt,400) (V)] = Lo 400) (2) P(Y = 2 + 1)

1[0 +oo)( ) —)\(z-i-t)’

e quindi
PY —-Z>tY >2,2>0)=E[ljpi0)(2)e ] = e ME 1y 100) (Z2)e].
Dunque

PY—-Z>tY >Z72>0)

PY -Z>tlY>Z,7>0)= P(Y > Z,Z > 0)

e ME[lpts)(Z)e ]
E [1[07+OO) (Z)e_AZ]

Problema 112
Sia (X,) una successione di v.a. indipendenti, con X,, ~ B(1,%). Poniamo T, =
inf{k >1: X, = 1}.
(i) Calcolare la legge di T,
(ii) Calcolare il limite in legge di L=
(iii) Per k > 1 fissato, sia Z( ) — Tél) + .. -+T,Sk), dove le v.a. T,ﬁj) sono indipendenti

ed hanno tutte la legge di 7,, (v. punto (i)). Calcolare il limite in legge di %
esponenziale di parametro 1.
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Una soluzione:

(i) Si ha
1\ K
P(T, > k)= P(X, =0,..., X, = 0) = (1--) ,
n
e quindi, per k =1,2,...,
1\Fk-1 1\ % 1\k-11
P(T, = k)= P(T, > k—1)—P(T, > k) = (1——) —(1——) — (1—-) -
n n n n
Si tratta di una legge geometrica di parametro %
(ii) Dato che T,, & a valori interi, si ha, per ¢ > 0
T, NG ] fen
P(— > t) = P(T,, > tn) = P(T,, > [tn]) = (1——) = <1—L> — et n—
n n [tn]

Dunque si ha convergenza in legge ad una variabile £(1).

(iii) La f.c. di Z® & ¢, (t) = (ngn)k; per il punto (ii) e per Teorema di P. Lévy
si ha dunque

1 k
¢4 (t) = <1—it) : n — 0.

Poiché il limite ¢ la f.c. di una v.a. di legge I'(k, 1), sempre per il Teorema di P.

(k)

Lévy si conclude che Zy,” converge in legge ad una I'(k, 1).

Problema 113

Sia (X,,) una successione di v.a. i.i.d. con momento del secondo ordine finito. Posto
_ . _ Sp—nE[Xi]
Sn—X1+ +Xn7Tn_\/m\/ﬁ7

(i) Dimostrare che lim, E[T,[] = \/127

(ii) Supponiamo che la comune legge delle X, sia esponenziale di parametro 1.

Calcolare esplicitamente E[T]. (Tenere conto che & (Le™") = (% E)e ).

(iii) Ricavare dai punti precedenti la nota formula di Stirling

n! ~v2mn ne ", n — o0.

Una soluzione:

(i) Sia T" una v.a. avente legge normale standard. Si ha

o 1 1 & 22
TJr / rT——e 7 dx = ze 2 dx
\ 27 \ 27 /0

< 1
_\/ﬂ[e 2]0 —\/_2_7'
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Dunque dimostreremo che lim,, E[T,/] = E[T*]. Dal TLC segue che lim,, P(T,, >
t) = P(T, >t) per ogni t, ed inoltre la diseguaglianza di Chebicev assicura che

< Var(T,,) 1

P(T, > 1) < P(T| > 1) < == =2

Pertanto si ha anche ]
P(T, > 1) < min{l, t—2}

La funzione maggiorante trovata ¢ integrabile su (0,+o00). Dalla formula di
Cavalieri e dal Teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata si ottiene dunque

E[T] = /00 P(T, > t)dt — /OO P(T > t)dt = E[T"], n — 00,

(ii) In questo caso sappiamo che S,, ~ I'(n, 1), e quindi

E[T] = /Om %ﬁt”letdt
- ;OO t_Tnn (n _1 1)!tnfleftdt - \/ﬁ/nm (

t" 1 /nn'e™
D] e

tn tn—l
n! (n—1)!

)e’tdt =
0o n!

(iii) Il punto (i) assicura che

Vnn"e ™ 1

lim =

n n! 2V o’

che e esattamente la formula di Stirling.

Problema 114
Sia (U,) una successione di v.a. ii.d. con legge uniforme sull'intervallo [0, 1].
Poniamo V,, = [[,_, Uy.

(i) Mostrare che V,, — 0 q.c.

(ii) Tenendo conto che per ogni n —logU, ha legge esponenziale di parametro 1,
per x € (0,1) fissato trovare la legge della v.a.

T'=inf{n e N: V4 <z}

(Ricordare la costruzione del processo di Poisson).

Una soluzione:

(i) La successione (V},) ¢ decrescente e non negativa, dunque ammette q.c.
un limite V' > 0. Per mostrare che V' = 0, osserviamo che E[V,,] | E[V] (per
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convergenza monotona, dato che le v.a. V,, sono maggiorate dalla costante
1). D’altra parte

n n

1 1
mmzﬂmmzﬂézﬁ
k=1 k=1
Dunque E[V] = lim, E[V,] = lim, 5= = 0. Essendo V non negativa e a
media nulla, si deduce che V' =0 q.c.

(i) Si ha
T=inf{neN:V,,y <z}=inf{neN:—logV,,1 > —logzx}.
D’altra parte
—log Vi1 = (—logUy) + -+ (—1log Upy11)

¢ la somma di n+ 1 variabili esponenziali di parametro 1 e indipendenti, che
possono essere interpretate come gli intertempi in un processo di Poisson di
intensita 1. Dunque 7' rappresenta il primo istante del processo nel quale si
supera l'istante ¢ = —log ; T" ha pertanto legge I1_ 1,5,

Problema 115
Sia X ~ T'(m, ), con m > 2 intero; per ogni x > 0 sia Y ~ II,,. Mostrare che
P(X <z)=P(Y >m).

Una soluzione:

Con un’integrazione per parti si trova

x Am
PX <zx)= — g le™(
(X <o) = [ ey

e—/\y ym—l/\m T A\ T e—)\y
— - . o o -1 m72d
[ A (m—l)!]o (m—l)!/o A (m =1y Y
(Azx)™ At /m 2 )y
I P ¢ m du:
m—01" Tmooi ),V W

continuiamo integrando per parti m — 1 volte, e, osservando che

/ e Mdy =1—e?,
0

si ottiene infine

by m—1
PX<z)=1-e™—-(Dx)e ™ ... — %e)‘x
m—1
_ ()\x>k —Ar __ _
=1- e =1-PY <m-1)=PY >m),
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dato che Y ¢ a valori interi.

e maggiore o uguale a m.

{Y =k} ={T <z} \{T)+1 <z}, e quindi

.
Il
o

k! ’

dunque Y ~ II,,, come deve essere.

J

Nota: Nell’ambito del processo di Poisson, questa relazione si interpreta dicendo
che 'm—esimo evento si verifica entro listante x se il numero di eventi in [0, z]

Per chiarire meglio, se T, =istante del prodursi dell’n-esimo evento,e W,, =T, —
T,—1 € l'n-esimo intertempo, con legge E(N), allora T,, = Wy + -+ W, ha legge
['(n,\). SeY é il numero di eventi che si verificano in |0, x|, si ha evidentemente

‘e—>\x> - (1 - Z (Af)j oAz

k
=0 J:

)

Problema 116

Sia NNV; un processo di Poisson di intensita A, cioe tale che (a)Ny = 0 (b) Ny, , Ny, — Ny,

.y Ny, = Ny, _, sono indipendenti e Ny, — Ny, | ~ IIy, 4, ,) per ogni scelta di ¢; <
ty < --- < t,. Posto T, =istante del prodursi dell’'n-esimo evento, sia W,, = T,, —T,,_1
(W,, sono gli intertempi). In altre parole T,, = Wi + - -+ + W,,.

(i) Calcolare la densita congiunta di T3, ..., 7T,.
(Suggerimento: Esprimere in termini di N; 1’evento

m{ti <T; <t;+h},
i=1

dove 0 < t; < ty < --- < t, e h e sufficientemente piccolo, e calcolarne la
probabilita. Poi dividere per h™ e passare al limite per h — 0.)

(ii) Dedurre da (i) che gli intertempi hanno legge esponenziale di parametro A e

sono indipendenti.

Una soluzione:

(i) Scegliamo h sufficientemente piccolo in modo che

O=to<to+h<ti<ti+h<tya<tya+h<ts---<t,<t,+h.

Non e difficile verificare (fare un disegno) che

({ti < T <t;+h}

=1

- {Ntl - 07 Ntl-l—h - Nt1 - 17 th - Nt1+h - 07 ey Ntn - Ntnfl-‘rh - 07 Ntn-l—h - Ntn Z ]-}
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e quindi, per le note proprieta del processo di Poisson, abbiamo

P( Mt < T <t + h}) = (67 M)(Ahe M) (e Ata=ti=h)) | (o= Alta—tam1=h))(] _ g=AR)
i=1

— )\n—lhn—le—)\tn(l . e—)\h).

Se dividiamo per h" e facciamo tendere h a 0 otteniamo

P(ﬂ?: {t: < T, <t; + h}) Na—Mn(1 _ a—Mh
lim ' i =)
h—0 hn h—0 Mh

che significa che la densita di (T3,...,T},) €

Ae M <t <<,
ty,...,t,) = - -
fr(t ) {O altrove
(ii) Poniamo
W1:T1
WQZTQ—Tl
W, =1T,—-T,
che ha matrice
1 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 0 . 0 0 O
0O -1 10 0 0 O
A= )
0 O 00 ... =1 1 0
0 O 00 ... 0 -—-11

Si ha det(A) = 1. Il cambio di variabili inverso e

tl = W1
t2 = wy + wq
by =wr+ -+ w,
Con il teorema di cambiamento di variabili si vede dal punto precedente che la

densita congiunta di W = (Wy,...,W,) e

)\nef)\(w1+...wn) w; >0 Vi
fW(wl,...,wn):{ -

0 altrove

ovvero il prodotto tensoriale di n densita E(A).

Pag. 76




Problema 117
(Thinning) Sia Ny un processo di Poisson di intensita A, e sia p € (0, 1) assegnato. Se
ad un dato istante si produce un evento del processo di Poisson, esso viene classificato
di tipo 1 con probabilita p e di tipo 0 con probabilita ¢ = 1 —p. Sia Nt(l) (risp. Nt(z))
il numero di eventi di tipo 1 (risp. 2) che si verificano nell'intervallo di tempo [0, ¢].
Ovviamente Nt(l) + Nt(2) = N,.

(i) Quanto vale P(Nt(l) =k, N® =n— k|Ny =n)?
(i) Calcolare P(NV =k, N® = n — k).

(iii) Ricavare dal punto (ii) che N (risp. N\*)& un processo di Poisson di intensita
Ap (risp. Aq) e che NP e N sono indipendenti.

Una soluzione:

(i) Evidentemente la legge di Nt(l), condizionata a {N; = n}, ¢ la B(n,p), quindi

PN = k, N = — KN, = n) = (Z>pkqn_k.

(ii)
P(N” =k, N =n—k) = P(N" = k, N¥) = n — k|N, = n)|P(N; = n)
n (AT

:< )pkqn k (AL) oM

k n!

(iii) Dal punto (ii) segue che

k+h M) th Apt )k Agt)h
P(Nt(l):k>Nt(2):h):< —]: )pkqh( ) 'e—)\t:{( pt) e—Apt}{( qt) e—Aqt}’

da cui segue la tesi.

Problema 118
Sia IV; un processo di Poisson di intensita A, e sia I un sottointervallo di [0,¢] di
lunghezza v (u < t ovviamente). Sia X (risp. Y) il numero di istanti (del verificarsi
di un evento del processo) situati in I (risp. in [0,¢] \ I).
(i) Quali sono le leggi di X e di Y7
(ii) Mostrare che X e Y sono indipendenti.

(iii) Dimostrare che P(X = k|N; = n) ¢ uguale alla probabilita che, tra n variabili
i.i.d. con legge uniforme su [0, ¢], k prendano valori in I.
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Una soluzione:

(i) 4 (ii) Poiché X +Y = N, per l'esercizio precedente, punto (iii), si ha subito
che X ~ I, Y ~ Iy, ed inoltre X e Y sono indipendenti.

(iii)

P(X = k[N, =n) = P(X = k|X +V = p) = LE=RX+Y =n)

P(X+Y =n)
u k _u —u n—k —u
CPX=DPY Znm) e BN o) iy
B P(N; =n) B [CYERe ERNTAY: t)

cioe la tesi.

Problema 119
Sia N, un processo di Poisson di intensita A. Dimostrare che % — A q.c. pert — oo.

Una soluzione:

La v.a. Npj ha la stessa legge della somma di [t] v.a. X,..., X}, tutte di legge
ITy; dunque, per la legge forte dei grandi numeri, si ha

Ny
W — E[Xl] = )\, P —a.s.

Con lo stesso ragionamento, si ha anche

N
H%%%EWﬂ:L P—a.s.

D’altra parte Ny < Ny < Npjqq. Quindi

H'_STS[tHl t

e il primo e ultimo membro tendono a A (ricordare le diseguaglianze [t] < ¢t <
t]+1).

Ny [t] _ Ny _ Nygnr [t +1
t

Problema 120

(1l paradosso dell’ispezione). Sia N, un processo di Poisson di intensita A. Siano T,
gli istanti del verificarsi di un evento del processo; sia t > 0 assegnato.

(i) Cosa rappresentano le v.a. Ty, € T, 417

)
(ii) Poniamo W' =t —1Ty, e W” = Ty,11 —t. Cosa rappresentano le v.a. W’ e W"?
(iii) Calcolare le leggi di W’ e W".
)

(iv) Mostrare che W’ e W” sono indipendenti.
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(v) Mostrare che E[Tn,+1 — Tn,| > E[T1] .

Nota: L’ultimo risultato e il cosiddetto paradosso dell’ispezione: immaginiamo che

gli istanti del processo siano gli istanti in cui una lampadina cessa di funzionare e
viene immediatamente sostituita da una identica nuova. Allora la v.a. Twn,41 — Th,
rappresenta la durata di una lampadina trovata accesa (ispezionata) all’istante t,
mentre W' & il tempo passato in funzione dalla lampadina che & funzionante all’istante
t e W" & il tempo di durata residuo della stessa lampadina. La relazione (v) dice che
la sua durata media € superiore a quella della prima lampadina messa in funzione.
Come dice il proverbio: “l’occhio del padrone ingrassa il cavallo”. (Osservazione
dovuta a...)

Una soluzione:

(i) Ny & il numero di eventi che si verificano nell’intervallo temporale [0, ¢]; dunque,
evidentemente T, ¢ l'istante in cui si verifica I'ultimo evento prima di ¢, mentre
T'n,+1€ 'istante in cui si verifica il primo evento dopo ¢.

(ii) S’ rappresenta il tempo che intercorre fra il verificarsi dell’ultimo evento prima
ditet. S” ¢il tempo che intercorre tra ¢ e il verificarsi del primo evento successivo
at.

(iii) Legge di W’. W' prende valori in [0,t], e quindi P(W’ > s) = 0 per ogni
s >t. Per 0 < s <t si ha evidentemente
{(W'>st={t—Tn, >s} ={Tn, <t—s}

= {non si verificano eventi nell’intervallo temporale [t — s, t]}.
Per la stazionarieta del processo di Poisson, si ha

P(W' > s) = P(non si verificano eventi nell'intervallo temporale [t — s,1])

= P(non si verificano eventi nell’intervallo temporale [0,s]) = P(W; = 0) = e %

Dunque
l—e™ 0<s<t
S) = )
1 5>,

che ¢ la legge di Wy At (W= primo intertempo).

Legge di W”. Si puo osservare che, per l'assenza di memoria, W” ~ Wy ~ E(N).
Oppure si possono fare dei conti diretti, nel modo seguente. Intanto W” prende
valori in [0, +00), e, per ogni s € [0, +00) si ha

{W” > S} = {TNt-‘rl —t> S} = {TNH-I > 1+ 8}

= {non si verificano eventi nell'intervallo temporale [¢,t + s|}.

Di nuovo per la stazionarieta del processo di Poisson, si ha

P(W" > s) = P(non si verificano eventi nell’intervallo temporale [t,t + s])

= P(non si verificano eventi nell’intervallo temporale [0, s]) = P(W; = 0) = e™**.
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(iv) PerO <z <tey>0siha
{W' > 2, W"” > y} = {nessun evento in [t — z,t + y|},
e passando alle probabilita,

P(W' > x,W" > y) = P(nessun evento in [t — z,t + y|) = P(nessun evento in [0,z + y|)
— MY — AN — P(W > ) P(W" > ).

(v) 11 punto precedente dice che Tn,11 — Ty, = W' + W” ha come legge la
convoluzione delle leggi di Wy At e di W;. In particolare

, o l—eX 1 1
Problema 121
Sia N; un processo di Poisson di intensita A, e siano S1,Sy... gli intertempi. Sia

poi T una v.a. indipendente dalla successione degli intertempi e consideriamo la v.a.
Nr.

(i) Esprimere Nz in termini di 7" e della successione degli intertempi.

(ii) Mostrare che
VALES
P(Np =n) = E[%e AT].

(iii) Calcolare la legge di N7 nel caso particolare in cui 7" abbia legge esponenziale
di parametro .

Una soluzione:

(i) Si ha facilmente

NT - Z 1{S1+'“+SnST} == Z 1{rSy}(Sl +---+ Sn,T)

(ii) Scriviamo
P(Ny =n) = E[1y(Nr)| = E[E[l4(Nr)|T]] = E[G(T))],

dove G(t) = B[l (Np)|T = t]. Per il punto precedente, abbiamo

Loy (N7) = 1y (D Ly (St 4+ 4+ 80, T)) = @(Sy + -+ + S, T),

n>1

con

(1, 0) = Ly (Y Tasyy (w,0));

n>1
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dunque, per l'indipendenza di S; +---+ S, e T,
E[lpy(Np)|IT =t] = Elp(S1 4 - -+ S, T)|T = t] = E[p(S1 + - -+ + Sn, 1)]

= Bl1y (V)] = PV = ) = O e
Si conclude che
P(Np =n)=E[G(T)] = E[()\:!)ne—”}

(iii) Se T~ &E(u), abbiamo

O‘T)n AT /Oo _ t(>‘t>n )t A" /OO ()‘ + :u)n“ —(A
E|—1 = pA oA = e~ At qp
[ ¢ } R At Jy Thv1)

n!
-1

S/

- (A;\—/L)n.)\iu'
s

Dunque la v.a. T'+ 1 ha legge geometrica di parametro e

Problema 122
Sia (N¢)i>o un processo di Poisson di intensita A > 0. Mostrare che il limite in legge

limy_, (N; — At)/+/t esiste e determinare la legge della variabile limite.

Problema 123
Sia (W})¢>o un processo di Wiener.

i) Mostrare che per ogni A > 0,

t€[0,1]

1
P(Stlp |Wt|2>\> <33

(suggerimento: approssimare con tempi discreti e usare la diseguaglianza mas-
simale di Kolmogorov)
ii) Mostrare che lim;_,, W;/t esiste P-q.c. e determinarlo.
iii) Mostrare che il limite in legge lim,_,o, W;//t esiste e determinare la legge della
variabile limite.
Problema 124
Sia (W})i>0 un processo di Wiener. Posta Foo = Moo (Ws — Wy @ s > t), mostrare
che ogni A € F,, ¢ trascurabile oppure quasi certo.
Problema 125
Sia (W})i>0 un processo di Wiener. Mostrare che il processo Z; definito come Z; = 0,

Z; = sWys per s > 0 ¢ un moto Browniano.
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Problema 126
Sia (W3)¢>0 un processo di Wiener. Mostrare che

T
wn—>/ Wi(w)dt
0

definisce una variabile aleatoria avente legge gaussiana e determinarne media e va-
rianza.
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