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Prova scritta del 19 Luglio 2014

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1) Dimostrare per induzione la seguente identita:

> (g 108 — 4 - 5k> = (2" — 1)5"+L

k=1

2) Calcolare il valore del seguente limite

22

r cos 2 — e
im
=0 [log(1l 4 22) — sinx?]?

3) Data la funzione

determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;
(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

Tracciare un grafico approssimato di f.

(4) Calcolare il seguente integrale

T
3
/ 2° cos 2° du.
0



RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI PROPOSTI

1) Dimostrare per induzione la seguente identita:

> (g 108 — 4 - 5’“) = (2" — 1)5"+L

k=1
Svolgimento.

Procediamo per induzione.
Per k£ =1 risulta

2-10—4-5: (2-1)25

che ¢ banalmente vera.
Verifichiamo I'induttivita della proposizione.
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k=1 k=1

(per 'ipostesi induttiva)

= (2" — 1)5" + 22”“ ST g5t = 5t (n 1 492" —4) =

= 5" (10-2" —=5) = 5" 5(2 - 2" — 1) = 5"PF (2" —1).

2) Calcolare il valore del seguente limite

2
2 _ oz
cos r™ — e 2

i
220 [log(1 4 x2) — sinx?]?

Svolgimento.

Consideriamo gli sviluppi di Taylor di ciascuna delle funzioni che compaiono nell’espressione.

1
cosz” = 1—5%—%3:8 + o(z®)
677:1—%+%+0(I8)

22 1
cosx? — e 2 = §x2 + o(x?)



log(1 +2?%) = 2* — % + o(z*)

2 , 1 6

sina® =z —E—i—o(:r;)

2

log(1 + 2?) — sinz?]* = 22 4 _ 2, & 6y —
g(l+2%) — sinz®)* = |z 2+0(x) x+6+o(x) =

(per il principio di sostituzione degli infinitesimi)

Lozt 2
lim =lim— = +0
z—0 % z—0 xG

2

Nello stesso modo si poteva procedere ponendo fin dall’inizio t = x* e considerando il limite

VIS

I cost — e~
m
t—0 [log(l +1t) — sint)?

3) Data la funzione

determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;

(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

Tracciare un grafico approssimato di f.
Svolgimento.

Il campo di esistenza della funzione e tutto I'insieme dei reali, mentre, per ogni € R, risulta

f(x) >0.

Limiti agli estremi del campo di esistenza.



0 per T — 400

hlil flx) =
e +00 per T — —o0

Perché

1 1 1
1 3 _ = — 1 _ = —
llgoﬁ 3:15 iliréox ( s 3) Foo,
e per la continuita della funzione x — e*, formalmente risulta: e = 400, e = 0.
Ricerca di asintoti obliqui.

0 er T — +00
N b
im —=+ =
r—too I
+00 per x — —00
Perché 'esponenziale ¢ un infinito piu forte di ogni potenza di z.
Calcolo degli intervalli di monotonia mediante lo studio del segno della derivata prima.

fila) = Vit 12V
3Vt
Quindi

fl2)>0 <= 1-Va2>0 <= 1>Va?2 <= 1>2° <= 1*-1<0 <= -1<zr<1.

Di conseguenza si ha che
f & crescente sugli intervalli (—1,0), (0,1), decrescente su (—oo, —1) e (1,400), per cui il
punto g = —1 ¢ di minimo relativo, x;1 = 1 ¢ di massimo relativo. Nel punto x, = 0 la
tangente al grafico di f e verticale. Infatti

lim f'(x) = +o0.

Pur non essendo richiesto dal testo, calcoliamo la derivata seconda per avere un’idea del
comportamento della funzione all’infinito (concava o convessa).

1" _ Vr—ix (1_W>2_ 2
filz)=e [ Wt oV

Essendo
lim f"(x) = 400,

T——00

la funzione e convessa in un intorno di —oo.

lim f"(x) = 0+,

T—400



perché f”(x) > 0 per = appartenente ad un intorno di +oo. Infatti il segno della derivata
seconda e determinato dal termine racchiuso dalle parentesi quadre:

1+ Vat —2va? 2 1. 1 2 2
3Vt 9vz> 3 3Vat 3Var  9Vab
questo termine, per x che tende ad infinito, tende a % Quindi, per il teorema della perma-
nenza del segno, f” & positiva in un intorno di +o0o. La funzione & dunque convessa in questo
intorno.
A questo punto possiamo tracciare il grafico.

y

-1 0 1 X

(4) Calcolare il seguente integrale

Svolgimento
Effettuando il seguente cambio di variabile:

t=21°, per cui risulta dt = 5z* dz,

1 [2
—/ t cost dt =
5 Jo

(integrando per parti)

risulta

[t sint] 1/3"5‘“ "y L feost)f = &2
S1n - = S1n = — — |COS = — — —.
o 5/ 10 5 10 5

o] —



Si poteva anche procedere come segue:

5/m 5

2 1
/ 2° cos 2 dr = 5/ 2® 5% cos 2° dx.
0 0

Da cui si applica l'integrazione per parti prendendo g(z) = 2° e f'(z) = bz* cosz®, ovvero
f(z) = sinz®. Quindi

ol

5/m

V3 1 T 1 [V3 1 &
/ 2 52t cos 2° dx = : [x5 sinx5]§/; — —/ 5x*sin 2° do = i + —fcos2’)y * =
0 0
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