Corso di Laurea in Ingegneria Edile-Architettura
ANALISI MATEMATICA I
Prova scritta del 7 Giugno 2014

Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e leggibile.

1) (Punti 8) Stabilire il comportamento della seguente successione e calcolarne il limite se esiste:

ag =0
5a, + 1
an = —
+ an, + 2

2) (Punti 8) Determinare « € R el € R\ {0} tali che

cos(2 sinz) — cos(sin 2x)

=1
220 log(1l + z%)

3) (Punti 8) Data la funzione

flz) = %em — log(1 + €%),

determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;
(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

(c) intervalli di concavitad o convessita.

Tracciare un grafico approssimato di f.

(4) (Punti 8) Calcolare il seguente integrale

4
4
/ Tt dx.
2 17+6




RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
1) Stabilire il comportamento della seguente successione e calcolarne il limite se esiste:

ao = 0
5a, + 1 ° Vn €N
Qnp = T
+ a, + 2

Svolgimento

La successione ¢ ben definita in quanto il denominatore della frazione & positivo per ogni n € N in quanto,
procedendo per induzione, risulta che i termini della successione sono tutti positivi per n > 0. Infatti
ap = % > 0, se a, > 0 e evidente che a,4+1 > 0.

Verifichiamo che la successione ¢ monotona crescente per induzione.

1
a0<a1<:>0<§

Induttivita
5a, + 1 Sany1 + 1

a, + 2 any1 + 2
<~ 10a, + any1 < 10ap41 + an <= ap < Gnt1

an+1 < Gpy2 < OApyl = = Qp42 <=

La successione ¢ limitata superiormente. Infatti

5a, + 1
Wt 1 5 e e, + 1 < Ba, + 10
a, + 2

Che ¢ sempre vera.
Di conseguenza la successione € monotona crescente e limitata superiormente quindi, per il teorema di
regolarita delle successioni monotone, ammette limite L € R che risolve ’equazione seguente

5L + 1

- =L < I[*-3L-1=0
L+ 2

Le soluzioni sono Ly = 3 —+/13, Ly = 3+ +/13. Li non ¢ punto di accumulazione della successione perché
& negativo. Il limite della succesione & L.

2) Determinare oo € R el € R\ {0} tali che

cos(2 sinz) — cos(sin 2z)

=1
vy log(1 + z=)

Svolgimento
Consideriamo gli sviluppi di Taylor delle funzioni che compaiono nel limite.
t2

. , _ 4 4 ol o
Poiché cost = 1 — 5 + 53 + o(t*), possiamo scrivere

2
se t =2sinx cos(2 sinz) = 1 — 2sinx + 3 sin® z + o(sin® z)

sin? 2z sin? 2z
2 24

se t = sin 2z cos(sin2zx) = 1 — + o(sin* 2z).

Inoltre



423 2
sin? 2z = <2x e + 0(3@3)) = 42? — —z* + o(z?)
43 4
sin? 22 = <2:17 -5 + 0(:53)) = 16z + 0(1’4)
Sostituendo
. . .9 2 .4 1 -2 1 -4 4
cos(2sinz) — cos(sin2zx) = —2sin“x + gsm T+ ism 20 — ﬂsm 2z + o(z*) =
2 2 8 2
= 227 4 St Zat 4227 — —at — Zat 4 o(at) = — 22" +o(a?)
3 3 3 3
Essendo

log(1 4 z%) = 2% + o(x®)

possiamo concludere che il limite assegnato € uguale a —2 per o = 4.

3) Data la funzione

flz) = %e”“' — log(1 + &%),

determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;
(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

(c) intervalli di concavitad o convessita.

Tracciare un grafico approssimato di f.
Svolgimento
Il campo di esistenza di f ¢ R. Possiamo quindi calcolare

hr—? flz) = +oo, lim f(z) = 0.
Inoltre, poiché
lim @ = 400, lim ﬁ =0
r——+00 €T T——00 €T

la funzione non ha asintoti per x — Foo.
Calcoliamo la derivata prima
1 e’ et(e” — 1)
T2° Tiie T 20 ten)
Risulta f'(z) =0see®—1 = 0, ossia z = 0, mentre f'(z) >0sexz > 0e f'(x) < 0sez < 0. Quindi f cresce
se > 0 e decresce se © < 0. g = 0 & punto di minimo. In particolare f(0) = 5 — log2 < 0.
Calcoliamo la derivata seconda

1
2

ex

2z 2¢% — 1
1) (e** + 2e )

f(@) =
Per studiare il segno di f consideriamo il termine (e?* + 2e® — 1) perché I'altro & positivo per ogni x. Posto
t = e® risolviamo I’equazione t2 + 2t — 1 = 0. Le soluzioni sono t; = —1 — V2ets=—14+2. t; siscarta
perché e* = t1 non ¢ verificata per nessun valore di z. Quindi e®* =t da cui x = log(\@ — 1) < 0. Poiché



e?® + 2¢® — 1 > 0 per valori esterni alle radici si ha che f”(z) > 0 per = > log(v/2 — 1) e negativo per
x < log(v/2 — 1). Quindi il punto 2; = log(v/2 — 1) & di flesso.
Possiamo tracciare il seguente grafico.

y

1/2

log(Z2 —-1) 0

—— .

1/2 - log2

(4) Calcolare il seguente integrale

4
z+4
/ dx.
9 z4+6
Svolgimento
Risolviamo per sostituzione ponendo

.2 x+4 4 — 6t2
= = xr =
x+6 2 -1
da cui 4
Per x = 4 risulta t = %, mentre per x = 2 risulta t = %.

442
— dt.
/é (t2—1)2

Risolviamo 1'ultimo integrale considerando la scomposizione

4 A N B N C N D
(t2—-12 t—1 t+1 (t—1)2  (t+1)2

in quanto il polinomio al denominatore ammette radici +1 ciascuna con molteplicita 2.
Si calcolano A, B, C, D deducendole dall’identita

4¢2 A+t —1)2+Bt+1)(t—1)2+Ct+1)2+D(t—1)?

(t2-1)2 (12— 1)2




Da cui eguagliando i numeratori

42 = A+ D)t -1+ Bt +1)t—-1)*+Ct+1)* +D(t — 1)%

Invece di sviluppare 'espressione al secondo membro ed eguagliare coefficienti dei termini aventi stesso grado,

assegnamo dei valori, possibilmente semplici, alla variabile ¢, eguagliando primo e secondo membro:
pert=1siha4=C4

pert=—1sihad4d= D4

pert=0siha0=—-A+B+C+D

pert=2sihal6=94+3B+9C+ D

In questo modo ci siamo ricondotti al sistema lineare in quattro equazione e quattro incognite

c=1
D=1 B-A = -2
“A+B+C+D=0 {9A+SB —¢ 7 A=LB=-1

9A+3B+9C+ D =16

421 1 1 1 1
e dt= | ——dt — [ ——at - dt -t
/(t2—1)2 /t71 /t+1 +/(t71)2 +/(t+1)2

1 1
= 10g|t_1| _10g|t+1‘ T i1 m—FC:

1 1

- - C
t+1’ 1 tr1

Tenuto conto di quanto ottenuto

3
\/ifl 1 1 1 1
dt = log — 2log . — + — +
3 t2-1 4 3 4 3 4 3
Vi 141 \/;Jrl \/;fl \/;71 \@+1 \/;+1

L’integrale poteva anche essere risolto ponendo: t? = = + 6, ossia x = t2 — 6, dz = 2t dt, quindi

4 10
1 v
/ JEE dx:2/ V2 —2dt.
2 I+6 \/g

Questo integrale si risolve ricorrendo alla sostituzione: vt2 — 2 =t+s,dacuit = —

/\/g 42 \/%*1

edt = —

quindi

V10 V8—/10 [ _2 2 V8—4/10
1 -2 1 1 4 2
2/ mdtZ*/ uds: / (-5-_82)6[5:...
NG

2 J/6-vs 53 2 V6—/3 s 83

s2 42 2 —

2

2s 252

ds,



