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Esporre il procedimento di risoluzione degli esercizi in maniera completa e
leggibile.

1) Studiare il comportamento della seguente successione e calcolarne il limite se esiste

0,1:]_

a, +7
a, + 16

an+1 =

2) Data la funzione

f(z) = z T,
determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;
(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

(c) intervalli di concavita o convessita.

Tracciare un grafico approssimato di f.

(3) Calcolare il seguente integrale
+o0 Qie_m

2 \/17—2



Soluzioni degli esercizi proposti.

1) Studiare il comportamento della seguente successione e calcolarne il limite se esiste

CL1:1

a, +7
py1 = ———
T, 116

Svolgimento

La successione é ben definita perché il denomiatore della frazione non si annulla mai. Infatti
per ogni n € N si ha che a,, > 0. Si vede banalmente per induzione.
Studiamo la monotonia verificando che la successione é decrescente per induzione.
Primo passo: a; = % <1l=a.
Induttivita: a, < a,_; implica a,, < a,41, infatti
Ap—1 + 7 Ay + 7

n < Qpi1 < < <~ 9a,-1 < 9a,,
n = i a1 +16  ap + 16 In-1 =

che é verificata per 'ipotesi induttiva.

La successione data é quindi decrescente e limitata inferiormente (perché come abbiamo visto
sopra ¢é positiva). Per il teorema di regolarita delle successioni monotone essa ammette limite
reale, che indicheremo con L. Questo valore é una soluzione dell’equazione

L+7
L= L?+15L —7=0.
I+16 — “F

Le cui soluzioni sono
15+ /197 I V197 — 15
R
Ly si scarta perché negativa, (essendo la succesione positiva questo valore non é punto di
accomulazione per essa). Il limite cercato é quindi Ls.
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2) Data la funzione

2
f(z) = xezi,
determinare:

(a) campo di esistenza, comportamento agli estremi del c.e., eventuali asintoti;
(b) eventuali punti di massimo o di minimo relativo, intervalli di monotonia;

(c) intervalli di concavita o convessita.



Tracciare un grafico approssimato di f.

Svolgimento

1
Il campo di essitenza di f é R\ {—5}
Comportamento agli estremi del dominio.
lirin f(z) = £oc.
Determiniamo eventuali asintoti del tipo y = mx + q.
lim M = 1.

r—t+oo I

g= lim f(zr)—x lim a:(e%%—1>: limx[ 2 +0( 2 )}:1

r—=400 r—=400 T— 300 20 + 1 20+ 1

m =

Quindi ’equazione dell’asintoto per x che tende a +o00 ¢

y=zv+1
mllfnl,f(@ =——eo- =07
2
. I =2
lim f(z)=—zeot =400
:p—>—%+ 2

Calcoliamo la derivata prima e quindi il suo segno per determinare gli intervalli di monotonia.

E evidente che la funzione é sempre positiva e quindi la funzione é crescente su (—oo, —3) e
(_%7 +OO>
Calcoliamo la derivata seconda.
8
(2x + 1)*
f" ¢ sempre negativa e quindi la funzione é concava su (—oo, —3) e (—3, +00).
Possiamo a questo punto tracciare il seguente grafico.

['(w) = —emm



y
1
-1 | -
| X
-1/2 0
(3) Calcolare il seguente integrale
+o0 xe—\/ﬁ

— dx.
2 VI — 2
Svolgimento

L’integrale proposto ¢é di tipo improprio. Infatti I'integrazione avviene su un dominio non
limitato e la funzione presenta una singolaritd nel primo estremo. Il calcolo avviene quindi
mediante il passaggio al limite di due integrali ossia, fissato ¢ > 2, determiniamo:
Yoo . T3 ¢ . a2 s . —Va—2
xre xre xre
——— dr = lim —— dxr + lim — dux. 1
2 Vo —2 s=2+ Jo Vo —2 s—t+oo [ o —2 (1)

Risolviamo procedendo al calcolo delle primitive della funzione integranda. Per fare questo
effettuiamo il seguente cambiamento di variabile:

t? =z — 2, quindi 2tdt = dx

da cui

?+2 2 ¢ —t 2 —t —t
dr = " e '2tdt =2 [ te’tdt +2 [ e tdt=2 | t°e tdt — 4e".
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Risolviamo l'integrale indefinito rimasto integrando per parti.

/th_tdt = —t2e_t+2/te_tdt: —t?e7t — ote”t + Q/e_tdt:

= —t?et —2et — 27 4+ C.
Sostituendo sopra e tenuto conto che t = y/x — 2 otteniamo
—Vz=2
xre ) 3
— dr = —2(x -2 — 4V —2e” VrT O
— (x—2)e” Vi

Tenuto conto di (1) possiamo scrivere

+00 —Vz—2
% dx = h%l [—2(0—2) —4y/e—2e7VE? — Be Vet

2 st

+2(s —2)e V2 4 4y/s — 207V 4 86_“9_2} +

lim [+2(s —9)eVE 2 4fs —2eVE 2 86"/‘9’2} +

§—+00

+2(c—2)e Ve 4 4y/c—2e7VE? £ 8e VT = 8.

Si puo anche procedere direttamente nel modo che segue quando si effettua il cambiamento

di variabile. Per x = s si ha che t = v/s — 2, mentre per x = ¢ si ha che t = /¢ — 2. Quindi
calcolando le primitive come sopra, da (1), segue

“+o0o IG —vx—2 c xe*\/fo s 1‘67\/3372
dr = lim —— dz + lim — dx =
2 \/3: — s=2+ Jo Vo —2 s—+oo Joo o —2
Ve2 2 o ViT2i2 49
= lim + e '2tdt + lim i e totdt =
S5—24 g t §——400 —2
lim. [—2(0 C9)e Vel 4o 2e Ve L ge Vel

+2(5s —2)e V2 4 4y/s — 27 V2 4 86_VS_Q] +
§——400

lim [+2(3 —9) eV L 45 —2e V2 4 8 e—vs—Q] +

+2(c—2)e Ve 4 4y/c — 27V £ eV = 8,



