Soluzioni [ 1]

1.

Dobbiamo far vedere che x, verifica le due condizioni della definizione ricorsiva.
La verifica che sia x; = 8/5 ¢ immediata.
Rimane da provare che ¢

2-4°
4n+l 8 n
2 —— = 44
4" +1 3 2-4 PN
4"+1

Riscriviamo il secondo membro:

16-4"

Sl 164 84 24
64" +2:4"+2 84 +2 4.4"+1 47T+

4"+

questo permette di concludere.

2.

(gohof) (X)= —“logXH

logx -1

Condizioni per I’esistenza della funzione :

x>0 per il logaritmo x>0
logx > 0 per la radice & < x21 o xe[l,e)u(e,+o).
\J logx # 1 peril denominatore X#¢

3.

I1 C.E. della disequazione si ottiene imponendo le condizioni:

Xx+2 >0

2-Vx+2>0 < xe[-2,2).
2x+5>0

Osserviamo poi che ¢

log,(2x+5) log,(2x+5) 1
log, 16 log, 4° 2

log, (2x+5) = log,(2x+5) .



Sostituendo nella disequazione e moltiplicando ambo i membri per 2, si ottiene :
2 log, (2-+/x+2) >log, (2x+5)

da cui
log, (2-+x+2)* >1log, (2x+5) .

Deve dunque essere

2 < x<2
< sviluppando il quadrato e semplificando
{(2-\/x+2)2>2x+5 PP 1 P
2 sx=2 hé la di i bbi luzioni, il d bro d
<> perché la disequazione abbia soluzioni, il secondo membro deve
4x+2<1-x

essere positivo; ciod stabilito, elevando al quadrato e semplificando

2 <x <1
x> -18x-32>0

2 e 1 b a=9-4113 , b= 9++/113

In conclusione : -2<x<9-+ 113 .

4,

(1) Per provare che ¢ decrescente, dobbiamo far vedere che V n € N risulta :

Jn+2 Jn+1
log| e " -1| <log|e " -1| <

eliminando il logaritmo (che ¢ una funzione crescente), semplificando il termine -1, eliminando
I’esponenziale ( che ¢ una funzione crescente )

\/n+2 - \/n+1
n+1 n

<> elevando al quadrato e togliendo 1 denominatori

n’(n+2)<(n+1) < .. o n*+3n+1>0
La disequazione a cui siamo arrivati ¢ sempre verificata nell’insieme dei numeri naturali.

(ii)



Per provare che la successione non ¢ limitata inferiormente , occorre far vedere che

Ja2
VM>0, 3IneN:log| er! -1[<-M .

La disequazione equivale successivamente a :

e —
+
el -1 <e™ o n+ 12 <log(l+e™) &

L’argomento del logaritmo a secondo membro ¢ maggiore di 1 : il logaritmo ha dunque senso ed
¢ positivo. Possiamo dunque elevare al quadrato ambo i membri della disequazione . Togliendo
anche il denominatore e ponendo (per semplificare la notazione) K =1log (1 +e™), si ottiene

n+2<n’K*+2nK*+K? < K*n® +(2K*~1)n+(K*-2)>0.
Risolvendo la disequazione nel modo consueto , si trova che tra le soluzioni ci sono i valori di n
tali che
2K’ -1+~ 4K*+1
2K '

Poiché a noi basta trovare almeno un valore di n che risolva la disequazione, abbiamo raggiunto
1’ obiettivo.

n>

(ii1)
Poiché la successione € decrescente e non limitata inferiormente, abbiamo :

min X, non esiste inf X, = -0

max X, = sup X, = X; = log (eﬁ - 1) .



Soluzioni [ 2 ]

1.

Dobbiamo far vedere che x, verifica le due condizioni della definizione ricorsiva.
La verifica che sia x; = 3/4 € immediata.
Rimane da provare che ¢

3[1

n+ 3
3™ 3741
n+1 n -
34 ) 3 i

3"+1

Riscriviamo il secondo membro:

33"

3n+1 B 3n+1 B 3n+1 .
237 +3+1 3.3 +1 3+

37+

questo permette di concludere.

2.

logx +1
hogof — ’—
( J )(X) logx -1

Condizioni per I’esistenza della funzione :

x>0 per il logaritmo
logx # 1 per il denominatore <

+
logx+1 > 0 per laradice
logx-1
x>0 x>0
& 9 xX#Ee & 4 X#Ee & xe(0,1e] U (e, +o)
log x <—1 opp. logx >1 x<l/eopp.x>e

3.

I1 C.E. della disequazione si ottiene imponendo le condizioni:



x+3 20

Vx+3<2 < xe (-1/2,1).
2x+1>0

Osserviamo poi che ¢

log,(2x+1) log,(2x+1) _

1
lo 2x+1) = —
2 ( ) log, 25 g, & 2

log,(2x+1) .

Sostituendo nella disequazione e moltiplicando ambo 1 membri per 2, si ottiene :
2 log, (2-+/x+3) <log, (2x+1)

da cui
logs (2-~+/x+3)* <log, (2x+1) .

Deve dunque essere

-12<x<1 . ' _
< sviluppando il quadrato e semplificando

(2-Vx+3)y <2x+1

-12<x<1 S . . .
< poiché il secondo membro ¢ positivo, possiamo elevare al

4x+3>6-Xx

quadrato; semplificando , si ottiene :

-12<x<1
x?-28x-12<0

[ a=14-4J13 . b= 14 +4J13

-1/2 a 1 b

In conclusione : 14—4+ 13 <x<1.

4.

(1) Per provare che ¢ crescente, dobbiamo far vedere che ¥V n € N risulta :

n nt+l1
loglem-lJ <10g£e“*2-1] <



eliminando il logaritmo (che ¢ una funzione crescente), semplificando il termine -1, eliminando
I’esponenziale ( che ¢ una funzione crescente )

n - n+1
Jn+1 Jn+2

< elevando al quadrato e togliendo i denominatori

n(n+2)<(n+1) < ... o n*+3n+1>0
La disequazione a cui siamo arrivati ¢ sempre verificata nell’insieme dei numeri naturali.

(ii)

Per provare che la successione non ¢ limitata superiormente , occorre far vedere che

n

VM>0, 3neN:log| e'"'-1| > M.

La disequazione equivale successivamente a :

n

eVl L > eM o s log(1+e")

Vvn+1

L’argomento del logaritmo a secondo membro ¢ maggiore di 1 : il logaritmo ha dunque senso ed
¢ positivo. Possiamo dunque elevare al quadrato ambo i membri della disequazione . Togliendo
anche il denominatore e ponendo (per semplificare la notazione) K =1log (1 +¢™), si ottiene

n>nK+K> o n®-K’n-K>0.

Risolvendo la disequazione nel modo consueto , si trova che tra le soluzioni ci sono i valori di n
tali che
K +4 K +4K?

5 .

Poiché a noi basta trovare almeno un valore di n che risolva la disequazione, abbiamo raggiunto
1’ obiettivo.

n

(iii)
Poiché la successione ¢ crescente e non limitata superiormente, abbiamo :

max X, non esiste sup X, = +oo

min X, = infx, = x; = log (ew—2 -1).



Soluzioni [ 3]

1.

Dobbiamo far vedere che x, verifica le due condizioni della definizione ricorsiva.
La verifica che sia x; = 1/2 ¢ immediata.
Rimane da provare che ¢

21’1
n+ 2
2" T
n+l n .
27 +2 2 1
242

Riscriviamo il secondo membro:

2n+1

ﬁ B 2n+1 B 2n+l .
2"+2°+2  2.2"+2 2742

242

questo permette di concludere.

2.

(fogoh) (x) = log 7

Condizioni per I’esistenza della funzione :

x>0 per la radice x>0

Jx -1 20 per il denominatore & < x#1 << xe (1,+o0).

Jx +1 x>1

>(0 per il logaritmo
\/7 ) p g

3.

I1 C.E. della disequazione si ottiene imponendo le condizioni:

x+4 >0

vx+4>1 < xe (-3,3).
3-x>0

Osserviamo poi che ¢



log;(3-x) _ log;(3-x) _1
log, 9 log, 3 2

log, (3-x) = log,(3-x) .

Sostituendo nella disequazione e moltiplicando ambo i membri per 2, si ottiene :
2 log, (\/m-l) > log, (3-x)

da cui
log, (Vx+4-1)* >1log, (3-x) .

Deve dunque essere

< sviluppando il quadrato e semplificando

(Vx+4-1)>3-x

{-3<x<3

3<x<3
{ < perché la disequazione abbia soluzioni, il secondo membro deve

Jx+4< 1+x

essere positivo; cid stabilito, elevando al quadrato e semplificando

-1 £ x<3
x>+ x-3>0

-1+ 13

2 2

In conclusione : IT <x<3.

4,

(1) Per provare che ¢ decrescente, dobbiamo far vedere che V n € N risulta :

Vv2n+3 N2n+1
log| e ! -1| <log|le ™ -1 <

eliminando il logaritmo (che ¢ una funzione crescente), semplificando il termine -1, eliminando
I’esponenziale ( che ¢ una funzione crescente )

v 2n+3 < v 2n+1

n+1 n

<> elevando al quadrato e togliendo 1 denominatori

n’(2n+3)<(n+1)> (2n+1)<e .. o 2n°+4n+1>0



La disequazione a cui siamo arrivati ¢ sempre verificata nell’insieme dei numeri naturali.

(ii)

Per provare che la successione non ¢ limitata inferiormente , occorre far vedere che

V2n+1
VM>0, 3neN:log| e » -1|<-M.

La disequazione equivale successivamente a :

A2n+1
2n+1
e " -1<eM

<log(l+e™) &

L’argomento del logaritmo a secondo membro ¢ maggiore di 1 : il logaritmo ha dunque senso ed
¢ positivo. Possiamo dunque elevare al quadrato ambo 1 membri della disequazione . Togliendo
anche il denominatore ¢ ponendo (per semplificare la notazione) K =1log (1 +¢™), si ottiene

n+1<n’K? < K?n? -2n-1>0.

Risolvendo la disequazione nel modo consueto , si trova che tra le soluzioni ci sono i valori di n

tali che
1+ 1+K°
K’ '
Poiché a noi basta trovare almeno un valore di n che risolva la disequazione, abbiamo raggiunto
1’obiettivo.

n>

(iii)
Poiché la successione € decrescente e non limitata inferiormente, abbiamo :

min X, hon esiste inf x, = -0

max X, = sup X, = x; = log (eJg - 1) .



Soluzioni [ 4 ]

1.

Dobbiamo far vedere che x, verifica le due condizioni della definizione ricorsiva.
La verifica che sia x; = 3/2 € immediata.
Rimane da provare che ¢

3.2"
n+ 6
3.2 _ 49
n+l n :
2" 42 3.2 L3
2"+2

Riscriviamo il secondo membro:

18-2"

212 _ 182" 62" _3-27
32743 2°+6  6:2"+6 2 -2+2 2%+2’

22

questo permette di concludere.

2.

log\/§+1
ho of = <2
( s )(X) log\/?-l

Condizioni per I’esistenza della funzione :

x 20 per la radice
Jx >0 per il logaritmo &

log Jx >1 per il denominatore

x>0

& {1 x>0 < xe(e’,+o)

Jx >e

3.

I1 C.E. della disequazione si ottiene imponendo le condizioni:

x+3 20
3< x<2

Hx+3>1 o T o xe (2,2).
x+3>1

2-x>0



Osserviamo poi che ¢

log,(2-x) _log,(2-x) _1
log, 4 log, 2° 2

log, (2-x) = log,(2-x) .

Sostituendo nella disequazione e moltiplicando ambo 1 membri per 2, si ottiene :
2 log, (Vx+3-1) <log, (2-x)

da cui
log, (Vx+3-1)* <log, (2-x) .

Deve dunque essere

- 2 < X < 2 . . .
< sviluppando il quadrato e semplificando

(Vx+3-1)<2-x

=

Vx+3>x+1

{-2<x<2

se il secondo membro ¢ negativo , la disequazione ¢
sicuramente verificata; se ¢ positivo, possiamo elevare al
quadrato; semplificando , si ottiene :

-1 £ x<2

-2<x<-1 oppure
PP {X2+X—2<0

)
.
—
—
[ B

In conclusione : -2 <x<1.

4.

(1) Per provare che ¢ crescente, dobbiamo far vedere che V n € N risulta :

n+1 n
log[e Va3 —1] < log[e vantl —IJ S



eliminando il logaritmo (che ¢ una funzione crescente), semplificando il termine -1, eliminando
I’esponenziale ( che ¢ una funzione crescente )

ntl > - < elevando al quadrato e togliendo i denominatori
N 2n+3 v 2n+1
(n+1)*(2n+1)<n’(2n+3) & ... & 2n°+4n+1>0

La disequazione a cui siamo arrivati ¢ sempre verificata nell’insieme dei numeri naturali.

(i)

Per provare che la successione non ¢ limitata superiormente , occorre far vedere che

vVM>0, EIneN:log(e”““ —1] > M .

La disequazione equivale successivamente a :

n

eV s eM o L s log(1+e")

NV 2n+1

L’argomento del logaritmo a secondo membro ¢ maggiore di 1 : il logaritmo ha dunque senso ed
¢ positivo. Possiamo dunque elevare al quadrato ambo i membri della disequazione . Togliendo
anche il denominatore e ponendo (per semplificare la notazione) K =1log (1 +¢™), si ottiene

n > 2nK2+K> o n®-2Kn-K®>0.

Risolvendo la disequazione nel modo consueto , si trova che tra le soluzioni ci sono i valori di n
tali che

n >K>++K' +K? .
Poiché a noi basta trovare almeno un valore di n che risolva la disequazione, abbiamo raggiunto
1’ obiettivo.

(iii)
Poiché¢ la successione ¢ crescente e non limitata superiormente, abbiamo :

max X, hon esiste sup x, = too

minx, = infx, = x; = log (e”‘r3 -1) )



