seconda parte  [ A ]
1.

Disegnare la regione di piano individuata dalla condizione 
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 e calcolarne l’area.

Possiamo riscrivere la condizione data nella forma  
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,  0 ≤ x < 1.

La regione descritta è dunque la parte di piano compresa tra il grafico della funzione f  ( x  ) = 
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  e quello della funzione opposta – f ( x ) , per 0 ≤ x < 1.

Studiamo brevemente la funzione f ( x ).
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f ( 0 ) = 0  ,  per x → 1-  f ( x ) → +∞
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L’area richiesta è data da 
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Ponendo  
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 = t   ( e quindi x = t2 / ( 1 + t2 )  ,   dx = 2t ( 1 + t2 )2 dt ) , si ottiene 
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Scomponiamo la funzione integranda nella forma 
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. Possiamo semplificare il calcolo osservando che 

(i) essendo la funzione  pari , pari devono essere anche le funzioni nella scomposizione 

(ii) la derivata di una funzione dispari è pari.

Questo permette di stabilire che deve essere A = D = 0. Completando il calcolo, si trova B = C = 2.

In conclusione, l’area è data da 
[image: image11.wmf]p

  

  

 t

 

1

 t

2

  

 t  

arctg

 

2

 

0

2

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+¥

.

  2.

Studiare la funzione  F ( x ) = 
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f ( t ) =  
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Definita per t > 0; positiva per t > 1

Per t → 0   
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per x →+∞   F ( x ) = 
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F’ ( x ) = 
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x = 0 punto a tangente verticale


positiva per x < 1 / 
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 e per x > 1 ; nulla per x = 1.
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3.

Risolvere l’equazione y’ + 
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2

2

)

 

 x

 

1

 

(

)

 

y

 

 

1

 

(

 x 

 

2

+

+

p

 = 0.

Equazione a variabili separate.

Non esistono soluzioni costanti.

Il problema con condizione iniziale ha unicità di soluzione.
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Imponendo la condizione iniziale nell’integrale in forma implicita, si trova che deve essere c = - π / 4.

La soluzione y = 
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 La prima disequazione è sempre verificata; la seconda lo è per x2 > 1/3, cioè (tenendo conto che nella condizione iniziale è x0 = 1 )  x > 
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4.

Studiare la successione definita per ricorrenza da a1 = ½  ,  an+1 =  ( an2 + an5 ) / 2.

La successione è ben definita e positiva.
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Questo prova che la successione è crescente in ( 1 , +∞) , decrescente in ( 0 , 1 ); i suoi punti fissi sono 0 e 1. 

Poiché al passo iniziale la successione vale ½, dobbiamo verificare se si mantiene sempre minore di 1.          La condizione equivale a an5 + an2 – 2 < 0, cioè an2 ( an3 + 1 ) < 2 , che è vera se an < 1.  In conclusione la successione tende a 0 decrescendo.
seconda parte  [ B ]
1.

Disegnare la regione di piano individuata dalla condizione 
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 e calcolarne l’area.
Possiamo riscrivere la condizione data nella forma  
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,  -1 < x ≤ 0.

La regione descritta è dunque la parte di piano compresa tra il grafico della funzione f  ( x  ) = 
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  e quello della funzione opposta – f ( x ) , per -1 < x ≤ 0.

Studiamo brevemente la funzione f ( x ).

SGN
positiva

LIM
f ( 0 ) = 0  ,  per x → 1+  f ( x ) → +∞
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L’area richiesta è data da 
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Ponendo  
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 = t   ( e quindi x = - t2 / ( 1 + t2 )  ,   dx = - 2t ( 1 + t2 )2 dt ) , si ottiene 
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Scomponiamo la funzione integranda nella forma 
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. Possiamo semplificare il calcolo osservando che 

(i) essendo la funzione  pari , pari devono essere anche le funzioni nella scomposizione 

(ii) la derivata di una funzione dispari è pari.

Questo permette di stabilire che deve essere A = D = 0. Completando il calcolo, si trova B = C = 2.

In conclusione, l’area è data da 
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 2.

Studiare la funzione F ( x ) = 
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f ( t ) =  1 / 
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Definita per t > 0 , t ≠ 1 ; positiva per t > 1

Per t → 0   f ( t ) → 0  discontinuità eliminabile ;  integrabile in un intorno di 0

Per t → 1   f ( t ) ≈ 1 / ( t – 1 )1/3 ; integrabile in un intorno di 1
Per t → +∞  f  (t ) infinitesimo di ordine inferiore ad ogni potenza 1 / t ; non integrabile .
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F’ ( x ) = 
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Risolvere l’equazione y’ - 
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 = 0.  Disegnare il grafico della soluzione che verifica la soluzione iniziale y (- 1 ) = 1 .

Equazione a variabili separate.

Non esistono soluzioni costanti.

Il problema con condizione iniziale ha unicità di soluzione.
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Imponendo la condizione iniziale nell’integrale in forma implicita, si trova che deve essere c =  π / 4.

La soluzione y = 
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 La prima disequazione è sempre verificata; la seconda lo è per x2 > 1/3, cioè (tenendo conto che nella condizione iniziale è x0 = - 1 )  x < - 
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4.

Studiare la successione definita per ricorrenza da a1 = 2  ,  an+1 =  ( an2 + an5 ) / 2.

La successione è ben definita e positiva.
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Questo prova che la successione è crescente in ( 1 , +∞) , decrescente in ( 0 , 1 ); i suoi punti fissi sono 0 e 1. 

Poiché al passo iniziale la successione vale 2, dobbiamo verificare se si mantiene sempre maggiore di 1.          La condizione equivale a an5 + an2 – 2 > 0, cioè an2 ( an3 + 1 ) > 2 , che è vera se an > 1.  
In conclusione la successione è crescente e, dato che non trova nessun punto fisso, tende a +∞.
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