[A]

Parte seconda — Soluzioni

x>0 x>0
C.E. 1-logx#0 = X#e = x0(0,1]
1+logx| _, 1+ 2logx +log®x <1-2logx +log?x
1-logx
zeri : la funzione si annulla per x = 1/e
1+ logx 1+ logx
ST ok o 2P ek se kO[-12, 2]
1- logx 1-logx
senk-1
= logx= —= se k(-1/2,1/2]
senk +1
senk-1
o X = exp| ———
senk +1
Si verifica facilmente che la soluzione trovata sta nell’intervallo (0, 1].
Dunque la funzione & invertibile e la sua immagine & (- /2, T/2].
Una funzione continua in un intervallo e iniettiva € monotona.
Grafico
v perx->0 f(x)->-n/2
f(1)=m/2
y 1
2.

Successione ben definita e positiva
Proviamo per induzionecheéx,<n/(n+1).



Passo base: per n =1 la maggiorazione diventa 0 < 1, che & banalmente vera
Induttivita : dobbiamo provarechex,<n/(n+1) = x,a<(n+1)/(n+2).
n n n n+1
(1+ Xn) S(*) (1+ ) S('))
1+2n

1+2n n+1 “n+2
In (*) abbiamo usato l'ipotesi.

Xn+1 =

Con semplici calcoli algebrici si trova che la seconda disequazione & sempre verificata.

n n
1+X,) 2 X, © .. © X< ——
2n+1( n) n n n+1

Per quanto verificato al passo precedente I'ultima condizione € sempre verificata; questo prova che

Xpan 2 Xp =

la successione & crescente e dunque ammette limite, necessariamente finito perché 0 < x, <
n/(n+1)->1.1puntifissi della successione verificano I'equazione L=(1+L) /2 ; dunque il limite
vale 1.

X +sen?x = x + o(x)

exp(X+sen®x) = exp(X + 0(x) = 1+x+0(X)

Vx+senx =4/ 2x + 0(x)

COS+/ X +Senx = coS,/ 2Xx + 0(x) =1-x+0(x)
logtg 2x—logsenx = log(2x+0(x))—log(x+o(x))=log2+o0(x)
_ 2X 2

x log2 - log2

1+x

-€e< log,| <e
1-x

- e‘5</1+—x<e5 - e_25<1+—x<e28 = %
1-x 1-x

(1-x)e 28 < 1+x < (1-x)e?® = .. =
e-28 _1 e2€ _1
2 <X< 2
et +1 e +1
Si vede facilmente che quello trovato & unintorno di 0.

(*) abbiamo supposto 1 —x >0, cioe x < 1, il che non e restrittivo per la verifica.



(B]

x-1>0 X>1 X>1 >
C.E. e e , = x0O[2,1+e”]
-1<1-log(x-1)<1 O<log(x-1)<2 l<x-1l<e

e zeri: lafunzione si annulla per x = 1+e
4arcsen(1-log(x-1)) = k = 1-log(x-1) =sen(k/4)
se k/4 D[-TﬂZ,TIfZ]cioékD[-Zﬂ,Zﬂ]
= log(x-1)=1-sen(k/4) « x =1+exp(1l-sen(k/4))

Si verifica facilmente che la soluzione trovata sta nell’intervallo [2,1+e”]

Dunque la funzione & invertibile e la sua immagine & [ - 21, 21].

¢ Una funzione continua in un intervallo e iniettiva € monotona.
e Grafico

f(2)=2m, f(1+e’)=-2n

e Successione ben definita e positiva
*  Proviamo per induzionecheéx,<(n+1)/(n+2).
Passo base: per n =1 la maggiorazione diventa 1/2 < 2/3, che & banalmente vera
Induttivita : dobbiamo provarechex,<(n+1)/(n+2) = X <(n+2)/(n+3).
X = ntl (1+Xn) <(x n+l (1+ n+1) <@ N+
3+2n 3+2n n+2 n+3
In (*) abbiamo usato l'ipotesi.

Con semplici calcoli algebrici si trova che la seconda disequazione & sempre verificata.

n+1 (1+x,) = x Xy < n+l
2n+3 neeono "Tn+2

Per quanto verificato al passo precedente |'ultima condizione € sempre verificata; questo prova che

* Xpu2Xp =

la successione & crescente e dunque ammette limite, necessariamente finito perché 0 < x, <



(n+1)/(n+2)->1.1puntifissi della successione verificano I'equazione L=(1+ L)/ 2; dunque il
limite vale 1.

exp(senx) = exp(x + o(x) =1+x+0(Xx)
exp(-xcosx) = exp(-x+0(x)) =1-x + o(x)
1+senx _ 1+senx 1= 2 senx

log = -1= =2Xx+0(x)
1-senx 1-senx 1-senx
f(x) :Q 51
2X
4.
—s<E [Iog4+X -IogBj<s = —2£<Iog£< 2k <
2 4-x 3(4-x)
-2 4+X <o
3(4-x)

Possiamo supporre 4 —x >0, cioe x < 4, il che non e restrittivo per la verifica.
Procedendo con i calcoli, si conclude che deve essere

-2¢ 2t
43e 1<X<43e 1

3% +1 3e%* +1
Si verifica facilmente che quello trovato € un intorno di 2 .



[C]

C.E.

zeri :

x>0 x>0
1+logx#0 < x#lle e xO[1,+)
1-logx 1-2logx + Iogzx <1+2logx + Iogzx

<1

1+logx

la funzione si annulla perx=e

1-logx - K o Hﬂ =senk  se kD[-TIfZ,TVZ]
1+ logx 1+logx
1+senk
(1-§nkj
e X=Zexp|———
1+senk

Si verifica facilmente che la soluzione trovata sta nell’'intervallo [ 1, +o°)

Dunque la funzione & invertibile e la sua immagine & (- /2, T/2].

Una funzione continua in un intervallo e iniettiva € monotona.

Grafico
v 1 per x -> +oo f(x)->-n/2
f(1)=m/2
1I \R\
2.

Successione ben definita e positiva

Proviamo per induzionecheéx,<n/(n+1).

Passo base: per n =1 la maggiorazione diventa 0 < 1, che & banalmente vera
Induttivita : dobbiamo provarechex,<n/(n+1) = x,u<(n+1)/(n+2).



n n n n+1
1+X,) <x 1+ <
1+2n( n) ()1+2n( n+1) P

In (*) abbiamo usato I'ipotesi.

Xn+1 =

Con semplici calcoli algebrici si trova che la seconda disequazione & sempre verificata.
n n

(1+Xp) 2 Xy © e © XS —

2n+1 n+1

Per quanto verificato al passo precedente I'ultima condizione € sempre verificata; questo prova che

Xn1 2 Xp =

la successione & crescente e dunque ammette limite, necessariamente finito perché 0 < x, <
n/(n+1)->1.1puntifissi della successione verificano I'equazione L=(1+L) /2 ; dunque il limite
vale 1.

tgX +x2= X + o(x)

exp(tgx+x2) = exp(x + o(x) =1+x+0(x)

Vx+senx =4/ 2x + 0(x)

COS+/ X +Senx = coS,/ 2Xx + 0(x) =1-x+0(x)

log arctg 2x—logtgx = log(2x+0o(x))—log(x+o(x))=log2+0(x)

£(x) :xlogz ~ log2
2X 2
4.
logx+1 1 3 2logx-1 _ 1
< — - —< ¢ = —£Ee<— < ¢ @(*) —_— > - =
2logx-1 2 2logx -1 3 £

1 3

0 30002
2 €

Si vede subito che quello trovato € un intorno di +o°.

(*) abbiamo supposto 2 logx—1 >0, cioé x> +/ € , il che non é restrittivo per la verifica.



[D]

Xx+1>0 X>-1 X>-1 2
C.E. e e , = x0[0,e"-1]
-1<l-log(x +1)<1 O<log(x+1)<2 l<x+l<e

e zeri: lafunzione siannulla perx=e-1.
4arcsen(1-log(x+1)) = k = 1-log(x+1) =sen(k/4)
se k/4 D[-TﬂZ,TIfZ]cioékD[-Zﬂ,Zﬂ]
= log(x+1l)=1-sen(k/4) =« x =-1+exp(l-sen(k/4))

Si verifica facilmente che la soluzione trovata sta nell’intervallo [0, e*—1]

Dunque la funzione & invertibile e la sua immagine & [ - 21, 21].

¢ Una funzione continua in un intervallo e iniettiva € monotona.
e Grafico

f(o)=2n f(e’-1)=-2n

e Successione ben definita e positiva
*  Proviamo per induzionecheéx,<(n+1)/(n+2).
Passo base: per n =1 la maggiorazione diventa 1/2 < 2/3, che & banalmente vera
Induttivita : dobbiamo provarechex,<(n+1)/(n+2) = X <(n+2)/(n+3).
X = ntl (1+Xn) <(x n+l (1+ n+1) <@ N+
3+2n 3+2n n+2 n+3
In (*) abbiamo usato l'ipotesi.

Con semplici calcoli algebrici si trova che la seconda disequazione & sempre verificata.

n+1 (1+x,) = x Xy < n+l
2n+3 neeono "Tn+2

Per quanto verificato al passo precedente |'ultima condizione € sempre verificata; questo prova che

* Xpu2Xp =

la successione & crescente e dunque ammette limite, necessariamente finito perché 0 < x, <



(n+1)/(n+2)->1.1puntifissi della successione verificano I'equazione L=(1+ L)/ 2; dunque il
limite vale 1.

Jcos2x = \/1-2x2+o(x2) =1-x2+0(x?)
logcos2x = cos2x-1 = -2x% +0(x?)
2
fix) == /f.a-1/4
-2X

Si osservi che x pud tendere a 0 solo da destra, dato che compare come argomento di un logaritmo.

logx? +1 -1 -1
—E<———-2<g o —&8< —<E o () ——

logx +1 logx +1 logx +1
( * ) Abbiamo supposto logx + 1 < 0, cioé x < 1/e, il che non é restrittivo per la verifica.
Procedendo con i calcoli, si conclude che deve essere

O<x<exp(-1-lk).

Quello trovato e ovviamente un intorno destro di 0 .

<Eg



