Soluzioni
1.

Il modo più semplice per studiare la monotonia della successione data è quello di studiare il segno della derivata della funzione f ( x ) = ( x2 – 2 x + 6 ) / ( x2 + 3 ) . Procedendo in questo modo, si trova che la funzione è crescente (in particolare) per x > ( 3 + 
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 ) / 2 e dunque la successione è crescente per n ≥ 4.
Poiché x1 = 5/4 , x4 = 14/19 ed il limite vale 1, si ottiene che 5/4 è il massimo ( e dunque anche l’estremo superiore ) della successione, mentre 14/19 ne è il minimo ( e l’estremo inferiore ).

Per verificare la validità del limite, occorre provare che – fissato 
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> 0 – risulta definitivamente
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Supponendo n > 1 (il che non è limitativo) , possiamo togliere il valore assoluto.

La disequazione equivale a 
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Se 
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 è tale che  
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< 0 , la disequazione è sempre verificata; altrimenti è verificata (in particolare) per n > 
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, cioè definitivamente.

2.
Il problema di Cauchy ha un’unica soluzione.

Le soluzioni costanti y = ±1 non rientrano nel dominio richiesto.

Separando le variabili e integrando, si ottiene
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Ovvero, tenendo conto della limitazione sulla y :
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     con k = e-c > 0.

Esplicitando y :
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Poiché risulta | y | < 1  
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x , le soluzioni sono definite su tutto R.
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3.

La funzione è definita e continua in ( -1 , 2 ) .
Iniziamo con il metodo del completamento del quadrato nel termine sotto radice:
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Poniamo ( 2 x – 1 ) / 3 = sen t   , cioè x = ( 1 + 3 sen t ) / 2   e dunque dx = 3/2 cos t dt  .
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4.

Possiamo riscrivere la funzione nella forma f ( x ) = 2 sen2x + senx – 1.
La funzione è periodica di periodo 2π ; possiamo limitarci a studiarla nell’intervallo [ 0 , 2 π ].

SEGNO e ZERI

La funzione si annulla per x = π/6 , 5 π/6 , 3 π/2,

E’ positiva in ( π/6 , 5 π/6 ).

DERIVATA

f ‘ ( x ) = cosx + 2 sen2x = cosx ( 1 + 4 senx )

La derivata è positiva in ( 0 , π / 2 ) 
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 ( π + arcsen ¼ )  
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 ( 2 π – arcsen ¼ , 2 π )
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L’integrale 
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 è improprio a causa del punto di discontinuità in π / 6.

Per valutare l’ordine di infinito, scriviamo la formula di Taylor di punto iniziale π / 6 per il denominatore.

cos 2x = cos π/3 – 2 sen π/3 ( x – π/6 ) + o ( x – π/6 )  =  ½ - √3 ( x – π/6 ) + o ( x – π/6 )  
sen x =  sen π/6 +  cos π/6 ( x – π/6 ) + o ( x – π/6 )  =  ½ + √3/2 ( x – π/6 ) + o ( x – π/6 )  .

La funzione risulta infinita di ordine 1 e dunque l’integrale non esiste.
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