Ordinamento dei numeri complessi
Introdurre in un insieme A una relazione di ordinamento ( totale ) significa definire la scrittura        z ≤ w  per gli elementi di A, in modo da verificare le proprietà:


z ≤ z  



 ( proprietà riflessiva )

z ≤ w ,  w ≤ z    (    z = w     ( proprietà antisimmetrica )

z ≤ w ,  w ≤ v    (    z ≤ v     ( proprietà transitiva )


per ogni z, w    z ≤ w  oppure  w ≤ z  ( ordinamento totale ).

In R la relazione minore o uguale ha queste proprietà; inoltre essa è legata alle proprietà algebriche della somma e del prodotto dal fatto che:
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Da queste si deducono tutte le altre proprietà che si usano comunemente nel calcolo algebrico, ad esempio il quadrato di un qualunque numero reale è positivo (o nullo se il numero di partenza è lo zero).


Infatti, se z > 0, moltiplicando ambo i membri per z, si ottiene z2 > z∙0 , cioè    z2 > 0. Se invece z < 0, moltiplicando ambo i membri per –z, si ottiene -z∙z < -z∙0, cioè – z2 < 0, ovvero z2 > 0.
In C è possibile definire delle relazioni di ordinamento.


Un possibile ordinamento è quello detto lessicografico (o degli elenchi telefonici, dei quali segue la stessa logica). Dati z’ = a’ + i b’  e  z = a + i b, poniamo z’ ≤ z se


a’ < a   oppure   
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In altre parole, un numero complesso è minore di un altro, se la parte reale del primo è minore di quella del secondo, oppure se – a parità di parte reale – la parte immaginaria del primo è minore di quella del secondo. Nel piano complesso, considerando i punti associati ai due numeri, il primo ha ascissa minore del secondo, oppure – a parità di ascissa – ha ordinata minore. Ad esempio        i < 1 – 2 i, -2 < i , 1 – i < 1 + 2 i.

  In C, però, nessuna relazione di ordinamento può essere compatibile con le proprietà delle operazioni, nel senso sopra precisato.
Ragioniamo per assurdo: supponiamo esista una relazione d’ordinamento che verifica tutte le proprietà elencate. 
Per essa sarà vera una delle seguenti affermazioni:


i  >  0       oppure      i  <  0

( essendo i ≠ 0 ).

Nel primo caso, la moltiplicazione per i lascia inalterato il segno della disuguaglianza. Dunque i2 > 0 ∙ i  , cioè -1 > 0. Questo non è ancora un assurdo: significa solo che l’ordinamento considerato in C non induce su R l’ordinamento standard. Moltiplicando ancora per i, si ottiene – i > 0 , cioè i < 0. Questo contraddice l’ipotesi i > 0 da cui eravamo partiti.

In maniera analoga nel secondo caso. Stavolta ad essere positivo è – i e quindi è la moltiplicazione per questo numero che lascia inalterato il segno di una disuguaglianza. Dunque i < 0 → i ∙ ( - i ) < 0 ∙ ( - i ) ↔ 1 < 0 → 1 ∙ ( - i ) < 0 ∙ ( - i ) → - i < 0 ↔ 1 > 0; anche in questo caso si arriva ad una contraddizione. 
(
Dunque, mentre in C si conservano le proprietà algebriche dei numeri reali che sono alla base della teoria delle equazioni, non è invece possibile stabilire una significativa e utile teoria delle disequazioni.
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