La formula di Taylor con il resto di Peano

Abbiamo dimostrato che le funzioni derivabili in un punto x o sono tutte e sole quelle
differenziabili nel punto, cioe quelle per cui vale I'uguaglianza:

f(x)=1(xg) +1'"(xg)(xX-Xg)+0(X-Xq)

dove il termine o (x — Xp) indica un infinitesimo di ordine superiore a x — x ;. Abbiamo
interpretato questo risultato dicendo che é possibile approssimare la funzione f ( x )
con un polinomio di primo grado (sef‘(xo)#0), il cui grafico & la retta tangente al
grafico della funzione nel punto di ascissa x ¢. In questa approssimazione si compie
un errore, intendendo con questo termine la differenza tra la funzione e il polinomio
( ovviamente la differenza € nulla nel punto xy ): abbiamo valutato questo errore
nella forma o ( x- x o). L’errore € tanto piu piccolo e quindi I'approssimazione & tanto
migliore quanto pil x € vicino a x o: parleremo in questo senso di approssimazione
locale.

Il polinomio P(x) = f(xy) + f'(x5)(x-Xy) haleseguentiproprieta:

* P(xy)=1(xq9) , P'(x¢9)=1"(xp)
ed anzi e 'unico polinomio di grado < 1 ad avere questa proprieta.

E’ immediato verificare che il polinomio verifica queste proprieta.

Per verificare che e l'unico polinomio di grado < 1 a soddisfare questa proprieta,
partiamo dal generico polinomio di primo grado Q(x)=a(x—x) +b, imponiamo
che verifichi le condizioni precedenti e calcoliamo i corrispondenti valori per a e b: il
polinomio che deduciamo con questi calcoli coincide con P ( x ).

e E’l'unico polinomio di grado £ 1 che approssima la funzione con un errore che
euno(x—xg).

Supponiamo che Q ( x ) sia un polinomio di grado < 1 che approssima f ( x ) a meno
dio(x—xg):

f(x)=P(x)+o(x=%x) = Q(x)+0o(x—xg)



Dobbiamo far vedere che P ( x ) —Q ( x ) € identicamente nullo.
SiaP(x)—Q(x) = apg+a;(x—xg). ll coefficiente ay deve essere nullo, altrimenti il
polinomio non sarebbe infinitesimo. Anche a; deve essere nullo, altrimenti il
polinomio si ridurrebbe alla forma a; ( x — Xy ) e sarebbe un infinitesimo del primo
ordine e non di ordine superiore come invece vogliamo che sia.

La formula di Taylor permette di migliorare il risultato, approssimando la funzione
con polinomi di grado superiore al primo. In questa prospettiva la formula del
differenziale diventa la formula di Taylor al primo ordine ovvero di grado 1.

Per ottenere questo risultato, consideriamo la differenza tra la funzione e il
polinomio di primo grado che I'approssima:

Fx)-f(xo)=f (x0)(x-Xo)

Se confrontiamo questa funzione con x —x o sappiamo gia che per x — X, il rapporto
tende a 0; confrontiamola adesso con la potenza intera successiva: il limite di

f(x)-1(xp)-1"(xp)(x-%X¢p)

(x-X )2

si presenta nella forma indeterminata 0/0: vogliamo calcolarlo applicando il
teorema dell’Ho6pital. || denominatore e la sua derivata si annullano solo nel
punto X, ; del numeratore sappiamo solo che & derivabile in x, ( che & giusto I'unico
punto che non interessa ) : dobbiamo dunque aggiungere che f ( x ) sia derivabile in
tutto un intorno del punto ( xo compreso ). Una prima applicazione del teorema
porta a calcolare il limite di :

f'(x) - f'(xq)
2(x-Xq)

A parte il coefficiente , questo & il rapporto incrementale della funzione f' ( x ) nel
punto X, e dunque

f'(x) - f'(xq)
2(x-Xg)

—1"(xg)

purché la derivata seconda esista.



Dunque

f(x)-1(xg)-1T"(x9)(x-Xg) N f"(xq)
(x-x0)° 2

cioé

f(x)-1(x9)-1"(x9)(x-Xg) ) f"(xq) _
(x-x)° 2

o(l)
ed infine

f(x)=1(xg) +1'(x9)(x-X() +L2XO)

(X—XO)2 + 0 (X—XO)2 :

In questo modo la funzione € stata approssimata con un polinomio P ( x ) di secondo
grado in X - X o con un errore valutato nella forma o (x - x ) *

Le ipotesi fatte per arrivare a questo risultato sono state : f derivabile in un intorno
di xo, f derivabile due volte nel punto. Dato che f" (x o) € il limite del rapporto
incrementaledif“(x), 'esistenzadif" (x,) che implica anche quella dif’ (x)in un
intorno di x .

Si osservi che il polinomio P ( x ) soddisfa le condizioni:
P(xp)=1f(xq9) , P'(x¢)=1"(xy) , P"(x¢) =1"(Xx¢)

ed anzi e I'unico polinomio di grado < 2 a soddisfarle (la verifica € analoga a quella
precedente). Analogamente si prova che P ( x ) & l'unico polinomio di grado < 2 che
approssima la funzione ameno dio (x—x,)°.

Sotto I'ipotesi che esista f ' ( x o) (e quindi che esista f “ ( x ) in un intorno di x ¢ ), si
puo iterare il procedimento: alla forma indeterminata:

f"(x0)

5 (X-XO)2

f(x)—1(xg)—1T"(x5)(x-%Xg) —

(x-X )3

si applica il teorema dell’Hopital, ottenendo prima



f'(x)—1'(xy) = £"(xg) (xX-Xq)
3(x-Xg )2

e successivamente

10 = (xe) (%)
6 (X-Xq) 6

(nell’ultimo passaggio la funzione ottenuta &, a parte il coefficiente 6, il rapporto
incrementale in x  della funzione f "). Dunque:

f(x) -f(xg)-T'(xg)(x-Xg) -T"(x5)/2 (x-Xg )2

(x —XO)3

(%)

o = o

ovvero

f"(x0)

f(x) =f(xg) +f'(x9)(x-%y) + (x-X0)" +

L P (xo)

3 (X—XO)3 +0(X—XO)3

Possiamo riscrivere questo risultato in una forma piu breve, utilizzando il simbolo di
sommatoria

f (k)(XO)

T (X—XO)k +0(X-XO)3

3
f(x)= >
k=0

dove
f M (xo) indica la derivata k —esima ; ma f © (xo) = f(xo).
Il polinomio di terzo grado ottenuto soddisfa le seguenti condizioni

P(xo) = f(xo) , P (xq) = f"(xo)



P"(xo) = f"(xo , P (xo)=f"(xo)

ed anzi e I'unico polinomio di grado <3 con questa proprieta. Inoltre quello
trovato & I'unico ad approssimare f (x)ameno diO (x—Xxo ).

In generale vale il seguente risultato:

- Teorema della formula di Taylor con resto di Peano

Sia f una funzione definita in un intervallo | contenente il punto x, e
derivabile n volte in tale punto (e quindi n - 1 volte in un intorno del punto).
Il polinomio

f(k)(x )

z (X-XO)k

approssima localmente la funzione a meno di un infinitesimo di ordine
superiore ad (x—xo) "™

n f(k)(XO)

f(x) = 2

(x—xo)k +0 (x-%x5)"
k=0 k!

Questo risultato viene detto formula di Taylor di punto iniziale x e ordine n
con il resto (cioe I’errore) scritto nella forma di Peano.

dimostrazione

La dimostrazione utilizza il principio di induzione.
Passo base

Come passo base possiamo prendere n = 1 ( in questo caso la formula di Taylor
coincide con quella del differenziale per funzioni derivabili ) ; in alternativa
potremmo anche prendere n = 0 ( in questo caso la formula diventa f(x) = f(x,)
+0(1), che esprime la continuita della funzione ).



Passo induttivo

Per provare l'induttivita, supponiamo vero il teorema per un certo n e deduciamo
che e vero per n + 1.

A questo scopo indichiamo con E , ( x ) ed E .1 (x) rispettivamente I'errore al passo
n-esimo e quello al passo (n + 1)-esimo di una funzione con il suo polinomio di
Taylor di punto iniziale x, e grado rispettivamente ned n+ 1, cioe

n (k)
En(X)zf(X) _ z ﬂ

(X-Xp )k

n+l  f (k) (XO)

k
E ., (x)=f(x) - ) : (x-Xy)" .
k=0 k!

Per ipotesi E,= 0 (x—X,) " per ogni funzione opportunamente regolare; dobbiamo
provareche E ,,; = 0 (x—xo) "*'.
Il limite

. E X

(x-Xp)

si presenta nella forma indeterminata 0 / 0: applicando il teorema dell’Ho6pital, si
ottiene:

E . '(x)
" (n+1) (x-x9) "

lim X =X

D’altra parte

n+ (k)
En+1' (x)=1f"(x) - Zl ﬂ

k=1 (k=1)! (x-x) ™

(il termine con k=0 & un numero, dunque la sua derivata € nulla ) ovvero, ponendo
k—1=h

noop(h+D) o
By =00~ Y o)

vZo  hl

(x—xo)h



cioe

n 1 (h)
B =00 - 3 )

: (X—Xo)h.
h — O h .
Questo é il resto n-esimo per la funzione f ‘ e dunque per ipotesi € un o (x —x) " .

Quindi:

En+1'(X)
" (n+1) (x-x4)"

En+1(X) lim

= =0
-
(x- 0)n+1 X=X

lim X=X

cioé

n+1

Ener (Xx) = 0(x=x0) """,

Osservazioni

1. Al passo n-esimo il polinomio ha grado < n, non necessariamente = n.

S€nx - X

X2

passo n = 2 il polinomio di Taylor ha grado 1.

=0, si ottiene senx =x + 0 ( x*). Dunque al

Ad esempio, poiché lim, _,,

2. Il polinomio di Taylor & I'unico polinomio di grado n che approssima la
funzione ameno diun o (x—x,)".

dimostrazione

Se
f(x)=Py(x)+0(x=X0)"=Qu(x)s0(x=x0)",

sihaP,(x)—-Q,(x)= o(x—x,)".

Poniamo P, (x) —Q,(x)=C,(x) = i ¢y (x-X )k .
k=0



Ma questo polinomioo @ nullo (e alloraé o (x—x,) ") oppure al massimo & un
infinitesimo di grado n ( quando tutti i coefficienti sono nulli eccetto l'ultimo ).
Owvviamente, dire che C, € nullo equivale a dire chee P,=Q,, .

La formula di Taylor si costruisce a partire dai valori delle derivate successive
della funzione nel punto iniziale x, . Viceversa, conoscendo la formula di Taylor
di una funzione ( e , come vedremo , questa si pud ottenere anche senza
partire dalla definizione ) possiamo dedurre il valore delle derivate nel punto
iniziale.

Se per una funzione derivabile n volte si trova I'approssimazione f (x) = agp +
ap(X=Xg)+ .. +tan(x=%)" +o((x=x0)"), allora il polinomio trovato &
guello di Taylor e da questo si possono dedurre le derivate della funzione:
f(xo)=a0,f (X )=ar,f“(x0)=2az, ., f™(x0)=nla,.

Ad esempio,sef(x)=1+2x-3x*+o0(x*), allora
(i) £(0)=1

(i) f(0)=2
(iii)f"(0)/2=-3,cioef“(0)=-6.

Nel punto xq la funzione f ( x ) e il polinomio di Taylor P, ( x ) coincidono fino alla
derivata n-esima:
f(X0)=Pn(X0) , F (%) =Py (X0) , e, 1M (x0) =P\ (x0) .

Spesso la formula di Taylor di punto iniziale 0 & detta formula di Mac Laurin.



Calcolo di polinomi di Taylor ( di punto iniziale x,= 0)

¢ usando la definizione ( cioé calcolando le derivate successive della funzione)

n Xk
e’ = z k—!+0(x“)

k=0
2 3 n
R +o0 (x")
21 3! n!
n K X2k+1 P
senx = - x-"
kZ:O (-1) (2k+1)! ( )
3 5 2n+1
X n X n
=X -ttt (D) (x2""%)
3151 (2n+1)!
A+x)® = 3 [ ]+ 00xm)
k=0 k
:1+ax+Mx2+a(a_l3)'(a_2)x3+ ..... +
N a(a-1)(a-2)...(a-(n-1)) x" +0(x™)
n!
In generale :

@)  o(o-1)..(o-(k-1)) sek£0
k k!

VR
o R
N—
Il
Pk



® per sostituzione

n
L _ (- x¥ +o(x™)
I+x k=0
=1-x+x2=-x>4 ..+ (-D"x™ 40(x").
1 L K
= > x +o(x")
I-x 2o

2

=1+ X+ X2 +X°+.++ x" +0(x").

2 ko 13.5..(2k-3) 4

X X 1
I+4x = 1+ = -"—+ ...+ -1 +o(x"
2 8 ka b 2.4.6...(2k) (x7)

n -
I _,_x,3.2, 43 (D 1.3.5..(2k-1) ¢ fo(x™)
1+x 2 8 Bt 2.4.6...(2k)
R R SN NN § 13:5..(2ke1) o e
1—x2 2 8 7 =5 2.4.6..(2k)
1 n N
1+ > — Z (_1)1( X2k +0(X2+1)
X k=0
=1 -x2+x% = x%+ 4+ (-1)"x 2" 4o(x ).
X2 3 n
CX=1—X+7—? +(-1)n +O(Xn)
s ) X4 6 2n —
e =1-x 7—?+..+(-1)n +o (x "t
2 n

X _ e x loga

=1+x10ga+%log2a + .+



Approssimazione di senx

in rosso la funzione, in azzurro I'approssimazione al primo ordine, in verde quella al
terzo ordine

Approssimazione di e*

in rosso la funzione, in azzurro I'approssimazione al primo ordine, in verde quella al
secondo ordine



Approssimazionedi 1/ 1 +x

in rosso la funzione, in azzurro I'approssimazione al primo ordine, in verde quella al
secondo ordine

e per somma e per prodotto per un numero

Semplicemente si sommano i polinomi o si moltiplica il polinomio per il numero.

e per derivazione

Conoscendo I'approssimazione di senx, per derivazione si ricava quella di cosx

2k+1

n X
senx = B ) N Y § el
kz=0 D5 G H o )
3 5 2n+l
S X -+ 4 (D) S go(x 2M2)
3! 5! (2n+1)!

O(X2n+1 )



2 4 2n

P e +o(x 2
2! 41 (2n)!
e perintegrazione
1 n
Conoscendo l'approssimazione = Z (-1) Koxk 4 o(x "), da questa si
+ X k=0
deduce quelladilog (1+x):
n K k+1 ]
log(1+x) = -1 +o(x"
g( ) g,o (-1) o1 ( )
Ovvero, ponendok+1=h
! et X 1
log(1+4x) = > (-1)"" =—+o0(x"")
k=1 h
Esplicitamente, fermandoci all’ordine n :
x 2 3
=X - + (-1)"! +o(x™)

Attenzione: poiché lintegrazione & ottenuta a meno di una costante arbitraria,
guesta va calcolata esplicitamente, assegnandole il valore della funzione nel punto
iniziale (in questo caso 0).

Dal risultato precedente per sostituzione si ottiene :
log(1+x) 1 x?  x?

n
X—o— + et (D™ 2 e(x ™)
log a log a 2 3 n

log , (1+x) =

e arctgx = x- X /3+x°/5+....



Partiamo dalla funzione 1 / (1 + x*) ; il suo sviluppo di Taylor si ottiene prima
daquellodil/(1+x)ciogda(1l+x)™ e poisostituendo x con x°.

1

n
k=0

\S]

2n+1 ) )

=1 -x2+x% = x%+ .+ (-D"x ™ +0(x

Per integrazione :

n
arctgx = Y. (-1)* : +o0(x ) =

Poiché arctg (0 ) =0, la costante additiva anche in questo caso € nulla.

e arcsenx = x+x/6+3x°/40+.....

Partiamo dalla funzione 1/+/ 1-x°> ; il suo sviluppo di Taylor si ottiene prima da
quellodi 1/~ 1+x cioeda(1+x) 2 g poi sostituendo x con -x :

n -
B S S D 1.3.5...(2k-1) 2y + o(x 2
2 2 g & 2.4.6..(2k)

Per integrazione :

3 n 1y W2k
arcsenx = X +X_+_X5+ “““ + Z 135(2k l)X n O(X

2l’l+2)
6 40 2 2.4.6..(2k) 2k+1

Anche in questo caso la costante additiva e nulla.

e arcosx=m/2-x-x/6-3x/40+.....



Il modo piu semplice per ottenere il risultato sta nel ricordare che arccosx =
/2 — arcsenx.

In alternativa si puo partire dallo sviluppo di - 1/ 1-x% e procedere come
sopra; ovviamente troveremo il risultato precedente , ma cambiato di segno.
Stavolta pero arccos 0 =1/2 e questo da il valore della costante additiva.

e  per prodotto

Il polinomio di Taylor di punto iniziale x o e grado n per la funzione f ( x ) g ( x ) si
ottiene moltiplicando gli analoghi polinomi delle due funzioni e prendendo solo le
potenze minori o ugualiad n.

Ad esempio , cerchiamo il polinomio di Taylor di punto iniziale O e grado 5 per le
funzioni sen > x :

x> x> ? x4

sen’ x = x——+—+0(x5) =X2-—+O(X5)
6 120 3

Per la funzione cos” x si pud procedere in modo analogo, oppure piu semplicemente

Si puo scrivere :
4

2 X=1-X2+XT+O(X5)

cos>x =1 - sen >

e perrapporto

[llustriamo il risultato generale con un esempio : supponiamo di voler calcolare il
polinomio di punto iniziale 0 e grado 5 per la funzione tg x =sen x / cos x :

X -x3/6 +x°/120 +0(x )
1-x22 +x %24 +0(x?)

tgx = senx/cosx =

Ricordando che

=]t 4+t
1+t



si ottiene
1

1-x2/2+x%724 + 0(x°)

—1-(-x2/2+ 24y 4 (A o(X0) =
=1+ x2/2 +5x*/24 + o(x>).
Dunque
tgx =
= (X-%x>/6+x>/120) (1+x*/2 +5x*/24)+ o(x”) =

= x+x°/3+2%x°/15 + o(x°).

®  per composizione

Vogliamo trovare il polinomio di Taylor di punto iniziale O e grado n per la funzione
composta f (¢(x)) .

Se ¢(0)=0:

® calcoliamo il polinomio di Taylor per ¢ (x) di grado n e punto iniziale 0O;
indichiamolo con Q,, ( x)

e calcoliamo il polinomio di Taylor di f (t ) di grado n e punto iniziale O ;
indichiamolo con P, (t)

e scriviamo P, ( t) sostituendo al posto di t il polinomio Q, ( x ), cioé scriviamo
la funzione composta P, ( Q, ( x ) ), limitandoci alle potenze fino all’ordine n (
le altre confluiscono nel resto di Peano ).

Esempio
Calcoliamo per la funzione sen tg x il polinomio di punto iniziale 0 e grado 5 .
Si ha successivamente :
x 3 2x 7
tgx =X + — +
3
3 5
t t
sentzt——+—+o(t5)
6 120

+o(x7)



x> 2x°
sentgx = | X+—+ -

3
1 x> 2x°
— | x+—+"| +
3 15 6 3 15

3 57

1 X~ 2Xx 5

+ — | xX+—+"—"—| +o0(x’)
120 3 15

Tenendo conto che le potenze di x successive alla quinta sono inglobate nel resto,
possiamo scrivere :

3 5
X 2 X 1 3 5 1 5 5
sentfgx = | XxX+—+ - —(X"+X + —X "+ 0(X =
g [ j 6( ) 120 (x7)

Attenzione:

proviamo ad approssimare sen ( cosx ) conxg=0ed n = 3.

Per prima cosa approssimiamo cosx: sen (1-x*/2+o0(x)).

A questo punto sarebbe sbagliato proseguire , utilizzando I'approssimazione di senx
con X, = 0 che conosciamo, perché stavolta I'argomento del seno non si annulla per

x=0.

Per utilizzare le approssimazioni note, possiamo ricordare la formula trigonometrica
di addizione : sen (a + b ) = sena cosb + cosa senb , ottenendo :

senl cos (—x*/2+0(x®) +coslsen(-x*/2+0(x)).

Adesso i due argomenti si annullano per x = 0 e quindi possiamo utilizzare le
approssimazioni note :

senl(1)+cosl(-x*/2+0(x’)) =senl— (cosl)x*/2+0(x>)



In questo caso particolarmente semplice possiamo anche considerare la funzione
f(x)=sen(1+x)eapprossimarla nell'intorno di 0 utilizzando la definizione:

poiché f(0)=senl , f (0)=cosl, siottiene
sen(1+x)=senl+xcosl+o(x)
da cui ritroviamo

sen(1-x*/2+0(x*)) = senl— (cosl)x’/2+0(x>).

Esempi di applicazioni della formula di Taylor

e* -1-x2+ 5x*

1. lim
77 Jog(l+x %) - x?

2
e X =1+x2+x%/2 +o(x*)

e X 1-x215x4 = 11x4/2 + o(x*)

log(1+ x2) =x%-x*/2 + o(x*)

log (1 + X2) xr=-x*2 4 0(x4)
Sostituendo, si ottiene:

1x*/2+ o(x*)
x4/2 +o(x?*)

e quindiil limite vale - 11.



1-V1+x2? e*

lim,
T xe*-log(l+x %)
V1+x2 =14 x%/2 + o(x?) e =14 x +x2/2+ o0(x?)

V1+x? e* =1+ x + 0o(x)

X 2

xe* =x + x°+ o(xz) log(1+x2) =X +o(x2)

xe*-log (1+x%) = x +0(x)

Possiamo sostituire la funzione data con — x / x, tralasciando gli infinitesimi di
ordine superiore; il limite vale -1.
Piu semplicemente, approssimando al primo ordine ........

log(x % -2x+2)

e*-e

lim Xx—1

Con il cambiamento di variabile t = x - 1, si ottiene:

, log (1+t %)
lim ,_,, gf
e(e -1)

Sostituendo gli infinitesimi che deduciamo dalla formula di Taylor ( in realta bastano
quelli che gia avevamo dedotto dai limiti notevoli ), si ottiene t* / et e dunque il
limite vale 0.



sen3 X - S€n X3

lim x—0 3 3
COS™ X - COSX

sen®x = (x -x3/6+x°/120 + 0(x°))} = x*-x°/2 + 0(x°)
senx’ = x> + O(XS)

sen®x -senx’ = -x>/2 + o(xs)

COS3X=(1-X2/2 +0(x3))3 =1-3X2/2+0(X3)
cos X~ = 1-X6/2+0(X6)
cos® x - cosx® = -3x2/2 +0(x3)

Sostituendo numeratore e denominatore con le parti principali trovate, si ottiene
che il limite vale 0.

x? - tg2x

x—=0
70 oJ1iax? 142 x2

tgx =X + x3/3+0(x4)

Iim

(x-tgx)(x+tgx) = (-x°/3+0(x*)) (2x +x* /3 + 0(x*)) =

=-2x*/3 +0(x*)
1-4x% = 1+ % (-4x?%) - % (16x*) + o(x*)=1-2x% - 2x*+ o(x*)

Sostituendo al numeratore e al denominatore le loro parti principali, si ottiene che il
limite vale 1/ 3.



6. Provare che la funzione

x -1

f(x)=(x?-1) log —

ha un asintoto per x — + o= e trovare la posizione reciproca.

Invece di risolvere il problema seguendo il procedimento consueto, vogliamo
utilizzare la formula di Taylor. Per questo eseguiamo il cambiamento di variabile t =
1 / x, riconducendoci ad una variabile che tende a 0 (da destra); la funzione da
studiare nell’intorno (destro) di 0 e

1-t2 log 17t
t2 g1+t

2 .3

tv t 3
log(1-t) =-t-—-— + o(t
g(l-t) 573 (t7)

log (1+1) —t-ﬁ+£ +o(td)
8 2 3

log 4 =2t - 26373 +o( ).
1+t

(1-t*) log 11Ttt = 2t+4¢3/3 +o0(t>)

LSV L L LIRS
t2 g1+t t 3

Ritornando alla variabile x:
f(x)=-2x+4/(3x)+0(1/x)
Ovviamente questa approssimazione non e la formula di Taylor di punto iniziale o=,

che non ha alcun senso; comunemente si parla a questo proposito di
approssimazione asintotica.



Il termine non infinitesimo -2 x assicura che la retta y = - 2 x & asintoto per la
funzione.

Poiché per x >0 il termine 4 / 3x & positivo, anche4 /(3x)+ o(1/x)loéinun
intorno di + o=; dunque f (x) + 2 x & positivo in un intorno di + = e quindi - almeno
da un certo punto in poi - il grafico della funzione si avvicina alla retta da sopra.

Verifichiamo queste affermazioni.
La primaéovwvia:f(x)+2x=4/(3x) +o(1/x) —> 0.

Per la seconda, riscritto f ( x ) + 2 x nella forma

1 4 N o(1/x)

x \3 1/x ’
(abbiamo messo in evidenza 1 / x nell’espressione precedente) si osserva che il
termine in parentesi per x — + o= tende a 4 / 3; per il teorema della
permanenza del segno questo termine & localmente positivo. Poiché e

moltiplicato per una quantita che possiamo supporre positiva, il prodotto (e
quindi f (x ) + 2 x ) & localmente positivo.

Osservazione

A proposito di approssimazioni che si ottengono utilizzando la formula di Taylor, ma
che non sono approssimazioni di Taylor, consideriamo questo semplice esempio.

Dall’approssimazione senx = x — x°/6 + o ( x* ) valida in un intorno di x, = 0, per
semplice sostituzione si ottiene sen/x = /x - Vx> /6 +0(x3/2) che da

un’approssimazione locale della funzione sen/x senza che quella ottenuta sia la
sua formula di Taylor ( la funzione non & neppure derivabile in0) .



Altri esercizi : approssimazioni

log (1+
X
X=0, n=3
2. Studiare il comportamento in un intorno di + « della funzione
+1 [
X " x? -4
X_

cioé provare che ha un asintoto e trovare la posizione del grafico della
funzione rispetto all’asintoto.

R:f(x)=x+42-2/x>+0(1/x%).

b
X-2

Altri esercizi : calcolo di limiti con la formula di Taylor



i sen’ x - sen x> _
m, o — 5 - =0
X (cos” X - cosx”)

1/x
lim sen x
o 7 1 <
77 log (14x)
lim cos” x 1
x—0 -
x?2 sen’x

J1-x - cos/ x
log (log(e+x2))

log1-x%?)-2 + 2+ 1+x?

e* -3+2cosx

lim x—0



Applicazione al comportamento locale di una funzione

| caso: studio dei massimi e minimi locali

Supponiamo che X, sia un punto interno all’intervallo in cui e definita la funzione

f(x)talechef‘(xy)=0 (punto stazionario).
Vogliamo studiare il comportamento locale della funzione nell’intorno di x; .

Ci sono 5 possibilita :

punto di massimo locale
f(x)<f(xg) loc. (x#xg)
f(x)=f(x0)<0 loc. (x#xp)




punto di minimo locale
f(x)>f(xg) loc. (x#xg)
f(x)=f(x0)>0 loc. (x#xo)



X 0
0

punto di flesso ascendente punto di flesso discendente

f(x)—f(x)non halocalmente segno costante

Caso patologico

nﬂ/\

VA dY

La curva in figura rappresenta il grafico della funzione f ( x ) = x* sen (1 / x*)
prolungata per continuita in O con valore nullo.
In ogni intorno di O il segnodif(x)—f(0) (cioédif(x))cambia infinite volte.



Supponiamo che sia

f'(xg) =F"(Xg) = . = £V (x,) =0, f™(x,)20
(in altre parole, sia n I'ordine della prima derivata diversa da 0 nel punto).
La formula di Taylor di punto iniziale x ( diventa:

f(ﬂ)(xo)

F(x) - f(xg) =~

(x-%x0)" +0(x-%xy)"

ovvero

(n)
£(x) - f(x9) = (x-%0)" { )y oy }

n:

Per x — X ¢ il termine in parentesi ha come limite f (n) ( Xo) / n'!; dunque per il
teorema della permanenza del segno localmente ha lo stesso segno di " ( x o).
Inoltre, per n pari (x—x,)" & positivo, per n dispari cambia di segno a seconda che
X sia maggiore o minore di X

Dunque:

- seneépari,f(x)-f(xo,)ha localmente segno costante e questo porta ad un
punto di massimo ( derivata negativa ) o di minimo locale ( derivata positiva );

- se n e dispari ed x, € un punto interno, f(x)-f(x o) cambia di segno quando x
passa per X o e dunque il punto non & né di massimo né di minimo.

Riassumendo: se x, € un punto interno e se n e I'ordine della prima derivata diversa
da 0 in questo punto:

se n e pari

f"(x,)>0 = x, &punto di minimo locale

f"(x,) <0 = x, &punto di massimo locale

se n e dispari




Xo non e di massimo né di minimo

Il caso: studio della convessita, della concavita, dei punti di flesso

Supponiamo X, punto interno in cui si ha :

£'(xp) = w=f™V(x,)=0, f™(x,)%0

(in altre parole, sia n I'ordine della prima derivata successiva ad f’ diversa da 0
nel punto).

In tali ipotesi, se n € pari

Xo non é punto di flesso.

Se invece n ¢ dispari

Xo € punto di flesso.

dimostrazione

La formula di Taylor di punto iniziale x ( diventa:

f (n)(xo)

f(x)-1(xg)-T'(x5)(x-X¢p)= o

(x-%Xo)" + 0(x-%x4)"
ovvero

n:

f(n)
f(x)-f(xy)-f'(x9)(x-%Xy)=(x-%,)" { # + o(1) }

Per x — X ¢ il termine in parentesi ha come limite f (n) (x o) / n!'; dunque per il
teorema della permanenza del segno localmente ha lo stesso segno di £ (X o).



Pern pari (x—xo)" & positivo e quindi localmente il segno del secondo membro &
costante : non c’e flesso e localmente il grafico della funzione sta tutto dalla stessa
parte rispetto alla tangente.

Se invece n & dispari, (x —x o) " cambia di segno a seconda che x sia maggiore o
minore di x ¢ In questo caso localmente il grafico della funzione non sta tutto dalla
stessa parte rispetto alla retta tangente; siamo in presenza di un flesso che sara
ascendente se f " (x,) >0, discendente se f ™ (x,) <O.

Riassumendo:

Supponiamo X, punto interno e sia n 'ordine della prima derivata successiva ad f’
diversa da 0 nel punto.

In tali ipotesi:

sen e pari Xo hon é punto di flesso

sen édispari ef™ (xg)>0 Xo € punto di flesso ascendente
sen édispari e f™ (xg) <0 Xo € punto di flesso discendente

Sintetizzando:

Il comportamento locale della funzione e lo stesso della parte principale di
f(x)—f(xg), cioé del primo termine non nullo e non costante della sua formula di

Taylor.

Ad esempio:

f(x)=1+x+0(x) 0 non e di min/max e non é di flesso
f(x)=1+x*+0(x*) 0 & punto di min locale

f(x)=1+x>+0(x) 0 & un flesso ascendente



Esempi

Consideriamo la funzione

fx) = (x-1)°2x-1)

Poiché

f'(x) = (x-1)*(8x-5)
f"(x) = 6(x-1)(4x-3)
f'"(x)=6(8x-7),

si hanno i seguenti risultati:

perx=1

f’(1)=f"(1)=0, f’7(1)>0

x =1 e un punto di flesso orizzontale

perx=5/8

f’(5/8)=0,f"(5/8)>0

x=5/8 & un punto di minimo locale

perx=3/4

f’(3/4)<0; f”"(3/4)=0, £ (3/4)<0

x=3/4 e un punto di flesso

f(x)=xlogx, x>0

f’(x)=logx+1, f"(x) =1/x



L’unico punto stazionarioeé x =1/ e; poiché f” (1/e) >0, il punto & di minimo
(assoluto).

Osservazione
Nelle stesse ipotesi precedenti, consideriamo adesso il caso che xg non sia interno .

Supponiamo X = a ( primo estremo dell’intervallo ):

f (n)
F(x) - f(a) = (x-a)" { B } ;
n!
poiché x — a ha sempre segno positivo sia per n pari che per n dispari, il segno di
f(x)—f(a)dipende localmente da quello della derivata e quindi il punto & ancora

di minimo ( derivata positiva ) o di massimo ( derivata negativa ).

Se xo = b ( secondo estremo dell’intervallo ) :

(n)
f(x)-f(b)=(x-b)" { M) 4oy }

n!

valgono le conclusioni precedenti se n é pari, quelle opposte se n & dispari ( perché
X —b & negativo ).

Riassumendo:

2 .

senepari

f"(x,)>0 = x, &punto di minimo locale

f " (x,) <0 = x, &punto dimassimo locale.



se n e disparied xq & interno

Xo hon é né di massimo né di minimo

se nedisparied xg=a (primo estremo dell'intervallo )

f(™(a)>0 = aeépuntodiminimo locale

f (“)(a) <0 = a eépuntodimassimo locale.

se nedisparied xo=b (secondo estremo dell’intervallo )

f (“)(b) >0 = b epuntodi massimo locale

f ™)< 0 = b épuntodiminimo locale.



