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INTRODUZIONE

Lo scopo che ci siamo prefissi nello scrivere questo libro & quello di fornire agli studenti, che si apprestano
ad affrontare gli studi universitari, un testo dove trovare rapidamente quanto serve come base per i corsi di
Matematica del primo anno. Non abbiamo, ovviamente, la pretesa di sostituire i corsi della scuola superiore
e quindi non ci siamo preoccupati di trattare in maniera esauriente tutti gli argomenti: lo studente che avesse
la necessita, o la curiosita, di un approfondimento dovra necessariamente fare riferimento a testi specifici.
Abbiamo pero cercato di utilizzare un linguaggio matematico rigoroso (in modo da anticipare quello che gli
studenti incontreranno nelle lezioni universitarie e che dovranno cercare di assimilare in vista degli esami),
accompagnato da commenti ed esempi, con lo scopo di migliorare la leggibilita ed aumentare la comprensione.
Quelle che seguono sono alcune delle considerazioni che abbiamo tenuto presenti nella stesura del libro,
unitamente ad una serie di criteri utilizzati nella scelta degli argomenti:

e Richiamare i concetti elementari di base che riteniamo indispensabili per affrontare i corsi di Matematica
del primo anno di Universita.

e Citare tutti quei teoremi fondamentali relativi ai concetti base, riportandone anche la dimostrazione
solo quando cid pud costituire un aiuto per la comprensione dell’argomento. Alcuni argomenti che
possono essere tralasciati in prima lettura sono riportati in caratteri piu piccoli.

e Il testo puo essere considerato un ripasso “ragionato” della materia e, allo stesso tempo, un manuale
dove cercare come risolvere vari tipi di problemi elementari. A questo scopo sono proposti molti esempi
ed esercizi svolti.

Ci auguriamo di essere riusciti nel nostro intento e, spinti dall’entusiasmo e dalla passione per la materia, di
non esserci fatti prendere la mano dilungandoci troppo su alcuni temi. Gli studenti che vedono la Matematica
solo come uno strumento da utilizzare all’interno di una scelta scientifica o tecnologica, troveranno esagerati
termini quali “entusiasmo” o “passione”; d’altra parte gli autori sono in buona compagnia. Si leggano ad
esempio questa citazione (tra le tante altre consimili che potremmo aggiungere).

La vita & degna di essere vissuta solo per due cose: per fare della Matematica e per insegnarla.
(Poisson)!

Pisa 4/9/2014

Mauro Sassetti e Antonio Tarsia

!Simeon- Denis Poisson (1781-1840), matematico francese.
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Capitolo 1

CENNI DI LOGICA E TEORIA
ELEMENTARE DEGLI INSIEMI

1.1 Proposizioni e connettivi logici

Una proposizione (che sara generalmente indicata con una lettera corsiva maiuscola A, B,..,P, Q, R,..) &
una frase dichiarativa di senso compiuto che possa esser riconosciuta come "vera " o " falsa ”’. Questo ricono-
scimento puo anche non essere immediato da stabilire (in matematica € quello che si chiama dimostrazione),
ma D'affermazione non deve presentare ambiguita né alternative. () La proposizione si regge sul gruppo
fondamentale: soggetto + predicato, sufficiente da solo per formare una proposizione (frase minima). In ogni
caso il suo elemento fondamentale & il verbo. Ad esempio, sono proposizioni

A: il cane é un animale,
B:2=1,

C : 1 triangoli hanno tre lati,

mentre non lo sono

D : 1l cane,
& : che ore sono?
Fise2=1,

G : Non fumare!
H : Io sono bugiardo. >

Le proposizioni possono essere legate tra loro dando luogo ad una struttura pit complessa; usando i cosiddetti
connettivi logici; tra questi i pitt elementari sono i seguenti:

I/el/ //O// //nonll

(congiunzione) (disgiunzione) (negazione)

I primi due sono detti anche binari perché si applicano a due proposizioni, mentre il terzo si applica solo ad
una. Per quanto riguarda le notazioni, il connettivo "¢’ puo essere indicato con il simbolo A, il connettivo
"o con il simbolo V; per la negazione, accanto alla forma nonP si possono usare le scritture P, P o =P.

Per definizione

1Principio di non contraddizione: un enunciato non pué essere contemporaneamente vero o falso. Principio del terzo escluso:
un enunciato é vero o falso, non esiste una terza possibilita (tertium non datur). Nel linguaggio corrente & possibile trovare
frasi che non rispettano questi principi (vedi ’esempio della nota successiva).

2Infatti (eccetto la H) non sono frasi dichiarative. La H ¢ una frase dichiarativa di senso compiuto, ma non si puo stabilire
se & vera o falsa. Se infatti & vero che sono bugiardo, la frase & vera, ma mentre la dico non sto mentendo e quindi non sono
bugiardo; se invece non & vero che sono bugiardo, la frase ¢ falsa, ma mentre la dico sto mentendo e quindi sono bugiardo.
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"P e Q" & vera se e solo se sono vere entrambe;

"P o Q" & vera se e solo se ¢ e vera almeno una delle due;
"non P’ & vera se e solo se ¢ falsa P;

P & vera se e solo se ¢ falsa "nonP " .

Ad esempio dalle proposizioni

P: splende il sole
Q: soffia il vento forte,

otteniamo

"P e Q": splende il sole e soffia il vento forte
"P o Q": splende il sole o soffia il vento forte
"non P”: non splende il sole.

Nel caso disgiuntivo affermiamo che si realizza almeno una delle due condizioni atmosferiche, senza escludere
la possibilita che siano entrambe vere. La disgiunzione logica deve dunque essere interpretata in senso
debole, mentre nel linguaggio comune esiste anche la disgiunzione forte che esclude la possibilita che siano
contemporaneamente vere entrambe le proposizioni. (3)

Rimanendo sempre su un piano intuitivo, siamo in grado di riconoscere quando due proposizioni, pur formal-
mente diverse, esprimono la stessa affermazione. Due proposizioni di questo tipo si dicono tra loro equivalenti
e I'una puo essere sostituita dall’altra dove sia necessario.

Per indicare che due proposizioni P e Q sono equivalenti scriveremo P <— Q.

Ad esempio:
(i) PeQ < QeP (proprieta commutativa)
(i) PoQ < QoP (proprieta commutativa)
(i) (PeQeR <«= Pe(QeR) (proprieta associativa)
(iv) PoQoR <+<= Po(QoR) (proprieta associativa)
(v)  mon(nonP) = P (doppia negazione)
(vi)  non(P e Q) < (non P)o (non Q) (prima legge di De Morgan)
(vii)  mon(P o Q) <= (non P)e (non Q) (seconda legge di De Morgan).

Come indicato, le equivalenze (i), (ii), (iii), (iv) esprimono la commutativita e 'associativita dei connettivi e
ed o.

La (v) stabilisce il principio che una doppia negazione equivale ad una affermazione. (*)

Per la (vi) negare che due proposizioni siano contemporaneamente vere equivale ad affermare che almeno una
delle due e falsa.

Infine per la (vii) negare che almeno una di due proposizioni & vera equivale ad affermare che sono entrambe
false.

EsempIO 1.

Siano P : n ¢é divisibile per 2, Q : n é divisibile per 3. Negare (P e Q) significa negare che n sia divisibile contemporaneamente
per 2 e per 3 (cioé per 6). Questa negazione equivale a dire che n non é divisibile per 2 oppure n non é divisibile per 3. Negare
(P o Q) significa invece negare che n sia divisibile per almeno uno dei due numeri. Questo si puo esprimere scrivendo che n non
¢ divisibile per 2 e non ¢ divisibile per 3 (pitt semplicemente: non & divisibile né per 2 né per 3.)

3Ad esempio, scrivendo " sogno o son desto’’, non affermiamo solo che deve verificarsi almeno una delle due azioni, ma
escludiamo anche la possibilita che si verifichino entrambe. La disgiunzione forte usata in questo esempio & quella che in
latino si esprime con il termine "aut’’, distinguendola dal ""vel " riservato invece al caso debole. La disgiunzione forte pud
essere definita a partire dai connettivi introdotti: per indicare che solo una delle proposizioni P, Q & vera , possiamo scrivere
(P e nonQ) o (Q e nonP).

4La doppia negazione che come abbiamo nella logica equivale ad un’affermazione nel linguaggio comune pud perdere questo
connotato. Ad esempio, nella logica dire "non possiamo mon wvincere '’ equivale quindi a dire " possiamo vincere’ oppure
"vinceremo ', mentre nel linguaggio comune queste frasi assumono una sfumatura diversa che pud originare significati diversi.
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Un altro connettivo logico e il connettivo condizionale o implicazione logica:
se’ i, "allora”

Consideriamo ad esempio la frase "se penso allora esisto”.

In essa possiamo distinguere due parti: una prima proposizione che diremo premessa

P : io penso

ed una seconda che diremo conseguenza

Q : io esisto,

legate dal connettivo se ... allora, che indicheremo con il simbolo = . La proposizione precedente puo essere
dunque scritta nella forma

10 penso = 10 esisto.

In generale, date due proposizioni P, Q, potremo scrivere [tmplicazione P = Q, che leggeremo in una delle
seguenti forme:

se P allora Q

da P seque Q

vale Q se wvale P

P é condizione sufficiente per Q
Q ¢ codizione necessaria per P.

Il lettore presti particolare attenzione alle ultime due forme.

"P & condizione sufficiente per Q" significa che basta sapere che P & vera per dedurre che anche Q lo &. Cosi
ad esempio sapere che io penso ¢ sufficiente a garantire che io vivo.

"Q ¢& condizione necessaria per P significa che se Q fosse falsa, allora anche P lo sarebbe, cio¢ perché possa
essere vera P, deve preliminarmente essere vera Q (anche se questo non assicura la verita di P). Cosi, per
poter pensare € necessario essere vivi, anche se ci sono istanti della vita in cui uno non pensa.

Per la definizione dell’implicazione logica P = Q, assumiamo che sia falsa solo quando P ¢ vera e Q ¢ falsa
(nel senso che riteniamo falso ogni ragionamento che partendo da un enunciato vero arrivi ad una consequenza
falsa):

non(P = Q) <= (P e nonQ).

Da questa definizione segue

(P=Q) <= non(P e nonQ)
<= non(P) o non(nonQ) (prima legge di De Morgan)
<= nonP o Q (doppia negazione).

Piu esplicitamente, I'implicazione P = Q & vera se
P e Q sono entrambe vere

oppure
P e falsa.

In base a questa definizione risultano vere delle implicazioni che nel linguaggio comune sono prive di senso, sia perché non e
richiesta alcuna connessione logica tra P e Q sia perché si considera vera, ad esempio, una proposizione che partendo da un
presupposto falso, implica una conseguenza vera. Ad esempio, la proposizione

17" I < cas I
Se 5 & un numero allora Roma & una citta
—_—

vera vera

& vera, eppure nella logica comune & senza significato. Ugualmente vera & la proposizione

""" Se Parigi ¢ la capitale d'Italia allora 5+5=10 "
N—_——

vera vera

13



in cui una premessa falsa implica una conseguenza vera. Dunque, I'implicazione P = Q non significa necessariamente che Q sia

una conseguenza logica di P; per decidere se I'implicazione P = Q & vera o falsa non resta che tener conto della definizione.

Osserviamo che I'implicazione logica non soddisfa la proprieta commutativa

(P=Q + (Q=7P).

Infatti se P ¢ falsa e Q & vera, 'implicazione P = Q & vera, mentre 'implicazione Q = P ¢ falsa.

ESEMPIO 2.

Sia P la proposizione: " 'ultima cifra di un numero é zero " e Q la proposizione: " il numero & divisibile

per cinque "; & evidente che P = Q & vera, mentre @ = P ¢ falsa. Infatti ogni numero che ha come ultima
cifra 0 risulta divisibile per 5, mentre esistono numeri divisibili per 5 che non hanno come ultima cifra 0.

Siamo ora in grado di definire in modo rigoroso il simbolo di equivalenza tra proposizioni ” <= " che fin
qui abbiamo usato quasi come simbolo stenografico.
Due proposizioni P e Q sono legate dal connettivo ” ...se e solo se... "’ (che & detto doppia implicazione ed &
indicato con il simbolo P <= Q), quando valgono contemporaneamente le implicazioni P = Q e Q = P.
Tenendo conto di quanto detto sopra a proposito della definizione di implicazione, la doppia implicazione equivale a
[(nonP) o Q] e (nonQ o P).
Applicando successivamente la proprieta distributiva possiamo riscrivere:
[(nonP) e (nonQ o P)] o {Q e [(nonQ) o P|}
[((nonP) e nonQ] o (nonP e P) o [(P e Q) o (nonQ e Q)].
Poiché (P e nonP), (Q e nonQ) non sono mai vere, in definitiva la doppia implicazione equivale a

(P e Q) o (nonP e nonQ).

L’osservazione precedente ci permette dunque di affermare che P <= Q e vera quando P e Q sono entrambe
vere o entrambe false. La scrittura P <= Q si legge anche " condizione necessaria e sufficiente perché sia
vera P & che sia vera Q.

EsemPIO 3.
Consideriamo le proposizions
P: n? ¢ par, Q: n & pari.
Si ha
P = Q.
Infatti:

Q = P perché un numero n pari si puo scrivere nella forma n = 2h (con h intero) e quindi n2 =4h? =2.2h2.
P = Q perché dall’identita n? = (n + 1)(n — 1) + 1 deduciamo che i due fattorin —1 e n + 1 sono dispari e quindi n ¢ pari.

Il metodo della deduzione logica ¢ di fondamentale importanza nella costruzione di ogni teoria matematica.
Punto di partenza sono i concetti primitivi cioé enti che a priori non sono definiti (quali il punto, la retta
e il piano della geometria euclidea o il numero dell’aritmetica secondo Peano) e i postulati, o assiomi, cioe
proposizioni ammesse come vere che si riferiscono agli enti primitivi e che di questi esprimono le proprieta
e le relazioni. I postulati devono essere scelti in modo che risultino indipendenti (nel senso che nessuno di
questi & logicamente deducibile dagli altri) e coerenti (nel senso che non sono contraddittori cio¢ da essi non
si pud dedurre contemporaneamente sia una proposizione P che la sua negazione non P).

A partire dai postulati il metodo di deduzione logica permette di costruire tutta una serie di proprieta
attraverso i teoremi; ciascuno di questi € un asserto che afferma la verita di una proposizione Q come
conseguenza logica di una proposizione P. Un teorema si puo dunque ricondurre all’implicazione

P=9
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dove P (detta ipotesi) & una proposizione che si assume vera e Q (detta tesi) & la proposizione di cui si vuol
dedurre la verita.
Il processo di deduzione logica & detto dimostrazione e deve seguire regole ben precise (regole di inferenza):(°)

(1) dimostrazione diretta (modus ponens).

Se ¢ vera l'implicazione P = Q ed & vera P, allora & vera anche Q. In simboli:
(P = Q) A P]= Q.

Lo schema di ragionamento ¢ il seguente:

Premessa P vera
P=0 vera,
Conseguenza Q vera

ESEMPIO 4.

Se due triangoli hanno ordinatamente uguali due lati e ’angolo compreso, sono uguali.
In questo caso si ha

P: due triangoli hanno ordinatamente uguali due lati e 'angolo compreso
Q: i triangoli sono uguali.

La proposizione P ¢ l'ipotesi, Q ¢ la tesi.

OSSERVAZIONE 1.

1l fatto di sapere che P = Q & vera non consente di concludere niente circa la verita di P e di Q senza avere
ulteriori informazioni. Infatti abbiamo gia visto che in questo caso P e Q possono essere entrambe vere,
entrambe false 8 oppure P falsa e Q vera.

OSSERVAZIONE 2.

Talora la dimostrazione diretta avviene attraverso uno o pit passaggi intermedi: se sono vere le implicazioni
P=R,R=Q eseP ¢éwvera, allora ¢ vera anche Q.
In simboli

[(P=R)AN(R=Q)AP]= Q.

Lo schema del ragionamento ¢ il seguente:

Premessa P vera,
P=R vera
R= Q0 vera
Conseguenza Q vera

5Ci sembra opportuno citare a questo proposito due teoremi rivoluzionari nella logica del ventesimo secolo. Furono dimostrati
nel 1931 dal matematico austriaco K. Godel (1906-1978). Per " teorie sufficientemente potenti ”/ (ad esempio: la teoria degli
insiemi, la teoria elementare dei numeri) si ha

I) (Teorema dell’incompletezza) Qualsiasi sistema coerente di assiomi & necessariamente incompleto, nel senso che esisteranno
sempre enunciati veri che non possono essere dedotti da tali assiomi.

1I) B possibile avere una teoria priva di contraddizioni ma non & possibile dimostrare che all’interno di quella teoria non ci
sono contraddizioni.

6Siano, ad esempio, P: 2 < 1”, Q: "3 < 2". Poiché P ¢ falsa, I'implicazione P = Q & vera; questo non garantisce che Q

sia vera (e difatti nel nostro caso & falsa). Si osservi anche come Q possa essere dedotta in modo evidente da P (basta aggiungere
1 ad ambo i membri della diseguaglianza che definisce P).
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(2) dimostrazione per assurdo (modus tollens)
Se e vera I'implicazione nonQ = nonP ed & vera P, allora & vera anche Q. In simboli:

[(nonQ = nonP) A P] = Q.

Premessa P vera
non@ = nonP vera,
Conseguenza Q vera

In pratica, supponendo Q falsa si arriva alla conclusione che anche P e falsa, contraddicendo l'ipotesi P. In
altre parole, supponendo Q falsa, si arriva ad una conclusione assurda. Per rimuovere questa contraddizione
dobbiamo necessariamente concludere che Q ¢ vera.

La dimostrazione per assurdo si basa sull’equivalenza
(P=Q) <= (nonQ= nonP)

(in base alle regole viste, entrambe le implicazioni sono vere quando P ¢ falsa o Q & vera). Cio stabilito, se
sostituiamo la premessa non @ = non P con quella equivalente P = Q, lo schema della dimostrazione per
assurdo ¢ quello della dimostrazione diretta.

ESEMPIO 5.

Date le proposizioni:
P:"m-n#0", Q:"m#0en#0"
e dunque
nonP :"m-n=0" non@:"m=0o0n=0",

P = Q significa, ”56 il prodotto di due numeri é diverso da zero, allora i due numeri sono entrambi
)
diversi da zero "

mentre

non@ = nonP equivale a "data una coppia di numeri di cui almeno uno ¢ zero allora il loro
prodotto ¢ zero .

I due enunciati sono diversi dal punto di vista formale, ma equivalenti da quello logico.
Un’altra versione della dimostrazione per assurdo ¢ la seguente:
(P e nonQ) = R (con R falsa)

Infatti
(P enonQ) = R

equivale successivamente a
nonR = non(P e nonQ)

nonR = [nonP o non(nonQ)]
nonR = (nonP o Q)
nonR = (P = Q);

per la regola di deduzione questo equivale a
(Ro[P= Q)

poiché R ¢ falsa, allora deve essere vera (P = Q).

A titolo di esempio, vediamo come si pud schematizzare I’enunciato e la dimostrazione (per assurdo) di un teorema di geometria
seguendo gli schemi visti sopra.
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TEOREMA 1.
Data una retta r ed un punto A fuori di essa esiste una ed una sola retta passante per A e perpendicolare ad r

Possiamo indicare I'ipotesi del teorema con
P: A é un punto che non appartiene alla retta r,
mentre la tesi ¢ Q@ = Q1 A Q2 dove
Q1: esiste una retta passante per A e perpendicolare ad r.
Qa: la retta passante per A e perpendicolare ad r € unica.

1l teorema si pud schematizzare con P = Q.
Inoltre (per la prima legge di De Morgan)

nonQ = nonQ1 V nonQsa: non esiste alcuna retta passante per A e perpendicolare a r oppure ne esistono almeno due.
Si dimostra facilmente che esiste una retta passante per A e perpendicolare ad r. (7) Dunque resta la possibilita che esistano due
perpendicolari ad r passanti per A. D’altra parte se ci fossero due perpendicolari AC e AB (vedi figura) condotte da A ad r,
avremmo un triangolo con due angoli retti, cosa che & dimostrata essere falsa. Lo schema di questa dimostrazione segue quello

della seconda versione della dimostrazione per assurdo, ovvero: si deduce da P e non Q una proposizione R falsa, prendendo

R: il triangolo A, B, C' ha due angoli retti.

Una frase del tipo 2 & un numero dispari ” non & una proposizione, perche il suo valore di verita dipende
dal valore di x : se x vale 3 si ottiene un enunciato vero, se x vale 8 si ottiene un enunciato falso.

Scritture come la precedente, che contengono delle variabili e che diventano proposizioni quando al posto di
queste si sostituiscono valori particolari, si dicono enunciati aperti o predicati. In un predicato individuiamo
dei soggetti (variabili) e degli enunciati; questi ultimi esprimono le proprieta di un soggetto o le relazioni tra
due o piu soggetti. Per indicare un predicato useremo una lettera corsiva maiuscola (legata all’enunciato)
seguita da una o piu lettere minuscole entro parentesi (legate al soggetto). Ad esempio, per indicare che il
soggetto x possiede la proprieta P, scriveremo P(x) (nell’esempio di partenza P(z) : x & un numero dispari);
per indicare che due soggetti sono legati dalla relazione Q scriveremo Q(z,y), (ad esempio Q(z,y) : = < y).

E evidente che, perché un predicato sia ben definito, occorre stabilire I'insieme in cui assumono valore le sue
variabili (dominio); I'insieme di verita del predicato (cioé i valori che devono assumere le sue variabili perché
lenunciato sia vero) & un sottoinsieme di tale dominio.

"Basta infatti considerare la retta s parallela ad r e passante per A. Questa individua un angolo piatto di vertice A che
ammette una retta bisettrice ¢ che lo divide in due angoli retti; ¢ € perpendicolare anche ad 7.
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ESEMPIO 6.

Plz): ©<0
Qz,y) : ay =1.

Il dominio di P ¢ costituito dai numeri reali; I’insieme di verita sono i numeri negativi.

Il dominio di @ e dato dalle coppie di numeri reali; ’insieme di verita sono le coppie di numeri i cui elementi
sono 'uno il reciproco dell’altro.

Cambiando il dominio cambia anche l'insieme di verita. Ad esempio, se come dominio di P scegliessimo
I'insieme dei numeri naturali ’enunciato sarebbe sempre falso.

Con i predicati si possono utilizzare gli stessi connettivi introdotti per le proposizioni.
Se P(z), Q(z) sono due predicati definiti in uno stesso dominio,

P(z) A Q(x) ¢ vero per i valori di  che rendono veri entrambi gli enunciati

P(z)V Q(x) e vero per i valori di « che rendono vero almeno uno dei due enunciati

nonP(z) ¢ vero per i valori di  che rendono falso I'enunciato P(x)

P(z) = Q) & vero per i valori di  che rendono falso P(z) oppure vero Q(x)

P(z) < Q(x) ¢ vera per i valori di  che rendono P(z) e Q(x) contemporaneamente veri o falsi.

Abbiamo visto che un enunciato aperto diventa una proposizione quando sostituiamo valori particolari alle
sue variabili: solo in questo caso possiamo stabilire il valore dell’ enunciato che si ottiene. Consideriamo pero
le seguenti scritture:

tutti © multiplt di 4 sono pari

qualche numero é pari

nessun numero € pari

che equivalgono alle seguenti:

tutti © numeri x che sono multipli di 4 sono pari
c’é qualche numero x che é pari

non esiste un numero x che sia pari.

Di ciascuna di esse possiamo dire se & vera o falsa anche senza sapere di quale numero z si sta parlando (in
particolare, le prime due sono vere, la terza ¢ falsa); anche se in queste frasi ci sono delle variabili, possiamo
ugualmente dire che si tratta di proposizioni. Il motivo che ci permette di fare questa affermazione & che
abbiamo quantificato le variabili, nel senso che nel primo caso abbiamo detto che la proprieta vale per tutti
gli elementi del dominio, nel secondo per qualche elemento, nel terzo per nessun elemento.

Un enunciato aperto puo quindi essere trasformato in una proposizione in due modi diversi:

e sostituendo alle variabili valori particolari

e quantificando le variabili.

I quantificatori logici sono due:

o il quantificatore universale (indicato con il simbolo V, che si legge " per ogni”) esprime il fatto che una

data proprieta P vale per tutti i valori possibili delle variabili.
o [l quantificatore esistenziale (indicato con il simbolo 3... :, che si legge  esiste almeno un/una ... tale

che ") esprime il fatto che una data proprieta vale per almeno un valore delle variabili.
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ESEMPIO 7. (il quantificatore universale)
(i) Vn € N, n & multiplo di 4 = n pari,

indica che ogni numero multiplo di 4 e pari.

(ii) Vo € R Vy € R, (z +y)? = 22 + 22y + °

indica che I'uguaglianza scritta e valida quando diamo ad x e ad y un qualunque valore numerico.

EseMPIO 8. (Il quantificatore esistenziale)

La proposizione ” In € N: n ¢& pari " afferma 'esistenza di almeno un numero pari.

La proposizione " 3z € R: 2z + 1 = 0" afferma che ’equazione 2z + 1 = 0 ammette almeno una
soluzione.

OSSERVAZIONE 3.

Per la seconda proposizione dell’esempio precedente vale un risultato piu forte di quello che abbiamo enun-
ciato; in realta, I’equazione ammette un’unica soluzione, cioe esiste un unico valore da assegnare alla variabile
se x perché valga ’eguaglianza indicata. Per esprimere questa nuova informazione scriviamo:

JizeR: 2x+1=0.

11 simbolo 3, si legge "esiste solamente un/una’ oppure "esiste uno/una ed un solo/a’ .

ESEMPIO 9.
Fx: 22=0

Jiz: x & Vautore della Divina Commedia.

OSSERVAZIONE 4.

Per esprimere il fatto che una data proprieta non e verificata per nessun valore delle variabili, ad esempio

nessun numero ¢ pari

(che & ovviamente falsa),

oppure

il quadrato di messun numero € strettamente negativo

(che & vera),
possiamo usare il simbolo 7, che si legge “non esiste un/una” :
An : n pari
Ax: 22 <0.

Piu comunemente, si preferisce usare il quantificatore V, affermando che per tutti i valori delle variabili & vera
la negazione dell’asserto:
Vn, n e dispari

YV, z2 > 0.
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OSSERVAZIONE 5.

Quando una variabile & legata ad un quantificatore si dice che & vincolata, altrimenti si dice che & libera. Negli esempi finora
incontrati le variabili erano sempre vincolate. Se scriviamo invece:

esiste un numero x tale che x +y = 2

ovvero in forma simbolica,
dr: z4+y=2,

la variabile z & vincolata (al quantificatore esistenziale), mentre le variabili y & libera. In questo caso si ha un enunciato aperto,
il cui significato ¢

dato y, esiste un valore di x per il quale x +y = 2.
Per chiudere un enunciato in piu variabili, occorre legare ciascuna di esse ad un quantificatore. Nel caso dell’esempio precedente,
potremo scrivere
Vy, 3xz: z4+y=2

esprimendo in questo modo il fatto che, qualunque sia il valore assegnato alla variabile y, ’equazione x 4+ y = 2 nell’incognita =
ha sempre (almeno) una soluzione. In questo caso potremmo scrivere con piu precisione

Vy, hx: z+y=2

esprimendo I'informazione che non solo la soluzione esiste, ma & anche unica.(®)

I quantificatori verificano alcune proprieta legate al fatto che sostanzialmente essi sono congiunzioni o
disgiunzioni allargate a tutti gli elementi di un insieme. Possiamo riassumere queste proprieta dicendo
che

e due quantificatori dello stesso tipo possono essere scambiati di posto senza alterare il senso dell’enun-
ciato, cioe il suo valore di verita;

e due quantificatori di diverso tipo non si possono scambiare.

EsSEMPIO 10.

Sia P(x,y) il predicato "x,y sono numeri e y > «”’; le due scritture
Ve, Jy: y>=x

dy: Vz, y >z,
sono diverse.

Infatti nel primo caso si esprime il fatto che fissato un qualunque numero, ne esiste sempre almeno uno piu
grande di questo. Nel secondo caso si afferma l’esistenza di un numero che e piu grande di tutti gli altri
numeri . Evidentemente la prima affermazione & vera, la seconda é falsa.

EseEmpPIO 11.

Sia P(x,y) : "z & perpendicolare a y", esteso alle rette del piano. L’enunciato
Ve, Jy: P(z,y)

significa che per ogni retta x ne esiste almeno una y ad essa perpendicolare (enunciato vero), mentre
Jy: Va, P(z,y)

significa che esiste una retta y perpendicolare a tutte le rette x del piano (enunciato falso).

8L’esempio andrebbe formulato in una forma pit corretta precisando in quali insiemi numerici variano z e y. Ad esempio se
z e y sono numeri interi I’equazione ha sempre soluzione; se invece x e y sono numeri naturali, I’equazione potrebbe non avere
soluzioni, come succede nel caso y = 3 : non esiste alcun numero naturale z tale che x + 3 = 2.
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La negazione di un enunciato che contiene quantificatori si realizza scambiando tra loro il
quantificatore universale V ed il quantificatore esistenziale 3 e negando il predicato

non [Vz, P(z)] < Iz : nonP(z)
non |3z : P(zr)] <= Vz, nonP(x).

EseEmpPIO 12.

Nelle seguenti coppie di predicati, uno é la negazione dell’altro:

predicato negazione del predicato
. Jr: 22-1<0 Vo, 22 —-1>0
. Vo, 22 =2 Jov: 22 #x
. Ve dy : y>x Jr: Yy, y<z

Nell’ultimo esempio, il predicato afferma che, fissato un qualunque numero x, ne esiste almeno uno y non
minore di quello. La negazione afferma ’esistenza di un numero x maggiore di tutti i numeri y.
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1.2 Insiemi

11 concetto di insieme & assunto come primitivo: chiameremo insieme una collezione di oggetti (gli elementi
dell’insieme) di natura qualsiasi. Normalmente indicheremo con una lettera maiuscola un insieme e con una
lettera minuscola un suo elemento. Un insieme A rimane quindi definito quando, dato un qualunque oggetto
x, € possibile stabilire se x appartiene o no ad A. Scriveremo

x € A
per indicare che I’elemento = appartiene all’insieme A, mentre con la scrittura
r ¢ A

indicheremo che I’elemento x non appartiene ad A.
Un insieme particolare ¢ 1'insieme vuoto (@) che ¢ 'insieme privo di elementi.

EsSEMPIO 13.

e La frase ”” A ¢ linsieme dei numeri minori di 8 non individua un insieme perché non ¢ specificato di
quale tipo sono i numeri appartenenti ad A: reali, razionali, interi,.....

e La definizione "B ¢ l'insieme dei numeri reali maggiori di 2 e minori di 8" & corretta, perché la legge
assegnata permette di stabilire quali sono gli elementi di B.

\

e L’enunciato " C ¢ Uinsieme dei numeri reali « tali che 2 + 1 = 0” individua l'insieme vuoto. E
evidente che questo insieme puo essere individuato in infiniti altri modi; un altro possibile esempio &
"D ¢ linsieme dei somari che volano”.

Esistono due modi per definire un insieme:

e clencando i suoi elementi

/

e indicando una o pill proprieta che " caratterizzano ” i suoi elementi, nel senso che tutti gli elementi

dell’insieme e solo questi le verificano.

Esempi fondamentali di insiemi numerici sono:

numeri naturali N = {1,2,3, .-}
numeri interi z = {--,-2,-1,0,1,2, ---}
numeri razionali Q = {%2:mcZ, neN,medn primi tra loro}.

I primi due insiemi sono definiti elencandone gli elementi, anche se in realta ’elenco ¢ limitato ad un numero esiguo di termini; i
punti di sospensione stanno ad indicare che effettivo elenco dovrebbe contenere un numero infinito di termini. In una scrittura
di questo genere si presuppone che il lettore sia in grado di estrapolare la legge di appartenenza dell’insieme, ma dovrebbe essere
chiaro come questo non sia accettabile da un punto di vista formale. Non insistiamo oltre su questo tipo di obiezione.
Per quanto riguarda la definizione di Q, questa & stata data scrivendo esplicitamente la legge che ne caratterizza gli elementi.
Anche per definire I’insieme

R (numeri reali)

si segue questo modello, ma illustrare le proprietd (o pitl precisamente gli assiomi) con cui i numeri reali possono essere carat-
terizzati esula dagli obiettivi di questo libro. A questo scopo rimandiamo ad un qualunque testo di Analisi Matematica. Qui ci
limitiamo a ricordare che 'insieme & costituito dai numeri razionali (che hanno una rappresentazione decimale finita o periodica)
e da quelli irrazionali (che hanno una rappresentazione decimale infinita, non periodica).

I numeri reali sono messi in corrispondenza biunivoca con i punti della retta quando su di essa si introduce un riferimento
cartesiano. Per prima cosa orientiamo la retta, fissando un verso che chiamiamo positivo, mentre il suo opposto sara chiamato
negativo. Sulla retta orientata scegliamo un punto O, che chiameremo punto origine (o piu semplicemente origine.) Questo
divide la retta in due semirette: semiretta positiva quella che contiene i punti successivi ad O, negativa altra. Fissato un punto
U sulla semiretta positiva, possiamo misurare ogni altro segmento O P mediante 'unita di misura OU. In questo modo ad ogni
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punto P della retta associamo uno ed un solo numero reale x che coincide con la misura p di OP (rispetto all’'unita OU) se P
appartiene alla semiretta positiva, oppure con il valore —p se P appartiene alla semiretta negativa. Se O = P allora z = 0.
Viceversa ad ogni numero reale x viene associato un punto P che & I'unico punto tale che il segmento O P misura x rispetto ad
OU e si trova dalla parte positiva se x > 0 oppure misura —z e si trova dalla parte negativa se < 0.

L’introduzione di un riferimento cartesiano permette dunque di stabilire una corispondenza biunivoca tra i punti della retta e i
numeri reali: ad ogni punto P della retta rimane associato un ed un solo numero reale x detta ascissa di P. Identificando ogni
punto con la propria ascissa (in pratica, scrivendo P = z), la retta viene identificata con 'insieme dei numeri reali: in questo
modo ad un ente geometrico si sovrappone una struttura numerica; parleremo a questo proposito di retta reale. In particolare
possiamo descrivere certi sottoinsiemi della retta mediante equazioni o disequazioni e viceversa indicare certi sottoinsiemi di
numeri reali con il nome dell’insieme geometrico a cui corrispondono, come ad esempio, intervalli e semirette. Piu precisamente:

Intervalli [a, b] = {z€eR:a<z<b}
[a, b) = {ze€R:a<z<b}
(a,b] = {zeR:a<z<b}
(a,b) = {zeR:a<z<b}

Semirette [a,400) = {zeR:a<uz}
(a,+0) = {zeR:a<z}
(—00,b] = {zeR:z<b}
(=00,b) = {ze€R:z<b}

DEFINIZIONE 1.

Si dice che Uinsieme A é contenuto nell’insieme B (oppure che A é sottoinsieme di B) e si scrive
ACB
se ogni elemento di A ¢ anche elemento di B. In simboli
ACB < Vxe€ A z€B

0 anche
ACB < (r€A=z¢€B).

DEFINIZIONE 2.

St dice che linsieme A ¢é sottoinsieme proprio dell’insieme B e si scrive
ACB
se AC B ma B ¢ A, cioé se esiste qualche elemento di B, che non appartiene ad A. In simboli
ACB < (VxeAzeB)AN(FxeB: x&A)

o anche
ACB <= [x€A=z€B)AN(xreB #xcA).
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DEFINIZIONE 3.

Due insiemi A, B si dicono uguali, e si scrive
A =B,

se ogni elemento del primo insieme é anche elemento del secondo e viceversa, ovvero se ciascuno € sottoin-
sieme dell’altro: A C B e B C A. In simboli

A=B <+ (Vxe€eAzeB)A(VzeB,zecA)

oppure
A=B <+« ACBeBCA

o anche
A=B <+ (Vz,z€ A < x€B).
L’insieme vuoto € considerato sottoinsieme di qualunque insieme, cioe si puo scrivere
VA, @ C A.

Poiché
ACA,

possiamo affermare che ogni insieme non vuoto ha almeno due sottoinsiemi: se stesso e l'insieme vuoto.

Nel caso in cui

allora
ACB <= Vz, Px)= Qx),
A¢ B <= 3z: P(x) AnonQ(x)
ACB <= Vz,(P(z)= Q) A3z : Q(z) NnonP(z)).
B
EsempIO 14.

Siano A={z €R:2 <0} =(-00,0), B={z€R:2<1}=(—00,1). In questo caso AC B e B ¢ A.

Infatti ogni elemento dell’insieme A appartiene a B : Vx, z < 0=z < 1.
B ¢ A perché esiste almeno un elemento di A che non appartiene a B cio¢ 3z : « < 1 Az > 0 (ad esempio

T = %, ma di numeri con questa proprieta ne esistono infiniti, precisamente tutti i numeri dell’intervallo
[0,1)).
EseEmpIO 15.

Verificare quale delle inclusioni C o D wale tra gli insiemi A ={x e R: 4o —2 <z +10}, B={zx e R:
2z < 3+ x}.
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Per stabilire se uno dei due insiemi & contenuto nell’altro, esplicitiamo le condizioni di appartenenza, risol-
vendo le due disequazioni:
dr —2<z2+4+10 <= 3 <12 <= <4

<3+ <<= x<3.

Dunque

A={zeR:2 <4} = (—00,4]

B={z€eR:z <3} =(-00,3).
Poiché

r<3=>2x<4 ma z<4=*zx<3,
si ha

B C A.

EseEmMPIO 16.
Siano

A={zx:1<z<3}, B={x:2<z<4}.

E evidente che A ¢ B perché possiamo trovare un elemento x in A (ne basta uno) che non appartiene a B,
ad esempio = = 1, 5; analogamente B ¢ A, perché possiamo trovare un elemento di B che non appartiene ad
A, ad esempio = = 3, 5.

EseEmpIiO 17.
Siano

A={z:2*—2°=0} e B=1{-1,01}.
In questo caso A = B.
Infatti risulta A C B perché z € A significa x risolve I'equazione % — 22 = 0 e questa ha per soluzioni proprio
21 =0, xo = 1, 23 = —1, che sono anche elementi di B. D’altra parte i valori 0,1, —1 (elementi di B) sono
soluzioni di z* — 22 = 0, quindi appartengono ad A.

Per gli insiemi numerici che abbiamo introdotto valgono le seguenti inclusioni:

NCZcQcCR.

Osserviamo che il simbolo C ¢ transitivo, ovvero
ACBeBcCc(C=ACC,

mentre il simbolo € non lo &. Esempio

v € f{z} e {r} € {{z}} ma v ¢ {{z}}.

OSSERVAZIONE 6.

Si presti attenzione al diverso significato che hanno i simboli €, C . Quando si scrive x € A, si intende che A é un insieme e x
un suo elemento; la scrittura B C A significa che A e B sono due insiemi e che ogni elemento del primo appartiene al secondo.
In particolare

z € {x} & una scrittura corretta, perché {x} & un insieme che ha come unico elemento x.

z C {z} non ha senso perché i termini collegati dal simbolo sono “ gerarchicamente " diversi (un oggetto ed un insieme).
Per capire 'esempio sulla transitivita del simbolo €, si noti che {{x}} ¢é Uinsieme che ha come unico elemento l'insieme {x}
e non l’elemento x stesso.
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DEFINIZIONE 4.

L’unione di due insiemi A, B, indicata con AUB, ¢é l’insieme di tutti gli elementi che appartengono ad almeno
uno det due insiemi:

AUB={xz: z€ Aox € B}.

In particolare

AUug = A.

Nella figura sopra, 'insieme A U B & rappresentato a tratteggio.

DEFINIZIONE 5.

L’ intersezione di due insiemi A, B, indicata con AN B, é linsieme di tutti gli elementi che appartengono
ad entrambi gli insiemsi:

ANB={z: € Aezx € B}

b
L
[os]

Nella figura sopra A N B & rappresentato col tratteggio a quadri.

Se A e B non hanno elementi in comune, scriveremo

ANB =g,

mentre in ogni caso risulta
AN =0.

EseEmpIO 18.
Se
A={a,b,cd 1,2,3,4} e B={z,y,2,w,1,2,3},
allora
AUB={a,b,c,d,z,y,z,w,1,2,3,4}, AnB=1{1,2,3}.
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Osserviamo che 'insieme delle soluzioni del sistema di disequazioni
z—1>0
r—3<0

AN B,

puo essere scritto nella forma

dove A e B sono gli insiemi in cui sono rispettivamente verificate la prima e la seconda diseguaglianza del
sistema, cioe
A={z: z>1}, B={z: =z <3}

Infatti risolvere il sistema significa cercare i valori di x che verificano contemporaneamente le due disequazioni.
E immediato concludere che
ANB={z: 1<z <3}

DEFINIZIONE 6.

La differenza di due insiemi A, B ¢é l'insieme degli elementi che appartengono ad A ma non a B :

A— B (oppure A\B)={z:2€ Aex¢B}.

L’insieme A — B ¢ rappresentato a tratteggio nella figura sopra.

Alla differenza A — B si da anche il nome di complementare di B in A. 11 termine " complementare” si usa
pilt comunemente quando ci occupiamo di insiemi B che sono tutti sottoinsiemi di uno stesso insieme fisso
A, che chiameremo insieme universo o spazio ambiente. La notazione pit comunemente usata per descrivere
il complementare di B (in A) & C4 B, che sostituisce con lo stesso significato la notazione A — B. Quando poi
I'insieme universo ¢ fissato una volta per tutte senza possibilita di equivoci, possiamo scrivere semplicemente
CB invece di C4B.

Nel caso in cui

A={z:P(x)}, B={z:9(x)},

le operazioni sugli insiemi si traducono in operazioni sui predicati:

AuB = {z: Px) vV Q)},
ANB = {z: Px) A Q)},
A-B = {z: P(x) A nonQ(x)},
CB = {x: nonQ(z)}.
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Proprieta delle operazioni tra insiemi.

PROPRIETA OPERAZIONI TRA INSIEMI OPERAZIONI TRA PREDICATI
(1) Commutativa AUB=BUA PVQ < QVP
Commutativa ANB=BnNnA PAQ < QAP
(2) Associativa (AUB)UC =AU (BUCQC) (PVQ)VR <= PV (QVR)
Associativa (ANB)NC=ANn(BNCQC) (PANQAR <= PA(QAR)
(3) Distributiva (AUB)NC=(ANC)U(BNCQC) (PVOAR <= (PAR)V(QAR)
Distributiva (ANB)UC =(AuC)N(BUCQC) (PANQVR <= (PVR)A(QVR)
(4) Doppia negazione CCB=B non(nonP) <= P
(5) 1% Legge di De Morgan C(AUB)=CANCB non(PV Q) < nonP A nonQ
(6) 2 Legge di de Morgan C(ANB)=CAUCB non(P A Q) <= nonP V nonQ

La proprieta associativa permette di estendere le operazioni unione ed intersezione ad un numero qualunque
di insiemi.

EsEmMPIO 19.
Se A={zeR:|z|>1}={z:e<-1}U{z:2>1}, allora CA={z:z>-1}Nn{r:z <1} =(-1,1).

EseEmpIO 20.
Se A={zeR:-1<z<2t={x:a>-1}N{z:x<2}, allora CA={z:2 < -1}U{z:z>2}.

DEFINIZIONE 7.

Il prodotto cartesiano degli insiemi A e B, indicato con A x B, é l'insieme di tute le coppie il cui primo
elemento appartiene ad A ed il secondo a B :

Ax B={(z,y): x€ Aex € B}.

ESEMPIO 21.

Un esempio significativo di prodotto cartesiano é quello dell’insieme R per se stesso, cioé l'insieme delle
coppie di numeri reali (che individuano i punti del piano cartesiano):

RxR={(z,y): z,y e R} =R xR.
Comunemente questo insieme si indica R?.

Il fatto che nella definizione si considerino coppie ordinate implica che il prodotto cartesiano non ¢ commu-
tativo, cioe:
AXx B+# B x A.
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Basta infatti pensare che nel piano cartesiano le coppie (a,b) e (b, a) rappresentano punti diversi se a # b.

Nella scrittura z € A abbiamo sempre convenuto che A rappresenti un insieme e z un elemento, stabilendo una specie di gerarchia
tra questi due concetti. Esistono perd insiemi che contengono se stessi come elemento. Un esempio & " 1’insieme X dei concetti
astratti '': poiché X & esso stesso un concetto astratto, risulta X € X.

Si chiamano regolari gli insiemi che non contengono se stessi tra i propri elementi e non regolari gli altri. B ragionevole supporre
che ogni insieme X appartenga all’'una o all’altra categoria, cioé che sia X ¢ X oppure X € X.

Consideriamo adesso R ={ l'insieme di tutti gli insiemi X regolari }.

Non & possibile stabilire se R & o non & regolare. Infatti, se R fosse regolare, tra gli insiemi che ne costituiscono gli elementi ci
sarebbe anche R, ma allora R € R cio¢ R non ¢ regolare.

Se invece R fosse regolare, tra gli insiemi suoi elementi non ci sarebbe R, cioe R ¢ R; ma allora R sarebbe regolare.
Formalizzando quanto sopra, si puo scrivere:

R={X: X¢gX}

RER < RER,

che costituisce un paradosso o antinomia, cio¢ una contraddizione all’interno della teoria degli insiemi. Non & qui possibile
presentare i problemi che nascono da questo esempio. Ad un’altra antinomia abbiamo gia accennato: la frase "’ i0 sono sempre
un bugiardo "’ & una frase sintatticamente corretta, ma evidentemente contraddittoria.

Ricordiamo che alla classica teoria degli insiemi sin qui esposta, nella quale possono presentarsi piti antinomie, & stato da tempo
attribuito il titolo di teoria ingenua o naif e che ad essa & stata sostituita una teoria pit complessa, di tipo assiomatico,
molto pitt attenta all’uso del termine "insieme . La teoria elementare ¢ comunque del tutto adeguata per le applicazioni non

specialistiche.

1.3 Il Principio di induzione

Il principio di induzione permette di provare la verita di un predicato definito sui numeri naturali.

TEOREMA 2 (Principio di Induzione).
Sia P(n) un predicato definito sui numeri naturali N, tale che :

1. P(1) é vera

2. ¥n € N : supponendo P(n) vera segue che anche P(n+1) é vera.
Allora P(n) risulta vera per ogni n € N.
In formula:

{PAQ)A[¥neN, P(n)=Pn+1)]} = [¥VneN,P(n).

Una formulazione pit generale del principio di induzione (ma dal punto di vista logico ad essa equivalente)
riguarda quei predicati definiti sui naturali maggiori di un assegnato numero k.
TEOREMA 3 (Principio di Induzione).
Sia P(n) un predicato definito Vn > k tale che :

1. P(k) ¢ vera

2. ¥n > k : supponendo P(n) vera segue che anche P(n+1) é vera.

Allora P(n) risulta vera per ogni n > k.

EsEmMPIO 22.
Provare la sequente egquaglianza:
1
1+2+3+-~-+n:%.
n(n+1) L . o ‘
Posto P(n): 1+24+3+--4+n= — applichiamo il Principio di Induzione:
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1(1+1
1. P(1) & vera perché P(1): 1= (TH

2. Vn € N : supponendo P(n) vera seque che anche P(n+1) ¢ vera.

(n+1)(n+2)

Infatti essendo P(n+1): 14+2+3+---+n+(n+1)= 5

, risulta

per l'ipotesi P(n)

—
n(n+1) n

(1) = (ED0+2)

142434+ ---4+n+(n+1)= 5

Quindi, per il principio di induzione '’eguaglianza & verificata.

Il matematico tedesco Gauss (?) , a soli dieci anni, dedusse la veridicita della precedente eguaglianza utilizzando il seguente
algoritmo:

1 +2 +3 4 +
n +n—-1 4n-2 ... 41 =
n+l 4n+1 +n+1 -+ 4n+1 =n(n+1)

EseEmMPIO 23.
Dimostrare che n - (n? 4+ 5) ¢ divisibile per 6, Vn € N.
In questo caso il predicato & P(n) : n- (n? + 5) & divisibile per 6.(1?)

Verifichiamo il primo passo: P(1) : 1- (12 4 5) & divisibile per 6, cio¢ 6 ¢ divisibile per 6, il che &
ovviamente vero.

Verifichiamo I'induttivita della proposizione (ovviamente P(n + 1) : (n + 1) - [(n + 1) + 5] &
divisibile per 6) esplicitando I’espressione che compare nella definizione di P(n + 1

—~
(n+D[n+1)*+5=n+1)n*+2n+1+5] =n(n®+5)+3n® +3n+6= per l'ipotesi induttiva
=k -6+3n°+3n+6=6(k+1)+3n(n+1)=6(k+1+Fk).

Infatti, nel prodotto 3n(n + 1) compaiono due interi consecutivi n e n + 1; poiché almeno uno dei due ¢ pari,
il loro prodotto contiene come fattore 2; possiamo allora scrivere n(n + 1) = 2k’ e dunque 3n(n + 1) = 6k’.

EsEmMPIO 24.

11 principio di induzione si applica a qualunque predicato che sia definito sut numeri naturali e quindi anche
ad un gioco come il sequente, che prende il nome di Torre di Hanoy.

Sono dati n dischi infilati nell’asse A in modo da formare una torre: ogni disco sia sovrapposto ad un altro
con diametro maggiore in modo da formare una specie di cono. Il gioco consiste nel trasportare n dischi
dall’asse A all’asse C' con il minimo numero di mosse, seguendo le seguenti regole:

1. si puo trasportare solo un disco alla volta;

2. non si puo sovrapporre ad un disco un altro che abbia diametro maggiore.

9Carl Friedrich Gauss (1777-1855), pietra miliare della storia della matematica, enfant prodige, fu uno degli ultimi studiosi a
riuscire a dare importanti contributi in tutti i settori della matematica.
10Un numero intero m & divisibile per h € N se esiste un altro numero intero k tale che m = kh.
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Il problema & calcolare il numero R,, di queste mosse.
Nella figura sottostante facciamo 1’esempio del caso di tre dischi.

A B C

i

e

1l primo passo per la risoluzione del problema ¢ quello di ” intuire ” R,,. A tale scopo si pud procedere nel
modo seguente. Se abbiamo n + 1 dischi in A, con R,, mosse ne portiamo n in B, quindi portiamo 1'n-esimo
in C' ed infine con altre R,, mosse portiamo gli n dischi in C' (vedi figura).

"
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In totale R, 11 = 2R, + 1. A questo punto si tratta di determinare R, in funzione di n. Sostituendo nella
relazione trovata n = 1, n = 2, n = 3, ecc. possiamo compilare la seguente tabella:

n: 1 2 3 4 5

R, : 1 3 7 15 31

Osservando la tabella si ”intuisce’ che i numeri della seconda riga sono gli interi che precedono le potenze di
2. Ovvero
R,=2"—-1.
Ovviamente l'esattezza di questa intuizione va verificata. Per fare questo, utilizziamo il principio di induzione
per il predicato P(n) : R, = 2" — 1. Per n = 1 & evidentemente vera. Per provare l'induttivita di P(n),
ragioniamo come abbiamo fatto sopra per determinare la relazione tra R,11 e R,. Dovendo spostare n + 1
dischi ne spostiamo n da A a B con 2" — 1 mosse (qui si utilizza 'ipotesi induttiva), poi spostiamo da A a
C I'(n+1)-esimo, infine con altre 2™ — 1 mosse (& ancora utilizzata I'ipotesi induttiva) portiamo gli n dischi
da B a C. In totale:
Ropi=@2"-1)+1+(2"-1)=2-2"-1=2"" 1.
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ESEMPIO 25. (Diseguaglianza di Bernoulli)

Dimostrare per induzione che:

l+nh<(1+h)", Vn>2 (dove h> -1, h #£0).

In questo predicato il primo passo da dimostrare ¢ quello per n = 2:
P(2): 1+2h < (1+h)?>=1+2h+h?
che & ovviamente vero. Per provare I'induttivita: P(n) = P(n + 1), osserviamo che
Pn+1): 14+ (n+1)h < (L+h)".
Possiamo partire dal secondo membro, cercando di evidenziare nell’espressione il termine al quale applicare
la proposizione induttiva:

—
(1+h)"" =1 +h)(1+h)™> (per 'ipotesi induttiva)

——
>(1+h)(1+nh)=1+h+nh+nh*>14+ (n+1)h (perché nh*>0).

IL SIMBOLO DI SOMMATORIA

Per semplificare le espressoni in cui intervengono delle somme, possiamo utilizzare il simbolo di sommatoria
e scrivere:

al—l—ag—l—ag—&—...—i-an,l—i—anzz a;.
i=1

L’indice 7 si chiama indice di sommatoria e la sua scelta ¢ del tutto arbitraria. Ad esempio avremmo potuto
n

scrivere g ay . Generalmente, per indicare questa possibilita, si dice che l'indice di sommatoria ¢ " una
k=1
variabile muta .

EsEmMPIO 26.

3
Z,LQ — 12_"_22_"_32

(3=
| =
I

[
+

N[
+

W=
+

=
+

(S

n
E b = artazitaszd+... +a,z"

Il principio di induzione permette di dare una definizione rigorosa del simbolo di sommatoria, assegnandone
il valore al " primo passo " e la legge che, noto il valore al passo n—esimo, permette di dedurre quello al passo
n + 1—esimo:

1
Z a; = a1
i=1
n+1

n
E a; = Gpy1 + E a;
i—1 i=1
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Applicando il principio di induzione alla proposizione

P(n): Z a; ¢ definito,

=1

si deduce che P(n) & sempre vero, cioe che il simbolo di sommatoria risulta pienamente definito. Un
procedimento di questa forma si dice costituire una definizione per ricorrenza.

Non e difficile provare le seguenti proprieta del simbolo di sommatoria.

n n volte

1 Z c=c+c+...+c=nc
=1
n n

2 Z ca; = CZ a;
=1 i=1
n n n
=1 i=1 i=1
n n

4. Z a; = aj (*Y)
i=1 j=1
n m n

5 Zal:Zai+ Z a;, m<n
=1 =1 1=m-+1
n n+k

6 Z a; = Z Ai—f
i=m i=m+k

EN|
£
(=
<
I
]
]
&
S
<
\
&
S
<

EsEMPIO 27.
Dimostrare la sequente equaglianza (somma dei primi n termini di una progressione geometrica)('?)

1— an+1

doa=——— acR\{1}(*)

=0

Procediamo applicando il principio di induzione.
Per n = 0 'eguaglianza & vera, riducendosi alla seguente
0_ 1—-a

—_— ioe 1=1.
a T— cioe

M1 abbiamo gia precisato: l’indice di sommatoria & una variabile muta.

128 definisce progressione geometrica una successione di numeri tali che sia costante il rapporto tra un termine e quello che lo
precede (ragione della progressione). Ad esempio la progressione geometrica di ragione 2 & costituita dai numeri 1, 2, 4, 8, 16, ...,
ovvero dai numeri della forma 27"~ !, n =1,2,---, o anche 2", n=0,1,2,---.

H1Si noti che nell’esempio considerato 'indice di sommatoria parte da 0 invece che da 1. Ovviamente questa non & una
modifica sostanziale. D’altra parte anche nell’enunciato del Principio di Induzione possiamo considerare proposizioni definite
per n € NU {0} = ZT invece che in N. Quanto detto in precedenza si ripete interamente, con le solite avvertenze che adesso il
primo passo € quello per n = 0 invece che per n = 1.
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Dimostriamo 'induttivita della proposizione, osservando che

n+1
) 1_an+2
P(n+1): Zal: l1-a
=0

Scomponiamo la sommatoria applicando la proprieta 5, in modo da poter applicare I'ipotesi induttiva:
—
n
Z a’ + a"t = (per I'ipotesi induttiva)
i=0

——
_ 1_an+1 +an+1 _ 1_an+2
1—-a 1—-a

I FATTORIALI

DEFINIZIONE 8 (Fattoriale).

Definiamo il fattoriale di un numero naturale n come il prodotto dei primi n naturali:

nl=1.2-3---(n—1)n

ESEMPIO 28.
11 =1,
20=1-2=2,
31=1-2-3=6,

41=1-2-3-4=24,
n+1)!=1-2-3---(n=1)-n-(n+1)=n!-(n+1),
2n)!=1-2-3--n-(n+1)---(2n—1)-2n

Anche il fattoriale puo essere definito per ricorrenza, nel modo seguente:

=1
{ (n+1)l=n! (n+1).
In Analisi Matematica € opportuno definire anche il fattoriale del numero 0 ponendo:
o = 1.

11 valore del fattoriale cresce molto rapidamente al crescere di n, come si vede dalla seguente tabella

n n! n n!
1 1 11 399 16800
2 2 12 47990 01600
3 6 13 62270 20800
4 24 14 8 71782 91200
5 120 15 130 76743 68000
6 720 16 2092 27898 88000
7 5040 17 35568 74280 96000
8 40320 18 6 40237 37057 28000
9 362880 19 121 64510 04088 32000
10 36 28800 20 2432 90200 81766 40000
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Nella tabella successiva sono riportati i valori approssimati dei fattoriali dei multipli di 10 compresi tra 30 e
100.

n n!
30 | 26.525 x10°2
40 | 81.582 x10*"
50 | 30.414 x1064
60 | 83.210 x108!
70 | 11.979 x10100
80 | 71.569 x10'!8
90 | 14.857 x10'38
100 | 93.326 x10%7

EsEmMPIO 29.

Dimostrare per induzione che
2" < (n+1)! neN

Per n=1 & evidente in quanto la diseguaglianza si riduce a 2 < 4.
Posto P(n) : 2" < (n+ 1)!, dimostriamo che P(n) = P(n + 1). Utilizzando l'ipotesi induttiva, otteniamo

2"t =2(2") < 2[(n+1)!].
Per ottenere la tesi, basta provare che
2[(n+1)!] < (n+2)L
Sviluppando il fattoriale al secondo membro e semplificando, si ottiene
2[(n+1)!] < n+1)! (n+2) < 2<n+2,

che e sempre verificata.

EsEmpPI1O 30.

Dimostrare per induzione che
n!<n" neN

Per n = 1 ¢ banalmente verificata (1 < 1). Dimostriamo 'induttivita della proposizione. Per lipotesi
induttiva si ha:
m+1)!=n!(n+1)<n™ (n+1).

Rimane da provare che ¢
n" (n+1) < (n+1)" = (n+1)" (n+1).

Questo segue dal fatto che
nn S (n + 1)n.

EsEmpPIO 31.

Dimostrare per induzione che

(_1)k+1 k2 — (_1)n+1 Tl(n+1)

NE

>
Il
—
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Per n = 1 & banalmente verificata: (—1)? - 1= (-1)? - 1.

Osserviamo che
n+1

1 2
Pn+1): S ()M k2 = (—1)m+? (n+1)(n+2)
2
k=1
e scomponiamo la somma al primo membro con la proprietd (5) del simbolo di sommatoria per provare
I'induttivita della proposizione

n+1 n
(DM 2 :Z (=) k2 4 (=1)""2 (n+1)2> = (per lipotesi induttiva)
k=1 k=1
_ ne1 M(n+1) n _ n nin+1)] n2 (R 1)(n+2)
= ()" S ()P 1) = ()M (e 1) - S| = (-
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Capitolo 2

RICHIAMI DI GEOMETRIA
ANALITICA

2.1 Le coordinate cartesiane del piano

Fissiamo nel piano un riferimento cartesiano costituito due rette orientate (!) tra loro perpendicolari nel
punto O : le chiameremo assi coordinati o assi cartesiani; piu precisamente, una delle due sara detta asse
delle ascisse o asse delle x e 'altra asse delle ordinate o asse delle y. In genere si sceglie come verso positivo
degli assi quello per cui la rotazione di 90° in senso antiorario attorno al punto O porta la semiretta positiva
dell’asse x a sovrapporsi alla semiretta positiva dell’asse y (vedere figura seguente).

Preso un punto P del piano, da esso conduciamo le perpendicolari agli assi, che intersecano nei punti A e B
rispettivamente ’asse x e I'asse y.

Sull’asse = al punto A corrisponde un numero reale a, mentre sull’asse y al punto B corrisponde un numero
reale b. In definitiva, al punto P rimane associata una coppia ordinata (a,b) di numeri reali. La costruzione
geometrica inversa permette di associare ad ogni coppia ordinata (a,b) di numeri reali un punto P del piano.

Y,
b Efr~~~~m~m~m~;P:(a,b)
A
0 a X

In questo modo si stabilisce una corrispondenza biunivoca (?) tra i punti del piano e le coppie di numeri reali,
che permette di identificare oggetti di natura diversa e scrivere semplicemente P = (a, b).

10vvero: sulle quali siano stati individuati un’origine, un verso ed un’unita di misura, (vedi capitolo I, paragrafo 1.2).
2Una corrispondenza biunivoca tra due insiemi & una legge che associa ad ogni elemento del primo insieme uno ed un
solo elemento del secondo insieme e viceversa.
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Il piano geometrico in cui sia stato definito un riferimento cartesiano (piano cartesiano) puo dunque essere
identificato con I'insieme delle coppie ordinate di numeri reali

R? = RxR = {(z,y): =,y € R};

Se X CReY CRallora X xY C R?, cio¢ il prodotto cartesiano di due sottoinsiemi di R & un sottoinsieme
del piano cartesiano R2. Questo permette di descrivere mediante equazioni o disequazioni alcuni sottoinsiemi
del piano.

EsEmMPIO 32.

Se X1 ={2}, Y1 =R, allora X1 x Y1 ={(z,y) : =2,y € R}, mentre se Xo =R, Yo = {5}, Xo x Yo =
{(z,y): z R, y=>5}.

Come ¢ rappresentato nella figura seguente, questi due sottoinsiemi identificano due rette del piano, la prima

parallela all’asse delle y e la seconda parallela all’asse delle . Con semplificazione del linguaggio, potremo
dire che questi due sottoinsiemi sono due rette del piano.

y

5 Xox Yo
2

0] X
X1XY1

Esempio 33.
Siano X1 = {6}, Y1 ={y: y <2} e Xo = {x: x <3}, Yo = {1}. I sottoinsiemi del piano cartesiano
X1 xY1 e Xo X Y5 sono le due semirette rappresentate nella figura sequente.

y
XZXY2 21 ————————————————— :
O 3 5 X
X xY;
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ESEMPIO 34.

Siano X = {x: 2 <2} eY ={y: y > 3}. L’insieme X XY ¢ la porzione di piano rappresentato nella
sequente figura.

ESEMPIO 35.

Siano X ={z: =1 <ax <1} eY =R. L’insieme X XY ¢ la striscia, delimitata dalle due rette verticali
passanti per t = —1 e x = 1, rappresentata in figura.

EsempPIO 36.
Siano X ={x: 1<x <3} eY ={y: 2<y<4}. Linsieme X XY ¢ il quadrato rappresentato in figura.

y
41
XxY
2 77777777 Il
(0] 1 3 X
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EsSEmPIO 37.

1l semipiano chiuso (3) II posto sopra la retta orizzontale passante per il punto P = (0,4) puo essere descritto
nella forma

I = {(z,y) : y > 4}.

..

ESEMPIO 38.

L’intersezione tra il semipiano chiuso Iy posto a destra della retta verticale passante per (—4,0) ed il
semipiano chiuso Iy posto a sinistra della retta verticale passante per (2,0) é descritto da

I NIy = {(z,y): -4 <z <2}

y

EsEmMPIO 39.
Il rettangolo R di vertici (—2,—1), (1,—1), (1,3), (—=2,3) si descrive nella forma

R=A{(z,y): —2<2<1, —-1<y<3}

y

-1

3Un semipiano si dice chiuso se contiene la retta che lo delimita.
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2.2 Le rette del piano

Ogni retta del piano cartesiano puo essere descritta mediante un’equazione. A tale scopo iniziamo con il
considerare le rette parallele agli assi coordinati.

I punti P = (x,y) di una retta Ry parallela all’asse y e passante per il punto di coordinate (h,k) sono
caratterizzati dall’avere tutti lo stesso valore h dell’ascissa, quindi

(x,y) €ERy <= z=h.

Possiamo anche scrivere Ry = {(z,y) : = h}, o pilt semplicemente dire che = h & I'equazione di tale
retta.

Analogamente i punti di una retta Ry parallela all’asse = e passante per il punto di coordinate (h, k) hanno
tutti lo stesso valore k dell’ordinata, e quindi

(z,y) E Ry <— y=k.

Possiamo anche scrivere Ry = {(z,y) : y = k} e dire che y = k & 'equazione della retta esaminata.
Consideriamo ora il caso in cui la retta R non ¢ parallela agli assi coordinati.

Su R prendiamo i punti distinti P, = (z1,41), P2 = (z2,42), P = (z,v).

Poiché i triangoli rettangoli (vedi figura) PiQ2Ps e PiQP sono simili,

y

possiamo scrivere:
PQ _ PQy
PQ  PQ2

Essendo poi
PQ=z—x, PQ=y—y1, PLQ2 =22 — 21, PoQ2 = yo — y1,

risulta
x—zlzngxl (21)
Yy—un Y2—UN
ovVVero
r(y2 — y1) + y(x1 — x2) + 201 — T1y2 = 0;
ponendo a = Y3 — Y1, b = 1 — T2, ¢ = Ty — T1Y2, otteniamo 'equazione della retta:
ar + by + ¢ = 0. (2.2)

I punti della retta R soddisfano quindi l'equazione (2.2), ossia le coordinate di ogni punto di R sostituite al
posto di z,y in (2.2) verificano 1’equazione, riducendola ad una identita.
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Osserviamo che nelle ipotesi fatte, risulta a # 0, b # 0.
Viceversa, siano P = (x,y) € R e P/ = (z,y') € R, con y # y’ (vedi figura)

ax+by+c=0

Abbiamo gia provato che le coordinate di P verificano I’equazione (2.2): adesso mostriamo che le coordinate
di P’ non la verificano; basta osservare che

Y Ay <= by £by <= ax+by +cFax+by+c=0=axr+by +c#0.
Analogamente per P = (z,y) € Re P = (2",y) ¢ R, con & # 2”. In conclusione,

P = (z,y) € R se e solo se le coordinate x, y verificano I’equazione (2.2).

EseEmPIO 40.

Sia R la retta individuata dall’equazione x —y+1=0. E evidente che (2,3) € R perché 2—3+1 =0, mentre
(4,1) € R perché 4 —1+1#0.

Dall’equazione (2.1) si ricava I’equazione della retta (non parallela ad alcun asse coordinato)
passante per due punti distiniti P; = (z1,y1), P> = (x2,y2) :
rT—T _Y—Wn
T2 =1 Y2—U

(2.3)

Come abbiamo osservato, nell’equazione (2.2) i coefficienti a e b sono entrambi diversi da 0.

c
Per b = 0 'equazione (2.2) diventa * = —— che, per quanto osservato all’inizio del paragrafo, rappresenta
a

) . . C
una retta parallela all’asse y; per a = 0 otteniamo invece y = —3 che rappresenta una retta parallela all’asse

2. In conclusione l'equazione (2.2) rappresenta tutte le rette del piano, se ammettiamo la possibilita
che i coefficienti a e b si annullino (non contemporaneamente).

Sia ora b # 0. (*) Da (2.2) si ottiene y = —%x — %; posto m = —% eq= —g, otteniamo ’equazione
esplicita della retta:
y = mz + g (2.4)

e ¢ si chiama termine noto e rappresenta l'ordinata del punto di intersezione di R con I'asse delle y (°)

e m si chiama coefficiente angolare e si dimostra che e legato all’angolo « che la semiretta delle = positive
percorre per sovrapporsi ad R ruotando attorno al punto di intersezione: precisamente, vale m = tan «
(vedi figura successiva).

4Quindi, per quanto detto, la retta non pud essere parallela all’asse y.
5Infatti se in (2.4) prendiamo x = 0 otteniamo y = q.
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y=mx+q
q a
0 X
A riprova di questa interpretazione, le rette
y = mx + q
y = mz+4q

con lo stesso coefficiente angolare sono parallele. Infatti il sistema formato dalle due equazioni non ha soluzioni
se ¢ # ¢’ (le due rette sono parallele in senso stretto), ne ha infinite se ¢ = ¢’ (le due rette sono coincidenti e
questo ¢ un caso particolare di rette parallele).

Quindi, data la retta R, di equazione y = mx + ¢, la parallela Ry di equazione y = mx + ¢’ passante per
P = (z0,yo) ha equazione

Yy — Yo = m(xz — xo). (2.5)

Infatti la retta passa per P perché le coordinate del punto verificano ’equazione; inoltre la retta & parallela
ad R, perché ha lo stesso coefficiente angolare.

Per capire meglio il significato del coefficiente angolare m nell’equazione y = ma + ¢, consideriamo la retta y = max parallela
alla precedente e passante per lorigine: m & l'ordinata del punto sulla retta di ascissa x = 1: P = (1,m). Se m & positivo la
retta y = max occupa il primo e terzo quadrante del piano, se m & negativo i rimanenti due.

y

y=mx+q mo “P=(1,m)

y=mx

Nel caso di m positivo, al’aumentare di m aumenta 'ordinata del punto P e quindi la retta diventa “pit ripida”. Analogo
discorso nel caso di m negativo: al diminuire di m diminuisce ’ordinata di P e quindi la retta assume una posizione sempre piu

prossima a quella verticale . Il caso m = 0 corrisponde alla posizione orizzontale.

Con considerazioni di carattere geometrico (o utilizzando le formule della trigonometria) si dimostra che,
data la retta Ry di equazione y = mz + ¢, con m # 0, la perpendicolare Ry passante per P = (z,yo) ha
equazione:

1
— Y = — — & — Xo)- 2.6
Y —u — ) (2.6)
Infatti poiché le rette y = mz, y = — — x sono parallele a quelle considerate (e passano per l'origine) basterd provare che
m

queste sono tra loro perpendicolari. Nella figura successiva, P = (1,m), Q = (1, — %)
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' Q=(1,-1/m)

Bastera provare che il triangolo OPQ & rettangolo, cioe che & soddisfatta la relazione di Pitagora: OP? + 0Q? = PQZ>.

1
Poiché OP = V1+m?2, 0Q = /1+ —, PQ =
m

Se m = 0, la retta di partenza ha equazione y = q ed & parallela all’asse x : la perpendicolare ad essa passante
per P = (zo,yo0) ¢ parallela all’asse y e la sua equazione & x = x. Riscrivendo ’equazione della perpendicolare
nella forma

1 . . .
m + —|, la verifica & immediata.
m

z—xz9 = —m(y — o),
si comprendono i due casi.
EsempPiO 41.
Data la retta R di equazione
y= -3z + 1,

determinare la retta Ry passante per Py = (3,—2) e parallela ad R e la retta Ro passante per P, = (1,2) e
ad essa perpendicolare.

Dalla formula (2.5) sostituendo le coordinate di P; e tenendo presente che nel nostro caso m = —3, otteniamo
I'equazione di R :
y+2=-3(x—-3) < y=-3z+7.

Dalla formula (2.6), sostituendo le coordinate di Ps, si ha:

T+

W =
| ot

1
y—2 = ——3(9:—1) = oy =

Data la retta R di equazione y = ma + g, per ogni punto P = (z¢, yo) appartenente a R risulta yo = mxzo+gq.
I punti appartenenti alla retta = zy (parallela all’asse y) hanno ordinata y > yo se posti al di sopra del
punto P, ordinata y < yo se posti al di sotto. Possiamo quindi descrivere il semipiano al di sotto di R con la
disequazione (vedi figura)

y < mz+q,

y y:mx+q
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mentre il semipiano posto al di sopra di R (vedi figura) & descritto dalla disequazione

y > mx +q.
y
\
y=mx+q
0 X
EsSEMPIO 42.
Disegnare il semipiano {(z,y) : y < 2z + 1}
y
y=2x+1
0 X
EseEMPIO 43.
Disegnare il semipiano {(z,y): y > —x — 2}
y>-x-2
X

ESEMPIO 44.

Siano
I, = {(z,y): y <3x+1}

I = {(z,y) s y < —z+3}
Disegnare 111 N 11s
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<Zx43 <3x+1
%

2.3 Equazione parametrica di un segmento

Siano A = (za,ya) e B = (zp,ys) due punti distinti appartenenti alla retta R di equazione y = mz + gq.
L’insieme
S={(z,y): y=mr+gq, va <z <uzp} (2.7)

rappresenta il segmento di estremi A, B appartenente alla retta.
E possibile descrivere il segmento AB in un altro modo. Poiché

a<pfetel0l]]=a<tat+(l1-t)5 <0,
posto
xp=txa+ (1 —t)zp (2.8)
Yo = tya + (1 = t)ys, (2.9)

risulta
vy <z <zp, ya <y <yp, Vt€0,1].

Inoltre si verifica facilmente che P, = (zy, y;) soddisfa 'equazione della retta, ovvero:
Yy = mxy + q. (2.10)
Infatti
(xa,ya) ER <= ya=maa+gq, (rp,ys) ER < yp=map+gq.
Moltiplicando la prima equazione per t, la seconda per 1 — ¢t e sommando membro a membro, otteniamo
tya+ (1 —t)yg =mltza+ (1—1t)ys] +gq,

che & appunto la (2.10).
Al sistema

{ xy =txa + (1—t)zp (2.11)

yr = tya + (L —t)yp, tel0,1]
possiamo dare il nome di rappresentazione in forma parametrica di un segmento di estremi A =
(a,ya), B=(2B,yB).

Osserviamo che (x¢,y:) soddisfa 'equazione (2.10) indipendentemente dal valore di ¢ € R. Si dimostra
facilmente che al variare dit € R

{ 2 =txg + (1—t)xp (21

y = tya + (1—t)ys

sono tutti e soli i punti della retta passante per A, B; dunque il sistema (2.12) con ¢ € R costituisce la
rappresentazione parametrica della retta passante per i punti A, B.
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2.4 Distanza di due punti

Definiamo distanza tra due punti P e @Q del piano la lunghezza del segmento PQ; indicheremo questo numero
con d(P, Q).

Nel piano cartesiano € possibile calcolare la distanza tra due punti a partire dalle loro coordinate. Se P =
(xp,yp) e Q = (g, y0), utilizzando il Teorema di Pitagora si ha (vedi figura):

A(P,Q) = \/(zp — 1) + (vr — y@)2. (2.13)

Y% P ,,,,,,,,,,,,, f A

La formula della distanza tra due punti permette di descrivere mediante equazioni tutti quei luoghi geome-
trici del piano definiti mediante una distanza, come circonferenza, ellisse, iperbole. Questo procedimento &
sviluppato nei paragrafi seguenti. Completiamo invece il presente paragrafo considerando alcune semplici
applicazioni della formula della distanza a problemi riguardanti le rette.

2.5 Asse di un segmento

DEFINIZIONE 9.
Si definisce asse di un segmento [’insieme dei punti del piano equidistanti dai suoi estremi.
Detti A = (z4,ya), B= (zp,yp) gli estremi del segmento, dalla definizione (9) sappiamo che ogni punto P

dell’asse deve verificare
d(P,A) =d(P,B)

cioe (vedi figura successiva)

V(=242 +(y—ya)? = V(z—2p)* + (y — yn)%
elevando al quadrato e semplificando, si ottiene

2 —24)r +2(yp —Ya)y = 5 +yE — T4 — Y4,

che ¢ dunque '’equazione dell’asse.
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Una semplice conseguenza della definizione permette di dare una diversa caratterizzazione dell’asse di un
segmento:

TEOREMA 4.

L’ asse di un segmento coincide con la perpendicolare condotta per il suo punto medio.

Esprimiamo le coordinate (xg,ys) del punto medio S di un segmento in funzione delle coordinate dei suoi

estremi:
_(xatzp ya+ys
(m37y5) - 2 B 2

(si deduce dal teorema di Talete con semplici considerazioni geometriche, vedi figura seguente).

XA 0 Xs Xg  x

Distinguiamo vari casi.
) : Yya + YB
e Se x4 = xp, I'asse ha equazione y = T;
, . rA+TB
® se ya = yp, l'asse ha equazione z = T;

e Caso generale. Il coefficiente angolare della retta passante per AB € m = Y5 " Y4 o dunque quello
B — XA
1 _
dell’asse & (°) — — = — 5= TA
m YB —Ya

L’equazione dell’asse del segmento AB ¢ dunque

Yya+ysp = TB—TA ( CL’B+IA)
Y- = - T— ——
2 YB — YA 2
ovvero
2xp —za)r+2(yp —ya)y = 9523 + %23 - xi - y?—x

che ovviamente coincide con ’equazione trovata precedentemente.

2.6 Distanza di un punto da una retta

DEFINIZIONE 10.
La distanza di un punto da una retta ¢ la lunghezza del segmento di perpendicolare condotta dal punto
alla retta.

Se P = (x0, yo) ed r ¢ la retta di equazione ax + by + ¢ = 0, la distanza d(P,r) di P da r ¢ data da

_ azo + byo + |

6Si tenga presente la relazione tra il coefficiente angolare di retta e quello della sua perpendicolare.
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EsSEMPIO 45.

Determinare la distanza del punto P = (5,1) dalla retta r di equazione x — 2y +2 = 0.

Applichiamo la formula (2.14):

1-5—-2-142

e e/
V12 + 22

Per giustificare questo risultato osserviamo che la retta s passante per P e perpendicolare ad r ha equazione

d(P,r) =

y—1l=-2(x—-5) <= 2zr+y-11=0.

Determiniamo le coordinate del punto H di intersezione tra s e r risolvendo il sistema

r—2y+2=0 PN =4
2r+y—11=0 y=3"

Dunque

d(P,r) =d(P,H) =+/(5—-4)2 + (1-3)2 = /5.

Il calcolo fatto per 'esempio si ripete nel caso generale, in modo da ottenere la formula della distanza.
Infatti, la retta per P perpendicolare ad r ha equazione

bxr — ay = bxg — ayo.
Le coordinate di H si trovano risolvendo il sistema:

k)

{ ar+by+c=0

b2zo — abyy — ac  ayy — abxy — be
br — ay + ayp — bxg =0 = H(

a? + b2 ’ a? + b2

la distanza d(P,r) ¢ dunque data da

b2z — abyy — ac 2 a?yy — abxy — bc 2
d P = — _—_— .
(Brr) \/(x" a? + b2 W a? + b2

Svolgendo i calcoli (che per brevita non riportiamo), si deduce (2.14).

2.7 Equazioni delle bisettrici tra due rette

Sianor : ax +by+c=0 e r' . dx +by+c =0 le equazioni di due rette non coincidenti che si
intersecano in un punto P. Queste individuano due coppie di angoli congruenti opposti al vertice, caratterizzati
uno dalla condizione:

(ax+ by +c)(dz+by+c) >0,
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I’altro dalla condizione
(az +by+c)(dz+by+ ) <0.
Ricordiamo che le bisettrici sono le due rette passanti per P luogo dei punti equidistanti da r e r’
(vedi figura).
La condizione che un punto Q = (z,y) sia equidistante dalle due rette si traduce nell’equazione

lax +by +c| |’z +Vy+ |

/a2+b2 @2 1 b2 ’

che, togliendo i valori assoluti, da origine alle due equazioni

ar +by+c  dz+by+c

Va2 02 Va2 +b2

oppure

ar +by+c  drx+by+c
/a2 + b2 /a/2 1 b2 ’

queste sono le equazioni delle due bisettrici.

by
r,
AP
L p |
07}
r
EsSEmPIO 46.
Determinare le bisettrici degli angoli formati dalle rette
]' /
rooy = §x+1 roy=2x—1.

Procedendo come sopra, si trova
lv —2y+2] |20 —y—1]

V5 V5

da cui

r—2y+2=22—-y—1 <= z4+y—3=0

oppure

T—2y+2=-224+y+1 <<= 3z-3y+1=0.
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2.8 Equazione della circonferenza

DEFINIZIONE 11.

Si definisce circonferenza di centro C' e raggio r il luogo dei punti del piano che distano r da C.

Siano dunque C' = (xq,yo) il centro ed r > 0 il raggio della circonferenza C. Per definizione deve essere:
C={P: d(P,C)=r}. (2.15)

Se P = (x,y) € C, utilizzando la formula della distanza (2.13), si ottiene

d(P,C) = \/(x — z0)2 + (y —50)? = 1, (2.16)
da cui si deduce che i punti di C devono verificare I’equazione

(x —x0)> + (y—yo)* = 1. (2.17)

Svolgendo i calcoli, ’equazione (2.17) pud essere riscritta nella forma
Jc2+y2—2xox—2y0y+x3+y§—r220

OVVero
2+  dar+by+c=0

se poniamo
2 2 2
a = —2x0, b= -2y, c=x5 +y; — .

Viceversa ¢ facile vedere che (7)
2?4y’ +ar+by+c=0

rappresenta I’equazione di una circonferenza se e solo se

2 b2
THT >0 (2.18)

Basta infatti riscrivere ’equazione nella forma equivalente

a\? b\ a2 p?
(++3) *(%2) 1T e

questa e ’equazione della circonferenza di centro

(0, y0) = <—g’ —g>

7Si osservi che i coefficienti di z2 e y? sono uguali.
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e raggio

purché sia verificata la diseguaglianza (2.18).
Dalla definizione di circonferenza possiamo dedurre che 1’'insieme

C,={P: dPC) <r} (2.19)
¢ la parte di piano delimitata dalla circonferenza C (vedi figura)

y

mentre l'insieme
C.={P: d(P,C) > r} (2.20)
¢ la parte di piano esterna alla circonferenza C. (vedi figura).

A%y

O X

7/ 7

Utilizzando la formula della distanza (2.13), gli insiemi C; e C, possono essere descritti mediante disequazioni
nel modo seguente:

Ci = {(z,y) : (x—x0)* + (y—w0)* < r’} (2.21)

C. = {(z,9) : (z—0)* + (y—1w0)* > r’}. (2.22)

Un punto P € C; si dice interno alla circonferenza C;, un punto P € C, si dice esterno ad essa.
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ESEMPIO 47.

Siano

linsieme

e rappresentato nella sequente figura

EseEmPIO 48.
Siano
C; = {(z,y) : 22+ y? > 1}
Cy = {(z,y) : 2* + ¢ < 4},
linsieme
C; NGy
e la corona circolare rappresentata in figura
y
1

Il
il

Posizioni di una retta rispetto ad una circonferenza:

e una retta ¢ secante una circonferenza se la interseca in due punti distinti
e una retta ¢ tangente ad una circonferenza se la interseca in un solo punto

e una retta ¢ esterna ad una circonferenza se non la interseca in alcun punto.
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Dal punto di vista algebrico, distinguiamo i vari casi confrontando il raggio r della circonferenza con la
distanza d della retta dal centro:

e una retta € secante una circonferenza se d < r
e una retta ¢ tangente ad una circonferenza se d = r
e una retta ¢ esterna ad una circonferenza se d > r.

Consideriamo il sistema, composto dall’equazione della retta e quella della circonferenza di centro (zg,yo) e
raggio r,

{ ar+by+c=0
(z —20)* + (y — y0)* = 1°.

Sostituendo nella seconda equazione al posto di y (oppure di ) espressione ricavata dalla prima, si ottiene
un’equazione di secondo grado. Per questa equazione si possono presentare i seguenti casi:

e A > 0: il sistema ha due soluzioni distinte e quindi la retta ¢ secante la circonferenza;
e A =0: il sistema ha un’unica soluzione e quindi la retta ¢ tangente alla circonferenza;

e A < 0: il sistema non ha soluzioni e quindi la retta ¢ esterna alla circonferenza.

Rette tangenti ad una circonferenza C e passanti per un punto P dato.
e se P ¢ esterno alla circonferenza esistono due rette tangenti passanti per il punto
e se P ¢ sulla circonferenza esiste una ed una sola retta tangente passante per il punto

e se P ¢ interno alla circonferenza non esiste alcuna retta tangente passante per il punto.

Per trovare I’equazione della retta tangente dobbiamo imporre che la generica retta passante per P = (zo, yo)
abbia distanza r dal centro della circonferenza. In alternativa possiamo considerare il sistema composto dall’e-
quazione di una retta generica passante per P e dall’equazione della circonferenza ed imporre, nell’equazione
di secondo grado che si ottiene risolvendolo, che sia A = 0.

EseEmPIO 49.

Stabilire la posizione della retta di equazione: x—2y—1 = 0 rispetto alla circonferenza: x>+y?+4x—6y—4 = 0.

(I metodo)

Mediante le formule viste in precedenza determiniamo il centro C ed il raggio r della circonferenza: C' =
9

(=2,3), r=+/17 e calcoliamo la distanza del punto C' dalla retta data: d = —=. Essendo d < r si ha che la

V5

retta ¢ secante la circonferenza.

(IT metodo)
Consideriamo il sistema

r—2y—1=0 )

= 0y"+6y+1=0.

22+ y? +42 -6y —4=0

In quest’ultima equazione risulta A > 0. Sono dunque due le soluzioni e quindi due i punti di intersezione tra
1

retta e circonferenza. Questo secondo metodo permetti di calcolarli: y; = —1, yo = —5 dacui 4; = (-1,-1)
€ A2 = (%a _%)
EseEmpio 50.

Data la circonferenza x? 4+ y? + 6x — 2y + 6 = 0, determinare l’equazione delle rette tangenti passanti per il
punto O = (0,0).

%)



Mediante le formule viste in precedenza calcoliamo le coordinate del centro C ed il raggio r della circonferenza:
otteniamo C = (—3,1), r = 2. Osserviamo che essendo d(O,C) = /10 > r, il punto O & esterno alla
circonferenza: ci sono dunque due rette tangenti passanti per il punto.

(I metodo)
Detta y = max una generica retta s passante per O, imponiamo la condizione che sia tangente: d(s,C) = r,
oVVvero

—-3m—1
%:2 = PBm+1l=2vVm2+1=Bm+1)*=m?+1=5m’+6m—3=0.
m
-3 +£2v6
Risolvendo, otteniamo i coefficienti angolari delle due rette tangenti: m; o = %

(II metodo)
Consideriamo il sistema composto dalla generica retta r di equazione y = ma passante per O e I’equazione
della circonferenza:

y=mz 9 9 9 2.2 _

=z +ma+6r—2mr+6=0 < (1+m°)z"—2(m—3)z+6=0.
224+ 92 +62—2y+6=0

Poiché

A
Z:(m73)276(1+m2):75m276m+3,

imponendo la condizione A = 0, otteniamo ’equazione —5m? — 6m + 3 = 0 e quindi (come gia ottenuto con
—3+2V6
il T metodo): my 2 = %

2.9 Equazione dell’ellisse

DEFINIZIONE 12.

Si definisce ellisse il luogo dei punti del piano per i quali é costante la somma delle distanze da due punti
fissi detti fuochi.

Se Fi, F5 sono i fuochi e P & un qualunque punto dell’ellisse, allora per definizione & verificata ’eguaglianza
d(P, Fy) + d(P,F5) = costante. (2.23)

Nel piano cartesiano Dellisse pud essere rappresentata da un’equazione in z, y utilizzando equazione (2.23).
Per semplicita consideriamo un’ellisse i cui assi coincidono con gli assi cartesiani; in particolare i fuochi siano
posti sull’asse x. Poniamo quindi F; = (c,0), Fy = (—¢,0), ¢ > 0 (%) e sia 2a la costante della definizione
(2.23). Se P = (=,y), sostituendo in (2.23) e semplificando, si ottiene: (9)
2 2
x

St =1 (2.24)

— 2

Nella figura sotto, considerando il triangolo Fj}PF5, si osserva che, per un noto teorema di geometria
elementare, (1) risulta d(Fy, F») < d(F1, P) + d(Fz, P) ovvero ¢ < a e quindi anche ¢? < a?.

8Si noti che se ¢ = 0 si ottiene una circonferenza.
9Tralasciamo di riportare i calcoli che comunque sono facilmente ricostruibili.
10Tn un triangolo un lato & minore della somma degli altri due.
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P00 potey)

Al:(_a,o

B]_:(O,_b)

Possiamo allora porre b? = a? — ¢2, ottenendo ’equazione dell’ellisse nella forma canonica
2 2
x Y
o) + i 1. (2.25)

In particolare, le intersezioni dell’ellisse con gli assi coordinati sono dati dai punti
Ay = (—a,0), Az = (a,0), By = (0,-b), By =(0,b)

(basta porre alternativamente in (35) y = 0, z = 0). Questi punti sono detti vertici dell’ellisse, mentre
i segmenti A; Ay (di lunghezza 2a) e B;Bs (di lunghezza 2b) prendono il nome di assi dell’ellisse; in
particolare, essendo a > b il primo, & detto asse maggiore, 'altro asse minore.

Riassumendo, ’equazione

2 2
%—&—Z—Q:L con a>b>0,
a

rappresenta ’equazione dell’ellisse di fuochi

Fi=(—Va?=1%2,0) = (—¢,0), F, =(va?—12,0) = (¢, 0),

dove a ¢ la lunghezza del semiasse maggiore (orizzontale) e b quella del semiasse minore (verticale).

e VEE_ [P
6_a_ a - a?

si da il nome di eccentricita dell’ellisse.

Al rapporto

L’eccentricita € un numero compreso tra 0 e 1 : vale 0 se ¢ = 0, cioe se i fuochi coincidono e 'ellisse degenera
in una circonferenza, vale 1 se ¢ = a, cioe se i vertici coincidono con i fuochi e I'ellisse degenera nel segmento
", B,

PR b - .. PN N N . . I TS ..
Quanto piu il rapporto , Stavvicina a 0, cioe quanto piut a ¢ maggiore di b, tanto pit I’eccentricita si avvicina
a 1. Pertanto eccentricita si pud assumere come la misura dello ” schiacciamento ” dell’ellisse sull’asse
maggiore.
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ellisse (a)
./

1

8

2 2 5 2 8
—&—%:1, e:i. Ellisse (b): %-l—yzzl, ezg

Ellisse (a): 3

o|

Le orbite dei pianeti del sistema solare, come scoperto da Keplero, (}!) sono ellissi di eccentricitd molto
piccola, sono cioe orbite molto vicine a circonferenze.

L’equazione
2 2
£ + yf =1
a? b2 '
con b > a > 0 rappresenta ancora un’ellisse, ma con fuochi sull’asse delle y (sostanzialmente si tratta di
scambiare = con y nell’equazione gia nota):

e [y = (0,2 —a?), F» = (0,Vb? — a?);
e lunghezza del semiasse maggiore (verticale): b;
e lunghezza del semiasse minore (orizzontale): a.
Per ellissi con fuochi sull’asse y si ripetono le stesse considerazioni sull’eccentricita:

e—E— b —a? l_aj.
Ty b o b2’

anche in questo caso, il suo avvicinarsi ad 1 indica uno schiacciamento lungo ’asse maggiore che stavolta ¢
quello verticale.

-b

1 Johann Kepler (1571-1630), matematico ed astronomo tedesco, oltre a scoprire le leggi del moto dei pianeti dette numerosi
contributi allo sviluppo della matematica.
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2 2
—|—y— =1leax+ py+~ = 0, la posizione

Date un’ellisse ed una retta rispettivamente di equazione =i

2
a
reciproca si deduce studiando il sistema:

.’E2 y2 1
2 e

ar+ By +v=0.

Come & stato gia visto nel caso della circonferenza, il discriminante dell’equazione risolvente fornisce la
risposta:

e per A > 0 la retta ¢ secante
o per A =0 la retta ¢ tangente

e per A < 0 la retta € esterna.

Ne consegue che, per determinare ’equazione della tangente ad un’ellisse in un suo punto oppure le equa-
zioni delle tangenti ad un’ellisse condotte da un punto esterno ad essa, occorre annullare il discriminante
dell’equazione risolvente il sistema composto dall’equazione della retta generica passante per il punto dato
e 'equazione dell’ellisse. Si puo dimostrare (tralasciamo i calcoli) che la retta tangente all’ellisse in un suo

punto P = (g, yo) ha equazione

T xo YYo
W T b

Osserviamo che, se d(P, F1) + d(P, F3) < 2a, il punto P & posto all’interno della regione del piano delimitata
dall’ellisse, mentre se d(P, F}) + d(P, F3) > 2a il punto ¢ all’esterno. Quindi la disequazione

L P (2.26)

rappresenta la regione interna all’ellisse (vedi figura),

y

mentre la disequazione
L (2.27)

rappresenta la regione esterna all’ellisse (vedi figura al pagina successiva).
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X
EseEmpIO 51.
Dati
x? 9
Ev={(xy):  +y >1} (2.28)
22 2
By ={(zy): 5 + yZ <1}, (2.29)
rappresentare sul piano cartesiano E1 N Es.
y
X

2.10 Equazione dell’iperbole

DEFINIZIONE 13.
St definisce iperbole il luogo dei punti del piano per cui é costante il valore assoluto della differenza delle
distanze da due punti fissi detti fuochi.

Se Fy, F5 sono i fuochi e P & un qualunque punto dell’iperbole, allora per definizione e verificata ’eguaglianza
|d(P, F1) — d(P, F»)| = costante. (2.30)

Anche l'iperbole puo essere rappresentata da un’equazione in z, y, utilizzando ’equazione (2.30). Per sempli-
cita consideriamo un’iperbole i cui fuochi siano sull’asse = nei punti F; = (¢,0), F» = (—c¢,0), (¢ > 0) e sia 2a
la costante della definizione. Se P = (z,y), sostituendo in (2.30) e semplificando, si ottiene (non riportiamo
i calcoli intermedi):

N A——1 (2.31)



Nella figura sotto, considerando il triangolo F; PF5, si osserva che, per un noto teorema di geometria elemen-
tare,(1?) risulta d(Fy, Fp) > |d(Fy, P) — d(Fy, P)| ovvero ¢ > a, e quindi anche ¢? > a?. Possiamo allora porre
b? = ¢ — a?, ottenendo ’equazione dell’iperbole nella sua forma canonica

1.2 y2
y

In funzione di a, b, i fuochi hanno coordinate
Fi=(vVa?+b2,0), F»=(—va%+120).
L’iperbole interseca l'asse x in due punti detti vertici dell’iperbole:
Vi=(a,0), Va=(-a,0).

L’iperbole non interseca invece ’asse y. L’asse x dei fuochi & detto asse traverso o reale, I'asse verticale e
detto asse non traverso o immaginario.

Il sistema
Yy =ma
2 2
x
S -5=1
a b2
ha come equazione risolvente
1 2
#a-) -t
a? b2
Questa ammette soluzioni solo se
1 m?
cioe
b b
——<m< —.
a a
Questo risultato prova che la curva e interamente contenuta nella coppia di angoli delimitati dalle rette di
equazione
b
Yy = +— .
a

Ad esse € dato il nome di asintoti dell’iperbole.

12Tn un triangolo un lato & maggiore della differenza degli altri due.
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Anche per 'iperbole si definisce 1’eccentricita e:

In questo caso, pero risulta sempre: e > 1.
b

Al crescere di e, cioe al crescere del rapporto 2, la coppia di angoli che racchiude I'iperbole aumenta la sua

a’

apertura:

a)

b)

py LY

Se scegliamo il riferimento cartesiano in modo che ’asse dei fuochi sia ’asse y, ’equazione dell’iperbole assume
la forma

In questo caso

e i vertici sono nei punti (0, £b),

e i fuochi nei punti (0, £va? + b?)

b
e gli asintoti sono le rette y = + — x.
a
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La regione angolare che contiene 'iperbole € ancora delimitata dai due asintoti, ma stavolta e quella “tagliata”
dall’asse y.

Un’iperbole si dice equilatera se a = b : la sua equazione ha dunque la forma

2

o 12 — 4% = a? se i fuochi sono sull’asse z,

2

o 12 —y? = —qa? se i fuochi sono sull’asse y.

Gli asintoti sono le bisettrici dei quadranti, cioe le rette di equazione y = +z. In questo caso particolare,
essendo gli asintoti tra loro perpendicolari (cosa che per le altre iperboli non accade), possiamo anche scegliere
il sistema di riferimento in modo da far coincidere gli assi cartesiani con gli asintoti. Si parla in questo caso
di iperbole equilatera riferita agli asintoti. La sua equazione si ottiene da quella dell’iperbole 2 — 3% = +a?
applicando una rotazione di 45° attorno all’origine, in senso orario o antiorario. Si pud dimostrare che
I’equazione a cui si perviene in entrambi i casi e

zy = k,

conk#0e k| = %
Se k > 0, 'iperbole & situata nel primo e terzo quadrante .

I vertici appartengono alla bisettrice di questi quadranti ed hanno coordinate (—vk, —vk), (Vk, Vk); i fuochi

sono nei punti (—v/2k, —v/2k), (v2k, V2k).
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Se k < 0 l'iperbole & situata nel secondo e quarto quadrante.

I vertici appartengono alla bisettrice di questi quadranti ed hanno coordinate (—v/—k, v —k), (vV—k, —/—k);
i fuochi sono nei punti (—v/—2k,v/—2k), (v/—2k, —v/—2k).
La semidistanza focale & sempre 2/|k|.

Per quanto riguarda la posizione reciproca di una retta ed un’iperbole, si puo ripetere quanto gia detto in
precedenza: si scrive il sistema delle loro equazioni e si considera I’equazione risolvente, traendo le consuete
conclusioni a seconda del segno del suo discriminante.

Concludiamo lo studio dell’iperbole accennando alle cosiddette curve omografiche di equazione

axr+b
cr+d

e Per ¢ =0 (13) si trova I'equazione di una retta:

e Per ¢ # 0, il numeratore ed il denominatore sono proporzionali se ad — bc = 0 (infatti ’eguaglianza
ad = bc implica che sia a = kc e b = kd); in questo caso I'equazione rappresenta la retta orizzontale
y = k privata del suo punto di ascissa —%.

e Per ¢ # 0 e ad — be # 0, l'equazione rappresenta un’iperbole equilatera riferita agli asintoti, trasla-
ta in modo che essi siano paralleli agli assi, ma in generale non coincidenti con essi. Con semplici
manipolazioni algebriche I’equazione si riconduce alla forma

che rappresenta appunto un’iperbole equilatera riferita agli asintoti con centro (punto di intersezione
degli asintoti) C = (zg, yo)-
ESEMPIO 52.

Rappresentare sul piano cartesiano la curva di equazione

72x71
R

13In questo caso & necessariamente d # 0, altrimenti 1’equazione perde di significato.

64



Osserviamo che &

2 — 1 i l-z-1 1
= —22 =-2 2 =24 -
R -z 1- 1z
L’iperbole di equazione
1
2 =
vt 1—2
R . . . 1 . .
cosi ottenuta si deduce dall’iperbole equilatera y = —— con una traslazione come in figura.
x
v
o |1 X

Nella figura seguente consideriamo il triangolo Fy PP’; poiché P'Fy < PP’ + F5 P, si ha:

|P'Fy — P'Fy| = (") P'Fy— P'Fy < PP' + F,P — P'F, = PP' + F,P — (PP + F\P) = F,P — F|P = 2a.

Come conseguenza della precedente osservazione possiamo affermare che P’ appartiene alla parte di piano
delimitata dai due rami dell’iperbole e contenente lorigine (vedi figura successiva) se e solo se |d(Fy, P) —

d(F3, P")| < 2a ovvero se
2 2
L
a b2

148i osservi che la retta delle ordinate & ’asse del segmento FyF}, di conseguenza i punti P’ che appartengono al semipiano
delle z > 0 verificano la relazione P’ F» > P’F}, mentre quelli che appartengono al semipiano delle z < 0 verificano la relazione
P'Fy < P'Fy.
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Con considerazioni simili a quelle sopra si conclude che P” appartiene alla parte di piano esterna a quella
delimitata dai due rami dell’iperbole se e solo se |d(Fy, P”) — d(Fs, P"”)| > 2a ovvero se
22y

2 b

caso che si rappresenta nella figura seguente:
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2.11 Equazione della parabola

DEFINIZIONE 14.

St definisce parabola il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso, detto fuoco, e da
una retta fissa, detta direttrice.

Se F' e il fuoco, P un qualunque punto della parabola ed R la direttrice, allora la definizione richiede che sia
verificata ’eguaglianza

d(P,F) = d(P,R). (2.33)
y
P
F=0,pi2)
0 X
y=-p/2
Preso il riferimento cartesiano in modo che risulti F' = (0, g) ed R sia la retta di equazione y = —g (vedi

figura), sostituendo in (2.33) otteniamo 1’equazione della parabola (tralasciamo di riportare i relativi
calcoli):

= —z°. 2.34
v=5, (2.34)
1 .
Ponendo a = 55 I’equazione assume la forma
P
y = ax’,
che si riferisce alla parabola con fuoco in
1
F=10—
(50)
e direttrice 1
Y= Tia

Nel riferimento scelto risulta a > 0 e la parabola ha, come in figura, la concavita rivolta verso I’alto.

Per a < 0 ’equazione rappresenta ancora una parabola, simmetrica della precedente rispetto all’asse x, cioe
con la concavita rivolta verso il basso. Le espressioni del fuoco e della direttrice in funzione di a rimangono
invariate.
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L’origine rappresenta un punto particolare di questa parabola: innanzitutto € 'unico punto della curva che
sta sul suo asse di simmetria (x = 0); inoltre ¢ il punto della curva con ordinata minima se a > 0 e ordinata
massima se a < 0.

Oltre a determinare con il suo segno la concavita della parabola, il valore di a descrive “I’apertura’” della curva:
al crescere di |a| Papertura diminuisce, cioé la parabola si schiaccia sull’asse y. In figura sono rappresentate
le parabole seguenti:

1
a) y=27 b y=2* o y=g52* d) y=-2° ¢ y=-2% f) y=-52

dl e |9

Studiamo come cambia I’equazione della parabola per traslazione, variando dunque la posizione del fuoco e
della direttrice (comunque mantenuta ancora orizzontale). Indicando con (zg, yo) le coordinate del punto in
cui trasliamo il vertice della parabola y = a x2, 'equazione della parabola traslata assume la forma

Y=Y = a($—$0)2-
Svolgendo i calcoli, otteniamo 1’equazione
y = ax?® — 2axox + (yo + axd),

che possiamo riscrivere come
y=az?+br+c

(si osservi come nella traslazione si conserva il coefficiente a, di cui abbiamo visto il significato geometrico).

Viceversa una qualunque equazione della forma precedente rappresenta una parabola con direttrice orizzontale

N

ovvero con asse di simmetria verticale: e infatti possibile trasformare questa equazione in una della forma
y = a 2%, che abbiamo dimostrato riferirsi ad una parabola. Operiamo con i seguenti passaggi algebrici:

b
Yy—c = a<x2 + a:)
a

—c=a x2+éw+i _E
y o a 4a? 4a

+b2—4ac +b 2
—_— =a | —_— .
y 4a %
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Otteniamo un’equazione della forma

con
To = — —,
0 2a
che & appunto ’equazione della parabola y = az? traslata.
In conclusione, ’equazione
y=axr?+br+c, con a0.

rapresenta una parabola con asse verticale

e vertice
V=|[- i _M N i _ é
o 2a’ 4a o 2a’  4da

1
(dove A = b2 — 4ac). 1l fuoco ¢ il traslato del punto <O, 4) e dunque
a

1
la direttrice ¢ la traslata della retta y = — 1’ cioe
a

1+A
da

La parabola ¢ ancora concava verso ’alto se a > 0, verso il basso se a < 0.
Si osservi come nel caso b = ¢ =0 (cioé xg = yo = 0) ritroviamo ’equazione di partenza.
Per una parabola con asse di simmetria orizzontale I’equazione & analoga alla precedente (si scambiano z e
y):
z=ay’ + by +c.

In questo caso

) b
e |’asse ha equazione y = — —
2a
A b
Jverticeein Ve [ 2 _ 2
e il vertice € in ( 1 2a)
1-A b
il f ein F = - —
e il fuoco ¢ in ( 1’ 2a>

1+A
da

e la direttrice ha equazione r = —

In particolare, se a > 0 la parabola volge la concavita nella direzione positiva delle z, se a < 0 al contrario
(vedi figura).
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h—a0

a<0

\
y "

\

Per quanto riguarda la posizione reciproca di una parabola ed una retta, valgono le considerazioni gia viste
a proposito del discriminante dell’equazione risolvente il sistema composto dall’equazione della retta e da
quella della parabola.

Si verifica facilmente (vedi figura) che la parte di piano posta al di sopra della parabola ¢ individuata dalla
disequazione:

y > —a°. (2.35)

Mentre la parte di piano posta al di sotto della parabola & individuata dalla disequazione (vedi figura)

(2.36)
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2.12 Appendice I: punti e assi di simmetria

Nel paragrafo precedente abbiamo parlato di asse di simmetria di una parabola, lasciando volutamente
all’intuizione il significato dell’espressione che nel presente paragrafo vogliamo brevemente precisare.

DEFINIZIONE 15.
Due punti P = (z, y), P’ = (¢, y') sono tra loro simmetrici rispetto ad un punto S = (a,b), se S é il
punto medio del segmento PP’; deve dunque essere:

x+a y+y

—a, 2L
2 2

ovvero
/

2 = 2a — =, y = 2b—y.

Quest’ultime si dicono equazioni della simmetria rispetto al punto S.

DEFINIZIONE 16.

Dati i sottoinsiemi ® e I' del piano, diremo che sono uno simmetrico dell’altro rispetto al punto S se
VP e ® AP’ €T che sia simmetrico di P rispetto al punto S, e viceversa.

Nel caso in cui gli insiemi siano determinati mediante equazioni (o disequazioni) la relazione di simmetria
tra le figure si traduce in una relazione di equivalenza tra relazioni analitiche. Ad esempio i sottoinsiemi del
piano cartesiano:

® = {(z,y): f(z,y) =0}
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I'= {(z,y) : g(x,y) =0}
sono simmetrici rispetto al punto S se per ogni P = (z,y) € ® (quindi tale che f(x,y) = 0), esiste un punto
P’ = (2/,y) tale che

e g(z',y') =0 (ciot (2',y') €T")
e P’ & simmetrico di P rispetto a S

e viceversa.

Ad esempio, sia
®={(z,y): 2* +4y* — 22— 8y + 1 =0}
(z—1)?
4

la curva & un’ellisse); per trovare [’equazione della sua simmetrica rispetto all’origine sostituiamo x con —x,
y con —y; in questo modo troviamo

(riscrivendo Pequazione nella forma (x — 1)% + 4(y — 1) = 4, ovvero + (y —1)* = 1, si riconosce che

I'={(z,y): 2> +4y* + 22+ 8y +1=0}.

DEFINIZIONE 17.
Dato un sottoinsieme ¥ del piano diremo che esso é simmetrico rispetto al punto S se VP € ¥ 9P’ € ¥
simmetrico di P rispetto al punto S. In questo caso S si dice centro di simmetria della figura.

Il disco D = {(z,y) : 22 +y? < 1} & simmetrico rispetto all’origine. Infatti per ogni P = (z,y) € D il punto
P'=(2',y") con 2’ = —x e y = —y appartiene a D ed ¢ simmetrico di P rispetto all’origine.
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ESEMPIO 53.

Gli insiemi

o {(z,y): 2% +y* =r*} (circonferenza di centro l'origine e raggio r)

. {(w,y): z—Q —|—Z—2 1} (ellisse )

. {(x,y): 2—2 - ‘Z—Q il} (iperbole)

sono simmetrici rispetto all’origine.

DEFINIZIONE 18.
Due punti P = (x,y) e P’=(x",y’) sono simmetrici rispetto ad una retta r, se r & l’asse del segmento PP'. %
Ad esempio: se la retta e verticale, di equazione x = a, deve essere
' =2a—z, y =y,
se la retta e orizzontale di equazione y = b,
=z, y =2b—v,
se la retta ha equazione y = mx si verifica che

o (1 —m?) + 2my ', 2max + (m? — 1)y
1+ m? ’ Y 1+ m?

In particolare la simmetria rispetto alla bisettrice del I e IIT quadrante (m=1) (vedi figura) ha equazione

/ /

r =Y, Yy =x.

P'=(X"y'F(y.X)

Quella rispetto alla bisettrice del IT e IV quadrante (m = —1) ha equazione

151 asse di un segmento & la perpendicolare condotta ad esso nel suo punto medio.
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DEFINIZIONE 19.

Dati i sottoinsiemi ® e I', del piano diremo che sono uno simmetrico dell’altro rispetto alla retta r
se VP € ® 3P’ € T simmetrico di P rispetto alla retta r, e viceversa.

Nel caso in cui gli insiemi siano determinati mediante equazioni (o disequazioni) la relazione di simmetria
tra le figure si traduce in una relazione di equivalenza tra relazioni analitiche. Ad esempio i sottoinsiemi del
piano cartesiano:

¢ = {(z,y): f(z,y) =0}

I'={(z,y): g(z,y) =0}

sono simmetrici rispetto alla retta r se per ogni P = (z,y) € ® (quindi tale che f(z,y) = 0) esiste un punto
P’ = (2/,y) tale che

e g(@,y)=0
e P’ & simmetrico di P rispetto a r,

e viceversa.

ESEMPIO 54.

Le circonferenze
(x—4)2+y*=1 e 22+(@y—47°=1

sono simmetriche rispetto alla bisettrice del I e Il quadrante.

Infatti basta sostituire le relazioni viste sopra: x =y’ e y = 2’.

y

l”'/y:X
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DEFINIZIONE 20.

Dato un sottoinsieme ¥ del piano diremo che é simmetrico rispetto alla retta r se VP € ¥ 3P’ € ¥
simmetrico di P rispetto alla retta r. In questo caso r si dice asse di simmetria della figura.

EsEmPIO 55.
L’asse di simmetria della figura definita da

U={(z,y):ay +1=0}
(iperbole equilatera) é la retta y = —.

Infatti per ogni punto P € ¥ il punto P’ = (—y, —x) (che & il simmetrico di P rispetto alla retta y = —x)
appartiene a W perché
(o)) +1=ay+1=0.

Si dimostra che se una curva ha come assi di simmetria due rette incidenti in un punto C, allora ammette C
come centro di simmetria.

EseEmpIO 56.
Per trovare la simmetrica della parabola di equazione

r=y>+1
rispetto all’asse y, sostituiamo x con —x, lasciando invariata y : l’equazione che si ottiene e
r=—y* -1
y
)(:—y2 -1 X:y2+1
0
-1 1 X

(0]



ESEMPIO 57.

Per trovare la simmetrica della circonferenza di equazione
2?2497 —-2y—3=0
rispetto all’asse x, sostituiamo y con —y lasciando invariata x : in questo modo si ottiene [’equazione

22+ +2y—-3=0.

ESEMPIO 58.

Per trovare la simmetrica della retta y = 2x — 1 rispetto alla bisettrice del I e III quadrante, scambiamo tra
z+1

loro x ey, ottenendo x = 2y — 1 ovvero y = —2|_ .

y=x/2+1/2

-1

y:X 1

ESEMPIO 59.

La parabola
y=22>—4r+3

e simmetrica rispetto alla retta di equazione x = 1.

Infatti le equazioni della simmetria sono

sostituendo x con 2 — z, si ottiene

y=22-2)%—4(2—2)+3 =227 — 4z +3.
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Poiche 'equazione é rimasta invariata, la curva ha la simmetria richiesta.

In generale, ogni parabola di equazione
y=azx?+br+c

¢ simmetrica rispetto alla retta verticale

(passante per il suo vertice).

ESEMPIO 60.

La curva di equazione
42 —y? — 162 — 6y +6 =0

ha il punto C = (2,3) come centro di simmetria.

Infatti possiamo riscrivere I’equazione nella forma
4z —2)? — (y—3)* =1,

ovVero ( 2
xr — 2
e UL

4

e si riconosce 1’equazione di una iperbole centrata nel punto C.
Per verificare algebricamente ’affermazione, tenendo conto che le equazioni della simmetria rispetto al punto
C sono

P =d-z, Y =—6-y,

sostituiamo x con 4 — z, y con —6 — y nell’equazione, ottenendo in questo modo:
44 —x)* = (=6 —y)> —16(4 —z) —6(—6 —y) + 6 = 0.

Sviluppando i calcoli, si ricava I’equazione di partenza: questo prova che la curva data ha il punto C come
centro di simmetria.

ESEMPIO 61.

Data la curva di equazione
zy—2x+3y+1=0

dimostare che ammette un centro di simmetria.
Detto C' = (a,b) 'eventuale centro, deve essere
(2a—2)(2b—y)—2(2a—2z)+3(2b—y)+1=0

cioe
4ab — 2bx — 2ay + xy —4a+ 22+ 60— 3y +1=0.

Sostituendo in questa equazione al posto di zy la quantita che si ricava per essa dall’equazione data, si ottiene
2(2—=b)r —2(3+4 a)y + 2(2ab — 2a + 3b) = 0.

E facile vedere che se scegliamo

I’equazione si riduce ad una identita.
Questo prova che C' = (—3,2) ¢ centro di simmetria.
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2.13 Appendice II: le sezioni coniche

Consideriamo due rette a ed r, incidenti ma non perpendicolari in un punto V'; facciamo poi ruotare r attorno ad a, lasciando
invariato I’angolo a tra le due rette. La superficie descritta da r in questa rotazione si dice superficie conica e il solido da essa
delimitato cono circolare retto. Di questo cono,

e la retta a si dice asse
e la retta r generatrice
e l'angolo a apertura

e il punto V vertice.

Sezionando la superficie conica con un piano I' non passante per il vertice, si ottiene una curva (detta conica) che & un’ellisse,
una circonferenza, una parabola o un’iperbole, a seconda dell’angolo che la retta a forma con il piano, vale a dire I’angolo che a
forma con la sua proiezione su I'. Indichiamo con 5 quest’angolo. Si ha che:

e se B > «, cioe se l'inclinazione del piano ¢ maggiore dell’apertura del cono, la curva ¢ un’ellisse, che si riduce ad una
circonferenza nel caso particolare che 3 = 90°, cioé quando il piano & perpendicolare all’asse del cono.

e se 3 = a, cioe il piano ha la stessa inclinazione di una generatrice, la curva & una parabola.

e se B < «, cioe il piano ha un’inclinazione minore dell’apertura, la curva ¢ un’iperbole.

Se il piano passa per il vertice del cono, qualunque sia la sua inclinazione, si ha una conica degenere, che si riduce
e ad un punto se 8 > « (ellisse degenere)
e ad una retta (una generatrice) se 8 = a (parabola degenere)

e ad una coppia di rette (generatrici) se 8 < a (iperbole degenere).

Nei paragrafi precedenti abbiamo dedotto le equazioni di una conica in un sistema di riferimento scelto in modo opportuno,
in modo da arrivare alla forma piu semplice dell’equazione: in ogni caso siamo arrivati ad un’equazione di secondo grado nelle
incognite z, y. Questo risultato si puo estendere al caso generale: fissato un sistema di riferimento cartesiano qualunque, una
conica ha sempre un’equazione della forma

ar? +bay+cy’ +dz+cy+ f=0

con a, b, ¢ non contemporaneamente nulli.
Viceversa, ogni equazione di secondo grado nelle incognite z, y rappresenta sempre una conica (eventualmente degenere). In
particolare si dimostra che la conica e

e un’ellisse (eventualmente degenere) se b2 — 4ac < 0
e una parabola (eventualmente degenere) se b% — 4ac = 0

e un’iperbole (eventualmente degenere) se b? — 4ac > 0.

La dimostrazione e 'applicazione di questi risultati esulano dallo scopo del presente libro.
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Ottenimento delle sezioni coniche.

T

Circle and Ellipse Hyperbolas

Parabola- cutting plane
parallel to side of cone.
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Capitolo 3

FUNZIONI

3.1 Generalita sulle funzioni

Quando si affronta lo studio di un argomento in cui si quantificano dei fenomeni o degli oggetti, ci troviamo
di fronte ad opportune grandezze: alcune conservano sempre lo stesso valore e sono percid dette costanti,
altre possono assumere un numero finito o infinito di valori e sono dette wvariabili. Ad esempio & costante
la velocita della luce nel vuoto, mentre ¢ variabile la popolazione della Terra. Comunemente le costanti si
indicano con le prime lettere dell’alfabeto: a, b, ¢, - - -, le variabili con le ultime z, y, z,- - -.

Nello studio di un fenomeno siamo portati a stabilire una relazione tra le variabili che vi compaiono. In
particolare pud accadere che una prima grandezza (che in generale indicheremo con y) dipenda da una
seconda (indicata con ) nel senso che il valore di y & univocamente determinato non appena & assegnato
quello di z. In questo caso diremo che tra la variabile dipendente y e la variabile indipendente x esiste un
legame di tipo funzionale ovvero che y & funzione di z; con notazione standard scriveremo y = f(z).!

Ad esempio, l'area del cerchio ¢ funzione del raggio, nel senso che il valore dell’area ¢ noto non appena si
conosce quello del raggio, utilizzando la relazione y = 7 x2. Analogamente, la popolazione della Terra varia
con il variare degli anni secondo una relazione funzionale che pero, a differenza dell’esempio precedente, non
si esprime secondo una ben precisa formula analitica.

In generale alla variabile indipendente x non possiamo assegnare valori arbitrari; ad esempio, nel caso dell’area
del cerchio, x (raggio) pud solo assumere valori positivi, mentre nel caso della popolazione della Terra, x (anni)
puo solo assumere particolari valori naturali.

Analogamente anche i valori assunti dalla variabile y variano in un insieme opportuno.

DEFINIZIONE 21. (%)

La variabile y si dice funzione della variabile x definita nell’insieme A, se esiste una legge che faccia cor-
rispondere ad ogni valore di x € A uno ed un solo valore di y appartenente ad un opportuno insieme
B.

Per indicare che y € una funzione della variabile x, si usa comunemente una notazione della forma y = f(x).

Per indicare una funzione, useremo le notazioni
f: A— B oppure A 7, B.
La definizione di funzione si puo riassumere in simboli nella forma
Vee AJyye B: y= f(x).

DEFINIZIONE 22.

L’insieme A dei valori che possono essere assegnati alla variabile indipendente x perché esista il corrispon-
dente (unico) valore di vy, si dice dominio della funzione (lo indicheremo anche con Dom f); linsieme B in
cut la variabile y assume in corrispondenza i propri valori si dice codominio.

1La notazione y = f(x) & dovuta ad Eulero.
2Questa definizione & attribuita al matematico tedesco Peter G. L. Dirichlet(1805-1859).
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La legge che definisce una funzione puo essere di natura qualsiasi: 1’unica condizione che deve soddisfare
€ che ad ogni valore di x nel dominio corrisponda uno ed un solo valore di y nel codominio.
Quando il passaggio dalla variabile x alla variabile y avviene tramite un complesso di operazioni matematiche
ben definite (somme, prodotti, radici, ecc.) si dice che la funzione & data mediante un’espressione analitica,
ovvero che ¢ esprimibile in forma analitica. Per questo tipo di funzioni ¢ quindi necessario che sia A C R e
B = R :(3) parleremo a questo proposito di funzioni reali di una variabile reale e saranno queste le funzioni
di cui ci occuperemo nel libro. Si osservi perod che anche nel caso numerico la definizione di funzione non
richiede affatto l’esistenza di un’espressione analitica, si pensi ad esempio alla variazione della popolazione
terrestre al variare degli anni. In generale, le funzioni che si incontrano nello studio dei fenomeni naturali si
presentano definite sperimentalmente, nel senso che il valore di y puo essere dedotto da quello assegnato ad
x solo attraverso una misura diretta. Si parla a questo proposito di funzioni empiriche.

In questo capitolo considereremo solo funzioni definite su sottoinsiemi di R e a valori in R. Nel caso in cui
la funzione sia definita analiticamente, si dice campo di esistenza 'insieme sul quale ha senso effettuare le
operazioni che definiscono la funzione, cio¢ 'insieme pitt ampio sul quale ha senso definire la funzione.

OSSERVAZIONE 7.

Il dominio di una funzione é necessariamente un sottoinsieme del campo di esistenza; quando non & espli-
citamente indicato, si sottointende che il dominio coincida con il campo di esistenza. Ogni altra scelta deve
essere dichiarata.

1
Ad esempio per la funzione f(x) = —, si sottointende che il campo di esistenza sia R \ {0}; se interessa

studiarla in un sottoinsieme di tale campo (ad esempio per le z > 0), il dominio scelto deve essere indicato
esplicitamente.
EsEmMPIO 62.

Determinare il campo di esistenza delle sequenti funzioni.

1. fi(z) = 42® =722 +2 -9
22 +1
2. = —
fa(z) .
3. f3(z) = V& -2
4. fo(z) = vV—a? -1
Soluzioni.

1. Il campo di esistenza e dato da R. Infatti 'espressione analitica che definisce f; & costituita solo da
somme, prodotti e sottrazioni che sono definite per qualunque valore della variabile z.

2. 11 campo di esistenza di fo ¢ R\ {0}, perche nell’espressione che definisce fo compare un rapporto che
ha senso solo se il denominatore e diverso da 0.

3. Il campo di esistenza di f3 & {x: x > 2}, perche la radice quadrata ha senso solo se il radicando & non
negativo (maggiore o uguale a zero); deve essere quindi x — 2 > 0 ovvero = > 2.

4. Il campo di esistenza di f; € &, ovvero la funzione non & definita per alcun valore di x. Infatti il termine
sotto la radice quadrata & sempre negativo: Vo € R: —22 —1 < 0.

Si osservi che la definizione analitica di una funzione non & necessariamente la stessa in tutto il campo di
esistenza: si possono cioe avere quelle che si chiamano funzioni definite a tratti, di cui daremo di seguito
alcuni esempi.

3Nel senso che A deve essere contenuto in insiemi in cui tali operazioni siano definite.

81



ESEMPIO 63.

322 4+4x—1 se >0
flx)y=4 3 se =0
T — 2 se r<0
EsSEMPIO 64.

La funzione segno di z

1 se >0
sgn(@) = —1 se x<0
ESEMPIO 65.

La funzione parte intera di z (*)

] = r se x €Z
Tl n o se n<z<n+l nez

ESEMPIO 66.

Funzione caratteristica di un insieme I C R

1 se xe€l

f](x){ 0 se x &1

DEFINIZIONE 23.

L’insieme dei valori assunti dalla funzione al variare di x in A si dice immagine della funzione (indicheremo
questo insieme con f(A) oppure Im f ):

f(A) ={yeR[FreA: f(z)=y} oppure [f(A) = {y=f(z), v A}

In taluni casi e utile indicare esplicitamente 'immagine di una funzione in luogo del codominio e quindi
scrivere f : A — f(A). Mentre il cambiamento del dominio modifica essenzialmente la funzione (ad esempio

1 1
f(z) = =, x € R\ {0}, & una funzione diversa da f(z) = —, x > 0), la sostituzione del codominio con
x

I'immagine non modifica la funzione.

OSSERVAZIONE 8.

Come consequenza di questa definizione, determinare 'immagine di una funzione significa determinare per
quali valori del parametro y lequazione f(x) =y ha soluzione x € A.

EseEmpIO 67.
Determinare Iimmagine della funzione f(x) = x?> —1, z € R.
Dobbiamo determinare per quali valori del parametro y ’equazione y = x? — 1 ha soluzioni in R. Riscritta

I’equazione nella forma z? = y+1, troviamo subito che ammette le soluzioni x = ++/1 + y purché sia y+1 > 0,
cioe¢ y > —1. In conclusione 'immagine della funzione ¢ l'insieme f(R) ={y € R: y > —1} = [—1, +00).

4La funzione parte intera di = si pud anche definire come il piti grande intero che precede x. Oppure, esprimendo ogni = € R
comez=n+7rconn€Zer€[0,1), si pud scrivere [x] = n. Per esempio [2] = 2, [0,333] =0, [v2] = 1, [-2, 38591] = —3.
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ESEMPIO 68.

1
Determinare l'immagine della funzione f(x) = —TE R\ {0}.

1 1
L’equazione — = y ammette la soluzione x = = purché sia y # 0 e quindi 'immagine della funzione e
x Y

I'insieme R\ {0}.

ESEMPIO 69.

1
Determinare Uimmagine della funzione f(x) = —, x € (0, +00).

8

1 1
L’equazione — = y, ammette la soluzione x = —, purché questa appartenga al dominio della funzione; deve
x Y

dunque essere — > 0 (cio¢ y > 0) e dunque 'immagine della funzione & l'insieme (0, +00).
Yy

Ovviamente per la maggior parte delle funzioni il problema di individuare f(A) non risulta cosi banale e
richiede degli strumenti piu raffinati che sono forniti dall’Analisi Matematica.

3.2 Grafico di una funzione

DEFINIZIONE 24.
Grafico di una funzione f : A — R ¢& il sottoinsieme I" del piano cartesiano definito da

Iy ={(zy): veA y=f(r)}

Poiché il grafico di una funzione & un sottoinsieme del piano cartesiano, una sua rappresentazione puo dare
un’idea dell’andamento della funzione. A questo punto si pongono due domande:

1. Tutte le funzioni hanno un grafico che puo essere ” disegnato " su di un piano cartesiano?

2. Quali strumenti ci permettono di " disegnare " il grafico su di un piano?

La risposta alla prima domanda & no. Non tutte le funzioni hanno un grafico che puo essere disegnato sul
piano cartesiano, come si vede dal seguente esempio.

EsEmPIO 70.
La funzione di Dirichlet

() 0 se x € un numero razionale
T) = N . .
1 se x ¢ un numero irrazionale

Per disegnare il grafico di questa funzione dovremmo riuscire a disegnare gli infiniti punti che cadono sulla
retta y = 0 in corrispondenza dei numeri razionali e sulla retta y = 1 in corrispondenza degli irrazionali;
occorrerebbe, cioe, saper separare graficamente i numeri razionali da quelli irrazionali, cosa evidentemente
impossibile.

Per quanto riguarda la seconda domanda, possiamo affermare che ci sono molti metodi che ci permettono di
dare una rappresentazione del grafico di una funzione su di un piano. Il piu efficace consiste nel servirsi di un
computer (o una buona calcolatrice scientifica). Ad esempio molti dei grafici riportati su questo libro sono
ottenuti mediante 1'uso del programma MAPLE su di un normale PC.

Ovviamente intraprendendo questo strada, bisogna tener presente che non sempre il computer riesce a
rappresentare la funzione richiesta in modo chiaro. In ogni caso avendo a priori un’idea almeno approssimata
di come debba essere il grafico, si possono dare delle istruzioni opportune per avere una figura ' leggibile ”
(la figura sotto mostra il grafico della funzione f(z) =sini, 0,01 <z < 1).

x
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-1

Sono necessari dunque degli strumenti matematici che ci permettano di avere un’idea dell’andamento della
funzione prima di utilizzare il computer.
In ordine crescente di difficolta e di efficacia, possiamo elencare:

e la costruzione per punti: si tratta di determinare i punti del grafico della funzione da riportare nel
piano cartesiano ed unirli successivamente con un segmento. Ovviamente maggiore e il numero di punti
calcolato migliore risultera la precisione del grafico ottenuto.

e la lettura e I'interpretazione dell’espressione analitica di f : molte funzioni sono definite da un’espressio-
ne analitica composta da funzioni notevoli legate tra loro da operazioni elementari. Analizzando come
queste operazioni trasformano il grafico delle funzioni notevoli che compongono 1’espressione si deduce
il grafico della funzione data.

e il calcolo di limiti e derivate (ovvero I’Analisi Matematica).

L’ultimo punto & ovviamente quello piti importante ed esauriente. Si tenga anche presente che le tecniche
dell’Analisi Matematica sono la base anche dei programmi che permettono ad un computer di tracciare il
grafico di una funzione. Per quanto riguarda la lettura e I'interpretazione analitica di una funzione vedremo
pit avanti di che cosa si tratta. Per adesso diamo un esempio della costruzione del grafico di una funzione
per punti.

EseEmpPIO T71.

Tracciare il grafico della funzione f(x) = x3 — 222 + x + 1.

Si procede assegnando alla variabile  un certo numero di valori e calcolando il corrispondente valore assunto
da f(z). Ad esempio nell’espressione analitica di f, assegnando il valore = 0, si ha f(0) = 1. Di conseguenza
(0,1) & un punto del piano cartesiano appartenente al grafico che stiamo cercando di disegnare. E chiaro che,
fissato un intervallo sul quale si vuole rappresentare la curva, maggiore & il numero di punti che si considerano,
maggiore risulta la precisione del grafico che rappresenta f.

Si procede compilando una tabella e riportando poi i valori nel piano cartesiano (vedi figura).
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Come ultimo passo si uniscono questi punti con un arco di curva abbastanza “regolare”, come in figura.
Per convincerci che questi archi non hanno un comportamento “selvaggio” potremmo disegnare un numero

maggiore di punti, pit vicini tra loro. In realta, solo i metodi del calcolo differenziale possono dare una
spiegazione esauriente.

r | y=f(x)
5 81
4 37
3 13
2 3
1 1
0,5 1,12
0 1
4 -3 -2 -1

1 3 4 8 2 X
-2 17 5
-3 57
4 -99

-20

| -30

-40

1-50

Il grafico di una funzione permette di dedurne le principali proprieta.
Ad esempio, considerando una retta vericale di equazione x = a : questa interseca il grafico (e per definizione

di funzione lo interseca in un solo punto) se e solo se a € Dom f. In definitiva il dominio della funzione si
ottiene proiettando ortogonalmente il grafico sull’asse delle x.

Analogamente, una retta orizzontale di equazione y = b interseca il grafico (e i punti di intersezione possono

essere pilt di uno, addirittura anche infiniti) se e solo se b € f(A); Vimmagine della funzione & dunque la
proiezione ortogonale del grafico sull’asse delle y.

y y

g

Intersezione con una retta verticale r = a. Intersezione con una retta orizzontale y = b.

Riportiamo nelle pagine seguenti esempi di grafici di importanti funzioni elementari; altri si troveranno nei
capitoli successivi.
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EseEmpIO 72.
La funzione costante: f(x) =k, k € R.

Osserviamo che Dom f = Re Im f = {k}.

Y
Kk
0 X
Esempio 73.
La funzione identita: f(x) = x.
Domf =RelImf =R
y
f(x)=x
0 X

ESEMPIO 74.

La funzione affine f(x) = mz + q, con m # 0.
(Se ¢ =0 si parla di funzione lineare esprimente una proporzionalita diretta tra x e y.)

Domf =RelImf =R

f(x)=mx+q
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EsEMPIO 75.
La funzione modulo (o valore assoluto): f(x) = |x|.

Ricordiamo che questa funzione e definita a tratti nel modo seguente:

x se >0
o] = —x se x <0.

Domf =RelImf ={y: y>0}

f()=Ix]

ESEMPIO T76.

La funzione segno: f(x) = sgnx.

Abbiamo visto sopra come ¢ definita questa funzione costante a tratti (vedi Esempio (64)).
Una definizione equivalente ¢

sgnx = m, se x #0
x
Dom f = R\ {0} eImf = {1, —1}.
y
1
f(x)=sgn x
0 X
-1

EsgEMPIO 77.
La funzione (costante a tratti) parte intera di = (vedi Esempio (65)): f(x) = [z].
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Domf =Relmf =7.

ESEMPIO 78.

O —
f(x)=[x ‘ §
ot 09~
A I
3 2 -1 P
v 1 2 2
s
2
e -3

La funzione potenza f(x) = 2™, n €N

Domf =R, Imf ={y: y > 0}, sen e pari, Imf = R se n & dispari.

ESEMPIO 79.

n pari

n dispari

La funzione f(x) = —, che esprime proporzionalitd inversa tra x e y.
x

Dom f = R\ {0} e Imf = R\ {0}.

a>0
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3.3 Trasformazioni di grafici

In questo paragrafo vediamo come il grafico di alcune funzioni possa essere ottenuto da quello di funzioni
elementari mediante una opportuna trasformazione geometrica.

EseEmpio 80.
Conoscendo il grafico di y = f(x) tracciare il grafico diy = f(z)+C, C €R

Si tratta di una traslazione fatta rispetto alla variabile ¥, quindi in una direzione "verticale”, verso il basso
se C' < 0, verso l'alto se C' > 0. Quest’ultimo caso e rappresentato nella figura sotto.

£(0)+C _
f(x)+C y=i+C

(0
f(x)

y=f(x)

EseEmpiO 81.
Conoscendo il grafico di y = f(z) tracciare il grafico diy = f(x +C), C € R

Questa volta la traslazione e effettuata rispetto alla variabile x quindi nella direzione orizzontale. Il grafico
e traslato verso sinistra se C' > 0, verso destra se C' < 0. Quest’ultimo caso e rappresentato in figura.

y (x,f(x))

(x+C,f(x))

y=¢(x) J:f(x+C)
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EseEmpIO 82.

Conoscendo il grafico di y = f(x) tracciare il grafico diy = kf(x), k€ R

Moltiplicando per k lordinata del punto (z, f(x)) si ottiene un punto posto sulla stessa retta verticale al di
sopra di esso se k > 1, al di sotto ma nello stesso quadrante se 0 < k < 1, nel quadrante con ordinata di

segno opposto se k < 0. Si osservi che il punto dove il grafico di f interseca I'asse x & comune ai grafici di
y = kf(z) qualunque sia il valore di k.

y=kf(x), k>1

y=f(x)

S yEkRK), O<k<l

X

Se k = —1 il grafico di y = —f(z) si ottiene dal grafico di y = f(x) mediante una simmetria rispetto all’asse
x, ovvero prendendo per ogni punto del grafico di f quello con la stessa ascissa e con 'ordinata di segno
opposto, come si vede dall’esempio seguente.

EseEmpIO 83.
Conoscendo il grafico di y = f(x) tracciare il grafico di y = — f(x).
y
y=-f(x)
y=f(x)

Le considerazioni fatte sopra ci permettono di risolvere anche il seguente problema:

EseEmpIO 84.
Conoscendo il grafico di y = f(x) tracciare il grafico di y = |f(z)|.
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L Y=IF

y=f(x)

Infatti, basta tener presente che

T se T 0
|f(x”:{f() f(z) =

—f(z) se f(z) <0

quindi il grafico di y = |f(z)| coincide con quello di y = f(x) dove f(x) > 0, con quello di y = —f(x) dove
f(z) <0.

EseEmpIO 85.
Conoscendo il grafico di y = f(x) tracciare il grafico di y = f(kx), k € R.
Il punto del piano di coordinate (kx, f(kxz)) appartiene al grafico di ¥y = f(z) ed ha la stessa ordinata del

punto (x, f(kx) che appartiene invece al grafico di y = f(kx). Questa osservazione ci permette di risolvere il
problema proposto. Qui sotto riportiamo il grafico di y = f(kx) per k > 1.

y

(x,f(kx))

Osserviamo che il grafico di y = f(kz) viene "schiacciato” sull’asse y se k > 1, si "allarga” se 0 < k < 1.
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La figura qui sotto rappresenta il caso k = —1. Si osservi che in questo caso otteniamo un simmetria rispetto
all’asse y. Da questo si deducono poi facilmente i grafici corrispondenti agli altri valori di k£ negativo.

P =-1
| bR
_X \ X
A Y
A Y
AN
N
N
A
A
\\
y=f(x) . _
.o \y—f(—x)
L’esempio precedente ci permette di risolvere anche il seguente problema.
EsempIO 86.
Conoscendo il grafico di y = f(x) tracciare il grafico di y = f(|z|).
X

=109 R

Infatti, basta tener presente che:
fx) se >0
fllzl) =
f(=z) se z<0

e quindi il grafico di y = f(]z|)| coincide con quello di y = f(x) dove x > 0, con quello di y = f(—z) dove
x < 0. Si osservi che il grafico di y = f(z) si cancella dove x < 0, mentre il grafico di y = f(—z) si cancella
dove z > 0.
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EsErciIzio 1.
Tracciare il grafico della funzione f(x) = (x —3)% — 4
Basta considerare il grafico di y = 2? (parabola avente come asse I'asse delle y), effettuare una traslazione

di 3 unita nella direzione parallela all’asse z verso destra, ottenendo il grafico di y = (z — 3)? e infine una
traslazione nella direzione parallela all’asse y di 4 unita verso il basso, ottenendo il grafico desiderato.

P 3
W= 51 f0=(-3

N
N

EsErcizio 2.

2

Tracciare il grafico di f(xz) = % -1
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3.4 Operazioni con le funzioni.

Per le funzioni e possibile definire operazioni analoghe a quelle definite per i numeri.

DEFINIZIONE 25.

Siano ACR ed f,g: A — R.
Definiamo funzione somma f + g quella che ad ogni x € A associa il numero f(x)+ g(x). In simboli:

(f +9)(z) = f(z) +g(x), Yz € A.

Analogamente definiamo la funzione prodotto f - g :

(f-9)(@) = f(x)-g(x), V& e A,

che ha come caso particolare il prodotto cfdi una funzione per una costante ¢ € R :
(cf)x) = c- f(x), Vz € A

Infine la funzione rapporto ! e definita da:
9

(f> (z) = @7 Vo € A\ {z: g(x) =0}.

g g(z)

OSSERVAZIONE 9.

La definizione di queste operazioni richiede che esista un dominio comune alle due funzioni, cioé che sia
Dom f N Domg # &.

Ad esempio, se consideriamo le funzioni:
fl@)=vz -2, ga)=V1-z

non e possibile eseguire le operazioni definite sopra.

Non ha senso ad esempio scrivere (f + g)(z) = V& — 2 + /1 — . Infatti, Dom f = {z : > 2}, Domg =
{z: z <1} e dunque Dom f N Domg = &.

Esiste un altro procedimento, detto composizione o prodotto di composizione, con cui si possono
combinare tra loro funzioni ottenendone una nuova.

DEFINIZIONE 26.
Siano A,BCR, f: A= R, g: B — R; la funzione composta f o g ¢ definita da

(fog)x) = flg(x)).

11 senso della definizione & questo: per calcolare f o g, prima si applica ad x la funzione g trovando g(z), poi
la funzione f a g(x) trovando f(g(x)).

Perché la definizione abbia senso, non basta scegliere © € B : questo infatti permette solo di calcolare g(x),
ma per poter calcolare f(g(x)) occorre anche che sia g(x) € A.

Il dominio della funzione composta € dunque dato da:

Dom fog ={zxe€B: g(x) e A}

Si avra dunque
Dom fog #@ <= DomfniImg# @.
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Nel caso in cui Im g C Dom f, la funzione f o g ¢ definita su B.
Naturalmente & possibile definire anche la funzione go f :

(go ) = g(f(x))
Dom gof = {x € A: f(z) e B}.

Anche in questo caso
Dom go f #@ <= DomgnNImf # @.

Non vale la proprieta commutativa, cio¢ in generale risulta

fog # gof.

Vediamo nel dettaglio alcuni esempi

EsemPIO 87.
Siano g(z) =22 — 5 e f(x) = 325, con A= B=R. Si ha:

(fog)(@) = flg(x)) = f(2* —5) = 3(z* = 5)°, Yz €R.

Infatti, essendo Dom f = R, e sicuramente Im g C Dom f e dunque la composizione ha senso Vx € B, cioe
per ogni valore di x.
Invece:

(go f)(z) = g(32°%) = 92'* — 5, Vx € R.
Poiché Dom g = R e dunque Im f C Dom g, la funzione & definita in A = R.
EseEmPIO 88.

1
Siano g(z) = |z|+1 e f(z) = e In questo caso A=R\ {0}, B=R e si ha

1
2|+ 17

(fog)(x) = flg(x)) = flz| +1) = Ve € R;

infatti il dominio di f @ R\ {0}, Img={z: x > 1} e dunque Img C Dom f.
Per f o g si ha invece

(90 (@) = g(f () = g (1) ~ L1, ver\{o)

w) |zl

infatti Dom g = R e dunque Im f C Dom g.
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EsempIO 89.
Siano g(z) =x* —1 e f(x) = 1, con A=R\ {0} e B=TR;
x

(foo)(w) = Flo@) = fe* ~1) = . Vo € R\ {z: x =1},

Infatti il dominio di f & R\ {0} ma Img = {z : > —1} che comprende quindi anche il punto 0 che non
appartiene a al dominio di f. Vanno allora esclusi i punti di Dom g che hanno come immagine 0, ovvero i
punti tali che g(z) = 2% — 1 = 0, ovvero = = +1.

Per l'altra composizione si ha

1 1
(9o )@ =alr@) =g (3 ) = 55 +1. Vo R\ (0}
In questo caso, essendo Dom g = R, la composizione risulta definita per ogni valore di x € Dom f ovvero

Yz # 0.

EsempIo 90.
Siano g(z) =1—|z| e f(x) =V =5, con A =[5, +0), B =R;

(fog)(@) = flg(x)) = f(L—|z) = V(1 — J2) = 5 = V/~|z[ — 4.

Formalmente la composizione tra le funzioni ¢ stata effettuata, peccato pero che non abbia senso. Infatti il
termine sotto radice quadrata ¢ sempre negativo e quindi la radice non & definita. In particolare si osservi
che Domg={x: x > 5} mentre Im f = {z: 2 <1} e quindi DomgNImf = o.

Si ha invece

(9o f)(@) = g(f(2)) = g(Vao —5) =1 Va =5, Vz €[5, +0).

In questo caso la funzione & definita in A, perché Dom g = R.

3.5 Funzioni iniettive, monotone, invertibili.
Sia f: A—>R, ACR.

DEFINIZIONE 27.

Diremo che la funzione f é iniettiva su A se

Vay, xo € A, x1 # x2 = f(x1) # f(22) (3.1)
ovvero (°)

Jay, xz0 € At f(z1) = f(x2) = 21 = x2. (3.2)

Questo significa che una funzione & iniettiva se a valori distinti della variabile x sull’insieme A associa valori
distinti della variabile y (& importante specificare I'insieme in cui x assume i suoi valori, come vedremo negli
esempi che seguono).

I1 concetto di funzione iniettiva € uno dei primi concetti matematici che vengono usati, seppure inconsapevolmente, dall’uomo.
Basti pensare a cio che avviene quando il bambino impara a contare: porta ciascun dito alle labbra e ad esso associa un numero;

ad esempio al pollice uno ", all’indice "due "’

e cosi via. La funzione che associa ad ogni dito della mano un numero intero &
una funzione iniettiva. In generale, contare gli elementi di un insieme finito significa stabilire una corrispondenza iniettiva tra

i suoi elementi ed i numeri di un insieme della forma {1, 2,---, n}.

5Perche (p = q) <= (4 =¥) (vedi Cap I).
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ESEMPIO 91.

3

La funzione f(x) = z° é iniettiva su R.

Per provare che la funzione data verifica la definizione (3.2) supponiamo che esistano due valori reali 1, z2
tali che f(z1) = f(x2) ovvero a3 = z3. Portando a primo membro il termine z3 ed utilizzando la formula di
scomposizione della differenza tra cubi (vedi Cap. IV), si ottiene:

3 3 _ 2 2y _

] —xy =0 <= (v1—22)(27 + z122 + 235) = 0.

Poiché 22 + 21 22 + 23 # 0 se almeno uno dei due valori z1, z3 & diverso da zero,(°) allora necessariamente
x1 — xo = 0 ovvero x1 = Ts.

ESEMPIO 92.

La funzione f(x) = 22

{z:2<0}).

non é iniettiva su R, mentre & iniettiva sull’insieme {x : © > 0} (oppure sull’insieme

Per dimostrare che una funzione non ¢ iniettiva dobbiamo dimostrare che verifica la negazione della definizione.
Ad esempio la negazione di (3.1) ¢

f non & iniettiva su A se Jr, 20 € A: mp# a2 e f(x1) = f(z2).

Quindi nel caso della funzione data:

1] =25 = 25 — 25 =0 <= (v1 —22)(71 +22) = 0. (3.3)
Poiché x1 # 2, i due valori devono necessariamente essere 1'uno 1'opposto dell’altro: x; = —z5. Se consi-

deriamo come insieme A = {x : x > 0} (oppure {z : x < 0}) otteniamo che su di esso la funzione risulta
iniettiva (infatti in A la condizione z1 + x5 = 0 si ottiene solo se 1 = x5 = 0).

Se invece A = R questa condizione & verificata (ad esempio scegliendo 1 = —1, z2 = 1) e dunque in questo
insieme la funzione non é iniettiva.

OSSERVAZIONE 10.

Ovviamente nella maggior parte dei casi non e possibile studiare liniettivita con metodi elementari, come e
stato fatto negli esempi precedenti. L’Analisi Matematica fornisce strumenti pit raffinati che permettono di
affrontare questo problema in maniera esauriente.

DEFINIZIONE 28.

Sia f: A — R iniettiva e indichiamo con B la sua immagine. Si dice funzione inversa di f la funzione
f~': B — A che ad ogni y € B associa ['unico elemento x € A tale che f(z) =y.
Una funzione che ammette la funzione inversa si dice invertibile.

Per la definizione data le funzioni invertibili sono tutte e sole quelle iniettive.
Le ipotesi danno significato alla definizione di funzione inversa. Infatti:

e essendo y € B, I'equazione f(z) = y ha almeno una soluzione x € A,

e essendo f iniettiva, 'equazione f(x) =y non puo avere pitt di una soluzione.

6Infatti consideriamo 1’equazione di secondo grado in « : 2 +x + 1 = 0; essa non ammette radici reali in quanto A = —3 < 0,
vedi cap V.
Se fosse x% + x1 29 + :L‘% =0, con x1, x2 non contemporaneamente nulli, ad esempio (per fissare le idee) 2 # 0, dividendo per
i
:c% e ponendo t = —1, si otterrebbe t2 +t + 1 = 0. Questo & impossibile perché, per quanto osservato, sopra questa equazione

2
non ha soluzioni.
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In definitiva
VyeB TixeA: flz)=y da cui = f"y).

EsempPIO 93.

La funzione f(x) =x — 7, x € R ¢& invertibile.
L’iniettivita della funzione ¢ immediata

Tl —T7=x9—7 < 1 = T9.
Per calcolare I'inversa consideriamo 1’equazione

y=x—7

e risolviamola in x, ottenendo x = y + 7. La funzione

TP R—R, [T y)=y+7
e l'inversa della funzione data.

ESEMPIO 94.

Dimostrare Uinvertibilita della funzione

e calcolarne l'inversa.
f ¢ iniettiva, infatti Va1, zo € R\ {-3}

£C1717$271

f(z1) = f(x2) = P

< (5171 — 1)(1‘2 +3) = (’IQ — 1)(351 +3) < T1 = T2.

Per calcolare 'inversa consideriamo 1’equazione

_z—1
v= z+3
e risolviamola in z, ottenendo
r= 31?/_+y1, vy € R\ {1}.
La funzione
FLR-I SR, )= 2

¢ l'inversa della funzione data.

OSSERVAZIONE 11.

Stabilire che una funzione é invertibile puo mon essere semplice: si deve ricorrere quasi sempre agli stru-
menti dell’Analisi Matematica. Quello che invece & impossibile fare nella maggior parte dei casi é scrivere
Uespressione esplicita dell’inversa come abbiamo fatto nell’Esempio 93 e nell’Esempio 94.

EseEmpIO 95.

La funzione f : R — R definita da f(x) = 2° +x & invertibile, ma non possiamo scrivere in maniera esplicita
linversa.
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Proviamo che la funzione ¢ iniettiva su R. Infatti, se 5 + z1 = x5 + x5 allora z1(z{ + 1) = z2(23 + 1). Di
conseguenza i punti z1, x2 0 sono entrambi nulli o devono avere segno concorde (supponiamo, ad esempio
x1, xg > 0), perché i termini dentro la parentesi tonda sono sempre positivi.

(2t + 1) =a(zh 4+ 1) = a(a] +1) —ap(2i+1) =0 —
= a(r]+1) —zo(al + 1) taa(z+1) —22(z3 +1) =0 <=
= a(z]+1) —ao(al +1) Fap(2] —23) =0 =
= (@] +1) - za(a] + 1) + 2o(1 — 22) (21 + 22) (2] +23)] =0 =
= (z; — )@t +1) Fao(zy +20) (22 +23)] =0 —
_—

x1 = x5 (perche il termine dentro la parentesi quadrata & positivo)

Esiste dunque la funzione inversa f~!: f(R) — R (con gli strumenti dell’Analisi Matematica si puo anche
precisare che f(R) = R). Per poter scrivere in modo esplicito f~! si dovrebbe poter scrivere esplicitamente le
soluzioni dell’equazione 2° +x = . Cio non & possibile in quanto si tratta di un’equazione di grado superiore
al quarto e, come osserveremo nel capitolo successivo, queste equazioni non hanno formule risolutive generali.

OSSERVAZIONE 12.

Il grafico di f=1 & il simmetrico del grafico di f rispetto alla retta bisettrice del primo e terzo quadrante degli
assi cartesiani (vedi figura nella pagina seguente).

Infatti per definizione di grafico di funzione:

T ={(y,2): 2= f""(y)}.

Quindi
(a,b) €Ty < b= f(a) < a=f1(b) < (ba) €Tj-.

In definitiva
(a,0) €Ty <= (b,a) €Tj-1.

Per quanto dimostrato nel Capitolo IT i punti (a,b) e (b, a) sono simmetrici rispetto alla bisettrice del primo
e terzo quadrante.

K y=x

PROPOSIZIONE 1.
Sia f: A — R invertibile, con Im f = B . Allora dalla definizione di f~' segue:

(F o f)@) =z, VoA
(fof M) =y, VyeB.

99



DEFINIZIONE 29.

Diremo che la funzione f: A — R é crescente se

Vay, 20 €A, 11 < o = f(x1) < f(x2).

DEFINIZIONE 30.

Diremo che la funzione f: A — B C R é crescente in senso debole se

Vay, x0 €A, 11 < 2 = f(x1) < f(x2).

DEFINIZIONE 31.

Diremo che la funzione f: A — B C R ¢ decrescente se

Vo, o € A, o1 < 22 = f(x1) > f(x2).

DEFINIZIONE 32.

Diremo che la funzione f: A — B C R ¢ decrescente in senso debole se

Vry, xo € A, 1 < x2 = f(x1) > f(22).

DEFINIZIONE 33.

Diremo che la funzione f : A — B C R ¢ monotona se ¢é crescente o decrescente; mentre diremo che é
monotona in senso debole se ¢ crescente in senso debole o decrescente in senso debole.

EsEMPIO 96.

3 ¢ crescente.

La funzione f(x) = x
Da z$ < 23 segue 3 < x3. Infatti(7)

7)< 1 = 0<ad— 2t

D’altra parte
3 3 _ 2 2
xy — a7 = (x2 —x1)(@ + x122 + 23) > 0 <= 29 — 21 > 0.
EsEmMPIO 97.
La funzione f(x) = [z] (parte intera di x) é crescente in senso debole.

Siano 1 = ny +r1, o = ng + re, con ny, Ny € Z, 11, 19 € [0,1). Da 21 < x9 segue che n; < ng oppure
ny =ng enry <ro:

se ny <ng essendo ny = [z1] e ng = [x2] segue [x1] < [x2],

se np =ng allora [x1] = [za].

In ogni caso [z1] < [z3].

Come banale conseguenza delle relative definizioni otteniamo il risultato:

"Nello svolgimento si tiene conto del fatto che la disequazione x% + 122 + z% > 0 & verificata Vz1, z2 € R (vedi nota
Esempio 91).
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PROPOSIZIONE 2.

Le funzioni monotone sono iniettive.

Il viceversa & banalmente falso, basta considerare il seguente esempio:

EsEMPIO 98.
1

La funzione f(x) = = definita da R\ {0} in R\ {0} ¢& iniettiva ma non monotona su R\ {0}.
T

e e s . . . . . . 1 1
L’iniettivita € ovvia; per quanto riguarda la monotonia, presi x1, zo2 tali che 0 < 1 < x2, si ha — < —;
T2 I
1 1
d’altra parte se x1 < 0 < xg risulta — <0 < —.
T €2

La funzione f(z) = — & decrescente in {z : x > 0}, e in {z : < 0}, ma non nell’'unione dei due insiemi.

ISH

Sia A C R un insieme simmetrico rispetto all’origine, ovvero tale che z € A <= —x € A (Ad esempio
A=(-2,2)).

DEFINIZIONE 34.

Diremo che f: A — R ¢ una

funzione pari se Vz € A, f(z) = f(—x),
funzione dispari se Vz € A, f(—z) = —f(x).

EsEMPIO 99.
La funzione f(x) = 2% ¢ pari.
La funzione f(x) = 23 ¢ dispari.

Infatti (—2)? = 22, mentre (—)% = (—1-2)3 = (—1)32% = —23.

OSSERVAZIONE 13.

1l grafico di una funzione pari é simmetrico rispetto all’asse delle ordinate.
1l grafico di una funzione dispari é simmetrico rispetto all’origine.

EsERrcIzIO 3.
Sia p : A — R una funzione che sia contemporaneamente pari e dispari; allora
Ve e A, p(z) =0.

Infatti devono essere verificate le seguenti uguaglianze per ogni z € A : p(x) = p(—x) e p(—z) = —p(z); da
questa segue ¢(x) = —p(x) e quindi p(z) =0 Vz € A. 8

ESERCIZIO 4.

Siano fp, gp € fa, ga Tispettivamente funzioni pari e funzioni dispari.Dimostrare che f, £ g, é una funzione

pari e fq £ gq una funzione dispari.

Basta osservare che fy(—z) + g4(—z) = —fa(x) £ [—g4(z)] = —[fa(z) £ ga(z)]. Analogo procedimento per il
caso pari.
ESERCIZIO 5.

Siano ¥p, g : A = R rispettivamente una funzione pari e una funzione dispari tali che Vo € A, ¢p(z) +
Ya(x) = 0. AlloraVa € A, ¥,(x) =0 e q(x) = 0.

8Segue dal fatto che y = —y <= y =0.
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Infatti Vo € A:
da ¥,(z) + Ya(z) = 0 segue ¥y, (z) = —Ya(x) = Ya(—7)

mentre

da ¥, (—z) + Ya(—z) = 0 segue ¢Yp(—x) = —a(—2z) = Ya(z).

Da queste relazioni e dalla parita di ¢, (¥p(x) = 9p(—x)) otteniamo 4(x) = Ya(—1x), ovvero ¢4 & pari. Ma
una funzione che sia contemporaneamente pari e dispari ¢ identicamente nulla (vedi Esercizio 3).

ESERcCIZIO 6.

Ogni funzione f: A — R si puo decomporre in un unico modo come somma di una funzione pari e di una
funzione dispari.

Basta scrivere

f@) + f(=z)  flx) = f(==)

flay = PO T T oy 4 (o)
fp(z) = w ¢ pari perché
fo(@) = L) +2f<—x) _ f(—:c)2+ f@) _ f(—x)+§(—(—x)) _ ()
f@) = f(==)

mentre fy(x) = ¢ dispari perché

fule) = 12 —2f(—x> - f(—x)2— f@) _ f(=w) - §<—<—x>>

2

= —fa(—x).

La decomposizione ¢ unica perché se esistessero g,, gq rispettivamente funzione pari e funzione dispari tali
che f(z) = gp + ga, allora f, — gy + fa — ga = 0. La funzione f, — g, € pari, mentre la funzione fg — gq €
dispari (vedi Esercizio 4).
La somma di una funzione pari e di una dispari & zero solo se sono nulle le due funzioni (vedi Esercizio 5),
quindi fp, =g, e fa = ga.

DEFINIZIONE 35.

Sia f : R — R una funzione non costante. Diremo che f ¢é periodica di periodo T > 0 se

VeeR, flx+T) = f(z).

EsErcizIO 7.

Dimostrare che la funzione f(x) = [x] — x & periodica di periodo T = 1.

Dobbiamo dimostrare che Vo € R, f(z) = f(z + 1).

Poniamo Vz € R, x = n+r, conn € Z, r € [0,1). Quindi [z] = [n+7r] = n, mentre [z+1] = [n+r+1] = n+1.
In definitiva possiamo scrivere:

fx)=[z] —z=[n+r]=(n+tr)=-n

fe+)=z+1]-(z+1)=n+1—-(n+r+1)=—r

PROPOSIZIONE 3.

Se f é una funzione periodica di periodo T allora
VeeR, Vne€Z, f(x+nT) = f(x).

Dimostrazione.
Iniziamo col provarlo per n € N procedendo per induzione. Per n = 1, segue dalla definizione. Proviamo che
Ve e Rda f(x+nT) = f(x) segue f(z+ (n+1)T) = f(x). Infatti
fz+n+1)T) = flz+nT+T)=
f((x +T)+nT) = (per l'ipotesi induttiva)
= fla+T)= f(2)
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Per dimostrarlo nel caso n € Z, basta osservare che ¥m € N (tenuto conto di quanto dimostrato sopra) segue
f@)=flx = mT +mT) = f((x —mT)+mT) = f(x —mT).

Posto —m = n, si ha ’asserto. Infine, il caso m = 0 ¢ banale.

Per una funzione periodica esistono infiniti valori di 7' > 0 per i quali e verificata la definizione; si conviene
definire periodo della funzione il pid piccolo di questi valori. Indicato con Ty questo valore, ogni altro periodo
¢ della forma nTy, con n € N.

Non sempre questo periodo minimo esiste.

Si consideri ad esempio la funzione (di Dirichlet)

B 1 se z€Q
fla) = 0 se zeR\Q.

La funzione ¢ periodica e come valore di T si puo scegliere un qualunque numero razionale positivo (se x € Q
anche z +T € Q; se z € R\ Q, anche x + T € R\ Q).
Non & possibile trovare per 7' il valore minimo (si ricorda che deve essere T' > 0 e dunque la scelta 7' = 0 non
¢ lecita; del resto per T' = 0 la definizione di funzione periodica diventerebbe del tutto inutile, nel senso che
sarebbe verificata da ogni funzione: f(z + 0) = f(x)!).
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Capitolo 4

POLINOMI

4.1 Polinomi: generalita

Si definisce polinomio di grado n ogni funzione P, (z) della forma
Po(z) =an 2" + ap12" 4+ - +Farx + ag

dove ag, ag, -+ -, a, sono numeri reali () assegnati (detti coefficienti del polinomio) con a,, # 0. Utilizzando
il simbolo di sommatoria, possiamo anche riscrivere:

n
P,(x) = Z ay 2"
k=0
(dove conveniamo che sia 20 = 1).

Ogni singolo termine ay z* si dice monomio di grado k; eventuali monomi con coefficiente nullo non sono
normalmente scritti. Anche 'indice che compare in P, pud essere normalmente trascurato, quando non &
essenziale precisare il grado del polinomio. I polinomi sono dunque funzioni definite in R e per essi valgono
le definizioni generali gia introdotte, con alcune utili osservazioni.

Due polinomi

P,(x) = apa" 4+ -+ a1+ ap
Q’m(x) - b,n$m + -+ b13j + bO

sono uguali se
Ve € R, P(z) = Qn(x).

Questo accade se e solo se (principio di identita dei polinomi)
n = m
ar = by per k=0,1,---,n.

Un polinomio
P,(z) = apa”™ + -+ a1 + ao

si dice nullo se Vz € R, P(z) = 0. Questo accade se e solo se

ar =0 per k=0,1---,n

INelle considerazioni che faremo nel seguito prenderemo in considerazione solamente polinomi con coefficienti reali.
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OSSERVAZIONE 14. Per il polinomio nullo non & definito il grado.

EsEmMPIO 100.

I polinomi
Pz) =2>4z-1, Qz) =az’ + b2 + ca? +dx +e

sono uguali se e solo se
a=c=0,b=d=1, e=—1.

Il polinomio
R(z) = a2® + =

non ¢ nullo per nessun valore di a (perché il coefficiente di & comunque diverso da 0). Si presti attenzione
al fatto che questo non significa che il polinomio non si annulla per nessun valore di  (nel caso dell’esempio,
si annulla per £ = 0 qualunque sia il valore di a), ma solo che per nessun valore di a & identicamente nullo.

EseEmpiO 101.
Determinare i valort di a, b, ¢, d in modo che risultino uguali i sequenti polinomi

P(z) = (22=1D(az+b) + (z —2)(cz +d)
Qz) = 2° + 1z +4.

Si procede utilizzando il principio di identita dei polinomi in due forme diverse.
I metodo. Si eseguono i prodotti, in modo da scrivere P come segue:
P(z) = az® + (b+c)2® + (—a—2c+d)z —b — 2d.

Uguagliando i termini di egual grado dei polinomi P e Q:

a=1
b+c=0
—a—2c+d=1
—b—2d=4
dacuia=1, b:§, c:f§7 :79.
3 3 3
II metodo. Si assegnano alla variabile = dei valori opportuni sui quali si impone P(x) = Q(z).
P) = c+d, QU = 6
P(-1) = 3c—3d, Q(-1) = 2
P(2) = 6a+ 3b, Q(2) = 14
P(0) = —b—2d, Q(0) = 4.
Ricaviamo il sistema
c+d=6
3c—3d=2
6a + 3b =14
—b—2d =4.

Nuovamente: a =1, b= §, c= 7§’ d= fE.
3 3 3
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4.2 Operazioni con i polinomi
Studiamo adesso nel caso dei polinomi le operazioni gia introdotte per le funzioni. Siano

P,(z) = apz"+ - -+ a1z + ao
Qm(z) = bpa™ 4+ -+ bz + by

due polinomi, con n > m.

Somma

Se n = m il polinomio somma P(x) + Q(x) ha come coefficienti
an + bp, -+, a1 + b, ag + bo;

in particolare, & anch’esso di grado n se a,, + b, # 0, & di grado inferiore altrimenti.
Se n. > m il polinomio somma & di grado n e i suoi coefficienti sono

Ap,y 0y am+17 am+bm7 7a1+b17a0+b0'
In generale, dunque, per il grado del polinomio somma, si ha:
grado(P 4+ Q) < maz{gradoP, gradoQ}.

Per la differenza si procede in modo analogo.

EsEmMPIO 102.

Se
Px) = 2%+2z -1
Qz) = —a2% + 2% +2
allora
Pz) 4+ Q(z) = 2?42z +1
P(z) — Q(z) = 22° — 2% + 22 — 3.
Prodotto
11 polinomio prodotto P(z)Q(z) & di grado m + n e i suoi coefficienti ¢ (kK =0, 1, ---, n+ m) sono definiti
da:
A k
cr = apby + arbp—1 + - + ap—1b1 +axbo = Z ay bp—p.
r=0
Ad esempio
co = apbo
i = Qo bl + a1 bo
ca = apgby + a1 by + as by

In particolare, se m = 0 e dunque Q(x) = by (polinomio costante), si ottiene
¢k = bo ax,

cioe il prodotto di un polinomio per una costante si ottiene moltiplicando per questa costante ogni termine
del polinomio.
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In pratica, la moltiplicazione tra due polinomi puo essere svolta moltiplicando uno dei due per i monomi che
compongono ’altro e sommando i risultati cosi ottenuti.
Ad esempio

Pz) = 2% 422 -1

Qz) = 2 —a+5

(2 4+ 22 — D —(@® + 22+ —Dao + (2% + 22 — 1)5 =
= (2® +22% — 2?) + (—2* — 222 4 2) + (52® + 102 — 5) =
25 — 2t 472 — 322 + 11z — 5.

P(x) Q(x)

Per la moltiplicazione tra polinomi si puo usare lo stesso algoritmo che si usa per la moltiplicazione tra
numeri.

3 42z -1 X

2 —x +5 =
x? +223  —2? prodotto di 2 per 2 + 2z — 1
—z4 222 4z prodotto di —z per z3 + 22 — 1
+523 +10z -5 prodotto di 5 per 23 + 2z — 1
x®  —zt 472’ =322 411z -5 somma dei prodotti parziali = prodotto complessivo

Il prodotto di un polinomio P(z) per se stesso n volte si dice potenza n-esima del polinomio e si indica
P"(x); se grado P(xz) = r, allora grado P™(x) = r™.

In particolare, la potenza n-esima del binomio x + a € un polinomio di grado n della forma

n
Z cka® " P = o™ + crax™ ! a2 4+ o+ ey a” e + epa (4.1)
k=0
I coefficienti dello sviluppo al variare di n partendo da n = 0 sono raccolti nella seguente tabella, detta
triangolo di Tartaglia

1
1 1
p v
1 2 1
N v pN v
1 3 3 1
pN v p v p v
1 4 6 4 1
pN v pY v pN v p v
1 5 10 10 5 1
p v p v p vd N v p e

nella quale ogni coefficiente € la somma dei due termini della riga precedente.
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EsEmMPIO 103.
(x+1)° = 2% + 52% + 1023 + 102% + 52 + 1.

EsEmMPIO 104.
(x —2)* = 2% +423(—-2) + 622(=2)2 + 42(-2)3 + (—2)* = 2* — 82 + 242? — 322 + 16.

EsEMPIO 105.
(2a + b)* = (2a)* + 4(2a)3 b + 6(2a)?b* + 4(2a)b> + b

ESEMPIO 106.

(ab—c)® = (ab)®+5 (ab)* (—c) + 10 (ab)® (—c)* + 10 (ab)? (—c)® + 5 (ab) (—c)* + (—¢)® =
= b —5a’b'c 4+ 10a’b°c* — 10a*b*c® + 5abc? — .

EsEMPIO 107.

<3a2b3 - \/iab2>3 =
5 -
- <ga2b3)3 +3 (2@263>2 (—V2ab%) + 3 (2a2b3> (—V2ab*)? + (—V2ab?)? =

2 2 .
§7Q6b9 - {\@a%g + 90" — 2v/2a°%85.

E utile ricordare le seguenti identita:
* a = (a=b)(
e a (a =b)(

o a*—b*=(a—0b)(a+b)(a®+b?)
(a+0)(

o a4+ b=

Ricordiamo anche che il quadrato di un polinomio & la somma dei quadrati di ciascun termine e
dei doppi prodotti di ciascun termine per ognuno dei successivi; ad esempio

(a+b+c)? =a® +b* + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc.

Composizione

La composizione non merita alcuna particolare osservazione, in quanto i polinomi sono definiti su tutto R e
quindi & sempre possibile comporre due di essi. Ad esempio:

P(x)=a2*+2—1,

Qx)=x+1,
PQ(x)=(x+1)*+(x+1)—1=2?+32+1,
QP(x)=(2*+x—1)+1=2"+2.

108



Divisione

Le operazioni sui polinomi sinora incontrate danno come risultato una funzione dello stesso tipo; diverso e il
caso del quoziente. La funzione
P(z)
flz) = ;
Q(z)
definita in tutto R esclusi gli eventuali punti in cui @Q(z) si annulla, & detta funzione razionale: in generale,

f(z) non & un polinomio. Questa affermazione & chiarita dal seguente risultato che si riferisce alla divisione
tra due polinomi:

PROPOSIZIONE 4.

Siano P(x), Q(z) due polinomi di grado n e m rispettivamente, con n > m.
FEsistono due polinomi S(x), R(z) (univocamente determinati), tali che

grado R < grado @
P(z) = S(z)Q(z) + R(z).

Il polinomio S(x) ha grado n —m ed é detto quoziente della divisione di P(z) per Q(x); il polinomio R(x)
¢ il resto.

P(z)
Q(x)

si dice divisibile per Q(z) e Q(x) si dice essere un divisore di P(z)).

La funzione f(z) = ¢ dunque un polinomio solo se ¢ nullo il resto nella divisione (in questo caso P(x)

Come esempio consideriamo i seguenti polinomi:

Pz) = 4a* — 223 42 -2
Qx) = 222 -3z — 1.
P
Calcoliamo ng;, utilizzando I’algoritmo (?) della divisione tra polinomi. Questo ¢ analogo a quello della

divisione tra due numeri, dove la richiesta sul resto € che sia minore del numero per il quale si divide.

4zt —2z3  402x? +x —2 222 -3z -1

—4z* 4623 4222 2¢2 42z +4

0 473 +222 +x

—4z% 4622 +2x

0 8x? +3r =2

—8z2 412z +4

0 15z +2

Abbiamo cosi ottenuto S(z) = 22% + 2z +4, R(x) = 15z + 2.

In sintesi, per utilizzare ’algoritmo della divisione si procede come segue:

2 Algoritmo=sistema, o schema di regole e di procedure di calcolo ben definite che portano alla soluzione di un problema in
un numero finito di passi (operazioni). Deriva dal soprannome del matematico arabo del IX secolo Mohamed ibn-Musa detto
al-Khuwarizmi e dal termine greco &ptdués (arithmés)= numero. 1l titolo dell’opera piti importante di al-Khuwarizmi fu Al-iabr
wa’l muqabalah da cui deriva la parola algebra.
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e ordinare i due polinomi secondo le potenze decrescenti della variabile

e dividere il primo termine di P(x) per il primo termine di Q(z) (4z* : 222); il quoziente 222 ottenuto & il primo termine

di S(x)

e moltiplicare questo quoziente per Q(x) sottrarre questo prodotto a P(x) (ovvero, sommarlo con il segno cambiato). Si
ottiene cosi il resto parziale 4x3 + 222

e aggiungere a questo un termine di P(x) : si ottiene 423 + 222 + &
o ripetere il procedimento sopra per questo polinomio; si ottiene 2z con il resto parziale 8z2 + 3z
e ripetere l’operazione per il polinomio 8z2 + 3z — 2, si ottiene il quoziente 4 e resto parziale 15z + 2

e il grado di questo resto ¢ minore del grado di Q(z), dunque il calcolo & terminato e 'ultimo resto parziale ¢ quello effettivo
della divisione.

Si osservi che se nell’'uguaglianza

P(z) = S(x) Q(z) + R(x)

diamo ad x un valore ben preciso z = a, si ottiene
P(a) = S(a)Q(a) + R(a).

Quest’ultima uguaglianza non & la divisione del numero P(a) per il numero Q(a), dato che in generale non
¢ detto che sia R(a) < Q(a). Nell’esempio precedente, per x = 2 si ottiene:

48 =16 - 1 + 32

e questo non fornisce il quoziente ed il resto della divisione di 48 per 1.

Data la funzione razionale

con grado P > grado @, dopo aver eseguito la divisione tra i due polinomi
P(z) = S(x)Q(z) + R(x)
sostituendo, si ottiene:
P(x) R(z)
Q(x) Q)
con grado R < @. In altre parole una funzione razionale si pud sempre scrivere come somma di un

polinomio (eventualmente nullo) e di una funzione razionale in cui il grado del numeratore &
minore del grado del denominatore.

= S(z) +

4.3 Un criterio di divisibilita tra polinomi: la regola di Ruffini

Consideriamo adesso un polinomio P(z) di grado n e uno della forma x — ¢. Per stabilire se P(z) ¢ divisibile
per z — ¢ & utile il seguente criterio (regola di Ruffini) (3)

PROPOSIZIONE 5.
Il polinomio P(x) ¢é divisibile per x — ¢ se e solo se P(c) = 0.

3Paolo Ruffini, (Valentano (Vt) 1765, Modena 1822), dimostrd anche che non & possibile determinare le radici di un’equazione
algebrica di grado superiore al quarto mediante una formula generale espressa in termini di operazioni algebriche da effettuare
sui coefficienti. A questo stesso risultato arrivera vent’anni dopo il matematico norvegese Niels H. Abel (1802-1829), per cui ad
esso viene dato il nome di teorema di Abel-Ruffini.
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Dimostrazione
Nella divisione di P(z) per  — ¢ si trova un quoziente S(z) di grado n — 1 e un resto R(z) con gradoR < 1 (e dunque,
necessariamente una costante r): P(z) = S(z)(z — ¢) + r. Per z = ¢ leguaglianza fornisce P(c) = r e dunque il resto & nullo

(cioe P(x) ¢ divisibile per = — ¢) se e solo se P(c) & nullo.

Ad esempio, il polinomio P(z) = 23 + 22 4+ 2z — 4 non ¢ divisibile per x — 2 (perché P(2) = 12), mentre lo &
per z — 1 (perché P(1) = 0).

Per determinare il quoziente della divisione di P(z) per x — ¢ si puo ricorrere all’algoritmo di Ruffini, che viene
generalmente scritto sotto forma di tabella. Vediamo come si applica relativamente all’esempio precedente
per la ricerca del quoziente e del resto nella divisione per x — 2. Riportiamo i calcoli nella tabella successiva.

1 1 2 -4

2 2 6 16

1 3 8 12

Nella prima riga abbiamo scritto i coefficienti di P(z) ordinati secondo le potenze decrescenti di z, separando il termine noto con
una barra verticale. Una seconda barra verticale & tracciata a sinistra dei coefficienti ed & preceduta dal numero ¢ (nell’esempio
sopra ¢ = 2) disposto su una seconda riga, seguito da una barra orizzontale. La terza riga contiene i coefficienti del quoziente
entro le due barre verticali e il resto a destra della seconda barra. Vediamo brevemente come si calcolano. Il primo coefficiente
del quoziente ¢ uguale al primo coefficiente di P(z); il secondo si ottiene da questo moltiplicandolo per ¢ (nell’esempio per 2) e
sommandolo al secondo coefficiente di P(z), e cosi via.

Come applicazione del teorema di Ruffini si puo verificare che
e 1" + a" ¢ divisibile per x + a se n ¢ dispari
e 1" — g™ & divisibile per z — a
e 1" — a™ ¢ divisibile per x 4+ a se n ¢ pari.

Per cui, ad esempio

341 ¢ divisibile per rz+1
z*+1 non ¢ divisibile per =z +1

3 —1 ¢ divisibile per r—1

23 —1 mnon ¢ divisibile per 2z +1

zt—1 ¢ divisibile per z—1
4

zt —1 ¢ divisibile per x+1

L’algoritmo precedente permette di calcolare i quozienti di queste particolari divisioni. Per cui, ad esempio
il quoziente della divisione di

) + an—l.

[©N
8
S
8
+
IS
8

" +a” per r+a

DEFINIZIONE 36.

Si chiama radice o zero di un polinomio ogni valore che lo annulla:

x=c radice di P(z) <= P(c)=0.
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Tenendo conto di questa definizione possiamo riscrivere la Proposizione 5 nella forma

PROPOSIZIONE 6.

Un polinomio é divisibile per x — c se e solo se ¢ € una sua radice.

Per un polinomio a coefficienti interi esiste un risultato che puo facilitare la ricerca delle eventuali radici razionali. Si presti
attenzione al fatto che queste radici razionali possono non esistere: questo non significa che il polinomio non ha alcuna radice
reale, perché potrebbe averne di irrazionali.

PROPOSIZIONE 7.
Se P(z) = anaz™ 4+ -+ + a1x + ap € un polinomio a coefficientsi interi, le sue eventuali radici razionali vanno ricercate tra i

numeri b (p €Z, q €N, peq primi tra loro) dove p é un divisore di ag e q un diwvisore di an.
q

Dimostrazione.

p . .
Se x = = & una radice, risulta:

pn n—1

an q7 + an—1 q"fl

+o a2 fa =0,
q
ovvero, moltiplicando ambo i membri per ¢™ :

'Y¢+ - +aipgd"! +a0q" =0.

an Pn + an—1 pn7
Riscrivendo questa identita nella forma
planp™ ' 4+ an1p" 2q+ - +a1q" ') = —aoq",

si deduce che p & un divisore di ag ¢"™; poiche p e ¢ sono primi tra loro (e quindi p non puo essere un divisore di ¢g"), necessariamente
p ¢ divisore di ag. Analogamente, riscrivendo 'identita nella forma

nfl) — _anpn7

q(an—1p""" + an—2p""2q+ -+ + aogq

si deduce che ¢ divide a,, p™ e dunque, non potendo essere divisore di p™, lo & di a,.

EsEMPIO 108.
Consideriamo il polinomio
P(z) = 2® — 42° + 3z + 2.
Le sue eventuali radici razionali sono da ricercare tra i numeri £1, £2. Sostituendo questi valori nel polinomio

st trova che x = 2 ¢ l'unica radice razionale.

Dunque sappiamo che
P(z) = (z—2)Q(z)

per un opportuno polinomio Q(z). Per determinare Q(x) si puod procedere con la regola di Ruffini:

1 -4 3 2
2 2 -4 -2
1 -2 -1 0

Dunque:
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4.4 Scomposizione di polinomi

E facile vedere che ogni polinomio P(z) di grado n ammette divisori di grado 0 e di grado n.

P
Infatti, per k # 0 possiamo scrivere P(x) = k ( gj)> .

Questo prova che P(x) ¢ divisibile sia per k (polinomio di grado 0) che per (polinomio di grado n).

P(z)
k

DEFINIZIONE 37.

Un polinomio di grado n > 1 si dice irriducibile se non ammette divisori di grado k, con 0 < k < n, cioé

diversi da quelli gia segnalati; in caso contrario, il polinomio si dice riducibile.

Scomporre un polinomio significa scriverlo come prodotto di fattori irriducibili, con una certa analogia con la
scomposizione di un numero naturale nel prodotto di fattori primi.

Una teoria esauriente della scomposizione dei polinomi richiede ’allargamento del campo numerico dai numeri
reali a quelli complessi; qui ci limiteremo a poche considerazioni, rimanendo nel campo reale.

e I polinomi di primo grado P(z) = az + b sono sempre irriducibili.

Il risultato e un’ovvia conseguenza della definizione.

e [ polinomi di secondo grado
P(z) = ax® + bz + ¢
sono riducibili se e solo se
A =% —4dac > 0.

Alla quantita A sopra definita si da il nome di discriminante del polinomio. Per verificare 1’affermazione
precedente, riscriviamo P(z) in modo opportuno:

b
P(x) = a<x2+ax)+c
S T A S
-\ T T 2 7 4a2

= a x—i—i Q—é
N 2a 4a

AN
. 2a 4a?

b\’ b
e Se A = 0 il polinomio si riduce alla forma «a (x + 2) e dunque e divisibile per (w + 2).
a a

a

e Se A > 01l termine dentro parentesi quadrata ¢ differenza di due quadrati e quindi puo essere scritto
come prodotto di due polinomi di primo grado, ognuno dei quali & divisore di P(z).

e Se A < 01l termine in parentesi ¢ somma di due quadrati e non si annulla per nessun valore di x; non
avendo radici (reali), per quanto stabilito dal teorema di Ruffini, il polinomio ¢& irriducibile (in campo
reale).

Si puo dimostrare che i polinomi irriducibili sin qui trovati sono gli unici possibili e dunque scomporre un
polinomio significa scriverlo come prodotto di polinomi di primo grado e/o secondo grado con A < 0.

Sia P(x) un polinomio di grado n e sia a; una sua radice.
Per il teorema di Ruffini si ha allora

P(z) = (z — a1) Q1(z),

dove @1 (x) & un polinomio di grado n — 1. A questo punto si hanno possibilita alternative:
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aq non & radice di Q1(x)
ed in tal caso si dice che «; & radice semplice di P(z), oppure
ay € radice di Q1(x).

In questo secondo caso risulta
Q1(z) = (z — 1) Q2(x)
e dunque

P(x) = (z—o1)? - Qa(x),

con Q2(x) polinomio di grado n — 2. Le due alternative si ripresentano:

a1 non ¢ radice di Q2(x)
e in tal caso si dice che

oy € radice doppia (o con molteplicita 2) di P(x),
oppure
oy € radice di Q2(x)

e dunque

Q2(z) = (v — a2) @s(z),
da cui segue

P(z) = (z —a1)® Qs(x).
E evidente che questo procedimento termina al pit dopo n passi. In generale troveremo

P(z) = (z—a))™ Qm,(2)

con @, (z) polinomio di grado n —my e @, (1) # 0. In questo caso diremo che

ay e radice con molteplicita my.

Le altre eventuali radici reali di P(z) sono quelle di @, (z) : per questo polinomio si possono ripetere le
considerazioni svolte.

In generale la presenza di radici reali determina una scomposizione della forma
Plz) = (z—a)™ - (=)™ Q)

dove Q(z) & un polinomio di grado n — (my + --- + m,) privo di radici reali.
11 passaggio in campo complesso permette di provare che Q(z) & prodotto di polinomi di secondo grado con
A <O0.

La scomposizione finale & dunque della forma
P(x) = ap(z—a))™ - (x—a)™ (22 + prax + @) - (2% + pex + q5)".

conmy + -+ + my + 2(pg + -+ ps) =n.

Se il polinomio ha solo radici reali, nella scomposizione compaiono solo fattori del primo ordine x — ay; se
non ha radici reali compaiono solo fattori del secondo ordine x2 + p;, x + g5, con A < 0.

La situazione generale si presenta quando le radici reali sono tali che la somma delle loro molteplicita € minore
di n (e in questo caso non pud essere n — 1, ma al massimo n — 2).

Da questo risultato si puo dedurre una semplice conseguenza, che presentiamo in tre forme diverse, ma tra
loro equivalenti:
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e un polinomio di grado n ammette al massimo n radici reali distinte
e un polinomio di grado n che ammette piu di n radici reali distinte ¢ identicamente nullo

e due polinomi di grado n, che assumono lo stesso valore per n + 1 valori distinti di x, sono uguali.

Queste affermazioni si possono riscrivere facendo intervenire la molteplicita delle radici. Ad esempio, il primo
risultato puo essere riscritto nella forma:

e la somma delle molteplicita delle radici reali di un polinomio di grado n & al massimo n.

In analisi viene dimostrato che ogni polinomio di grado dispari ha almeno una radice reale (mentre & facile
vedere che un polinomio di grado pari pud avere o no radici reali; i polinomi P(z) = (z—1)%2 e P(x) = 22 +1
esemplificano I'una e l'altra possibilita).

Nel capitolo seguente vedremo la formula risolutiva per trovare le radici dei polinomi di primo e di secondo
grado. Aggiungiamo a puro scopo informativo che formule risolutive esistono anche per polinomi di terzo
e quarto grado (che richiedono il passaggio al campo complesso), mentre per polinomi di grado maggiore al
quarto, come gia accennato in precedenza in una nota a pié di pagina, il teorema di Abel-Ruffini stabilisce
I'impossibilita di trovare un’analoga formula. Questo significa che non esiste un metodo generale per trovare
le radici dei polinomi di grado superiore al quarto e che questo ¢ possibile solo in certi casi particolari.
L’Analisi Matematica offre dei metodi per dimostrare l'esistenza di radici a priori (cioe senza effettuare il
calcolo esplicito) mentre al Calcolo Numerico spetta il compito di approssimazione del valore con la precisione
voluta (cioé con il numero richiesto di cifre significative esatte).

Concludiamo questo capitolo, presentando alcuni esempi di scomposizione di polinomi in fattori irriducibili.

ESEMPI

1. P(z) = 2* — 32% + 5a?

P(z) = 22 (2> — 32 + 5).
Il polinomio di secondo grado entro parentesi e irriducibile, perche ha discriminante negativo,
dunque questa € la scomposizione richiesta .

In particolare, x = 0 € 'unica radice reale ed ha molteplicita 2.
2. P(x) = 2* — 22

P(x) = 22(2%*-1) = 22 (x — 1) (z + 1).

11 polinomio ha tre radici reali distinte = 0 (doppia, ovvero con molteplicitd 2) e x =1, z =
—1 (semplici, ovvero ciascuna con molteplicita 1). Si osservi che la somma delle molteplicita
€ uguale al grado del polinomio.

3. P(x) = a* + 2?

P(x) = 2?2 (2% + 1).
11 polinomio ha un’unica radice reale (z = 0, con molteplicita 2).

4. P(x) = 23 + 322 — 252 + 21
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Applicando la regola vista per i polinomi a coefficienti interi, si trova che le eventuali radici
razionali devono essere ricercate tra i numeri +1, £3, +7, £21.

Un esame diretto prova che x = 1, x = 3, x = 7 sono radici, necessariamente le uniche,

essendo P(z) un polinomio di grado 3. Dunque P(z) = c¢(z — 1) (z — 3) (z — 7). E facile

vedere che ¢ = 1, in quanto ¢ deve coincidere con il coefficiente di z3.

5. P(z) = 2* + 22 + 1

Posto t = 2, si ottiene il polinomio di secondo grado Q(t) = t> + ¢t + 1, che ha A < 0
e dunque & privo di radici reali. Evidentemente lo stesso vale per P(z). Si ritrova questo
risultato osservando che Vz € R risulta P(z) > 1 (e dunque non esistono valori reali per cui
P(z) = 0). Riscrivendo il polinomio nella forma

(z* +22% +1) — 2?2
cioe
($2 + 1)2 _ 1‘27
si ottiene una differenza di quadrati che porta ad una scomposizione della forma

(2 —x+1)(2® + 2+ 1).

Poiche questi due polinomi di secondo grado hanno A < 0, non sono ulteriormente scompo-
nibili e dunque quella trovata e la scomposizione richiesta.

6. P(z) = 2* + 8a%2? + 16a*
P(z) = (2% + 4a?)?
e Se a = 0 il polinomio si riduce a #* che & gia nella forma richiesta (z = 0 radice con

molteplicita 4 ).
e Se a # 0 il polinomio 22 + 4a? ha A < 0 e dunque anche in questo caso non & riducibile.
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Capitolo 5

EQUAZIONI, DISEQUAZIONI,
SISTEMI

5.1 Generalita sulle equazioni

Sia data una funzione f: A C R — R.

DEFINIZIONE 38.

Risolvere l’equazione f(x) = 0 (nell’incognita x) significa determinare (se esistono) quei numeri che
sostituiti al posto di x nell’espressione di f verificano l'equaglianza. Chiameremo questi numeri soluzioni o
radici dell’equazione.

Ad esempio se f(z) = 22 — 1 si ha che 1 e —1 sono soluzioni dell’equazione f(z) = 0, in quanto 12 —1=0e
(—1)2—1=0.
DEFINIZIONE 39.

Determinare gli zeri di f significa trovare i valori della variabile £ € A in corrispondenza dei quali si
annulla la funzione, cioé risolvere 1’equazione f(z) = 0 nell’incognita .

All’equazione f(x) = 0 possiamo associare il sistema

y = flx)

y=20
nel senso che x = xq & soluzione dell’equazione se e solo se (z,y) = (x0,0) & soluzione del sistema. Questo
ha un’immediata interpretazione geometrica come intersezione tra il grafico della funzione e 'asse delle z : le
ascisse di questi punti forniscono tutti e soli gli zeri della funzione.

Ad esempio, I'equazione £2 — 1 = 0 si interpreta come intersezione della parabola y = 22 — 1 con ’asse delle
x.

-1 0 1

Pid in generale possiamo cercare i valori di € A per i quali la funzione assume un dato valore k risolvendo I’equazione f(z) = k.
L’insieme delle soluzioni si dice costituire [’insieme di livello k per la funzione. L’interpretazione geometrica porta ad intersecare
il grafico della funzione f con la retta orizzontale di equazione y = k.

Ad esempio, ’equazione 22 — 1 = 3 si legge come intersezione della parabola y = 22 — 1 con la retta di equazione y = 3.
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Ancora pid in generale, date le funzioni f e g definite su uno stesso dominio A, possiamo studiare 1’equazione f(z) = g(z),
corrispondente a cercare i punti in cui i grafici delle due funzioni si intersecano.

Ad esempio, 'equazione 22 — 1 = —z2 4+ 2z — 1 si riconduce all’intersezione della parabola y = 22 — 1 con la parabola
y = —z2 42z — 1.

DEFINIZIONE 40.

Un’equazione si dice impossibile se & priva di soluzioni.

Dal punto di vista geometrico 1'equazione f(z) = 0 & impossibile se il grafico della funzione f non interseca
lasse delle z; ad esempio 1’equazione 22 + 1 = 0.

0
L’equazione f(x) = k, & impossibile se il grafico della funzione f non interseca la retta y = k. Analogamente
lequazione f(z) = g(x) & impossibile se non c’¢ intersezione tra i grafici di f e di g.

DEFINIZIONE 41.

Si dice identita un’equazione verificata da ogni valore attribuito all’incognita.

Ad esempio: 2z + 3z = 5z oppure (v — 1)? = 22 — 2z + 1.

Le equazioni considerate sono state tutte disposte secondo un grado di generalizzazione crescente che € solo apparente: in realta
si possono tutte ricondurre al primo tipo. Per quanto riguarda 1’equazione f(z) = k si ha:

flx)=k < f(z)— k=0,
ovvero cercare 'insieme di livello k della funzione f(z) equivale a cercare gli zeri della funzione f — k. Ancora,
f@)=9g(z) < flx)—g(z) =0

cioe cercare i valori comuni alle due funzioni f e g equivale a cercare gli zeri della funzione f — g.

Queste osservazioni sono rese piu precise da quanto stiamo per aggiungere.

Date due equazioni f(x) =0 e g(x) = 0, diciamo che:
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e la prima implica la seconda (ovvero, la seconda & conseguenza della prima) e scriviamo
f(z) = 0= g(z) =0,
se ogni soluzione della prima lo & anche della seconda, cioe se risulta
E, ={z: f(z) =0} C Ey ={z: g(x) = 0},
e le due equazioni sono equivalenti e scriviamo
fl) =0 < g(&) =0,

se ogni soluzione dell’una lo &€ anche dell’altra e viceversa, cio¢ se i due insiemi di soluzioni
coincidono:

By={e: f() =0} = By = {a: g(x) = 0}.
Ad esempio

r—1=0=(x—-1)(z+1) =0
perché Fy = {1}, B3 = {-1, 1}, ma

z—1(z+1)=0=~ z—-1=0;

invece
r—1=0 < (z—1)(2*+1)=0.

5.2 Risoluzione di un’equazione

Generalmente per risolvere un’equazione, si riscrive in una forma equivalente servendosi di un’equazione
algebrica piu semplice.
Questo si ottiene in due modi:

e aggiungendo o sottraendo ad ambo i membri dell’equazione una stessa funzione

e moltiplicando o dividendo ambo i membri per una stessa funzione diversa da zero. (1)

E importante che queste funzioni siano definite sul dominio in cui si studia ’equazione.

In particolare si ottiene un’equazione equivalente, “trasportando” un suo termine dal membro in cui si trova
all’altro e cambiandolo di segno. Un’applicazione di questo risultato giustifica la possibilita di ricondurre ogni
equazione alla forma f(x) = 0. Un’altra ovvia conseguenza ¢ che eventuali termini comuni ai due membri
possono essere cancellati (cioé "semplificati”).

Consideriamo 'equazione: 2z — 1 =z + 2

2t —1l=2x+4+2 < 2z =2+3

abbiamo aggiunto 1 ad ambo i membri, ovvero abbiamo trasportato il termine —1 al secondo membro, cambiandolo
di segno.

2r=2+3 <= =3

abbiamo aggiunto —z ad ambo i membri, ovvero abbiamo trasportato il termine z al primo membro, cambiandolo

di segno.

1B importante assicurarsi quando si moltiplica o si divide per un termine che esso sia diverso da 0, per non correre il
rischio di trovarsi di fronte a risultati assurdi, come avviene nell’esempio che segue. Consideriamo 'identita: 22 —z2 = 22 —x2; al
primo membro mettiamo una  in evidenza, mentre al secondo scomponiamo la differenza dei quadrati z(z — ) = (z — z)(z + )
dividiamo per (z — z) primo e secondo membro, ottenendo: = = z + z; dividiamo per  ambo i membri ottenendo infine 1 = 2.

L’errore commesso & stato quello di dividere per x — x ovvero per 0.
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EsEMPIO 109.

Risolvere l'equazione x(z? + 1) = 2(2? + 1).

r(z?+1) =222 +1) <= z=2;
in questo caso abbiamo diviso ambo i membri per 2% 4+ 1 # 0.
EseEmpio 110.

1 1
Risolvere lequazione v + — =1+ —.
x x

Si ha:
1 1
T+ —=14—- <= xz=1;
x T

questa equivalenza vale anche se la prima equazione € definita per z # 0, mentre la seconda ¢ definita per
ogni x € R.

EsempiO 111.

1
Risolvere equazione x> + —— =1+
z—1 z—1

E sbagliato scrivere
1 1
P —— =14 — = =1
r—1 rz—1
Infatti, la prima equazione e definita per x # 1, mentre la seconda & definita per ogni x € R. Le due equazioni
non sono equivalenti perché la prima ha come unica soluzione z = —1, mentre la seconda ha per soluzioni

x = £1. La scrittura giusta e

:c;l

Gli esempi precedenti permettono di comprendere la seguente osservazione. In generale, le equazioni

2 + =1+ <:>{m 1 — gz =-1.

f(@) =g(x), e f(x)+h(x)=g(x)+h(z)

non sono equivalenti se il dominio di h(z) ¢ diverso da quello comune ad f(z) e g(x): il passaggio da
un’equazione all’altra puo far perdere delle soluzioni o introdurne delle nuove. Per controllare 1’equivalenza,
occorre esaminare il comportamento delle equazioni stesse nei punti in cui il dominio di h differisce da quello
dell’equazione di partenza.

EsSEMPIO 112.

Le equazioni
1

=0
x—1

r?—1=0, (% —1)
non sono equivalenti.

Infatti la prima equazione ha per soluzioni x = +1, la seconda x = —1. Nel passaggio dalla prima alla seconda
equazione abbiamo moltiplicato per una funzione il cui dominio non ¢ R, ma R\ {1}. Poiché z = 1 & soluzione
della prima equazione, questa si perde nel passaggio.

EsEmMpPIO 113.

Le equazioni
r?—1=0, (22 = 1)(z—2)=0

non sono equivalenti
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Questo discende dal fatto che la prima equazione ha per soluzione x = +1; nel passaggio alla seconda si
aggiunge la soluzione = = 2, dovuta al fattore z — 2.

Quanto osservato in questi esempi puo essere sintetizzato dicendo che in generale le equazioni
f@)=g(x), e f(@)h(zx)=g(z)h(z)

non sono equivalenti se il dominio di h & diverso da quello di comune ad f e g, oppure se in qualche punto
di questo dominio la funzione h si annulla.(?) Il passaggio da un’equazione all’altra pud introdurre nuove
soluzioni o farne perdere alcune.

5.3 Generalita sulle disequazioni

DEFINIZIONE 42.

Data una funzione f: A C R — R, determinarne il segno significa trovare i valori della variabile x € A in
corrispondenza dei quali assume valori positivi o negativi, cioé significa risolvere la disequazione

f(z) >0 oppure f(z)<0

nell’incognita x.

Dal punto di vista geometrico risolvere la disequazione f(x) > 0 significa cercare i punti del grafico della
funzione che stanno al di sopra dell’asse delle  (cio¢ nel semipiano y > 0): le ascisse di tali punti sono le
soluzioni della disequazione.

ESEMPIO 114.

Interpretazione geometrica della disequazione x> —1 > 0 : proiezione sull’asse x della parte di parabola situata
nel semipiano y > 0.

AN

Pil in generale posssiamo cercare i valori € A per i quali la funzione f(x) si mantiene maggiore o minore
di un dato valore k, risolvendo la disequazione f(x) > k o f(x) < k. L’interpretazione geometrica porta a
confrontare il grafico della funzione con la retta orizzontale y = k.

EsemMpPIO 115.

Interpretazione geometrica, della disequazione x> — 1 > 3 : proiezione sull’asse x della parte di parabola
situata nel semipiano al di sopra della retta y = 3.

2Questa osservazione mette in evidenza ancora una volta quanto abbiamo gia sottolineato in precedenza, ovvero, che quando
si moltiplicano o si dividono ambo i membri di un’equazione per una stessa funzione si deve fare attenzione ai punti dove tale
funzione si annulla.
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Ancora piu in generale, date due funzioni definite su uno stesso dominio A, possiamo studiare la disequazione
f(z) > g(z),
corrispondente a cercare i punti in cui il grafico della funzione f sta al di sopra di quello della funzione g.

EsEmMPIO 116.

Interpretazione geometrica della disequazione x> — 1 > —x? + 2x — 1 : proiezione sull’asse = della parte di
parabola y = x2 — 1 situata al di sopra della parabola y = —x2 + 2z — 1.

Accanto a queste disequazioni ”strette ” o " forti "’ si possono formulare analoghe disequazioni ”deboli " :

f(x) 200 f(x) <0, f(x) = ko f(x) <k, f(x) = g(x) o fz) < g(x).

Come ¢ stato gia osservato per le equazioni, anche per le disequazioni la maggiore generalizzazione & solo
apparente e possiamo ricondurre le varie disequazioni alla prima forma enunciata:

f@) 2k ==  fl@)-k<0
> >
fl@) <g(z) <= [flx)—g(x) <0
Il discorso e analogo per le disequazioni deboli.

Dal punto di vista teorico non & restrittivo limitarci a considerare le disequazioni nella sola forma f(z) > 0 (o
f(z) > 0) perché la disequazione f(z) < 0 si puo riscrivere come — f(z) > 0 (ovvero la disequazione f(z) <0
si puo riscrivere come —f(x) > 0).

Come gia per le equazioni, scriveremo:

e f(x)>0 = g(x)>0
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e diremo che la prima disequazione implica la seconda (ovvero che la seconda & conseguenza della prima)
se, indicati con E7, Fs i rispettivi insiemi di soluzioni risulta Fy C Fs

e f(z)>0 << g(z)>0

e diremo che le due disequazioni sono equivalenti, se F; = Fs.

Anche per le disequazioni siamo generalmente portati a cercare una forma equivalente che faccia uso di
un’espressione pitt semplice. I procedimenti da seguire sono quelli gia visti per le equazioni, ma con una
importante differenza.

Si passa da una disequazione ad un’altra ad essa equivalente e nella stessa forma :

e aggiungendo o sottraendo ad ambo i membri della disequazione una stessa funzione

e moltiplicando o dividendo ambo i membri della disequazione per una stessa funzione strettamente
positiva.

E importante che queste funzioni siano definite nel dominio in cui si studia la disequazione. In particolare si
ottiene una disequazione equivalente trasportando un termine da un membro all’altro e cambiandolo di segno.

e Se si moltiplica o si divide per una funzione di segno sempre negativo per ottenere una disequazione
equivalente occorre CAMBIARE IL VERSO della disequazione (cio¢ scambiare il segno < o <
con > 0 >, e viceversa.)

e Se la funzione per cui si moltiplica o si divide, pur avendo segno costante presenta degli zeri, la
disequazione ottenuta non & equivalente a quella data.

EsEmpPIO 117.

Risolvere la disequazione:

20—1>x+2

Applicando le regole viste sopra, si ottiene
2t —1>2+2 < 2xr>x+3 < >3

EsEmMPIO 118.

Risolvere la disequazione:

(2?4 1) > 2(2? +1)

Applicando le regole viste sopra, si ottiene
z(2® 4+ 1) > 2@ +1) <= x> 2

EsSEMPIO 119.

Risolvere la disequazione:

1 1
T+ —>1+—
x x

Applicando le regole viste sopra, si ottiene

1 1
r+—>14+— <= x>1
T T
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EsEMmpPIO 120.

Risolvere la disequazione:

1 1
TH— 2> —
T T x
In questo caso
1.1
T+ —->— <= x>0,
T T x

perché la prima disequazione non ha il valore x = 0 tra le sue soluzioni. Vale invece

1 1
r+ - > - = z # 0 <~ = > 0.
x T x z > 0
. - . 1
(Il valore = 0 non appartiene al dominio della funzione g(z) = — ).
x

Gli esempi precedenti ci permettono di affermare che in generale le disequazioni
f(x) > g(x),  flz)+h(z)>g(x)+ h(z)

non sono equivalenti se il dominio di h(z) & diverso da quello comune ad f(z) e g(x) : nel passaggio da
una espressione ad un’altra si possono perdere o guadagnare soluzioni. Per controllare I’equivalenza, occorre
esaminare il comportamento della disequazione nei punti in cui il dominio di h differisce da quello di f e g.

EsEmPIO 121.
x>0 <& z2(zx—1)>0
Infatti la funzione g(z) =  — 1 non & sempre di segno positivo.

L’insieme delle soluzioni della nuova disequazione non ¢ piu (0, +00) ma (—o00,0) U (1,+00) come si trova
subito imponendo che i due fattori x, = — 1 abbiano lo stesso segno.

EseEmpiO 122.

r>1 <5 zoez-1)>zx—-1
per lo stesso motivo sopra detto.
Per la seconda disequazione si ha:

2 2

rx—1D)>r—-1 = 2°—azx>2-1 = 22 -2r+1>0 < (z—-1)>>0
e dunque il suo insieme di soluzioni &¢ R\ {1}, diverso da quello delle disequazioni di partenza.
Da questi esempi possiamo dedurre che in generale le disequazioni

f(@) >g(x),  [flx)h(r) > g(z)h(z)

non sono equivalenti se la funzione h non ha segno costante positivo.

Tutte le considerazioni fatte si ripetono se invece del segno > la disequazione presenta uno qualunque degli
altri segni.

Si presti attenzione al fatto che
f@)>g@) =5 f2(x) > ¢*(a).

Ad esempio
x> -1 =% 22 > 1

mentre
r>1 = 22> 1
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Lo stesso vale per 'implicazione contraria

fAx) > (@) =% f2) > g(2).
Ad esempio
> 1 = z>1
2 > 1 =% —z> -1
Una condizione sufficiente a garantire ’equivalenza tra le due disequazioni e che f e g abbiano segno costante
positivo. Infatti, se f, g >0
f@)>g(2) &= f-9>0 <= (f-9)(f+9)>0 <= f(z) - g*(x) >0 = f*(z) > ¢*(2).

(Si osservi che f+ g > 0 perché f, g > 0).
Alle stesse conclusioni si arriva se, invece che al quadrato, si eleva ad una qualunque potenza pari.

Per quanto riguarda le potenze dispari, si ha invece

f@) > glx) = f(z) > ¢*(2),

e lo stesso vale per una qualunque potenza dispari.

Ad esempio,
z> -1 <« %> -1

Queste osservazioni si possono ripetere per le diseguaglianze con gli altri segni <, <, > .

5.4 Equazioni e disequazioni di primo grado.

DEFINIZIONE 43.
Si dice equazione algebrica quella ottenuta egquagliando a zero un polinomio: P(x) = 0.
Il grado dell’equazione ¢ il grado del polinomio considerato.

Un’equazione di primo grado ha dunque la forma
ar +b=0.
Per essa si hanno i seguenti risultati
e se a =0, b+# 0, & impossibile

e se a =0, b=0, & un’identita

. . b
e se a # 0, ha come unica soluzione x = — —.
a

L’interpretazione geometrica consiste nell’identificare le soluzioni dell’equazione con 'intersezione tra l’asse
z e la retta (non verticale) di equazione y = ax + b. Questa intersezione esiste ed ¢ unica se la retta non e
parallela all’asse x (a # 0); se la retta ¢ parallela all’asse, non lo interseca (a = 0, b # 0) oppure si sovrappone
ad esso (a =0,b=0.)

Interpretazione geometrica dell’equazione: x +1 = 0 : la retta y = x 4 1 interseca ’asse delle = nel punto di

ascissa —1.
y
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Esempio 123.
Studiare al variare di k € R Uequazione: (k— 1)z +2 = 0.

Se k =1, 'equazione & impossibile

2
k£l o0=———.
sek#1,z -

EsempIo 124.
Studiare al variare di k € R Uequazione: (k? — 1)z + (k—1) = 0.

Se k =1, 'equazione si riduce ad un’identita

se k = —1 '’equazione ¢ impossibile
1
k#4120 =———.
se k 7 * k+1

Per lo studio della disequazione ax+b>0 si hanno i seguenti risultati:
e se a =0, b >0, e sempre verificata

e se a =0, b <0, e impossibile

e sea >0 allorax>——
a

b
. sea<0allorax<—a

In maniera analoga si procede per le disequazioni con i simboli <, <, > .

Interpretazione geometrica: si tratta di cercare per quali valori delle ascisse i punti della retta y = ax + b
hanno ordinata positiva, ovvero per quali valori di x la retta data sta al di sopra dell’asse delle z.

Interpretazione geometrica della disequazione x + 1 > 0.

y

Interpretazione geometrica della disequazione 1 —x > 0

y
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EsempIO 125.
Studiare al variare di k € R la disequazione: (k—1)x +2 > 0.

Se k =1, & sempre verificata

2
k> 1 all -
se k > 1 allora z > o1

2
k<1 ——.
ser<l,x< 1
EsemPIO 126.
Studiare al variare di k € R la disequazione: (k—1)x + (k—1) > 0.

Se k =1, & impossibile
se k> 1 allora x > —1
se k < 1, allora x < —1.

5.5 Equazioni e disequazioni di secondo grado.

Consideriamo ’equazione
ax’ +br +c¢=0

con a, b, ¢ numeri reali assegnati e a # 0.
Consideriamo dapprima il caso particolarea =1,b=0:
22 +¢=0. (5.1)
Si verifica facilmente che sono possibili tre casi:
e se ¢ > 0, 'equazione & impossibile, cioe¢ non ci sono soluzioni nel campo reale (3)
e se ¢ = 0, 'equazione ha la soluzione unica z = 0

e se ¢ < 0, 'equazione ha due soluzioni, una opposta all’altra; infatti esistono due numeri che elevati
al quadrato danno il valore positivo —c : la soluzione positiva & detta radice quadrata di —c () ed
e indicata con il simbolo v/—c, quella negativa e 'opposta della precedente ed & dunque indicata con

V=

3La somma di due numeri positivi & sempre maggiore di 0.
4Oppure radice quadrata aritmetica di —c.
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Interpretazione geometrica: intersezione della parabola y = 22 con la retta orizzontale y = —c.

y=x"
y y y
1
y=1
0 X 0 X 0 X
y=-1
-1
c=1 c=-1 c=0

Ritorniamo al caso generale. Ripetendo i calcoli visti nel Capitolo IV, possiamo scrivere:

b

ax?+bx+c = a(a:2+ax)+c—
= a x2+9x+ o +c K—
o a 4a? da
A Y
- a\” 2a 4a

con
A =b% — dac

(ricordiamo che abbiamo definito tale quantitd discriminante del polinomio di secondo grado). Dunque:

b\? A
2 _ _
ax +bx+c—0<:><x+2a) _4a2_0

L’equazione ¢ del tipo (5.1) gia visto sopra, con ¢ = — 1 Dunque:
a

e se A < 0, 'equazione ¢ impossibile: non ci sono soluzioni nel campo reale

e se A =0, 'equazione ammette un’unica soluzione
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e se A > 0, 'equazione ammette due soluzioni x1, x2 dedotte da

—l—b—:I: A
v 2aq 4q2’

cio¢ (formula risolutiva delle equazioni di secondo grado)

. b+ VA  —b++b2 —4dac
1,2 == .

o 2a 2a

Interpretazione geometrica : risolvere un’equazione di secondo grado significa cercare le intersezioni tra
I’asse delle x e la parabola di equazione
y=azr®+br +c

che ha

e asse di simmetria verticale

e vertice nel punto ) A
V= (‘ga’ ‘4a>

e concavita rivolta verso l’alto se a > 0

e concavita rivolta verso il basso se a < 0

Si presentano le seguenti possibilita:

A>0

x a<0

a>0

A<O

a<0

a>0
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a<0
a>0

OSSERVAZIONE 15.

Nel caso A > 0, indicate con x1, x5 le due soluzioni dell’equazione si ottiene

1 + X = ——
a

c
T g = —.
a

Queste relazioni tra soluzioni e coefficienti valgono anche nel caso A = 0, ponendo

b
T1 :./L'QZ—%.

Se indichiamo con s la somma e con p il prodotto delle radici, I’equazione corrispondente puo essere scritta

nella forma

22 — sz +p=0.

EsEmMPIO 127.

Un’equazione (°) che ha come radici x1 =1 e x9 = —2 ¢ data da

2 +zx—-2=0.
Questa osservazione ci permette di risolvere problemi elementari come il seguente:

ESEMPIO 128.

Determinare due numeri la cut somma é —3 ed il prodotto ¢ —70.

In questo caso otteniamo ’equazione di secondo grado
z® + 3z — 70 = 0.

Applicando la formula risolutiva vista sopra, si ottiene

3im_{ 7
. _

1,2 =

—10

5Le altre si possono ottenere da questa moltiplicandola per una costante.
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L’osservazione (15) permette di ottenere informazioni sul segno delle radici, nel caso A > 0.
Ad esempio riprendiamo Iesempio (127): x2 + x — 2 = 0. La sequenza dei segni dei suoi coefficienti &

+ + -

Questo garantisce che il prodotto delle radici & negativo, cioe le due soluzioni hanno segno discorde; poiché anche la somma &
negativa, la soluzione negativa ¢ in valore assoluto maggiore di quella positiva. La validita di questi risultati & confermato anche

dal valore delle soluzioni che abbiamo gia trovato.

Consideriamo ora ’equazione

22 —3x+2=0
(che ha A = 1); la sequenza dei segni dei coefficienti &
+ - +
I1 prodotto delle soluzioni ¢ positivo e quindi le due soluzioni sono concordi; la loro somma € positiva e quindi sono entrambe di

segno positivo.

Consideriamo ’equazione

2242=0
(che ha A = 1); la sequenza dei segni ¢

+ + 0

11 prodotto delle radici & 0 e dunque una delle soluzioni & nulla; la somma & negativa e dunque ’altra soluzione & negativa (infatti
le soluzioni sono z1 = 0, z2 = —1).
In generale, limitandoci a considerare equazioni con coefficienti non nulli, si ha la seguente regola (detta regola di Cartesio)(%).

Conveniamo di dire che nella sequenza di segni c’¢ una permanenza quando sono uguali due segni contigui, una variazione
in caso contrario. Cio posto,

e ad ogni permanenza corrisponde una radice negativa
e ad ogni variazione corrisponde una radice positiva
e se la variazione precede la permanenza la radice positiva & maggiore del valore assoluto di quella negativa

e se la permanenza precede la variazione, la radice negativa & in valore assoluto maggiore di quella positiva.

Per quanto riguarda lo studio del segno del polinomio di secondo grado, possiamo procedere sia per via
algebrica che per via geometrica. Distinguiamo i possibili casi.

e A>0

Indicate con x1, xo le due radici reali (x1 < x3), si puo scrivere
ax® +br +c=alr — x1)(z — 29).
Dunque

1. sea>0

e az? + bz + ¢ > 0 per z € (—o0, z1) U (22, +00)
e ax? + bz + ¢ < 0perz € (x1, T2)

2. 8ea<0

e ar? + bz + ¢ > 0perz € (x1, T2)
e az? + bz + ¢ < 0 per z € (—o0, 1) U (22, +00)

6René Descartes (detto Cartesio) (1596-1650), matematico e filosofo francese. Dette un grande contributo al progresso della
Matematica. Con il suo trattato La géometrié dette impulso allo sviluppo della Geometria Analitica, vista come la traduzione
delle operazioni algebriche nel linguaggio della geometria.
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e A=0
Indicata con z; 'unica radice (con molteplicita 2), si puo scrivere
ar® +br +c=a(x — x)>
Dunque
1. sea>0
e ax? + bz + ¢ > 0 per ogni z # 1
2.sea <0

e ax? + bz + ¢ < 0 per ogni = # ;.

e AO

Scriviamo il polinomio nella forma (vedi sopra, alla dimostrazione della formula risolutiva)

| ()
arx" +br+c=alc+ —| — —
2a

LbY A
T % 402 |’

Si osservi che la quantita entro parentesi & sempre positiva (7) e dunque il polinomio ha il segno di a

ovvero

ar’? +bxr +c=a

1. sea>0
e ax? + bx + ¢ > 0 perogniz € R
2.sea<0

e azx? + bz + ¢ < 0 per ogni v € R.

Dal punto di vista geometrico ritroviamo questi risultati esaminando le varie possibili posizioni della parabola
y = ax?® + bx + c rispetto all’asse delle x.

y
y

Y

X /% X

50 a>0 A>0 a>0

y=ax® + bx + ¢ > 0 per z € (—o00, z1) U (w2, +00) y=az?+ bz + ¢ < 0 per x € (x1, 2)

"Perché somma di quantita positive, essendo —A > 0.
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x

A>0

a<0

y=ax®> + bx + ¢ > 0 per x € (v, 72)

A:O

y=az? +bx + c > 0perx#xy, o

0] Xi=Xz

a>0

T

A <0

y=az? +bx +c > 0perVzeR

a>0

133

A>0 a<0

y=az? + bz + ¢ < 0 per z € (—o0, 1) U (22, +00)

y
0 X1=X2

A =0 a<0

y=az? +bx + c < 0perx#xy, 1o

A<O a<0

y=az? +bx +c < OperVrcR



EsSEMPIO 129.

Risolvere la disequazione x? — 2x + 4 > 0.
Poiché A < 0 e a > 0 la disequazione & verificata Vo € R.

EsEmPIO 130.
Risolvere la disequazione x? — 3x + 2 < 0.

Poiché A > 0, il polinomio ha due radici reali, che sono z; = 1 e x5 = 2. Essendo a > 0, la disequazione &
verificata Vo € (1,2).

EsEmpio 131.

Risolvere la disequazione 2 —2x+1<0.

Poiché A = 0, il polinomio ha come unica radice 1 = 1. Essendo a > 0, la disequazione & verificata solo per
=1

EsEmMPIO 132.

Risolvere la disequazione x> + x +1 < 0.

Poiché A < 0 e a > 0 la disequazione non ¢ mai verificata.
ESEMPIO 133. Risolvere la disequazione 622 —x —1 > 0.

1 1
, o = —. Essendo a > 0, la disequazione & verificata

Poiché A > 0, il polinomio ha due radici reali 7 = —3 5

1 1
per ogni x € (—oo7 —3} U [2, —|—OO)

5.6 Equazioni e disequazioni di grado superiore al secondo

Ci limiteremo a presentare solo qualche esempio di equazione o disequazione algebrica di grado superiore al
secondo.

(1) Le equazioni 2™ =k, n € N.
1. se n ¢ dispari

e per ogni k € R l'equazione ammette una ed una sola soluzione reale, detta radice n-esima di k
indicata con V/k; il segno di questa soluzione & lo stesso di quello di k

2. sen e pari
e se k < 0 l'equazione non ammette soluzioni reali perché qualunque numero reale elevato ad
un’esponente pari € una quantita positiva
e se k = 0 'unica soluzione ¢ x =0

e se k > 0 l'equazione ha due soluzioni una opposta all’altra. Quella positiva ¢ detta radice n-

n

esima(®) di k ed ¢ indicata con /k; Paltra soluzione & percio — V/k.

Interpretazione geometrica: risolvere 'equazione " = k equivale a cercare l'insieme di livello k per le funzioni
f(x) = 2™. Abbiamo gia visto i grafici di queste funzioni, distinguendo il caso pari dal caso dispari.

80 anche radice aritmetica n-esima di k.
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n dispari

n pari

Le figure confermano quanto detto sopra. Se n € dispari, ogni retta orizzontale y = k interseca il grafico della
funzione in uno ed un solo punto, ed infatti I’equazione ammette una ed una sola soluzione reale. Se n € pari
la retta y = k interseca il grafico della funzione in due punti (simmetrici rispetto all’asse y) se k > 0, in un
solo punto se k = 0, in nessuno se k < 0.

(2) Le disequazioni z™ > k (e analoghe).
Tenendo conto di quanto sopra stabilito, si ha:
1. se n ¢ dispari
e le soluzioni sono le x € (Vk, +00)
2. sen e pari

e se k> 0 le soluzioni sono le & € (—oo, — k) U (VE, +00)
e se k =0 le soluzioni sono le x € R\ {0}

e se k < 0 le soluzioni sono tutte le x € R.

In maniera analoga si trattano le disequazioni con gli altri simboli (<, <, >).

(3) Equazioni e disequazioni che si abbassano di grado con un cambiamento di variabile

Limitiamoci ad un esempio. L’equazione
422 -2=0

si pud abbassare di grado ponendo t = z2. In questo modo l’equazione assume la forma
t?+t—-2=0

che ha per soluzioni t = —2, t = 1. Ritornando alla variabile z, deve essere 2 = —2 oppure z2 = 1; la prima

equazione non ha soluzioni, la seconda ¢ risolta per x = +1.

Consideriamo la disequazione
2t -2> 0,

che possiamo abbassare di grado ponendo t = z2:

t?4+t—2>0.
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Questa disequazione @ risolta da t € (—oo, 1)U (2, +00). Deve dunque essere x> < 1 oppure x? > 2; la prima
disequazione ¢ risolta per ogni x € (—1, 1), la seconda da ogni = € (=00, —v/2) U (v/2, +00). L’insieme delle
soluzioni delle disequazioni di partenza € 'unione dei due insiemi trovati; deve dunque essere

z € (o0, —V2)U (-1, 1)U (V2, +0).

L’equazione che abbiamo studiato ¢ un caso particolare delle equazioni della forma
az®™ +bx™ +c=0

che sono dette trinomie; nel caso m = 2 (che & quello visto sopra) si chiamano anche biquadratiche.
Ponendo t = 2™, ’equazione si riconduce ad una equazione di secondo grado.

(4) Equazioni e disequazioni che si abbassano di grado con il teorema di Ruffini
Anche in questo caso, limitiamoci a presentare un esempio: l’equazione
4t 2?4+ -2=0
si abbassa di grado osservando che x = 1 € una soluzione. Utilizzando il teorema di Ruffini si ottiene
st — e —2=(z-1)(a®+22% + 2 +2),

da cui segue che le eventuali altre soluzioni si trovano risolvendo I'equazione 23 + 222 + 2 +2 = 0. Osservando
che x = —2 ¢& una soluzione, si ottiene

P2+ a+2=(r+2)(2*+1).

Dunque 'equazione di partenza ha come soluzioni x =1, r = —2.
I calcoli fatti permettono di risolvere anche la disequazione

et 2?4+ -2>0
che possiamo riscrivere nella forma

sttt -t -2=(-1)(z+2)(2* +1) > 0.
Poiche Vx € R, 22 + 1 > 0, la disequazione data equivale a
(x—1)(z+2)>0

che ha per soluzioni: z € (—oo, —2) U (1, +00).

(5) Equazioni reciproche
L’equazione
An 2" + ap1 2" P apox™ P4 taszP+arx+ag=0, con ag#0, (5.2)
si definisce reciproca se i suoi coefficienti verificano
lan| = laol, lan—1] = laal, lan—2| = laz|, |an—s| = las],---

ovvero sono uguali i valori assoluti dei coefficienti dei termini equidistanti dagli estremi. Il nome di reciproche
¢ attribuito a queste equazioni per il fatto che se esse hanno per soluzione un numero k (ovviamente diverso

. . . 1
da 0), allora ammettono come soluzione anche il suo reciproco —.

k
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EsSEMPIO 134.

Verificare che se x1 =k ¢é soluzione dell’equazione reciproca

az® +bx? +bxr+a=0 (5.3)

allora anche xo = — €& soluzione di (5.3).

1
k
Infatti se sostituiamo nell’equazione il valore k

ak® + bk* + bk +a =0

e dividiamo per k3, otteniamo
1

A

1 1
a+b—-+b-—+a
k k2
- 1 .
questo significa che o = — ¢ soluzione.
Nello studio di queste equazioni si distinguono due casi:
e equazioni reciproche di prima specie: se i suoi coefficienti verificano le condizioni

an = Qg, Gp—1 = 41, An—2 = A2, Gp-3 = a3, """
e equazioni reciproche di seconda specie: se i suoi coefficienti verificano le condizioni

ap = —ag, Gp—1 = —0a1, Gp—-2 = —0A2, Ap_-3 = —a3,"

N

. . . . . N o . . . . . n
Nelle equazioni reciproche di seconda specie, se n ¢ pari, il coefficiente del termine “medio”, ovvero di z2, &
zero (in quanto deve essere uguale al suo opposto). Ad esempio

323+ 1322 + 132 +3 =
22t — 523 + 50 -2 =

sono equazioni reciproche rispettivamente di terzo grado e prima specie, di quarto grado e seconda specie.

Il seguente schema riassume i metodi di risoluzione delle equazioni reciproche.
1. grado dispari
e se ¢ reciproca di prima specie, ammette la soluzione —1 e si divide dunque il polinomio per x + 1.

e se ¢ reciproca di seconda specie, ammette la soluzione 1 e si divide il polinomio per x — 1.

2. grado pari

1
N . . . . . . . n . . ..
e se & reciproca di prima specie si divide per 22 e si pone y = x + —, dopo aver raccolto i termini
x
con coefficienti uguali (vedi esempi sotto)

e se ¢ reciproca di seconda specie ammette le soluzioni 1 e —1 e si divide per i polinomi z —1 e x + 1.

EsEmPIO 135.
Risolvere I’equazione 3x® + 1322 + 13z +3 = 0.

Si tratta di un’equazione reciproca con esponente dispari e di prima specie. Si verifica facilmente che x = —1
¢ una soluzione e dunque il polinomio al primo membro ¢ divisibile per x + 1; utilizzando il teorema di Ruffini,
si puo abbassare di grado:

323 + 1322 + 132 + 3 = (z + 1)(32% + 10z + 3) = 0.

. 1
Le soluzioni sono 1 = —1, 9 = =3, 3 = ——.
3
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EseEmpIiO 136.
Risolvere l’equazione 22® — Tx? 4+ Tox — 2 = 0.

Si tratta di un’equazione reciproca con esponente dispari e di seconda specie. Si verifica facilmente che x =1
¢ una soluzione. Anche in questo caso abbassiamo il grado con il teorema di Ruffini, dividendo per x — 1 :

203 — Ta? + Tx — 2 = (z — 1)(22° — 5z +2) = 0.
. 1
Le soluzioni sono x1 =1, 29 = 3 r3 = 2.
EseEmpio 137.
Risolvere Uequazione 5x* — 2623 + 262 — 5 = 0.
Si tratta di un’equazione reciproca con esponente pari e di seconda specie. Si verifica facilmente che x = 1
e x = —1 sono soluzioni. Anche in questo caso abbassiamo il grado con il teorema di Ruffini, dividendo per

r—1leperx+1:
5t — 2623 + 260 — 5 = (z — 1)(x + 1)(52% — 262 + 5) = 0.
Le soluzioni sono z1 =1, 9 = —1, x3 = 3 T4 = 5.
EseEmpiO 138.
Risolvere lequazione x* — 223 — 622 — 22 + 1 = 0.

Si tratta di un’equazione reciproca di prima specie, di grado pari. Dividiamo per z2

1 1
2 =20 —6—-2—+ — =0,
T
da cui
9 1 1
+ S5 -2|lz+—-)-6=0
T T
Poniamo
+1 (5.4)
=+ — .
4 T
da cui

1 1
y2:x2+?+2 — m2+?:y2—2.

Sostituendo, si ottiene
y? -2y —8=0.

Le radici di quest’ultima equazione sono y; 2 = {4, —2}. Sostituendo questi valori nella (5.4), si ottiene

1 1
d=x+—-, 2=z4—,
x T

le cui soluzioni sono rispettivamente z12 = 2 + V3e 234 = —1 che sono anche le radici dell’equazione di
partenza. Si osservi che i valori 2 + v/3 sono 'uno il reciproco dell’altro.

EsEmPIO 139.
Risolvere l’equazione: 6x* — 3523 + 6222 — 352 +6 = 0

Procediamo come nell’esercizio precedente, dividendo per 22
1 1

6<x2+2> - 35 (:p+> +62=0
x x
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1
e ponendo y = x + —
x

6(y* —2) — 35y +62 =0 <= 63> — 35y + 50 = 0.

10 5
Otteniamo y; = —, y2 = —, da cui
3 2
1 5 9
r+—=—- < 2z°-5x+2=0
T 2
¢ 110
T+ - =" <= 32°-102+3=0
T 3
.. . . . 1 1
Da queste equazioni otteniamo le soluzioni dell’equazione data: x1 = 2, r5 = 3 T3 = 3 T4 = 3.

5.7 Sistemi di equazioni e disequazioni

Consideriamo un sistema, che per semplicita supponiamo costituito da due equazioni, e lo scriviamo nella

forma
f(z)=0
{ 0 (5.5)

Ei={z: f(x)=0} e Es={z: g(x)=0}

Poniamo

DEFINIZIONE 44.

Risolvere il sistema (5.5) significa determinare gli elementi dell’insieme
E, N Ey

ovvero lintersezione tra le soluzioni della prima equazione e quelle della seconda. Se lintersezione ¢ vuota
il sistema non ha soluzioni e diremo che & impossibile.

Analogamente, per determinare le soluzioni di un sistema di disequazioni della forma

{f(:v)>0

5.6
g(x) >0 (56)

si devono intersecare le soluzioni della prima disequazione con quelle della seconda.

Discorso simile per sistemi composti da piu di due equazioni o disequazioni. Un buon aiuto nella risoluzione
di questi problemi e costituito dalla costruzione di diagrammi sui quali si rappresentano le soluzioni delle
singole equazioni o disequazioni, come vedremo negli esempi che seguono.

ESEMPIO 140.

Risolvere il sistema

22 —x=0

2—r—2>0

9—22>0
L’equazione 3 —z = 0 e risolta per x =0, z = —1, = = 1.

La disequazione 22 — 2 — 2 > 0 & risolta per x € (—oo, —1] U [2, +00).
La disequazione 9 — z? > 0 & risolta per x € (—3,3).
Osserviamo che 'intersezione dei tre insiemi di soluzioni e costituita dal solo punto —1.
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ESEMPIO 141.

Risolvere il sistema
22 -5 <0
22 —5x4+6<0

22 —52>0 <= x¢€(—o0,0U[5 4+c0)
-5 +6<0 <= x€(2,3).

Il sistema e verificato nell’intersezioni dei due insiemi di soluzioni; & facile vedere che questa intersezione &
vuota, cioe il sistema & impossibile.

ESEMPIO 142.

Risolvere il sistema

3r+1>x—-2

l—xz<z?2+41

x>0
3
3r+1>x—2 2 > —3 x>—§
2 2
l—z<z*+1 — r +r>0 <— z < —1 oppure = >0 <— z>0.
x>0 x>0 >0

Per passare dall’ultimo sistema alla soluzione, cioé per trovare I’insieme in cui sono verificate contemporanea-
mente le tre condizioni, puo essere utile una visualizzazione come quella che segue. Nella figura sottostante
la linea continua piu marcata rappresenta l’insieme in cui una data condizione & verificata. L’intersezione di
questi insiemi corrisponde a scegliere in tutti i casi la linea continua pit marcata. Nell’esempio dato, questo
insieme ¢ la semiretta (0, +00).

-3/2 -1 0

5.8 Equazioni e disequazioni contenenti il valore assoluto

Abbiamo gia visto la definizione del valore assoluto:

r se x>0
|lz| =
—x se x<0.

11 grafico della funzione |z| ¢ il seguente
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Data la funzione |f|, si ha dunque:

@)l f(z) se f(z)>0
)| =
—f(x) se f(z)<O.
1l grafico della funzione |f| si pud dunque dedurre facilmente da quello di f : coincide con questo nei punti
in cui f >0, ¢ Popposto (cio¢ il simmetrico rispetto all’asse ) nei rimanenti punti.
EsEmMPIO 143.
Tracciare il grafico diy = 2% —1 e diy = |2? — 1]

y y

EseEmpIO 144.
Tracciare il grafico diy=x —1 e diy = |z — 1|

y y

Per quanto riguarda il grafico della funzione y = f(]z|), basta osservare che, essendo questa una funzione
pari, il grafico & simmetrico rispetto all’asse y. Il grafico coincide dunque con quello di y = f(x) per > 0 ed
e il simmetrico di questo per z < 0.

EsEmMPIO 145.
Tracciare il grafico diy=x —1 ediy=|z|—1
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Cio stabilito consideriamo 'equazione

Sono possibili i seguenti casi
e se C' < 0, 'equazione non ha soluzioni
e se C' =0, 'equazione & equivalente a f(x) =0

e se C' > 0, 'equazione equivale a

{f(x)zo — {f(x)<0
fay=c —f(z) = C

cioe

f(z) = C oppure f(z)=-C.

ESEMPIO 146.

Risolvere l'equazione: |x — 2| = 1.

|t —2|=1 <<= z—2=1 oppure z—2=-1 < x =3 oppure z = 1.

y

ESEMPIO 147.

Risolvere l'equazione: |z* — 2| = 2.
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2

2

|22 —2| =2 <= 2? -2=2 oppure 2 —-2=-2 < 2°=4 oppure 2°=0 < zc{-2,0,2}.

Se 'equazione & data nella forma

[f@)] = lg(=)

possiamo scriverla in modo equivalente come

f(x) =g(x) oppure f(zx)=—g(z),

(cioé le sue soluzioni sono sono date dall’'unione degli insiemi di soluzioni delle due equazioni).

Dimostrazione
A seconda del segno di f e di g dobbiamo distinguere quattro casi:

f(z) >0 f(x)>0 f(z) <0 f(z) <0
g(z) >0 oppure g(z) <0 oppure g(z) >0 oppure g(z) <0
f(z) = g(2) f(x) = —g(x) —f(z) = g(z) —f(z) = —g(z).

Ciascuno dei sistemi equivale rispettivamente ai seguenti

{ fle =0 oppure { J@) =0 oppure { Jle) <0 oppure { f(z) <0
f(@) =g(x) f(@) = —g(x) —f(z) = g(z) F(z) = g(a).
Ma
flx) =0 (z) <0
[9) ure f ) = z
{ f(z) = g(z) o { (z) = g(z) = (z) = g(z)
{ =g { @=—g OO

ESEMPIO 148.

Risolvere lequazione: |2z — 1| = |1 — x|
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2
20 —-1|=|1-2| < 2 —1=1—z oppure 2z —1=2-1 < = g oppure z=0

y
’
.
.
.
,
,

ESEMPIO 149.

Risolvere lequazione: |2% — 1| = |z —2|.

2 2

—x+1=0 oppure 2> +z —3=0.
—-1++/13

|2 1| =z —2| —= 2> ~1=2—2 oppure 2 ~1=2 -1z <= =z

La prima equazione non ha soluzione (A < 0); la seconda ha per soluzioni 1 3 =

2

EsEmPIO 150.
Risolvere l'equazione: x2 — |z| —2 = 0.
Posto t = ||, ci riconduciamo all’equazione t?> —t — 2 = 0 che ha per soluzioni t = —1, t = 2. L’equazione
|z| = —1 non ha soluzioni, mentre |z| = 2 fornisce z1 2 = £2.
EsEmPIO 151.
Risolvere lequazione: |x* — x| =z + 1.
Risolvere ’equazione data equivale a risolvere i seguenti sistemi

r+12>0 z+12>0 x> -1 x> —1.

oppure = oppure
2 —zr=x+1 22 —zr=-2-1 22 -22-1=0 2= -1

Il secondo sistema non ha soluzioni, il primo fornisce:
r>—1 z>-1
— = T1o=1%+V2.
z2—2x—-1=0 Tio=1%++2

EsEmMPIO 152.

Risolvere lequazione: |x| + |x — 1| — |2z + 4| = 0.

Possiamo esplicitare i moduli ottenendo i seguenti sistemi, 1'unione delle cui soluzioni ci da le soluzioni
dell’equazione di partenza:

z>0 z>0 x>0
rz>1 z>1 r <1

(1) x> -2 (2) r< =2 (3) x> =2
z+r—1—(224+4)=0 r+r—1+2x4+4=0 r—r+1—-(2x+4)=0
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x>0 <0 x <0

r<l1 x>1 rz>1
(4) < =2 (5) x> -2 (6) T < =2
r—x+14+2x+4=0 —z4+x—1—(2x+4)=0 —z4+x—1422x4+4=0
<0 <0
r<l1 r<l1
(7) T > -2 (8) r<—2
—x—x+1—(2x+4)=0 —x—x+1+2x+4=0.

I sistemi (2), (4), (5), (6), non hanno soluzioni (perché ad esempio nel (2) si dovrebbe avere contemporanea-
mente z > 0 e x < —2). In definitiva rimangono i seguenti sistemi

X r>1 ; 0<z<1 : —2<2<0 < r <=2
MY 520 (){ —22-3=0 (){ —4z—3=0 (){ 5=0.

3
L’unico sistema che ammette soluzione ¢ il (7). (?) Dunque la soluzione dell’equazione data & z = T

Piu semplicemente possiamo studiare il segno entro il valore assoluto e riportare i risultati in un diagramma:

X o 3
X=1 b eb—
2x+4

-2 0 1

Successivamente, possiamo studiare ’equazione negli intervalli cosi individuati, ritrovando i sistemi che nella
precedente risoluzione erano stati contrassegnati dai numeri (1), (3), (7), (8).

Consideriamo adesso la disequazione

[f@)l > C

Anche in questo caso si presentano tre possibilita:

e se C < 0 la disequazione e verificata per ogni x € Dom f,

e se C' =0 la disequazione equivale a f(x) # 0,

9nfatti nei sistemi (1) e (8) le equazioni ottenute sono impossibili, mentre nel sistema (3) la soluzione dell’equazione non
cade nell’intervallo determinato dalla disequazione.
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e se C' > 0 la disequazione equivale a
fl@)>C oppure f(z)< -C.

Infatti le condizioni

{ f(z) >0 { f(z) <0
oppure
>C —f(z)>C

ovvero

{ f(z)>0 { f(z) <0
oppure
>C flx) < =C

equivalgono alle disequazioni

f(z) >C oppure f(z)<—-C

In maniera analoga per

lf@) = C,

e se C <0 la disequazione ¢ verificata in tutto il dominio di f

e se C' > 0 la disequazione equivale alle seguenti

flx) > C oppure f(z)<-C.

Per la disequazione

[f@)] < G,

si ha invece:
e se C' <0 la disequazione ¢ impossibile;
e se C' > 0 la disequazione equivale alle seguenti

-C < f(z) < C

Infatti le condizioni
f(z) >0 f(@) <0
oppure
<C —flz)<C

ovvero
0< f(z) <C oppure —C< f(z)<O0

equivalgono a
—-C < f(z) < C.

In maniera analoga per

e se C' < 0 la disequazione & impossibile;
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e se C' =0 la disequazione equivale a f(z) =0
e se C' > 0 la disequazione equivale alle disequazioni

—C < f(z) < C.

EsEmPIO 153.
Risolvere la disequazione: |z? — 1| <1

?—1<1 z? <2
22 —1] <1 — —= zc[-V2, V2.
2 —1>-1 22>0

La disequazione

equivale al sistema

mentre la disequazione

equivale ai sistemi

{ g(z) <0 { g(z) >0
oppure
flx)>g

x € Dom f
Si procede in maniera analoga per le disequazioni di questo tipo contenenti i simboli <, > .

EsemPIO 154.
Risolvere la disequazione: |x — 1| > 2 — x.

Seguendo lo schema esposto sopra, otteniamo
2—z>0 2—z>0
2—x <0 oppure oppure
r—1>2—x r—1< -2+ 2.

Tenuto conto che 'ultimo sistema & impossibile perché la disequazione x — 1 < —2 4+ x non & verificata
(equivalendo a —1 < —2),

xr <2

2 < x oppure
T >

| W

In definitiva deve dunque essere: x >

| W
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ESEMPIO 155.

Risolvere la disequazione: |x — 7| > 1+ 2.

2 2 2

lt—7>14+2% <= 2—-7>1+2> oppure 2—-7< —1-2? <= 22—24+8<0 oppure 2’+z—6<0.

La prima disequazione & impossibile (A < 0); la seconda, e quindi quella di partenza, & risolta per x € (-3, 2).

ESEMPIO 156.

Risolvere la disequazione: |z? — 1| < x — 2.

x € [2, +00)

—1—¢B>U<—1+vi{+w>.

r—22>0 x> 2

2-z<2?-1 = { 2242-3>0 <+ me<—oo, 5 5

2 —l<z—2 22—2x+1<0
%]

La disequazione € impossibile.

Con considerazioni simili a quelle viste sopra, si dimostra che la disequazione

[f@)] < lg(=@)],

equivale ai sistemi

{ g(z) >0 { g(z) <0
oppure
—g(z) < f(x) < g(=) g(z) < f(x) < —g(x),

mentre la disequazione

f@l > lg(=@)l,

equivale ai sistemi

—f(z) <g(z) < f(z)

Risultati analoghi per le disequazioni con il segno > o <.

{ fl@)>0 oppure { flx) <0
f(

EsSEMPIO 157.

Risolvere la disequazione: |x + 2| < |z — 1.

Otteniamo i sistemi

22 -1>0 22 -1<0
oppure
1—-22<zx+4+2<22-1 P —-l<z+2<1—2?
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che possiamo riscrivere nella forma equivalente

22 —-1>0 22 —-1<0

1—a2?2<2z+2 oppure 2-1<x+2

r+2<2?-1 r+2<1—22
ovVVero

2—-1>0 22 —-1<0

()< 22+2+1>0 oppure (II){ 2> —2—-3<0
> —x—-3>0 ?4+r+1<0

Per il sistema (I) si ottiene:

x € (—oo, —1]U[1, +00)
reR

WS <—oo, 1_\/ﬁ>u<l+\/ﬁ7+oo>

2 2

e quindi

T e (—oo, 1_2\/ﬁ> U <1+2\/ﬁ, +oo> .

11 sistema (I1) fornisce:

x e (—1,1)
<1—\/ﬁ 1+\/ﬁ>
x e s
2 2
%]

e dunque & impossibile. In conclusione la disequazione & verificata per

T e (—oo7 1_2\/ﬁ> U (14_2\/%, +oo> .

EsSEMPIO 158.

Risolvere la disequazione: |x 4+ 1] > |2 — z|.

Seguendo lo schema esposto sopra, la disequazione data equivale ai sistemi

r+1>0 r+1<0
oppure
—x—1<2—x<x+1 r+1<2—z< —z—-1

e quindi ai sistemi

z+12>0 r+1<0
-1<2 oppure 2z <1
2¢ > 1 2 < —1.

1
L’ultimo sistema non ha soluzioni, per cui dal primo deduciamo che deve essere x € [2, Jroo) .
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5.9 Equazioni e disequazioni fratte
Consideriamo due funzioni f, g definite in uno stesso dominio A :

e ’equazione

flz
o =
¢ verificata dalle x € A tali che
fl@) =0
{ g(z) #0
e la disequazione
x
>

¢ verificata dalle x € A tali che
f(@) > 0 f(z) < 0
oppure
>0 g(z) <0
(infatti un quoziente & strettamente positivo quando numeratore e denominatore hanno lo stesso segno).

e la disequazione

=
2
S~—

Q

—
8

N2

e verificata dalle z € A tali che
f(x) =0 flz) <0
oppure
g(x) >0 g(x) <0
Si osservi che il numeratore puo essere nullo, mentre il denominatore non si puo annullare.

e la disequazione

e verificata dalle x € A tali che
f(x) >0 flz) <0
oppure
glx) <0 g(x) > 0;
(infatti un quoziente ¢ strettamente negativo quando numeratore e denominatore hanno segno discorde).

e la disequazione

~

(x
x)

~—

<0

Q
—~

¢ verificata dalle z € A tali che

{f(:c)zo {f(z)so
oppure

g(xz) > 0.

Anche in questo caso si osservi che il numeratore puo essere nullo, mentre il denominatore non si
puo annullare.

Per risolvere queste disequazioni, si puo studiare separatamente il segno del numeratore e quello del denomi-
natore e poi considerare i punti in cui questi segni concordano o sono opposti, a seconda dei casi.
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EsSEMPIO 159.

2z —1
Risolvere la disequazione: ;8 > 0.
z+2

La disequazione ¢ definita per z # —2 ed equivale ai sistemi

20 —1>0 2r —1<0
oppure
r+2>0 r+2<0
da culi si ottiene
1 1
T > = r < —
2 oppure 2
x> -2 T < =2

La disequazione ¢ dunque verificata per
1
x € (—o00,—2)U 50 T2 ) -
Ritroviamo il risultato studiando separatamente i segni del numeratore e del denominatore e riportandoli nel

seguente schema.

segno numeratore - — — = - — — — ~ —+—+—+—+ +

segno denominatore — — — + + + + + + + + + + +

Segno rapporto ++++H--———— e+ +
-2 0 1/2

Interpretazione geometrica

-2 1/2

ESEMPIO 160.
2 -1

Risolvere la disequazione 7
T —

<1
La disequazione & definita per z # 2.
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Primo metodo ) )

-1 — 1
I —1<0<:>w<0.
T — 2 T —2

t+++++++++ A+

segno numeratore
segno denominatore” = = = T~ ~ ~ L

segnorapporto @~ = = = T = = il

La disequazione equivale ai sistemi
22—x4+1>0 22—x+1<0
oppure
r—2<0 z—2>0.

Il polinomio 22 — x + 1 ha segno costante positivo (perché A < 0) e di conseguenza il secondo sistema non

ha soluzioni. Il primo sistema, e quindi la disequazione di partenza, ha come soluzioni i valori z < 2.

Secondo metodo Possiamo moltiplicare primo e secondo membro per x — 2, ovvero togliere il denominatore,
pur di imporre la condizione sul suo segno. In tal modo il verso della disequazione restera lo stesso se x—2 > 0,
sara I'opposto se £ — 2 < 0. Otteniamo in tal modo sistemi analoghi ai precedenti.

2 —l<z—2 2—1>z-2
oppure
r—2>0 r—2<0
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5.10 Appendice I: cenni sui sistemi lineari
I polinomi di primo grado o lineari nelle variabili x, y hanno la forma
P(z,y) = ax + by+ ¢
con i coefficienti a, b, ¢ che sono numeri reali assegnati. L’equazione
P(z,y) =0 cioe ax +by +c=0
rappresenta una retta se a e b non sono contemporaneamente nulli '° ed & dunque verificata da infinite
coppie (z,y).

DEFINIZIONE 45.
1l sistema

ar +by +c=0
adr+by+cd =0
st dice sistema lineare di due equazioni nelle due incognite x, y (ovvero nella coppia (x,y) incognita).

Nell’ipotesi che in nessuna delle due equazioni i coefficienti delle incognite siano contemporaneamente nulli,
il sistema si interpreta geometricamente come [’intersezione di due rette.

Queste possono essere

e incidenti
e in tal caso il sistema ha un’unica soluzione (xg,yo), corrispondente al punto di intersezione tra le
due rette;

e parallele

in tal caso il sistema ¢ impossibile;

e coincidenti

in tal caso il sistema ¢ indeterminato (ossia ¢ verificato per ogni coppia (z,¥)).

La condizione di incidenza e
b b
A
(le due rette hanno coefficienti angolari diversi), se a e a’ sono entrambi diversi da 0. Se uno di questi due
coefficienti ¢ nullo, e quindi la corrispondente retta ¢ orizzontale, ’altro deve essere diverso da 0, cioe I'altra

retta non deve essere orizzontale:
a® +d'? #0.

Possiamo compendiare i due casi, scrivendo la condizione di incidenza nella forma
/ !
ab’ — a’b # 0.

Infatti se a, a’ sono entrambi diversi da 0 la condizione ¢ banalmente equivalente a quella precedentemente trovata. Se a =0 (e

quindi b # 0) la condizione equivale ad a’ # 0.

La quantita
ab — a'b

10Se @ = b = 0 & un’identita per ¢ = 0, & impossibile per ¢ # 0.
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¢ chiamata determinante della matrice(!!)

a b
a b

che a sua volta ¢ detta matrice dei coefficienti. La condizione det A # 0 ¢ dunque necessaria e sufficiente
perché un sistema lineare di due equazioni in due incognite sia determinato, cio¢ ammetta una ed una
sola soluzione.

Una volta stabilito che il sistema & determinato, esistono vari metodi per calcolarne la soluzione (xg, yo).

5.11 Appendice II: rassegna dei principali metodi di risoluzione
dei sistemi lineari

(1) Metodo di sostituzione

Poiché abbiamo supposto che in ciascuna delle equazioni i coefficienti non sono contemporaneamente nulli,
possiamo ricavare una variabile in funzione dell’altra utilizzando una delle due equazioni e poi sostituire il
valore nella rimanente equazione.

EsEmMPIO 161.

Risolvere il sistema
20 — 3y =2
r+2y=1.
Ricaviamo 'incognita x nella seconda equazione:
20 — 3y =2 r=1-2y
<~
r+2y=1 2z — 3y = 2.
Sostituiamo nel’altra equazione il valore della z ricavato:
r=1-2y r=1-2y y=20
— —
2(1—2y) — 3y =2 Ty =0 z=1
Dunque la soluzione del sistema ¢ la coppia (1, 0).

(2) Metodo di confronto

Si ricava da entrambe le equazioni la stessa variabile in funzione dell’altra e poi si eguagliano i valori trovati.

20 -3y =2
r+2y=1

Ricaviamo l'incognita x da entrambe le equazioni

ESEMPIO 162. Risolvere l’equazione

2z — 3y =2 x:1+§y
=
r+2y=1

ndicato con la scrittura: det A
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eguagliamo i secondi membri delle due equazioni

1+§y:172y {y: {le
2 <= <~

r=1-2y z=1-2y

(3) Metodo di Gauss

Consiste nel ricondursi ad un sistema equivalente a quello dato, in modo che in una delle due equazioni il
coefficiente di una incognita sia nullo, ad esempio un sistema della forma

{az+ﬁy=7

o'z = .
Il metodo si basa sulla seguente osservazione: i sistemi

{a:rery—c {aerby—c

dx+by=c (a'x 4+ by)+ s(ax 4+ by) = ¢ + sc

(con s € R) sono equivalenti.

In altre parole, si trova un sistema equivalente se si lascia invariata un’equazione e se si aggiunge un multiplo
di questa all’altra.

Per realizzare I'obiettivo che il metodo di Gauss si propone si sceglie s in modo tale che b’ + sb = 0.

ESEMPIO 163.

Risolvere il sistema
20 — 3y =2
r+2y=1
Riscriviamo la prima equazione e sostituiamo la seconda con quella ottenuta aggiungendole la prima molti-

plicata per 3

7 7
r=_

2v—3y =2 2z — 3y =2
—
3°73

r=1

In questo modo abbiamo trovato un sistema equivalente a quello dato, tale che in una delle due equazioni il
coefficiente di y ¢ 0.

Naturalmente invece che il coefficiente delle y avremmo potuto annullare quello della x e invece che nella
seconda equazione avremmo potuto farlo nella prima. Una volta arrivati a questa forma, la risoluzione e
immediata: la seconda equazione fornisce il valore di « (x = 1); sostituendolo nella prima, si ottiene quella

diy (y=0).

ESEMPIO 164.

Risolvere il sistema

—zr+2y=3
204+ 3y =1
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3
Sostituiamo la seconda equazione con quella ottenuta aggiungendo la prima moltiplicata per —— :

—r42y=3 —x+4+2y=3 r=—1
7 7 — —

Oppure, sostituiamo la seconda equazione con quella ottenuta aggiungendole la prima moltiplicata per 2 :

—r+2y=3 —zr+2y=3 z=-1
— <~
Ty="7 y=1 y=1.

(4) Metodo di Cramer(1?)
Se nel sistema

ax +by=c
dr+by=<

moltiplichiamo una o entrambe le equazioni per una costante non nulla otteniamo un sistema equivalente. Se
invece moltiplichiamo per 0, il nuovo sistema non € piu equivalente, ma & conseguenza del precedente:

ar+by=c ar+by=c
=

adr+by=c 0=0

I due sistemi

ad’z +a’'by = da'c (abbiamo moltiplicato la prima equazione per a’)
ad'r +aby = ac (abbiamo moltiplicato la seconda equazione per a)
ab'z +bb'y = Ve (abbiamo moltiplicato la prima equazione per )
a'br + b’y = bd (abbiamo moltiplicato la seconda equazione per b)

sono conseguenza di quello dato, cioe ogni soluzione del sistema di partenza e anche soluzione di questi due.
In entrambi i sistemi sottraiamo membro a membro:

(ab' —a'b)y = ac’ —d'c
(ab) —a'b)z = Ve — b
La prima equazione & conseguenza del primo sistema, la seconda del secondo sistema. Si ha dunque
ablz +bb'y =bc
= (abl —a'b)y = ac’ —d'c

{ ar +by =c a'bx + bb'y = bc’
_—
adx+by=< ab'z +bb'y =V'c
= (abl —d'b)x = Vc—bd
a'bx + bb'y = b’
Ovvero
ad —a'c

ar+by=c (abl —ad'b)y
=

dx+by=< (abl —a’b)x = b'e—bd

12Questo metodo venne pubblicata nel 1750 dal matematico svizzero Gabriel Cramer (1704-1752); probabilmente era gia noto
fin dal 1729 al matematico inglese Colin MacLaurin (1698-1746).
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Poniamo

A—det<a, b>—ab’—a'b
a
AZZdet(s, b):b'c—bc’

/
Ayzdet<a, C)zac’—a’c
a ¢

Il sistema precedente si scrive dunque nella forma

Az = A,
Ay =

Nelle ipotesi fatte (A # 0) esso ha un’unica soluzione:

g
<

igdle

y =

e di conseguenza questa ¢ I'unica soluzione anche del sistema di partenza.
Si osservi che

A= < a b ) ¢ la matrice dei coefficienti

a b
A, = ( Cc/ Y ) ¢ la matrice ottenuta sostituendo la prima colonna di A con la colonna dei termini noti
a ¢
A, = < J e ) ¢ la matrice ottenuta sostituendo la seconda colonna di A con la colonna dei termini noti

EsEMPIO 165.
Risolvere il sequente sistema mediante il metodo di Cramer

2z — 3y =2
r+2y=1

Calcoliamo i determinanti delle matrici dei coefficienti

2 -3 2 -3 2 2
A—det<1 2)—7, Aw—det<1 2)—7, Ay—det<11>—0,
da cui

7 0
TTrThY T

ESEMPIO 166.

Risolvere il sequente sistema mediante il metodo di Cramer

—xr+2y=3
2c+3y =1

157



Calcoliamo i determinanti delle matrici dei coefficienti

-1 2 3 2 -1 3
Azdet( 9 3):—7, Azzdet<1 3):7, Ayzdet< 9 1):—7,

da cui
=7

7
R I

Un sistema della forma
axr+by+cz =d

dr+by+dz=d
a//x+b//y+cl/z — d//

si dice sistema lineare di tre equazioni in tre incognite.
Dal punto di vista geometrico esso € rappresentato dalle intersezioni di tre piani. A seconda delle posizioni
reciproche di questi piani il sistema puo essere

e determinato i piani si intersecano in un unico punto (zg, yo, 20);
questa terna ¢ la soluzione del sistema

e indeterminato i piani si intersecano secondo una retta o sono sovrapposti;
in entrambi i casi il sistema ammette infinite soluzioni

e impossibile i piani non si intersecano o perché sono paralleli o perché si intersecano a due a due
secondo una retta, ma queste rette di intersezione non hanno punti in comune.

Anche in questo caso la condizione necessaria e sufficiente perché il sistema sia determinato si puod esprimere
a partire dalla matrice dei coefficienti.

Consideriamo la matrice
a b ¢ a b

A = a b Jd d UV
a/l bl/ C// 1 b//
e consideriamo i prodotti delle diagonali discendenti
ab/C// bcla// Ca/b//
e quelli delle diagonali ascendenti
a’be b'ca c"a'b
Sommiamo i primi e sottraiamo i secondi.
11 risultato che si ottiene e detto determinante della matrice A.
Anche in questo caso la condizione perché il sistema sia determinato & che det A # 0.

Per quanto riguarda i metodi per trovare la soluzione, si tratta di modificare opportunamente quelli visti nel
caso di due equazioni in due incognite. Senza scendere in dettagli, prendiamo in esame qualche esempio.

EsEmMPIO 167.

Risolvere il sistema
r+y—z2z =2

20 +3y+22 =5
r—y+2=0
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Risolviamo mediante il metodo di sostituzione: ricaviamo, ad esempio, I'incognita = dalla prima equazione
e la sostituiamo nelle altre due.

r=2—-y+z r=2—-y+z
22—y+2)+3y+22 =5 — y+4z =1
2-y+2)—y+2z=0 y—z=1

Si ricava y dalla seconda equazione e si sostituisce nella terza

r=2—-y+z r=2—-y+z z =1
y=1-—4z = y=1-4z — y=1
1-4z—-—2z=1 z=0 z=0

Risolviamo il sistema con il metodo di confronto. Si ricava z in ciascuna delle tre equazioni.

r=2—-y+z
5 3

=g TY T

rT=y—=z2

Si eguagliano le espressioni trovate

T=2-y+z x=2-y+z
5 3

2—y+z:§f§yfz <~ y+4z =1

2—y+z=y—2z y=—==

Si risolve il sistema formato dalle ultime due equazioni:

r=2—-y+z r=2—-y+z r=2—-y+z rz =1
y=1-—4z — y=1-4z = y=1-4z — y=1
y=1+4+z2 1-4z=1+=2 z=0 z=10

Risolviamo ora con il metodo di Gauss.
Vogliamo eliminare la variabile z nella seconda e nella terza equazione.
Sommiamo alla seconda equazione la prima moltiplicata per 2 :

TH+y—z =2
dr +5y = 9
r—y+2=0
Sommiamo alla terza equazione la prima
TH+y—2z =2
dr +5y = 9
20 =2
Procedendo nei calcoli, si ottiene:
z =1 =1
oYy = = y =1
y—z=1 z=0
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Concludiamo risolvendo il sistema proposto con il metodo di Cramer.
Le matrici associate al sistema con i relativi determinanti sono

1 1 -1
A=1(2 3 2 |, detAa=10
0o -1 1
2 1 -1
A, =5 3 2 |, detA, =10
0o -1 1
1 2 -1
A, =25 2 |, deta, =10
1 0 1
1 1 2
A, = 2 3 5 ], detA, =0
0 -1 0

(non riportiamo i calcoli per ottenere i determinanti).
Applicando le formule analoghe a quelle viste in precedenza, otteniamo la soluzione x =1, y =1, z = 0.

ESEMPIO 168.

Risolvere il sistema
r4+y+z =4

TH+y—2z = -2
20 +y—z=1

Procediamo sommando la prima due equazione alle altre due:

r+y+z=4
20 +2y = 2
3r+2y=5
Sottraiamo la seconda equazione dalla terza:
r4+y+z=4 z =3

20 +2y = 2 — y = —2
=3 z2=3

Le considerazioni sin qui svolte si estendono al caso generale di un sistema di n equazioni in n incognite;
per la matrice A (quadrata di ordine n, cioé con n righe ed n colonne) & possibile estendere la nozione di

determinante gia data nei casi n =2, n = 3.
Si dimostra che la condizione det A # 0 assicura anche in questo caso l'esistenza di una ed una sola soluzione
(un’n—upla di numeri reali). In questi brevi cenni della teoria dei sistemi lineari non possiamo inoltrarci

nell’argomento.
Osserviamo che i sistemi fin qui trattati sono tali che:

e il numero delle equazioni eguaglia quello delle incognite; questo assicura che la matrice dei coefficienti
& quadrata (cioé ha tante righe quante sono le colonne).

e il determinante della matrice dei coefficienti (che ha senso solo se questa matrice & quadrata) & diverso
da 0.
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Vogliamo brevemente mostrare alcuni esempi di sistemi che non rientrano in queste ipotesi, osservando che
in generale per essi non € assicurata ne l’esistenza ne 'unicita di soluzioni.
I calcoli per arrivare alla soluzione sono analoghi a quelli gia visti.

ESEMPIO 169.

Risolvere il sistema
20 +y =1

4z 4+ 2y = 0.

Il sistema & evidentemente impossibile, in quanto e rappresentato geometricamente da due rette parallele.
Ritroviamo questo risultato per via algebrica. Procedendo con il metodo di sostituzione, troviamo

y:1—2x y:172x

dr+21-20)=0 ~ ) 2=0.

Utilizzando il metodo del confronto, si ha invece

y:1—2x y:1—2$ y:1_2x

y=-2 Y 1-2z0=-2 ~~)1=0.

Con metodo di Gauss, sommando alla seconda equazione la prima moltiplicata per —2 troviamo

20 +y =1
0=-2
In tutti i casi, dunque, arriviamo ad un sistema impossibile.

Non si puo invece usare il metodo di Cramer, essendo A = 0. Si ricordi che questa condizione non permette
da sola di stabilire se il sistema e impossibile o indeterminato.

EsemMPIO 170.

1l sistema
20 +y =1

dr+2y = 2
¢ evidentemente indeterminato (le due rette coincidono).
Con il metodo di sostituzione troviamo

dr+21-20)=2 ~ ) 0=o0.

Nel sistema una delle due equazioni & superflua.

Le infinite soluzioni (tutti i punti della retta) si possono descrivere in forma parametrica, ponendo ad esempio
x =t ed esprimendo y in funzione di ¢:

x=t, y=1-—2t (teR).
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EsempIO 171.
Si consideri il sistema

r+y =0
2 —y =0
3z+y=0

In questo sistema il numero delle equazioni supera quello delle incognite.

Isolando le prime due equazioni:
z+y =0

20 —y = 0,
si ottiene facilmente 'unica soluzione x = y = 0. Poiche questa risolve anche la terza equazione, € I'unica

soluzione del sistema assegnato. Le tre rette del sistema hanno ’origine degli assi cartesiani come unico punto
di intersezione.

EsEmMPIO 172.

Si considert il sistema

z+y =1
T—y =2
20 +y =1
Come nell’esempio precedente il numero delle equazioni supera il numero delle incognite. Il sistema formato
3 1
dalle prime due equazioni ha come unica soluzione z = ok y = —5 Poiché questa non risolve la terza

equazione, il sistema dato e impossibile. Le tre rette si intersecano solo a due a due.

EsEMPIO 173.

Si consideri il sistema
r+y—z=1

r—2y+2z = 0.

In questo sistema il numero delle incognite supera il numero delle equazioni.

Per verificare la posizione reciproca di questi due piani possiamo assumere z come parametro (z = t) e
risolvere nelle rimanenti variabili:

r+y =1+t

8
I
ol ro

-2y = -2t y:t—f—%

z=1t

Otteniamo infinite soluzioni, che forniscono i punti di intersezione tra i due piani (una retta dello spazio).

ESEMPIO 174.

Si consideri il sistema
r+y+z2=0

20 —y+2 = —1
r+4y+22=1

In questo sistema la matrice dei coefficienti ha determinante nullo (il lettore verifichi laffermazione).
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Con il metodo di sostituzione troviamo:

_ T =1
z=—T—Yy z=—-T—y 2=y
T—2y = -1 r—2y =-1 y=— s 9 9
—r 42y = r—2y = —1 _ 3
= = —— — =t
T2

Con il metodo di Gauss: sottraendo alla seconda equazione la prima e sommando alla terza equazione la
prima moltiplicata per —2, si ottiene

r+y+z=0 r+y+z=0
r—2y = —1 — r—2y = —1
_x_|_2y:1 cee = e
Da cui
r =1
_xz+1  t+1
22
=3t —1
Z=—Tr—1y = ——-:
4 2

Anche in questo caso troviamo infinite soluzioni, che descrivono la retta di intersezione dei 3 piani.
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Capitolo 6

LE FUNZIONI POTENZA

In questo capitolo vedremo per passi successivi la definizione delle funzioni potenza f(z) = z<, fino al caso
a € Q : per la definizione nel caso generale con a € R rimandiamo al Capitolo 7.

6.1 Ilcasoa=n¢ceN

Abbiamo gia utilizzato la potenza z™ lavorando con i polinomi.
Una definizione formale puo essere data in forma ricorsiva: (1)

' ==z
{ "t =g am (6.1)

Piu semplicemente, x™ ¢ il prodotto di n fattori uguali ad z :

Le potenze z™ soddisfano alcune proprieta che sono utilizzate comunemente nel calcolo e la cui verifica e
immediata:

"t "™ (6.2)

(™™ = "™ (6.3)
n—m _ x"

x = sen>mex#0 (6.4)

I grafici delle funzioni =™ sono gia stati presentati nel Capitolo 4. In particolare il dominio di queste funzioni
¢ sempre R, mentre ["immagine ¢ R se n & dispari, [0,400) se n & pari.

OSSERVAZIONE 16.

Utilizzando la definizione di potenza e le proprieta del prodotto tra numeri relativi, si verifica facilmente che é

1 sen pari
(1" =

—1 se n dispari

1Poiché per definire un prodotto occorrono almeno due fattori, questa definizione non avrebbe senso per n = 1 : questo ¢ il

motivo per cui definiamo esplicitamente il valore z!.
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EsErcizio 8.

Dimostrare che per ogni © < 0 e per ogni n € N vale l’equaglianza
" = (=1)"|z|™.
Infatti se n & pari eguaglianza equivale a ™ = |z|™, mentre se n & dispari, dalla definizione di valore assoluto si ottiene
z=—|z| =(-1)]z|, Yz <O,

da cui elevando ad n : 2™ = (—1)"|z|™.

6.2 Ilcasoa=ncZ

Nell’estendere la definizione agli esponenti interi vogliamo che si conservino le proprieta sopra elencate.
In particolare se in (6.2) prendiamo m = 0, si deve ottenere:

¥ =1
Se ancora in (6.2) prendiamo m = —n (con n € N), si deve avere
T — IO
da cui segue che per x # 0 dobbiamo definire
1
—
T

Da questo si ottiene che elevare un numero alla potenza (—1) equivale a considerarne 'inverso.

In questo modo la funzione potenza rimane definita anche per esponenti interi, con la condizione che sia
x # 0. Non ¢ difficile provare che con la definizione data le potenze con esponente in Z verificano tutte le
proprieta viste nel caso di potenze con esponente in N; in particolare, nella proprieta (6.4) adesso possiamo
rimuovere la condizione n > m e scrivere

— =™, Vn,m€eZ, xF#£0.

1
Anche per quanto riguarda i grafici di y = — rimandiamo al Capitolo 3.

In particolare il dominio di queste funzioni & sempre R\ {0}, Iimmagine &€ R\ {0} se n & dispari, (0, +00) se
n & pari.

Anche la funzione y = z° ¢ definita in R\ {0}; nel suo dominio coincide con la funzione che vale costantemente
1.

6.3 Il caso a = 1/n: le funzioni radice

Le funzioni potenza x= coincidono con le funzioni radice {/x.
Per arrivare ad una corretta definizione, cominciamo con ’osservare che ogni funzione:

z" : R—= R
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con n dispari ¢ invertibile (in quanto crescente); la funzione inversa prende il nome di radice n—esima e
si indica come

n

T.
Dalla definizione segue che {/z & la soluzione (reale) dell’equazione t" = x; si dimostra che questa soluzione
esiste ed & unica per ogni z € R (si tenga presente che n & dispari) ed inoltre ha lo stesso segno di x.

Dal fatto che le funzioni
2" : R=R, z: R-=R,

con n dispari sono una l'inversa dell’altra, seguono le uguaglianze

(V)" = =z, VreR
Var = x, VzxeR.

Le funzioni 2™ : R — [0,400) con n pari non sono invertibili, in quanto non iniettive; lo sono invece le
loro restrizioni a [0, +00) :
2" 0,+00) — [0,400).

Anche alla loro inversa
Y [0,400) — [0,+00)

si da il nome di radice n—esima. Questa ¢ ancora soluzione dell’equazione t" = x, ma a differenza del caso
precedente, questa equazione ha soluzione (reale) solo se x > 0; inoltre per z > 0, ammette due soluzioni,
una opposta dell’altra:

/7 indica quella positiva e di conseguenza I'altra & data da — {/z. (%)

Anche nel caso che n sia pari il legame tra potenza e radice si esprime nelle uguaglianze

(Vr)" = =z, Vzel0,+0) (6.6)
Vazr = 1z, Vax €l0,+00). (6.7)

Rispetto al caso n dispari cambia solo il dominio in cui queste uguaglianze sono valide.

OSSERVAZIONE 17.

L’espressione /x™ ha senso anche per x < 0, ma per questi valori di x e per n pari non coincide con x;
infatti /x™, per definizione di radice con indice pari, € sempre positiva, mentre x € negativo.
L’equaglianza (6.7) deve essere modificata nella forma:

n

= —x, VYz<O. (6.8)

Dunque se n pari possiamo in generale scrivere:

(V)" = z, Vze€l0,+00) (6.9)
Van = |z|, VzeR. (6.10)

Esaminiamo ora alcune proprieta valide sia per n pari che per n dispari, assumendo pero x, y > 0 :

2Le radici & ¥/ sono anche dette radici algebriche dell’equazione t" = =z, mentre ¥z, & detta radice aritmetica.
Tradizionalmente la radice di ordine n = 2 & detta radice quadrata ed & indicata con il simbolo +/z (in cui 'ordine & sottointeso.)
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oy (6.11)
T\L/; = i (con y #0) (6.12)

(Vz)" = Vam (6.13)
ViV = ™ (6.14)
vz o= "o, (6.15)

Per argomenti x, y di segno qualungue queste proprieta in generale non sono piu vere in presenza di radici
con ordine pari.

Consideriamo ad esempio la proprieta (6.11) con z,y < 0: se n & dispari 'uguaglianza & ancora vera, se n &
pari i due termini a secondo membro perdono significato; cosi dunque

V(=2)(=3) = V=2 V=3,
mentre
(=2)(=3) # V=23

in quanto il secondo membro non ha senso. L’eguaglianza corretta € ovviamente
(—2)(-3) = V2V3.

Analoghe considerazioni per la proprieta (6.12).

Nella proprieta (6.13), prendiamo x < 0 con n ed m pari: il primo membro non ha significato, a differenza del
secondo. Ad esempio, per z = —2, n = 2, m = 4 il primo membro diventa (v/—2)? e non ha senso, mentre il
secondo membro 4/(—2)* ha senso e vale 4.

La proprieta (6.14) si puo estendere a valori negativi di « solo se n ed m sono dispari: ad esempio, per
r=—-2,n=23, m=>5 diventa

5 3/772 _ 15/772,

che e vera, mentre per per x = —2, n = 2, m = 3 diventa

3 6
V=2 = -2
che non ha senso in quanto sono privi di significato sia il primo che il secondo membro.

Anche in (6.15) occorre prestare attenzione nel caso x < 0 : ad esempio per z = -3 edn=m=2:
V=3=19
non ha senso in quanto il primo membro ¢ privo di significato.

Riassumendo, le proprieta elencate sono sempre vere per x, y > 0 (solo in (6.12) occorre supporre y # 0);
per estenderle al caso generale x, y di segno qualunque, in presenza di radici di ordine pari occorre sempre
controllare che tutte le quantita che intervengano abbiano senso. Quando si ha a che fare con dei numeri

questo controllo e semplice; il problema ¢ piu delicato quando gli argomenti delle radici dipendono da una
variabile.

Ad esempio, abbiamo gia osservato come ’espressione v x2 si semplifichi in x solo se x > 0, mentre in generale
vale |x|. Prendiamo in considerazione altri esempi significativi ed illuminanti.

EseEmpIO 175.
Consideriamo la funzione f(x) = a2 — 1, che é definita per x € T = (—oo, —1] U [1, 4+00).
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Dall’eguaglianza 22 — 1= (z — 1)(z + 1) non segue 22 -1 = yz — 1z + 1.
Questa eguaglianza vale solo quando tutte le radici scritte hanno senso, cioe solo se x > 1.
Se invece x < —1, si scrive

2 —1=[-(z—D][-(x+1)] dacui Va2—-1=/—(z—1)/—(z+1).

I due casi possono essere sintetizzati scrivendo

Vaz—1=v/|lz—1]/|z+1], Vxel.

EsEmMPIO 176.
Consideriamo la funzione f(x) = /1 — a2, che é definita per x € [—1, 1].

L’eguaglianza
Vi—-22 =+V1-zV1+z

¢ vera, perché in questo caso hanno senso tutte le radici scritte.

EsEMPIO 177.
Consideriamo la funzione f(x) = \/x%(1 — x), che & definita per x € (—oo, 1].
L’espressione puo essere riscritta e poi semplificata nel modo che segue:

Va2(l—z) = Va2V1—z = |z|V1—z.

L’operazione eseguita nell’ultimo passaggio in genere si sintetizza dicendo che " abbiamo portato fuori x* dalla
radice ”’. Sarebbe invece sbagliato scrivere

VA=) = avi—a:

questa eguaglianza vale solo se x & positivo (dunque Va € [0, 1]).

ESEMPIO 178.

Consideriamo la funzione

flz) == :
che ¢ definita per x € I = (—00,0) U [1,400).

Possiamo "portare x dentro la radice " e scrivere

1 2z — 1
x\/x :\/x(m ): z(x —1) solo per z > 1.

xT x

Invece per z < 0 I'uguaglianza corretta e

Possiamo sintetizzare le osservazioni fatte scrivendo:

r—1 z(x—1) se x>1
x4/ = = (sgn x)\/z(z —1)
v z(z—1) r<0

— se

EsgmMPIO 179.
Consideriamo la funzione f(x) = {/a3(1 — x), che & definita per Vo € R.
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Poiché l'indice di radice & dispari I'espressione puo essere sempre semplificata nella forma

Vai(l—z) = 2 v1—uw.

EsEmPIO 180.
sz —1
Consideriamo la funzione f(z) = x 4 L, che ¢ definita per x # 0.
x

L’indice di radice & dispari, pertanto 1’espressione si semplifica in

sfxd3(x—1) _ YEE ).

T

6.4 Il caso a = m/n
Per a = @, con m € Z,n €N (m ed n primi tra loro) definiamo
n

sen e disparie m >0 e definita VreR
sen & disparie m <0 & definita Vae R\ {0}
se n & pari e m >0 ¢ definita Vz € [0,+00)
se n & pari e m <0 ¢definita Vz € (0,+00).
(Si osservi che se n & pari deve essere m dispari, affinché i due numeri siano primi tra loro.)
Ad esempio
o 13 = Va2, Vr € R,
= Va3, Yz € [0, +0),

Nlw

oz
o172 = ﬁ,Vwe (0, +00),
N %\/E,VJ:ER\{O}.

OSSERVAZIONE 18.

Le espressioni che compaiono nell’equaglianza (6.13)
Yam = (z)"
si possono indifferentemente utilizzare per definire la funzione potenza, possiamo cioé scrivere
o = zn = Yam = (Yx)™. (6.16)

Si tenga presente perd che per n pari (e quindi m dispari) I'uguaglianza vale per z > 0 (z > 0 se m negativo),
mentre per n dispari vale per ogni z € R (x # 0 se m & negativo). Queste limitazioni sono comunque le stesse
presentate al momento di definire la funzione potenza.

Riassumendo, possiamo affermare che 1’eguaglianza (6.16) & valida per tutti i valori di z per cui le
espressioni scritte hanno senso.
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OSSERVAZIONE 19.
Perché valga l'uguaglianza

"’an — ({7,/5)7”
e essenziale supporre che gli interi m, n siano primi tra loro.
Ad esempio:

1

e (—1)3 & definito come v/—1, che ha senso e vale —1.
e (—1)% & definito come 3/(—1)2 che ha ancora senso, ma vale 1.
e lespressione (¢/—1)% non ha senso.

Possiamo rimuovere questa ipotesi ed utilizzare indifferentemente sia I’'una che ’altra espressione di limitando
pero il dominio della funzione solamente agli argomenti positivi.

Tenendo conto dei risultati finora ottenuti, possiamo stabilire per le potenze in campo razionale le seguenti
proprieta fondamentali:

ot = g gf (6.17)
1

()P = zoF (6.19)

Py = (wy)° (6.20)

valide per ogni x, y > 0 e per ogni «, 8 € Q.
La possibilita di estendere queste eguaglianze ai valori negativi o nulli di x & limitata al caso in cui per tali
valori le funzioni scritte abbiano senso, cioe siano definite.

L’Analisi Matematica permette di estendere la funzione potenza anche al caso di esponente reale, conser-
vando le proprieta (6.17), (6.18), (6.19), (6.20), ma solo per z, y > 0.

6.5 Equazioni irrazionali.

In questo paragrafo studiamo alcuni tipi di equazioni in cui compare la funzioni radice. In particolare
consideriamo I'equazione (?)

YP() = Q(x). (6.21)

Nella pratica P(x), Q(x) saranno comunemente polinomi o funzioni razionali ; indichiamo con A un sottoin-
sieme di Dom P N Dom (), in modo che per x € A siano definite entrambe le funzioni.

Se n & dispari la radice al primo membro di (6.21) & definita per ogni @ € A. Nell’equazione possiamo
eliminare la radice, elevando alla n entrambi i membri, in modo da ottenere:

P(z) = [Q=)]" (6.22)

che ¢ equivalente all’equazione (6.21).

Se n & pari dobbiamo dare significato alla radice al primo membro di (6.21), imponendo la condizione
P(z) > 0. Inoltre prima di elevare alla n entrambi i termini, dobbiamo imporre che anche il secondo membro
sia positivo. L’equazione (6.21) & dunque equivalente al sistema

P(z) >0
Qz) 2 0
P(z) = [Q(z)]".

3Per altri tipi di equazione ci limiteremo a vedere alcuni esempi
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La prima condizione e superflua, in quanto contenuta nelle altre due.
In definitiva dunque l'equazione (6.21) equivale al sistema

{ Qx) >0
P(z) = [Q(z)]™.

(6.23)

EsEmMPIO 181.

Risolvere l’equazione

VAax?2 — 13z +3 = 22 — 3.

Ponendo P(z) = 422 — 13z + 3 e Q(z) = 2z — 3, ci riportiamo ad un sistema del tipo (6.23):

N W

2r —3 >0 T >
<~

42% — 13z + 3 = (2z — 3)? = —6

1l sistema ottenuto non ha soluzioni, quindi anche I’equazione di partenza non ha soluzioni.
Si osservi che la condizione di esistenza della radice

42 =132 4+3>0
¢ superflua, perché contenuta nell’equazione del sistema:

42 — 132 +3 = (22 —3)? > 0.

EsEmMPIO 182.

Risolvere ’equazione:

m =z + 1
Possiamo riscrivere I’equazione nella forma equivalente
44 = (z + 1)
da questa, svolgendo i calcoli e semplificando, si ottiene
?+r—1=0.

—1++5

Le soluzioni sono z19 = 5

ESEMPIO 183.

Risolvere [’equazione

Vidr —3 =2z -1

In questo caso dobbiamo dare significato alle radici, prima di elevare al quadrato (ovvero, eguagliare i due
argomenti):

4r—-3 >0
20— 1 >0

dr —3 = 2x — 1.
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Tenendo conto dell’equazione, una delle due disequazioni € superflua; possiamo scrivere equivalentemente

2c—1 >0 T >
<

dr—3 =2x—1

N SN
8
Il
—

Tr =
Delle due condizioni 4 — 3 > 0, 2z — 1 > 0, in realta la prima & evidentemente piu forte della seconda, nel senso che
dr—3>0=>2x—-12>0;
sarebbe stato dunque naturale togliere come superflua la condizione 2z — 1 > 0 al contrario di quello che abbiamo fatto.
Abbiamo preferito togliere ’altra condizione, per ribadire che questa scelta & ininfluente. Si osservi che la soluzione trovata

verifica entrambe le condizioni, come ci aspettavamo che facesse.

ESEMPIO 184.

Risolvere ’equazione:

VBhz+3 + Vo +6 = 3z —8. (6.24)
L’equazione equivale al sistema
5c+3 >0

z+6 >0

3r—82>0

649 4+ 2/(5z+3)(z+6) = 3z —8§;

le prime tre disequazioni sono state ottenute imponendo le condizioni di esistenza delle radici, ’equazione
del sistema si ottiene elevando al quadrato entrambi i membri dell’equazione (6.24). Le soluzioni delle

disequazioni sono i valori di x tali che x > =, per culi il sistema puo essere riscritto nella forma
3 )

8 8
T > = r > =
3 — 3

6z + 9+ 2/(5z+3)(xr+6) = 3z -8 2/(bzx+3)(z+6) = -3z —17

Il secondo membro per z > — & negativo e dunque ’equazione ¢ impossibile. Sarebbe errato procedere nei

calcoli elevando al quadrato.

EsEmMPIO 185.

Risolvere l’equazione

V2r—1—+vVz+1=+Vz+3.

Scrivendo l’equazione nella forma: vz +1 + vz +3 = /2x — 1, ci riportiamo al modello dell’esempio
precedente.

Altrimenti, prima di elevare al quadrato primo e secondo membro, si deve imporre (oltre alle condizioni di
esistenza delle radici viste negli esempi precedenti) anche la condizione che il primo membro sia non negativo:

V2r—1 —+Vz+1>0.

Queste condizioni vengono riportate nel sistema

20 —1 >0
z+1>0
Tz > 2
z+3 >0 =
2y/(2x—-1)(x+1) = 22— 3.
2r—1>x+1
3z — 22z —-1)(z+1) =2+3
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A questo punto possiamo elevare al quadrato primo e secondo membro dell’equazione, in quanto le condizioni
imposte assicurano 'esistenza delle radici e la condizione z > 2 rende positivo il secondo membro:

x> 2 x> 2
—
422 +x — 1) =42? — 122+ 9 422 — 162 — 13 = 0.
V29 V29
Delle due soluzioni dell’equazione 1 2 = 2+ ——, solamente 2+ - verifica la prima condizione del sistema

ed e quindi la soluzione dell’equazione di partenza.

6.6 Disequazioni irrazionali
Iniziamo col considerare disequazioni irrazionali del tipo
YP(z) > Qz). (6.25)

Come abbiamo fatto per le equazioni irrazionali, anche in questo caso si devono distinguere i casi n dispari
ed n pari.

1. Sia n dispari.

La disequazione data equivale a quella ottenuta elevando alla n entrambi i membri:
P(z) > [Q(x)]".
2. Sia n pari
Occorre innanzitutto dare significato alla radice:
e si impone che risulti P(z) > 0.
Successivamente si controlla il segno del secondo membro:

e se Q(z) < 0, la disequazione ¢ verificata;

e se Q(x) > 0, possiamo elevare alla n.

La disequazione (6.25) ¢ dunque equivalente a

,“9
&
V
o

Y
o

P(z) >0
{ oppure ¢ Q(z)

Q(x) <0,

3
8
v

[Q)]".

Nel secondo sistema la condizione P(x) > 0 e superflua, in quanto contenuta in P(x) > [Q(z)]".

Riassumendo, se n ¢ pari possiamo scrivere:

P(x) 20 { Q(x) 2 0
oppure

YVP(x) > Q) <— {
Q(z) <0
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Consideriamo ora disequazioni irrazionali del tipo:

YVP(z) < Qz). (6.26)

Distiguiamo anche stavolta i casi n dispari ed n pari.

1. Sia n dispari.

La disequazione data equivale a quella ottenuta elevando alla n entrambi i membri:
P(z) < [Q)]";
2. Sia n pari

Occorre dare significato alla radice:
e si impone la condizione P(z) > 0.
Si controlla poi il segno del secondo membro:

e se Q(z) < 0, la disequazione non ha soluzioni;

e se Q(x) > 0, possiamo elevare alla n.

Possiamo quindi scrivere

VP() < Q) <+ Qz) =0

Ragionando in maniera analoga si studiano le disequazioni

VP(x) > Q(x), (6.27)

VP@) < Q). (6.28)
Se n e dispari possiamo elevare alla n.
Se n e pari, si ottiene
P(x) >0 Q(z) >0
VP(z) > Q) <— { oppure {
Qr) <0 P(z) = [Q(x)]",
P(z) >0
VP(x) < Q) <— Q(x) >0

o
2
A
S
B
=
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EsEMPIO 186.
Risolvere la disequazione
Vaz—1> 2
Soluzione:
22 -1>8 = 22>9 < z € (—00,—3)U(3,+0)

ESEMPIO 187.

Risolvere la disequazione
2z +1 > /422 — 13z + 3.

Soluzione:

422 — 132 4+3>0
20 +12>0 <= xe{ +oo)

(22 +1)? > 42?2 — 132+ 3

2 1
L’intersezione degli insiemi delle soluzioni di ciascuna disequazione &: x € (17, 4} U [3, +00).
EsEMPIO 188.
Risolvere la disequazione
ViZ—-9z+14 > - 8.
Soluzione:
22 —9x+14 >0 ohDUTe r—8 >0
z—8 <0 PP 22 =9z + 14 > (z —8)2,
OVVero
51U [7 x € [8,4+00)
v € (=00, 2] U[7, +00) oppure 50 <— =z € (—0,2]U[7,8) oppure z € [8,+00),
x € (—00,8)
x € (7, +00)
da cui segue: z € (—o0,2] U [7, +00).
EsempPio 189.
Risolvere la disequazione
Vi0z2 =1 > z.
Soluzione: (%)
rz> 0 x>0 rz >0
xr < 0 oppure <= 2 < 0 oppure oppure
|22 — 1] > 22 2 — 1> 2? z? — 1< —22
Ovvero
r < 0 oppure < xz€|—00,—].
o < ( V2 )

4Sviluppiamo il termine |22 — 1| mediante la definizione di valore assoluto:

x2 —1 se z2—-1>0
o = 1] =

—z2 41 se z2—-1<0
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EsEMPIO 190.

Risolvere la disequazione

V1432 > V1 -3z

Soluzione:
vV1+3xz>0 1 1
P S €T < -
1—3z >0 — 3 3
(1+43z)% > (1 - 3x)3

Y/(1+32)2 > ¢/(1 - 32)3

Completando i calcoli, si ottiene che deve essere x € {O, 3] .

EsEmMPIO 191.

Risolvere la disequazione

V1—x<+V1+uz.
Soluzione
1+2 >0
142 > 0
oppure l—z >0 <= x > 1 oppure
11— <0

V(I —2)?) < Y1 +2)°

z € [-1,1]

x(2? + 22+ 5) > 0.

Completando i calcoli, si ottiene che le soluzioni della disequazione data sono tutte le x > 0.
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Capitolo 7

ESPONENZIALI E LOGARITMI

Abbiamo chiamato potenza ogni funzione della forma f(x) = x® che si ottiene facendo variare la base x e
tenendo fisso l'esponente «. Ogni funzione f(z) = a¥, che si ottiene tenendo fissa la base a > 0 e facendo
variare ’esponente x, si dice esponenziale.

Tenendo conto di quanto gia detto a proposito delle potenze, per x =

loro), risulta definito

loro).

In particolare
e VxeQ, a* >0
eVzeQ, 17=1
e VreQ, a” b* = (a b)”

e a’=1, a'=a.

Ricollegandoci ancora ai risultati visti per le potenze, possiamo affermare che in campo razionale 1’esponen-
ziale verifica le seguenti proprieta algebriche:

1. a*V=a"a¥, V2EQ

. 1
2. a f= VreQ

ar’

3. (e =da"" Vz,y €Q

xT

a
4. a" V= Pt Va,y € Q.

La proprieta (4) segue dalle (1) e (2).

o = Yam = ()"

(essendo a > 0, I'eguaglianza tra le due espressioni che definiscono a* vale anche se m e n non sono primi tra

La funzione esponenziale f(x) = a” in campo razionale

e per a > 1 & crescente, cioe z, y € Q, z <y = a® < a¥

e per 0 < a <1 & decrescente, cioe x, y € Q, z <y = a” > a¥.
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Diamo una dimostrazione di queste proprieta.
Consideriamo il caso a > 1.
Per le proprieta elementari dei numeri reali, Yn € N a”™ > 1, a™" < 1. Facciamo adesso vedere che

m m
—>0=an >1
n

m m
— <0=an <1
n

cioe
mneN Vam>1, Vam <1
Poiché
p—
=N w T e

il secondo risultato & conseguenza del primo.

Se fosse ¥Va™ < 1, elevando alla n avremmo a™ < 1 e questo per m > 0 & assurdo.

Cio stabilito, proviamo che I’esponenziale & crescente. )

Se x < y, allora y — x > 0 e, per quando detto in precedenza, a¥~% > 1, cioe Z—i > 1, da cui a¥ > a®.

. 1 R . . .
Se0<a<1,a®=——;lafunzione z — (L)% & crescente, per quanto dimostrato nella prima parte e di conseguenza  — a®
() *
a

risulta decrescente.

Diamo alcuni esempi di utilizzo delle proprieta della funzione esponenziale nella risoluzione di equazioni e
disequazioni.
EsEmpP1O 192.

G e . [ 7

ESEMPIO 193.

ESEMPIO 194. ,
57 =571 = a2t p 1= -1

Dopo aver descritto il comportamento dell’esponenziale al variare dell’esponente, adesso controlliamo quello
rispetto alla base (# 1):

a® > b* — a>bexeQ, x>0
oppure
a<bexeQ,x<0

a” < b” <— a>bexeQ, <0
oppure
a<bexeQ, x>0

a® = b* — z = 0.

Per dimostrare questi risultati, basta osservare ad esempio che

T

a® > b <— :7>1‘:’ (7)x>1.

Vediamo come si applicano le proprieta della funzione esponenziale elencate sopra.
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ESEMPIO 195.

2v—1 > 57—l — z—-1<0 perché a=2 b=5 a<b
30’1 5 5e*-1 = 22-1<0 perché a=3, b=5, a<b
43z > 3@ = 3x>0 perché a=4, b=2 a>b
VIRl _ yVail s (2 21 =0
2% = 9" +1 = a=22+1

In analisi si dimostra la possibilita di estendere la funzione esponenziale dal campo razionale a quello reale,
conservando le proprieta sopra elencate.
In altre parole,

Va>0, a#13d; f:R—=R

che indichiamo con la notazione a” gia introdotta, tale che:
Dom f=R, Im f=(0,400)
m
Ve=—¢eQ, a® = Va™ = ({/a)™
n
x — a® é crescente (su R) se a > 1, decrescente (su R) se 0 <a <1

(7

(7

(7

a®>b" <= a>b>0e x>0 oppure 0<a<beax<0 (7.
a®t =a"a¥, Yo,y €R (7
(7

(7

1
a=—, VxeR
aflj

(@®) =a", Vz,y €R.

Grafico della funzione f(z) = a®, con a > 1.

Nella figura precedente abbiamo riportato il grafico della funzione esponenziale per due diversi valori della
base (entrambi maggiori di 1).
Osserviamo che i grafici passano tutti per il punto (0,1) e che questo & I'unico punto in comune.
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Per a > 1 le funzioni crescono rapidamente al crescere di x, mentre si avvicinano rapidamente a 0 quando x
¢ negativo e cresce in valore assoluto (in questo caso il semiasse negativo delle x si dice costituire un asintoto
orizzontale).

Per 0 < a < 1 il comportamento & analogo ma opposto.
In entrambi i casi al crescere della base i grafici si innalzano per x > 0, si abbassano per z < 0.

Grafico della funzione f(z) = a®, con a < 1.

In analisi riveste un ruolo particolarmente importante la funzione esponenziale, che ha come base il numero
e, detto numero di Nepero ! dal nome del matematico che lo ha introdotto (mentre la notazione & dovuta a
Eulero 2 che ha utilizzato I'iniziale del suo nome); e & un numero irrazionale, il cui valore approssimato, con
cento cifre decimali esatte, &
e=2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995
95749 66967 62772 40766 30353 54759 45713 82178 52516 64274.

1E il nome latinizzato del matematico scozzese John Napier (1550-1617). ”... Era un matematico di professione di famiglia
nobile che passava il suo tempo amministrando i suoi vasti possedimenti e scrivendo su svariati argomenti; si interessava soltanto
a certi aspetti della matematica, soprattutto a quelli che si riferivano al computo e alla trigonometria... Napier stesso ci informa
di avere lavorato alla sua invenzione dei logaritmi per venti anni, prima di pubblicare i risultati, affermazione che farebbe risalire
lorigine della sua idea al 1594..."" (C. B. Boyer, Storia della Matematica) Napier pubblico le sue scoperte nel 1614 nel trattato
Mirifici logarithmorum canonis (Descrizione della regola meravigliosa dei logaritmi). Il termine logaritmo fu da lui coniato ed &
composto dalle due parole greche logos (Aéyos) (ragione o rapporto) e arithmos (&ptdués )(numero). I suoi logaritmi avevano
come base 1.

2Leonhard Euler (1707-1783), nato a Basilea, trascorse la maggior parte della sua vita in Russia dove pubblicd centinaia di
studi sulla matematica. A lui si devono molte tra le piu importanti scoperte della matematica, nonché 'introduzione di molti
dei simboli attualmente in uso come e, m, ¢ (unita immaginaria), il simbolo di sommatoria ¥ e la notazione f(z) per indicare
una funzione.
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7.1 La funzione logaritmo

La funzione a” : R — (0,+00) con a > 0, a # 1 & invertibile in quanto monotona; alla funzione inversa si
da il nome di logaritmo in base a:
log, : (0,400) — R.

Le relazioni tra una funzione e la sua inversa forniscono:
al%®a® =g, Vx>0
xT
log,a® =z, VzeR.

Possiamo memorizzare il risultato dicendo che 1’esponenziale ed il logaritmo con la stessa base " si annullano
a vicenda”, nel senso che applicando successivamente le due funzioni si ritorna al punto di partenza.

Cosi, per risolvere un’equazione della forma
a®="b (conb>0)
(se b < 0 I’equazione & impossibile) possiamo prendere il logaritmo in base a di ambo i membri, ottenendo

x = log, b.

Analogamente per risolvere un’equazione della forma
log, z = b,
possiamo prendere 1’esponenziale di base a di ambo i membri, ottenendo
z = a’.
I grafici dell’esponenziale e del logaritmo con uguale base sono 1'uno il simmetrico dell’altro rispetto alla
bisettrice degli assi cartesiani y = z.

Grafico della funzione f(z) = logyx, con a > 1.
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Grafico della funzione f(z) = log,x, con a < 1.

Nelle figure precedenti abbiamo riportato i grafici della funzione logaritmo con valori diversi della base.
In particolare i grafici passano tutti per il punto (1,0) e questo & I'unico punto in comune.

Per a > 1 le funzioni logaritmo sono crescenti: all’aumentare di = crescono lentamente, mentre
all’avvicinarsi di « a 0 (mantenendosi positivo) assumono valori negativi di valore assoluto sempre pit
grande (diremo che il semiasse negativo delle y & asintoto verticale).

Per 0 < a < 1 le funzioni sono decrescenti: all’aumentare di x decrescono lentamente assumendo valori
negativi, mentre all’avvicinarsi di « a 0, assumono valori positivi sempre pitt grandi (il semiasse positivo
delle y & asintoto verticale).

Al crescere della base, i grafici si ”abbassano” per x > 1, si ”alzano” per 0 < x < 1.

Il logaritmo in base e (cio¢ l'inverso della funzione x — e® ) & detto logaritmo naturale ed & indicato con il
simbolo log (o anche In).

Alle proprieta algebriche degli esponenziali corrispondono le seguenti proprieta per i logaritmi, YV, y > 0,
a>0,ea#1l:

1. log, (zy) = log, * + log, y

1

2. log, = log, =

3. log, z* = a log, z Vaa € R
x

4. log, " = log, x — log, v

5.s¢ 0 < a <1 allora z<y <= log,x > log, vy

6.s¢el < a allora <y <= log,z < log, y.

182



DIMOSTRAZIONE.

(1) Prendendo l’esponenziale di base a di entrambi i membri siamo ricondotti a provare ’eguaglianza

aloga(zy) — ,(loge @ +log, y)

1l primo membro vale xy; il secondo, per la proprieta (5) dell’esponenziale, vale al®8a T gloga ¥ ciod appunto z y.
(2) Prendendo ’esponenziale di base a, ’eguaglianza da dimostrare diventa
aloga % = a” log, T

I primo membro vale %, il secondo , cloe %

aloga T
(3) Prendendo anche in questo caso I’esponenziale di base a, si ottiene:

al°8a z o log, ©

=a

. . «@
Il primo membro vale %, il secondo (aloga z) = z%.

(4) Segue da (1) e (2).
(5) Utilizziamo la definizione di logaritmo la proprieta (7.3) della funzione esponenziale scrivendo

se 0<a<l1 e <y allora z=ae?® <%y =y < log,z > log,y

se 1<a e z<y allora z=a%e? <%y =y < log,z < log, y.

Siano a, b due numeri reali, positivi e diversi da 1.
Vale la seguente eguaglianza, detta cambiamento di base dei logaritmi:
log, x

1 = .
8 log, b

Dimostrazione
Riscriviamo ’eguaglianza nella forma
log, * = logy = log, b

e prendiamo ’esponenziale di base a di entrambi i membri. Il primo membro vale x; per il secondo si ha

aqlogy © logg b log, (blosb ) — gloga T — 4.
In particolare

log =

log, x = & , V>0
log a
log, x

log x g7a7 Yo > 0.
log, e

OSSERVAZIONE 20.
La proprieta (3) del logaritmo fornisce

z® = a®1%%% Yy >0, VaeR
in particolare

% = e* 187 Vg >0, Va € R. (7.8)
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Questa eguaglianza (nota come artificio di Bernoulli) & molto utile per semplificare alcuni calcoli che si
presentano nell’Analisi Matematica. Ad esempio consideriamo la funzione

flz)=2a":

non ¢ di tipo polinomiale né di tipo esponenziale, perché variano sia base che esponente; utilizzando (7.8) si

puo scrivere
- o 1 o
fz) = 2% = e* 8%

ottenendo in questo modo una funzione composta di tipo esponenziale.
In generale lartificio di Bernoulli ci consente di scrivere

f(x)g(””) — 9(@) log f(z)
Ovviamente 'espressione & valida per i valori di x che danno significato all’espressione, ovvero

x € Dom fNDomgn{z: f(z)>0}.
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Capitolo 8

INTRODUZIONE ALLA
TRIGONOMETRIA

8.1 La trigonometria: come e perché.

La parola trigonometria significa misura degli elementi di un triangolo; problema primario di questo capitolo
della matematica e quello di determinare la misura dei lati e degli angoli di un triangolo a partire da alcuni di
questi elementi. Poiché un triangolo non & definito se si conoscono solo i suoi angoli (avremmo tanti triangoli
simili), almeno uno dei dati deve essere un lato. E noto dalla geometria elementare che per individuare un
triangolo possono essere assegnati:

1. due lati e ’angolo tra essi compreso (primo criterio di eguaglianza dei triangoli),
2. due angoli ed un lato (secondo criterio pili, eventualmente, il teorema sulla somma degli angoli interni),

3. tre lati (terzo criterio).

Poniamoci dunque il seguente problema:

PROBLEMA 1

Dato un triangolo del quale si conoscono i tre elementi indicati in uno dei punti precedenti determinarne tutts
gli altri.

Affrontiamo lo studio di questo problema esaminando il caso particolare dei triangoli rettangoli. Gia in questa
forma il problema si presenta di natura non elementare (tranne il caso in cui siano noti due lati ed uno degli
angoli acuti: il teorema di Pitagora e quello della somma degli angoli interni di un triangolo permettono di
concludere in modo ovvio). Vedremo piu avanti come i risultati ottenuti per triangoli rettangoli potranno
essere utilizzati per studiare il caso generale. Iniziamo con due osservazioni generali.

OSSERVAZIONE 21.

Consideriamo i triangoli ABC e AB'C’, rettangoli rispettivamente in C' ed in C' e con lo stesso angolo in
corrispondenza del vertice A (Figura 1).
Questi sono evidentemente simili e quindi si ha:

BC B'C" AC AC’
AB ~ AB'° AB AP

Dunque in tutti ¢ triangoli rettangoli che hanno uno stesso angolo acuto il rapporto tra cateto e ipotenusa st
mantiene costante.
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OSSERVAZIONE 22.
Consideriamo i triangoli ABC e AB'C’, rettangoli rispettivamente in C e in C', aventi il vertice dell’angolo
A al centro di un cerchio e i punti B e B’ sul bordo di esso (vedi Figura 2). Dalla figura risulta evidentemente
CAB > C”EB’, mentre :

BCBCAC_AC

AB’ AB’ AB AB’
perché AB = AB', B'C' > BC, AC' < AC.

B B
B B’
B ol !
) a
y
L a a
A : c c A b C
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Dunque in triangoli rettangoli che hanno un angolo acuto diverso il rapporto tra cateto e ipotenusa cambia.
Da queste due osservazioni segue che i rapporti:

BC AC
AB © AB

di un cateto con l'ipotenusa dipendono solo dall’ampiezza dell’angolo a (sono cioé funzioni di «).
Le uguaglianze:

. BC AC
sina = — cosa=——
AB AB
ovvero (con riferimento alla Figura 3)
sina = g, cosq = —
c c

definiscono rispettivamente le funzioni trigonometriche seno e coseno.
In altre parole sin « ¢ il rapporto tra il cateto opposto ad a e 'ipotenusa, cosa quello tra il cateto adiacente
ad «a e lipotenusa. Possiamo riscrivere

a=c sina, b=c cosa.
Osserviamo che per il teorema di Pitagora si ha a? + b? = ¢2, dunque:
2

(¢ sina)® + (¢ cosa)® = ¢,

da cui otteniamo la seguente identita (detta Relazione Pitagorica o identita fondamentale della trigono-
metria):

sina+cos?a = 1.

A partire da questa identita ritroviamo un risultato che ¢ immediato dedurre dalle definizioni date:
in un triangolo rettangolo il seno ed il coseno sono quantita positive e minori o uguali a 1,

cioe:
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in un triangolo rettangolo: 0 < sina <1, 0 < cosa < 1.

Siamo ora in grado di affrontare il problema che ci siamo posti in partenza (Problema 1) per i triangoli
rettangoli (vedi Figura 3).

i) Dati due lati e I’angolo tra essi compreso, determinare gli altri elementi del triangolo.
Noti
a,c, 3 b=+c?—a? a=900-2

b, c, o a=+c?— b2 B=90" -«

a, b, y c=+va?+ b sina = — B =900 — o
. b 0
“ “ sinf = - a=90"—-p
c
b 0
“ “ cosa = - B8 =90 —«
¢
“ “ cosﬁ:% a=90" -3

Si noti che cosa = sin § e sin a = cos . Possiamo dunque dedurre da queste osservazioni la seguente identita:

sina = cos(90° — ).

ii) Dati due angoli ed un lato.(*)

Noti
c, a, B a = csina b=ccosa
“ a=ccosf b=csinf
a
a, a, 8 c= b=+vc?— a?
13 c: a 13
cos 3
b 32
b, a, B c= — a=+vc*—b
sin 8
13 C: b 13
cos

iii) Dati tre lati.

Noti
. a 0
a, b, c sina = 8=90° -«
“ cos o :é “
c
«“ : b 0
sinfg = - a=90"-p
c
a
[13 “
cosf =
c

1Poiché dati due angoli, il terzo & automaticamente noto, possiamo limitarci a supporre che siano assegnati a 3.
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Questo non ¢ ancora ’obiettivo che ci eravamo posti all’inizio poiché le soluzioni sono state scritte utilizzando
non direttamente gli angoli, ma il loro seno o coseno. Occorre saper passare dal valore della funzione a quello
degli angoli e viceversa: dato sin« o cos a dobbiamo saper calcolare « oppure dato « calcolare sin « e cos av.
La geometria ci consente di eseguire questi calcoli per un numero limitato di angoli (vedi oltre). In tutti gli
altri casi si deve ricorrere agli strumenti piu raffinati forniti dall’Analisi Matematica.

Esaminiamo alcuni angoli particolari per i quali e possibile calcolare seno e coseno.

B B
c (>OO\J a
" 30° 307 3,
¢ A : b c
a 300 Cc a
48° e e / o
/_ 600 60 P
A b c Tele A b c A
Figura 4 Figura 5 Figura 6

o o =45° (Figura 4)

Osserviamo che il triangolo ABC' ¢ isoscele, perché A = B = 45°. Essendo dunque a = b, per il teorema di
Pitagora risulta 2 =a?+b% =202 da cui c = v2a = V/2b

. o @ a 1 V2

sm45 = =00 = = = —
¢ V2 2 2

o, b b 1 V2

cosd4h’? = —-= — = — = —
c V2o V2 2

e o = 30°(Figura 5)

Osserviamo che il triangolo AB’B ¢ equilatero (tutti i sui angoli misurano 60°), quindi: a = CB = BB’ =
%AB = %c. In definitiva:

N _\/4@2—a2 \/3

mgoe = ¢ _1 o_b_
sin 30 =T % cos 30 =o= c %4 5

oppure dalla relazione pitagorica:
1 3
cos 30° = /1 — (sin 30°)2 = \/;: g

e o =60° (Figura 6)
Osservando che il triangolo AA’B & equilatero e ragionando come nel caso precedente, ricaviamo che b = %c
e quindi:

1 V3

o b : o __
cos 60 =% sin 60 =5

e a=0°

In questo caso il triangolo si riduce ad un segmento in cui B = C e dunque a = 0, b = ¢. Allora:

sin0° = 2 — 0, cos0° = < = 1.
b c
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e o =90°

Anche in questo caso il triangolo diventa un segmento, con A = B e dunque ¢ =0 e a = b. Allora:

§n90° = £ — 1, cos90° = L — 0
a b

Come abbiamo gia detto, in generale il valore di sina e cosa non puo essere ottenuto per via elementare,
ma solo utilizzando i metodi dell’Analisi Matematica. Possiamo pero servirci di una calcolatrice. In generale
la calcolatrice legge i gradi e le sue frazioni decimali, ma non quelle sessagesimali. Per gli angoli espressi
in questa forma occorre operare prima una conversione (cosa che la calcolatrice fa quando viene digitato un
opportuno tasto che varia a seconda del modello). Ad esempio, calcoliamo sin « e cos o per o = 30° 15" 20”.
Ricordiamo che:

1 1
un primo = — di grado, un secondo = —— di grado.
60 3600

Possiamo quindi scrivere

__anoirlon!! __ E 20 1\’ _ o
a = 30°1520" = (30 + &0 + 3600, — (30, 2555555556)°.

Digitiamo il valore ottenuto nella calcolatrice ed otteniamo:
sin (30, 2555555556)° = 0, 5038577453, cos (30, 2555555556)° = 0, 86378665384.

Viceversa , vogliamo calcolare I’angolo a compreso tra 0° e 90° tale che cosa = 0,7. Digitiamo questo
valore sulla calcolatrice, poi digitiamo cos™! ed otteniamo (45,572996)°. A questo punto trasformiamo le
frazioni decimali dei gradi ottenuti in frazioni sessagesimali (e anche per questa operazione la calcolatrice ha
un tasto opportuno che deve essere digitato). Concretamente, moltiplichiamo 0,572996 per 60 ed otteniamo
34,37976 (primi); moltiplicando 0,37976 per 60 otteniamo 22,7856 (secondi). In definitiva (45,572996)° =
45°34'(22,7856)".

8.2 Le funzioni trigonometriche.

Le funzioni trigonometriche sono state definite nel paragrafo precedente per gli angoli interni di un triangolo
rettangolo (quindi per angoli di ampiezza compresa tra 0° e 90°). Nel presente paragrafo diamo una defi-
nizione delle funzioni trigonometriche per angoli di ampiezza qualunque, anche negativa. Per questo scopo,
introduciamo prima la nozione di angoli orientati.

Angoli orientati.

Consideriamo ’angolo individuato dalla coppia ordinata a,b di semirette del piano con la medesima origine
0.

Diremo che I'angolo ¢ orientato se é stabilito quale delle due semirette deve considerarsi come primo lato.
Se scriviamo ab consideriamo a come primo lato. Quindi ab e ba sono da considerarsi diversi (Figura 7).

b b

Figura 7

L’angolo ab si dice positivo se é descritto dalla semiretta a mediante una rotazione antioraria, negativo se la
rotazione € oraria.
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La misura di un angolo & positiva o negativa a seconda che I’angolo sia positivo o negativo.

Supponiamo che la semiretta a si sovrapponga alla semiretta b dopo aver percorso I’angolo di misura «. La
semiretta continuera a sovrapporsi se la ruotiamo ulteriormente di uno o pit angoli giri. Tenendo conto di
questa considerazione, possiamo associare all’angolo ab infiniti numeri reali della forma o + k360° : ognuno
di essi puo essere scelto come misura dell’angolo ab. In altre parole, la misura di un angolo ¢ individuata
a meno di multipli interi di 360° : misab = a + k360°, 0 < a < 360°. Chiameremo il valore a misura
principale dell’angolo. A meno che non sia specificato diversamente, quando parleremo di misura di un
angolo intenderemo sempre riferirci a questo valore principale. R

Consideriamo un sistema di assi cartesiani aventi 'origine O nel vertice dell’angolo ab e il semiasse positivo
delle ascisse coincidente con a. Aggiungiamo inoltre una circonferenza di raggio unitario avente il centro in
O e indichiamo con A e B rispettivamente I'intersezione di questa con le semirette a,b (Figura 8).

y b
L B=(xy)
1 a
0 c At
Figura 8

DEFINIZIONE 46. N
Se B = (x,y) e misura di ab = «, poniamo:

siha =y, cosa=zx.

In questo modo le funzioni trigonometriche sono definite per qualunque valore dell’angolo ab (positivo o

negativo).

Nel caso in cui la misura dell’angolo abbia un valore compreso tra 0° e 90° ritroviamo la stessa definizione

del paragrafo precedente; infatti:
~ (CB (B

~ 0oC oC
sinab = 0OB- 1 — ordinata di B, cosab= 0OB- 1 — ascissa di B.
Continua a valere la relazione pitagorica in quanto:

sin?a + cos’a = 22 +y? = (BO)? = 1.

Dalla definizione data ¢ facile verificare che:

-1 <sina <1, —1 <cosa <1.

Abbiamo osservato in precedenza che se ab ha ampiezza « allora gli angoli di ampiezza o + k360°,k € Z
coincidono con ab, quindi anche il valore delle loro funzioni trigonometriche coincide:

sin a = sin(« + k 360°), cosa = cos(a+ k360°), k€ Z.

Queste eguaglianze provano che le funzioni seno e coseno sono periodiche di periodo 360°. 2

2Una funzione f : R — R si dice periodica di periodo T' > 0, se per ogni x € R risulta f(z) = f(z + T).
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Come abbiamo gia detto nelle definizioni preliminari viste nel Paragrafo 1, per calcolare esplicitamente il
valore del seno e del coseno di un angolo si dovrebbero utilizzare gli strumenti dell’Analisi Matematica
(formula di Taylor). In pratica basta un PC o una calcolatrice scientifica secondo le istruzioni gia introdotte.
Per un numero limitato di angoli, il risultato si pu® ottenere ancora per via geometrica. A tale scopo
richiamiamo nelle figure sotto le relazioni rispettivamente tra altezza e lato di un triangolo equilatero (Figura
9), lato e diagonale di un quadrato (Figura 10) (si usa il teorema di Pitagora).

c G £

a5

Figura 9 Figura 10

Figura 11 Figura 12
o o =120°
Consideriamo il triangolo AOB (equilatero)(®) (Figura 11) .

Per quanto osservato sopra, sina = ordinata di B = BC = B0OB =

2
C=-0C=-i0B=-1

ol

Mentre cosa = ascissa di

e o = 180°

Il punto B ha coordinate (-1,0), quindi: sina = 0, cosa = —1.
o o =225 (Figura 12)

B & il vertice del quadrato OCBE la cui diagonale OB = 1. Quindi la misura di BC' & uguale alla misura di
BE ed ¢ uguale a % Tenuto conto che B si trova nel quadrante dove x e y sono negativi, possiamo scrivere:

sin 225° = cos 225° = _i

V2

In maniera analoga si ragiona per determinare il valore delle funzioni trigonometriche per altri angoli notevoli
(vedi la tabella piu avanti).

3Perche OA = OB = 1 ¢ AOB misura 60°.
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Misura dell’angolo in radianti

Come abbiamo visto, le funzioni trigonometriche sono definite come rapporto tra lunghezze e percio sono
quantita adimensionali. Se vogliamo che questo accada per gli angoli, occorre dare una nuova definizione:
quella di misura di un angolo in radianti. Per introdurla, fissato I’angolo positivo ab di vertice 0, consideriamo
il sistema di riferimento come in Figura 13 a cui sovrapponiamo la circonferenza C di centro l'origine e raggio
R; (in questa Figura il raggio & 1) siano A, B rispettivamente le intersezioni con le semirette a, b.

<

y
2
A=(1,0) . < a,

Figura 13 Figura 14

Indicato con AB l'arco di circonferenza delimitato dai due punti A, B, diamo la seguente definizione:

DEFINIZIONE 47.

St dice misura in radianti dell’angolo positivo ab il numero reale

_ mis AB
~ raggio di C’

Si puo dimostrare che il valore di questo rapporto non dipende dal raggio della circonferenza. (*)
In particolare, se C e la circonferenza di raggio unitario, la misura in radianti dell’angolo coincide con la

lunghezza dell’arco AB . Nel caso di un angolo giro risulta A = B e ’'arco AB ¢ l'intera circonferenza, la cui
misura € dunque 27 R. Dalla definizione data si deduce pertanto che la misura in radianti dell’angolo giro e
27, quella di un angolo piatto 7 e quella di un angolo retto 7.

In generale per passare da gradi a radianti e viceversa si usa la proporzione:
a® 1 Qpgq = 360° : 27,

ovvero:

a’ i Qpgqg = 180% 1

dove a° rappresenta la misura di ab in gradi e a,qq quella di ab in radianti.

In particolare: 1 rad = 57°18, 1° = %Tad > (,01745 rad.

Ogni angolo positivo € dunque misurato da un numero reale compreso tra 0 e 27. Se ’angolo aAli € negativo,
definiamo la sua misura in radianti come ’opposto della misura in radianti dell’angolo positivo ba. Come nel
caso dei gradi avevamo definito la misura a meno di multipli interi di 360°, cosi adesso la misura in radianti
sara data a meno di multipli interi di 27.

Come gia detto, utilizzando la circonferenza di raggio unitario (circonferenza goniometrica): la misura in radianti di un angolo

al centro « & uguale alla lunghezza s dell’arco da esso sotteso. Si pud immaginare che la circonferenza rechi una scala numerica

4Ricordiamo che prese due circonferenze concentriche di raggi r1, 72, se consideriamo due archi di lunghezza a1, s sottesi
dallo stesso angolo, vale la relazione: oy : ag = r1 : ra.(vedi figura 14)
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su cui leggere «; ad esempio, si pud pensare di avvolgere attorno alla circonferenza una retta in cui sia stato introdotto un
riferimento cartesiano avente come unitd di misura la lunghezza del raggio. Si colloca l'origine nel punto A = (1,0) della
circonferenza e poi si avvolge la semiretta positiva in senso antiorario, quella negativa in senso orario. In questo modo ’angolo
« si puo leggere su questo asse curvilineo. In questa costruzione ad ogni angolo al centro corrisponde uno ed un solo punto sulla
circonferenza e viceversa (corrispondenza biunivoca); ad ogni punto della circonferenza corrispondono pero infiniti punti del’asse
curvilineo e dunque infiniti numeri reali: infatti, quando si esegue I’avvolgimento i punti che distano tra loro k27 unita (k € Z)

hanno come immagine lo stesso punto.

+3
y L2
P - r
T1
0 r=0 X B
a
-1 0 CIA
+ =2
+ -3
Figura 15 Figura 16

L’utilita che le funzioni trigonometriche e i loro argomenti abbiano la stessa unita di misura & evidente oltre che da considerazioni
di carattere teorico, anche da quelle pratiche. Ricordiamo nella fisica il procedimento con il quale si deduce la legge delle piccole
oscillazioni del pendolo. Nella dimostrazione della formula si osserva che per angoli piccoli sina 2 « (circa uguale). Questa
uguaglianza avrebbe poco senso se la grandezza al primo membro fosse espressa ad esempio in millimetri e quella al secondo

membro in gradi. La tabella che segue ci da un’idea di cio. ()

a® =a rad sin ar Differenza, %
0° = 0,0000 rad 0,0000 0,00
20 — 00,0349 rad 0,0349 0,00
5° = 0,0873 rad 0,0872 0,11
10° = 0, 1745 rad 0,1736 0,51
15° = 0, 2618 rad 0,2588 1,14

Osservando la Figura 16 ci si puo rendere conto di quanto osservato sopra, cioe, se la misura dell’arco « & piccola, il segmento
che rappresenta sin a tende a coincidere con esso.

La funzione tangente.
La funzione tangente, indicata tan « o tg «, € definita attraverso I'eguaglianza:

Il dominio di questa funzione, a differenza di quanto accade per seno e coseno, non & tutto 'insieme R.
Infatti nel rapporto che definisce la tangente il denominatore si annulla per o = 90° 4 £180°, ovvero per
a = % +kn, (k€ Z), valori che dobbiamo escludere dal dominio della funzione, che dunque ¢ definita per

a# 90 + k180 ovvero o # g + km, keZ.

5vedi: R. Resnick D. Halliday , FISICA, (Parte Prima), cap.15, par. 15-5.
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OSSERVAZIONE 23.

Anche tan a ha una rappresentazione geometrica come sina e cos a. Nella Figura 19 consideriamo i triangoli

OCB e OAD. Essendo simili possiamo scrivere: % = é—g; ma OC = cosa, CB =sina, OA =1 e quindi

sna _ 0C'_ AD _
cosa CB OA

tana = AD.
Di consegquenza tan « & lordinata del punto D sulla retta tangente orientata positivamente verso lalto. A

differenza di sina e cosa che variano sempre tra —1 e 1, non ¢’¢ alcuna limitazione per tan« che varia su
tutto R.

y j
D
B |
o | x
[e] c A=(1,0)
Figura 17

Possiamo definire una nuova funzione, detta cotangente e indicata cot & (o anche cot « o cotg &), attraverso
I'uguaglianza

Questa funzione ¢ definita se sinz # cioe per z # kr (k € Z). Possiamo anche scrivere

cota =
tan «

con la convenzione che cota = 0 per a = § + k7 (k € Z) (cioe dove la tangente non ¢ definita); la nuova
espressione non ¢ definita nei punti in cui tan« = 0, cio¢ appunto per a = kx, (k € Z).
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Riassumiamo nella seguente tabella quanto abbiamo ottenuto finora.

af Qrad sin « cos o tan o
0° 0 0 1 0
500 m 1 V3 V3

6 2 2 3
T 1 1
45° — — — 1
i N NG
s \/g 1
60° — — — 3
3 2 2 V3
90° g 1 0 non esiste
2 V3 1
120° — — —— —
0 3 2 2 \/§
3 1 1
135° — — —— -1
i NG NG
L500 5T 1 V3 V3
6 2 2 3
180° T 0 -1 0
210° E _1 _é @
6 2 2 3
57 1 1
225° — —_ —_ 1
i 1 V2 V2
47 V3 1
240° — - —— 3
3 2 2 V3
270° 3% -1 0 non esiste
o 51 V3 1
300 3 5 5 V3
T 1 1
315° — - — -1
4 V2 V2
11 1
330° Hr 1 V3 V3
6 2 2 3
360° 27 0 1 0
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I dati riportati nella tabella ci permettono di tracciare un grafico approssimato di ciascuna funzione trigono-
metrica.

Y = COS T
K . 0 n 21
I n
2 2

Yy =tan x
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S [l

y = cotx

8.3 Formule della trigonometria.

In questo paragrafo riportiamo le principali formule della trigonometria, utili nella semplificazione di espre-
sioni o equazioni in cui compaiono le funzioni trigonometriche.

Mettiamo subito in guardia il lettore dal ritenere che queste funzioni dipendano linearmente dal loro argo-
mento. Ad esempio:

sin2z NON E UGUALE A 2sinx
\f

2
Infatti se = 45° si ha che sin2 - 45% = sin90° = 1, mentre 2sin45° = 27 =2.

Ed ancora
sin(a + ) NON E UGUALE A sina + sin .

Infatti se o = 30° e 8 = 60° si ha che sin(30° + 60°) = sin 90° = 1, mentre

1 3 1 3
§n300 4 sin60° = L4 V3 _1EV3
2 2 2
Noto sin «v Cos & tan o cot «
. . ) sin ov +v/1 —sina
sin o sin « +v1—sin“« -
+v/1 —sin® o Sl o

COos &

+4/1 —cos? o

COS &

+v1 —cos? a cos o

++/1 — cos? o

cos o
¢ tan o 1 ¢ 1
an o _ _ an o
+v1 + tan® « +v1 + tan? « tan o
¢ 1 cot o 1 ¢
cot a _ - cot o
+v1 + cot? « +v1 + cot? « cot o

N.B. Quando nelle formule sopra compare =4 non si intende che vadano bene

segno si sceglie in base al quadrante dove cade il secondo lato dell’angolo.
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Angoli associati.

sin(—a) = —sina sin(m —a) =sina sin(fa +7) = —sina

cos(—a) = cosa cos(m — o) = — cos cos(a+ ) = —cos

tan(—a) = —tana« tan(m — ) = —tan« tan(a + 7) = tan«

sin(§ — ) = cosa sin(§ + ) = cosa

cos(§ — ) =sina cos(§ +a) = —sina

tan(f — a) = cot tan(f + a) = —cota

Formule di addizione. Formule di sottrazione

sin(a + ) = sin a.cos B + sin B cos a sin(a — ) = sinacos 8 — sin B cos «
cos(a + ) = cosacos f — sin asin 8 cos(a — ) = cosacos 8 + sin asin 8
tan(a + 8) = tan o + tan 3 tan(a — B) tan o — tan 3

1 —tanatan g - 1+ tanatan g

Formule di duplicazione. Formule di bisezione.%
in2a = 2si 1 —cosa
sin 2cv sin o cos « Sing — + /
2 .2 2
cos 2o = cos“ a — sin” v =
1+ cosa
=1-2sin’a=2cos?a — 1 cosy =\ ——Fo—
tan 20 — 2tan o fon @ — 4 1 —cosa 4 sin «v
—_— - a5 n -_— = =
1 —tan® 2 V 1+ cosa 1+ cosa
Formule di prostaferesi. Formule di Werner.(")
sinp £ sing = 2sin 254 cos 2E4 sinasin B = 1[cos(a — B) — cos(a + B)]
cosp 4 cosq = 2cos EF1 cos B4 cosavcos B = [cos(a + B) + cos(a — B)]
cosp — cosq = —2sin ZH4 sin 224 sinacos B = 1[sin(a + B) + sin(a — B)]

Espressioni di sina e cos a come funzioni razionali di tan .

2 tan % 1 — tan? %
Titan2 e’ COSO= T 94
1+ tan g

Diamo alcuni esempi di come usare le formule della trigonometria elencate sopra. Si tratta di dimostrare
alcune identita.

EseEmpIO 196.
4 4
cos™ & —sin® £ = cos 2¢ (8.1)

Sviluppiamo il primo membro:
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cos* € —sin* ¢

ESEMPIO 197.

(cos? € —sin? €)(cos? € +sin? £) = (per la relazione Pitagorica)

(cos? € —sin?¢) -1 = (vedi formule di duplicazione)
= cos2¢.

o1, tan{ +sin
2 2tan

Sviluppiamo il primo membro utilizando la formula di bisezione del coseno:

1 l4cos¢ 1 1
2— = = — —
cos 2§ 5 2+QCOS§

Sviluppiamo il secondo membro di (8.2)

tanf +sin§  tan§ sin{ 1 sin & 1 sin& 1 1

2tan &

L’identita e verificata.

EsEmMPIO 198.

= Stant | 2tané 2 | 2tang 2 | gmme 3 T3¢

cos &

(sin¢ + cos{)2 =1+ sin2¢.

Sviluppiamo il quadrato al primo membro:

=1

—_—~
(siné 4+ cos€)® = sin?& + cos? € +2sinfcosé = (relazione Pitagorica)

EsEmMPIO 199.

Applichiamo al primo membro di (8.5) le formule di sottrazione del seno, prendendo o = 2§, 8 = ¢ :

14+ 2sin€cosé = (formula di duplicazione del seno)
= 1+ sin2¢.

sin 26 cosé — cos2€siné = siné.

sin2€ cos{ — cos2¢sing = sin(2¢ — &) = siné.

In alternativa, utilizzando le formule di duplicazione, il primo membro si scrive nella forma

2 sin€ cos?€ — (cos?& — sin?€) siné = sin&(sin? € 4 cos? €) = siné.

EsEMPIO 200.

sin3f sin2¢ = %(cosﬁ — cos b¢)
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Applichiamo al primo membro dell’identita le formule di Werner (vedi Tabella sopra) con a = 3¢, 8 = 2¢ :

sin3¢ sin2f = %[005(35 —2¢) — cos(3¢€ + 2¢)],

da cui segue l'identita proposta.

EsSEMPIO 201.

. cos 3§
— tan 2§ = 8.7
cos§ —siné tan2¢ cos 2¢ (8.7)
Sviluppiamo il primo membro di (8.7) nel modo che segue:
in 2 26 —si in 2
cos{ —siné tan2f = cosé —sing sin2 - cosgeos 26 — singsin2e (8.8)

cos2¢ cos 2¢ ’
al numeratore della frazione di (8.8) applichiamo la formula di addizione del coseno prendendo oo = €, 8 = 2¢:
cos € cos 2§ — sin € sin 2 = cos(§ + 2¢) = cos 3€.

Sostituendo questa espressione in (8.8) otteniamo 'identita (8.7).

EsEmPIO 202.
1
sin®¢ = 1 (3siné — sin 3¢) (8.9)
Esprimiamo sin 3¢, utilizzando le formule di addizione del seno come segue:
sin 3¢ = sin(2€ 4 &) = sin 2€ cos € + cos 2E sin &,

sostituendo al secondo membro di (8.9):

1. . . .. . .

1 [3siné — (sin2€ cos & + cos2¢sing)] = i [3sin & — sin 2€ cos € — cos 2 siné] =

(formule di duplicazione del seno e del coseno)

1
= 1 [3siné& — 2sin € cos € cos € — siné + 2sin® ¢] =

(relazione Pitagorica)
1
= 1 [2sin €& — 2sin&(1 — sin? &) + 2sin® ¢] =
1
= 1 [2sin® € 4+ 2sin® €] = sin® &,
Esempio 203.
sin€ + sin 2 + sin 3¢ = sin 2€ (1 + 2cos¢§) (8.10)

Al primo membro di (8.10) applichiamo le formule di addizione del seno alla funzione sin 3z come segue:
sin 3¢ = sin(2€ + &) = sin 2 cos € + cos 2E sin &;

possiamo sostituire questa espressione nel primo membro di (8.10):
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siné +sin2é +sin3é = siné +sin2€ 4 sin2£ cos§ + cos2£siné =
= sin2&(1+ cos§) + sin&(1 + cos2¢) =
(formula di duplicazione del coseno)
sin26(1 4 cos&) +siné(1+2cos?é — 1) =
sin26(1 + cos &) + 2sin cos€ cos & =
(formula di duplicazione del seno)
= sin2&(1 + cos &) + sin 2€ cos € = sin 26(1 + 2 cos§).

ESEMPIO 204.

tana + tan § = sinfa + 5) (8.11)
cosa cos 3
Esprimiamo la tangente come rapporto tra seno e coseno:
sina | sin — ma cosf +sinfcosa = (formule di addizione del seno)
cosa  cospf cosa cos 3
sin(a + B)
cos a cos f3
EseEmpIO 205.
tana —tan g = sin{a - B) (8.12)

cosa cos 3

Si procede in maniera analoga a quella dell’esercizio precedente.

sina  sinpf sina cos 8 — sin 3 cos « . .
- = = (formule di sottrazione del seno)
cosa  cospf cosa cos 3
sin(a — f)
cos a cos f3

8.4 Equazioni goniometriche elementari

Un’equazione goniometrica ¢ un’equazione in cui l'incognita compare come argomento di una funzione
trigonometrica.

Nei casi piu elementari, dato m € R, si tratta di determinare (se esiste) « € R tale che:
1) sinz =m,

oppure
2) cosx = m,

oppure
3) tanz = m.

Esaminiamo in dettaglio ciascuno di questi casi.
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[ 1)sinz=m |

Questa equazione ha soluzione se e solo se m € [—1,1] (vedi definizione di seno); se a € R & una soluzione,
tutte le soluzioni si possono scrivere nella forma:

r=a+2hr oppure z=mw—a+2kr, hkeZ,

ovvero, in maniera piti concisa, x = (—1)*a + k7, k € Z.

Y)

Infatti le soluzioni possono essere ottenute graficamente intersecando la circonferenza goniometrica con la
il ity

retta y = m. I punti P;, P, di intersezione individuano gli angoli AOP;, AOP; le cui misure in radianti

forniscono le soluzioni dell’equazione:

r=a+2knr, x=71m—a+2kr, ke€Z.

E evidente che queste soluzioni esistono se e solo se |m| < 1; in particolare, se m = +1 i due punti P; e Py
coincidono e invece di due infinita di soluzioni ne troviamo solo una (z = § 4 2km, se m = 1; v = — 5 + 2k,
se m = —1). Un altro metodo grafico di risoluzione consiste nel trovare i punti di intersezione della retta
y = m con il grafico della funzione seno: le ascisse di questi punti sono le soluzioni.

—z 1z
20 21

Chiameremo questa soluzione arcsin m (arcoseno) (vedi, pitt avanti, §5) . Le soluzioni possono essere riscritte

nella forma :

Una ed una sola di queste soluzioni cade nell’intervallo |

x = arcsinm + 2knw, x = 7 — arcsinm + 2knw, k € Z,

ovvero

z = (=1)*arcsinm + kr, k € Z.

[ 2)cosz=m |

Questa equazione ha soluzione se e solo se m € [—1, 1] (vedi definizione di coseno); se o € R & una soluzione,
tutte le soluzioni si possono scrivere nella forma

r=xa+ k27, keZ.
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Infatti le soluzioni si possono ottenere graficamente intersecando la circonferenza goniometrica con la retta
x =m. I punti P; P, di intersezione individuano gli angoli A/(—)E, 14/0?2 le cul misure in radianti forniscono
le soluzioni dell’equazione:

r=a+2kr, v=—a+2km, ke€Z.

E evidente che queste soluzioni esistono se e solo se |m| < 1; in particolare, se m = +1 i due punti Py, P,
coincidono ed invece di due infinita di soluzioni ne troviamo solo una, cio¢ x = k27, k€ Zsem =1; ¢z =
m+ k2m, k € Z se m = —1. Come nel caso della funzione seno anche per la funzione coseno si puo utilizzare
un altro metodo di risoluzione grafica, che consiste nel trovare i punti di intersezione della retta y = m con
il grafico della funzione coseno: le ascisse di questi punti sono le soluzioni dell’equazione. Una ed una sola
di queste soluzioni cade nell’intervallo [0, 7]. Chiameremo questa soluzione arcos m (arcocoseno)(vedi, pit
avanti, §5).

Le soluzioni possono dunque essere riscritte nella forma

xr = tarccosm + k2w, k € Z.

[ 3 tanz=m

Questa equazione ha soluzione per ogni valore reale di di m; se @ € R & una soluzione, tutte le altre si possono
scrivere nella forma
r=a+km, ke€Z,

Dal punto di vista geometrico, la retta orizzontale di equazione y = m interseca la retta tangente alla
circonferenza goniometrica in un punto 7'; a sua volta la retta per O e T interseca la circonferenza nei due
punti P; e P,. La misura in radianti degli angoli AOP;, AOP; fornisce le soluzioni dell’equazione:

r=a+ k2r oppure x =a+ 7w+ k27, keZ
che possiamo riscrivere piu semplicemente nella forma

r=a+kn, kelZ
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Anche in questo caso possiamo considerare l'intersezione della retta y = m con il grafico della funzione
tangente: le ascisse di questi punti sono le soluzioni dell’equazione.

Una ed una sola di queste cade nellintervallo (-7, 7). Chiameremo questa soluzione arctan m (arcotangente)
(vedi, pin avanti, §5). Le soluzioni possono essere scritte anche nella forma

x = arctanm + kmw, k € Z.

ESEMPIO 206.

. . . 3
Risolvere ’equazione: sinx = %
Consultando la tabella con i valori notevoli delle funzioni trigonometriche, vediamo che una soluzione ¢ %.
Dunque tutte le soluzioni dell’equazione sono:

2
m:g—i—h%n oppure x:W—g—i—ka:%—l—kﬂﬂ, h,keZ

In maniera pilt sintetica: x = (=1)*Z + k.

EseEmpio 207.
Determinare (con un’approssimazione di 1072) le soluzioni sull’intervallo [0,27] dell’equazione: sinz = 0.8.

Il valore proposto non e tra quelli notevoli indicati nella tabella. Ricorriamo ad una calcolatrice scientifica
(o al computer). Digitiamo 0.8 e poi sin~!. Sul display compare

sin~1 0.8 =14P (0.927295218

le soluzioni sono:
r1 = 0.927295218, e xo = 2.214297436.

ESEMPIO 208.

: , V2
Risolvere ’equazione: cosx = -5
Consultando la tabella, vediamo che una soluzione ¢ z = ?jf. Un primo insieme di soluzioni € dunque dato
da:

3
x:%—kk?w, kez.

Inoltre, abbiamo visto che se « ¢ soluzione lo ¢ anche —«a, dunque un’altro insieme di soluzioni ¢ dato da:
3
xz—Z—Fka, keZ.

che puo essere espresso anche nella forma:

m:%Jerw, ke Z,

5T

3T
coerentemente con il fatto che nella tabella troviamo, oltre alla soluzione R anche i

204



ESEMPIO 209.

Determinare (con un’approssimazione di 107°) le soluzioni dell’equazione: cosz = 0.9 sull’intervallo [0, 27].

Anche in questo caso il valore proposto non ¢ tra quelli notevoli indicati nella tabella. Ricorriamo ad una
calcolatrice scientifica (o al computer). Digitiamo 0.9 e poi cos™!. Sul display compare

cos~10.9 =AP (.451026811

una soluzione ¢ x = 0.451026811; ’altra non ¢ x = —0.451026811, perché non cade nell’intervallo considerato,
ma r = 5.832158495.

EsEmPIO 210.
Risolvere ’equazione cosx = 6.

L’equazione data non ammette soluzioni, perché la funzione coseno puo assumere solamente valori compresi
tra —1 e 1.

Esempio 211.

Risolvere lequazione: tanz = /3.

Dalla tabella ricaviamo che il minore degli angoli positivi la cui tangente & v/3 ha misura 5. Le soluzioni
dell’equazione data sono:

zz%—kkw, ke Z.

EsSEMPIO 212.

Determinare (con un’approssimazione di 107°) le soluzioni nell’intervallo 0,27 dell’equazione: tanz = 50.

Digitiamo sul pc o sulla calcolatrice 50 e poi tan~!. Sul display compare
tan~! 50 =R4P 1.550798993;

le soluzioni sono (vedi figura seguente): xzg = 1.550798993, x1 = 4.692391646; gli altri valori che verificano
I’equazione non cadono nell'intervallo [0, 27].

50
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8.5 Funzioni trigonometriche inverse

Le funzioni trigonometriche, in quanto periodiche, non sono iniettive (e di conseguenza nemmeno invertibili)
nel loro dominio: lo diventano se ristrette ad opportuni intervalli che possono essere scelti in modo da lasciare

invariata 'immagine.

e Funzione inversa della funzione seno.

La funzione x+ — sinxz ¢ crescente sull’intervallo [—g, g] ®)

= sinz; < sinxs.

La restrizione f della funzione seno all'intervallo [—7, 7] ha come immagine [—1, 1]; la funzione
sin : {—— —} — [-1,1]

¢ invertibile; alla funzione inversa diamo il nome di arcoseno e scriviamo

f~H(x) = arcsin .
Dunque
arcsin : [-1,1] — {71, Z]
2° 2
Il valore = = arcsenm :

e ha senso solo se m € [—1,1];
< T . s . .
e ¢ |'unico valore x € 33 tale che sinx = m, cioe ¢ I'unica soluzione del sistema
c { ™ 71'}
re |- =
) 272
sinx = m

Le soluzioni dell’equazione elementare sin 2z = m (con m € [—1,1]) si possono dunque scrivere nella forma
x = arcsinm + k27 oppure z = 7 — arcsinm + k2w, k€ Z.

1l grafico della funzione arcoseno e riportato nella figura sotto.

3.2

12
2.6
1
2.4
08
2.2
0.6

_— \\\\ 18

0.2 _—
i “Ted
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -02_— 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ~
02 x 14 ~__
— -04 12 ~
-
~ -0.6 1 N
08 08
- 06
/ 12 0.4
/ -14
0.2
/ -16 \
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 x 0.6 08 1
= arcsinx _ 3
Y 1y = arccos T

8Infatti, presi x1, x2 € (-3, 5], con z1 < x2 risulta:
T2 — T1 T2 + 1
cos

sinxg —sinx1 = 2 sin 5 > 0,
perché
T s r1+x s r1+x
—— <z <22 < — :}*ﬂ'<$1+12<ﬂ':>**<¥<* :>cos¥>0,
2 2 2 2 2
by T T9 — T ™ To — T
—§§m1<x2§§ é0<x2—m1<7ré0<722 1<§ :>sin722 1>0.
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e Funzione inversa della funzione coseno.

La funzione * — cosz ¢ decrescente sull’intervallo [0, 7] (%)
0 <zy <29 T = COSIT > COSTs.
La restrizione f della funzione coseno all’intervallo [0, 7] ha come immagine [—1, 1]; la funzione
cos: [0,7] — [—1,1]
¢ invertibile; alla funzione inversa diamo il nome di arcocoseno e scriviamo
f~(z) = arccos .

Dunque
arccos : [—1,1] — [0,7].

Il valore = = arcosm :
e ha senso solo se m € [—1,1];

)

e ¢ l'unico valore z € [0, 7] tale che cosz = m, cio¢ & 'unica soluzione del sistema

{ x € [0,7]

COST =M

Le soluzioni dell’equazione elementare cos = m (con m € [—1,1]) si possono dunque scrivere nella forma
r = 4 arccosm + k2w, k€ Z
Il grafico della funzione arcocoseno & riportato nella figura sopra.

e Funzione inversa della funzione tangente.

La funzione z — tanx ¢ crescente sull’intervallo

) (10)

tanz; < tan zs.

o

™
57
=

e —

™
—§<1‘1<172<

La restrizione f della funzione tangente all’intervall

(@]

(=%, %) ha come immagine R; la funzione

T

tan : (—7, 7) — R
27 2

¢ invertibile; alla funzione inversa diamo il nome di arcotangente e scriviamo

f(z) = arctan z.

Dunque

arctan: R —> (fz, E).
27 2

Il valore x = arctanm :

9nfatti, presi 21, x2 € [0, 7], con x1 < x2 risulta:

. T2+ X1 . X2 — X1
cosSTo —cosx] = —2 sin 5 sin 2 <0,

perché, essendo 0 < #2571 < 7, allora sin #2571 > 0; mentre da 0 < % < 7 segue sin % > 0.

10Tnfatti, presi z1, x2 € (=35, %), con z1 < z2 risulta:
sin zo sin 1 sin o cos x1 — cos o sinx1 sin(xg — 1) S

T T
——<rx1 <2< — = tanxze —tanz; = — =
2 2 COS T2 cos T COST] COSI2 COST1 COSI2

07

perché 0 < 2 — x1 < .
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e ha senso per ogni m € R;
s T . . )
e ¢ 'unico valore x € ~5'5 tale che tan z = m, cioe e I'unica soluzione del sistema
c ( T 7r>
z _-
272
tanz = m

Le soluzioni dell’equazione elementare tan = m (con m € R) si possono dunque scrivere nella forma
r = arctanm + km, k € Z.

Il grafico della funzione arcotangente e riportato nella figura sotto.

1.64
1.44

1.24 —

0.87
0.64
0.47
0.24

-0.44
—0.6 1
—081

—13
_ -1.27

-1.44

-1.64

y = arctany

Le tre funzioni arcsin, arccos, arctan non sono indipendenti tra loro: le prime due possono essere calcolate
utilizzando solo la terza. m
Infatti, se ¢ sin x = m e se V1 —m?2 # 0, allora senza ambiguita di segno sard tanz = ———, perché

V1 —m?

T T
nell’intervallo (f 5 5) seno e tangente hanno lo stesso segno. Dunque

arcsinm = arctan .

—m2
N ™ .4 T . ..

Analogamente, se cosx = m, sara sin 3 r) = m e quindi 3~ x = arcsinm, da cui si ricava x =

m
5~ arcsinm. In definitiva, se 1 — m? # 0,

™ . s
arccosm — 5 — arcsinm = 5 — arctan

8.6 Altre equazioni trigonometriche

In generale le equazioni goniometriche si presentano come eguaglianze tra espressioni in cui compaiono le
funzioni trigonometriche che hanno l'incognita come argomento. Per risolverle si cerchera, applicando le
formule della trigonometria (vedi il paragrafo precedente), di semplificare le espressioni fino a ridursi ad una
delle equazioni elementari viste in precedenza. Diamo qui di seguito alcuni esempi di questo procedimento.
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EsEMpPIO 213.

Risolvere le equazioni

sinrz = sin sz, (8.13)
COSTT = COS ST, (8.14)
tanrz = tan sx. (8.15)

Se r # s si risolvono tenendo conto dei risultati elementari gia stabiliti. Infatti ’equazione (8.13) ¢ verificata
per quei valori di € R per i quali risulta:

re=sr+ h2r, heZ

oppure
rr=m—sx+k2r, k€N,
da cui
h2m 2k + 1)m
T = , oppure ¥ = ————,
r—s r+ s

L’equazione (8.14) & verificata per quei valori di € R per i quali risulta:

k2w
r+s’

re =tsr+ k21 < = keZ.

L’equazione (8.15) ¢ verificata per quei valori di z € R per i quali risulta:

km

’
r—Ss

re=sr+knr < x= ke Z.

Esercizio 9.
Risolvere ’equazione:
sin 3x = sin 2x.

L’equazione ha come soluzioni le z tali che: 3z = 2x+ h2mw, h € Z oppure 3x = 7 — 2z + k27, k € Z. Quindi:

(14 2k)m

, k€.
5

x = h2r, h€Z, oppure z =

Esercizio 10.
Risolvere ’equazione:
cos7x = cos4zx.

Le soluzioni x sono tali che 7x = +4x + h2w, h € Z, da cui: 3z = h27 oppure llx = h2w, h € Z, cioe:
T = %hw oppure x = %hw, heZ.

EsErcizio 11.
Risolvere [’equazione:
tan 6z = tan 2x.

Deve essere 6x = 2z + hw, h € Z, cioe x = hf, h € Z.

Esgrcizio 12.

Risolvere ’equazione:

sin(6z — 10°) = sin(3z + 50°).
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L’equazione ha soluzioni che risolvono 6z — 10° = 3z + 50° + h360°, h € Z, oppure 6x — 10° = 180° — (3z +
50°) + k3600, k € Z. Dunque:

60° + h360° —40° + (1 + 2k)180°
T = — 3 oppure r = 9

, hkeZ.

EsErcizio 13.

Risolvere ’equazione:
cos(4z + 40%) = cos(z — 30°).

Dall’equazione data otteniamo: 4z + 40° = 4(z — 30°) + k360°, k € Z, da cui si ricava:

»— —70%+£360° —10° + h360"

3 , k€Z, oppure z = 5 , heZ.

ESERCIZIO 14.

Risolvere ’equazione:
tan(6z + 35°) = tan(2z + 15°)

Tenendo conto delle proprieta della funzione tangente: 6z + 35° = 2z + 15° + k180°, k € Z, da cui

—20°0 + £180°
z = %, keZ.

Esgrcizio 15.

Risolvere ’equazione:
sin 2x = cos 3z

T
Tenendo conto dell’identita cos 3z = sin (3x + 5) I’equazione assegnata puo essere riscritta nella forma

sin 2x = sin (3x + g) .

Le soluzioni = sono tali che 2x = 3x + 5 + h2w, h € Z, oppure 2x = 7 — 3x — 5 + k27, k € Z. Quindi:

2
T = —g+h27r, he€Z, oppure x = %—i—kgﬂ, ke Z.

Equazioni lineari in sinz e cosz.

Sono le equazioni del tipo:
a sinx+bcosx = ¢, con a, b#£0. (8.16)
I) Sia ¢ = 0.

Osserviamo che deve essere cosx # 0, perché altrimenti si avrebbe sinz = +1 e sostituendo nell’equazione
(8.16) si otterrebbe a = 0, contrariamente allipotesi fatta. Possiamo dunque dividere entrambi membri
dell’equazione (8.16) per cosz ottenendo

atanx +b =0 cio¢ tanx = —-—
a

che & un’ equazione elementare gia studiata.
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ESEMPIO 214.

Risolvere ’equazione:
sinz —v3cosz =0

Dividiamo per cosx :

tanz — V3 =0 <= tanz=V3 <— xz%—!—kﬂ',kez.

IT) Sia ¢ # 0.
i) Risoluzione mediante la trasformazione di seno e coseno come funzioni razionali di tan 3

Sostituiamo al posto di sinz e cosx le loro espressioni razionali in termini di tan 3 :

2tan £ 1—tan®%
a Z_ + 2 = (8.17)
1 + tan® 5 1 + tan® 5
Raccogliendo a fattor comune e semplificando:
(b+c)tan2§f2atang+cfb:0. (8.18)

Se b+ ¢ = 0 si tratta di un’equazione elementare gia vista in precedenza. Se b + ¢ # 0, ponendo y = tan
si ottiene un’equazione di secondo grado in y. Osserviamo che le espressioni razionali usate hanno senso solo
se & 5 # 5 + km, cioe © # 7 + 2kn. Occorre dunque controllare separatamente se questi valori esclusi sono
soluzioni dell’equazione di partenza.

ii) Risoluzione geometrica.

Ponendo X = cosx, Y = sinx, 'equazione data si traduce nel sistema

aX +bY =¢
X24+Y%2=1

dove la seconda equazione equivale a sin® z + cos? z = 1. Dal punto di vista geometrico il sistema studia le
intersezioni tra una retta e la circonferenza goniometrica. Trovati i punti di intersezione (X1,Y7), (X2, Ya),
le soluzione dell’equazione di partenza si ottengono risolvendo i sistemi formati dalle equazioni elementari:

cosx = Xo

cosx = X1
sinz =Y,

sinz =Y oppure {
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EsSEMPIO 215.

Risolvere ’equazione:
(1—+V3)cosz+ (1+V3)sinz =2

Ponendo X = cosz, Y = sinx, otteniamo il sistema
1-V3)X+(1+V3)Y =2
X24+v2=1

le cui soluzioni sono:

(Xla}q) = <;7\£§> € (X27Y2) = <_\g§7;> .

Dobbiamo quindi risolvere:

1
cosT = cosac:—ﬁ
2
I oppure (I
me my
sing = — sinx = —.
2 2
Il sistema (I) ha soluzione x = § +k2m, k € Z, perché la prima equazione viene risolta dai valori x = % + k27
oppure x = —% + 2hm, mentre la seconda dai valori x = % + k27 oppure z = %’“ + h2x. 1l sistema (II) ha
soluzione =z = %7‘( + h2mw, h € Z perché la prima equazione viene risolta dai valori x = %’r + k27 oppure
T = —%” + 2hm, mentre la seconda dai valori x = & + k27 oppure x = %’T + h27.

iil) Risoluzione con altri artifici algebrici.

L’equazione (8.16) puo essere risolta ricorrendo all’introduzione di una nuova incognita e utilizzando le formule
di addizione del seno.
L’idea segue dalla seguente osservazione.

OSSERVAZIONE 24.
Dimostrare che per ogni a, b, € R esiste ¢ € R tale che

asinz + bcosz = Va2 +b2sin(z+¢), VreR (8.19)

Applichiamo le formule di addizione al secondo membro dell’identita

asinx + bcosx = a2+ b2sinzcosp + Va2 +b?sinpcosz

ed otteniamo le soluzioni risolvendo il sistema di equazioni

a
= JErE
. b
singp =

VaZ + b2
Poiché
2 2
(=) - () -
aZ + b2 aZ + b2 ’
la soluzione del sistema esiste ed ¢ individuata a meno di multipli interi di 27.

Cio stabilito, riprendiamo ’equazione dell’Esempio 215:

(1+ \/3) sinz + (1— \/3) cosz = 2. (8.20)
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Facendo riferimento alle notazioni dell’Osservazione (24), possiamo scrivere: a = 1 + V3, b =1—+/3,
Va2 + b2 = 2v/2; di conseguenza il sistema da risolvere per determinare 'incognita ausiliaria ¢ ¢ il seguente:

1++3

cosp = =0,97
2v/2
V2 (8.21)
: 1-V3
sinp = ——— = —0, 26.
2v2
Risolviamo, moltiplicando membro a membro le equazioni del sistema. Si ottiene
9 i 1 s sin 2 1
sinp cosp = —= = sin = ——.
2 2 B 2 5
Le soluzioni dell’equazione cosi ottenuta sono
== 4k = St hkez
v =13 T ooppure @ = —o 7 m, , .
Tra queste si trova per verifica diretta che risolvono il sistema (8.21) solo
o= —13 +k2m, keEZ (8.22)
Inoltre dalle equazioni (8.19), (8.20) segue
2
sin(z + ¢) = g
OVVero 3
T+ = % + h2w oppure x+ @ = Zﬂ' + k27, h,ke€Z.
Tenuto conto di (8.22) si ha infine
T 5
T = 3 + h2m, e x = 67r—i—k27r7 h,k eZ.
Equazioni omogenee di secondo grado in sinx e cosx.
Sono equazioni del tipo:
asin®z + bsinx cosx + ccos® . = d (8.23)

I) Sia d = 0.
Se a = 0 'equazione assume la forma

cosz (bsinz + ccosz) =0
che equivale a due equazioni gia studiate:
cosx =0 oppure bsinx + ccosx = 0.

Se a # 0 1 valori di = per cui cosz = 0 (e dunque sinz = +1) non risolvono l’equazione. Possiamo dunque
dividere per cos? z, ottenendo I’equazione

atan?z +btanz +c =0
di secondo grado in tan x, che risolviamo ponendo y = tanx.

IT) Sia d # 0.
Ci riconduciamo al caso precedente sostituendo il secondo membro con d (sin? x + cos? z).
L’equazione assume la forma

(a — d)sin® z + bsinz cos z + (¢ — d) cos® x = 0. (8.24)
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ESEMPIO 216.

Risolvere ’equazione:

2 2

sin“x — 2cos“x —sinx cosx = 0.

2 x e scrivere

Poiché i valori di « per cui cos x = 0 non risolvono ’equazione, possiamo dividere per cos
tan’x — tanz — 2 = 0
Posto tanx = t, 'equazione di secondo grado in ¢
t?—t—-2=0

fornisce t = 2 oppure t = —1 e quindi

tanx = 2 = T

arctan2 + kmw, k€ Z,
tanx = —1 = x:—%—l—hw,heZ.

EsSEmPIO 217.

Risolvere ’equazione:

2 2

sin“x — 2cos“x — sinx cosx = 1.

2

Sostituito il secondo membro con sin® z + cos? x, possiamo riscrivere I’equazione nella forma

3cos?z + sinzcosz = 0

da cui segue

cossz:x:g—i—hﬂ', h ez

oppure
3cosr + sinx = 0= tanx = -3 =x = — arctan3 + km, k € Z.

ESEMPIO 218.

Risolvere ’equazione:
sin?x + 3 cos’x + sinz — 2 = 0.

L’equazione non rientra nei casi esaminati. In genere la risoluzione di equazioni di questo tipo avviene in tre
passi.

1°) Far comparire un’unica funzione nell’equazione.

2 2

Utilizzando I'identita fondamentale, possiamo sostituire cos® x con 1—sin“ z in modo da ottenere un’equazione

in cui compare una sola funzione trigonometrica:
sin?x + 3(1 —sin®z) +sinz —2 =0
cioe
2sin?x —sinz —1 =0
2°) Risolvere ’equazione ottenuta considerando la funzione trigonometrica come incognita.

Ponendo y = sinx ci riconduciamo a risolvere ’equazione di secondo grado

22 —y—1=0
che ha come soluzioni y; =1 e y = —%.
3°) Risolvere le equazioni elementari ottenute.
Dobbiamo risolvere le due equazioni elementari: sinz = 1 (che ha soluzioni: = = § + k27, k € Z) e

sinz = —% (che ha soluzioni x = %71’ +h2n, heZex= %7‘( + k27, k€ Z).
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8.7 Disequazioni goniometriche.

Per la risoluzione delle disequazioni goniometriche vale quanto detto sopra per le equazioni, quindi, o una
disequazione ¢ elementare o dobbiamo ricondurla a questo tipo utilizzando opportunamente le formule della
trigonometria. Vediamo qualche esempio.

EsEmPIO 219.
Risolvere la disequazione:

sinz < —.
2

L’equazione sinz = % ha soluzioni x = § + h2m, h€ Z, e v = %77 + k27, k € Z.
Nella Figura 18 osserviamo che possiamo scrivere gli archi che verificano la disequazione nella forma:

O+h27r<x<%+h27r7 hez,
)
67r+k27r<x<27r+k27rz2(k+1)7r,

OVVero .
—67r+k27r<x<%+k27r, h,k €Z.

1/2

e

Figura 18 Figura 19
EsEmPIO 220.
Risolvere la disequazione:

< 2
coST > ——.
2

L’equazione cosx = g ha soluzioni: x = &% + k2w, k € Z. Dalla Figura 19 deduciamo che la disequazione
¢ verificata da: -
0+ k2r <x < Z+Ic27r, keZ,

oppure
—£+h27r<:r<0+2h7r, hez.

Possiamo sintetizzare nella forma

—%+k27r<x<g+k27r, kel.

EsEmMPIO 221.

Risolvere la disequazione:
tanx < 1.
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Con procedimento analogo a quello dei casi precedenti iniziamo col risolvere ’equazione tanx = 1 e poi
ricorriamo al grafico della funzione tangente (vedi Figura 20).

y
-2 m
Figura 20
Le soluzioni nell’intervallo (—%, 5 ) sono quindi: —F < 2 < F. Tenendo conto della periodicita della funzione

tangente abbiamo, in definitiva:
—g+lm<x<%+lm, keZ.

8.8 Risoluzione dei triangoli

In questo paragrafo riprendiamo il Problema 1 sulla risoluzione dei triangoli, affrontando il caso generale.
Per fare questo, abbiamo bisogno di richiamare due teoremi di trigonometria: il teorema dei seni o di Eulero
e il teorema del coseno o di Carnot, entrambi validi per un triangolo qualunque ABC' (figura 21). !

Figura 21

TEOREMA DEI SENI O DI EULERO

In un triangolo qualunque le misure dei lati sono proporzionali ai seni degli angoli opposti.
Questo teorema puo essere espresso nella forma:

a b c

sina sinfB  sinvy’

HLa dimostrazione di questi teoremi fa uso della geometria e delle funzioni trigonometriche.
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TEOREMA DEL COSENO O DI CARNOT (12)

In un triangolo qualsiasi, il quadrato della misura di ogni lato é equale alla somma dei quadrati delle misure
degli altri due diminuita del doppio prodotto delle misure di questi due lati per il coseno dell’angolo tra essi
compreso.

In formula:

a? =b? + ¢® — 2bccos a
b2 =% +a® — 2accos 3

& =a® +b* — 2abcos .

OSSERVAZIONE 25.

1l teorema dei coseni € una generalizzazione del Teorema di Pitagora. Infatti se uno degli angoli, ad esempio
a, misura 90°, sostituendo cosa = 0 nella prima equaglianza si ottiene a®> = b% + % che esprime appunto
lidentita pitagorica.

A questo punto siamo in grado di risolvere il Problema 1 per un triangolo qualunque.

Caso i). Noti due lati e ’angolo tra essi compreso.

Se conosciamo ad esempio b, ¢, a, la prima delle formule del Teorema di Carnot ci permette di calcolare a,
mentre dalla seconda e dalla terza ricaviamo:

2+ a? - b2 a? 4+ b2 -2

cos B = , Cosy= 50
a

2ac

Per calcolare 3 e v potremmo anche ricorrere al teorema dei seni
. b .
sinf3 = —sin«
a
. c .
siny = —sina.
a

Ci sarebbe pero ambiguita nel ricavare i valori di 8 e di «, perché i due angoli potrebbero essere entrambi acuti oppure uno
acuto e l'altro ottuso. Cosi, se B fosse acuto, sarebbe

b
B = arcsin (7 sin a)
a

b
3 = m — arcsin <7 sina) .

a

altrimenti

uesta ambiguita puo essere risolta tenendo presente che in un triangolo a lato maggiore & opposto angolo maggiore. L’utilizzo
t biguita puo isolta t do p te che i triangol lat ggi € oppost gol ggi L’utili

del teorema del coseno permette invece di risolvere direttamente il problema.

Caso ii). Noti due angoli ed un lato.

Supponiamo di conoscere «, 3,a. Dal teorema sulla somma degli angoli interni di un triangolo deduciamo
subito v = 180° — a — 3. Per calcolare b, ¢ utilizziamo il teorema dei seni, ottenendo

asin 8 asin-y
=
)

sin ov sina

12Lazare Carnot, (1753-1823), matematico francese. Partecipo alla Rivoluzione del 1789. Come membro del Comitato di
Salute pubblica dette un contributo decisivo alla politica scientifica della Repubblica, in particolare alla fondazione delle Grandi
Scuole.

""...Con la fondazione delle Grandi Scuole fini per mutare definitivamente anche il ruolo sociale del matematico, non pilt un
dilettante, come spesso era stato nel Seicento, né un dotto o un accademico come nel Settecento. Tranne poche eccezioni, da allora
in poi il mestiere del matematico sara indissolubilmente legato a quello di insegnante, nelle Grandi Scuole in Francia, generalmente
nelle universita negli altri Paesi. Tale fatto avra esiti non indifferenti anche sul modo di fare matematica. L’organizzazione delle
teorie necessarie per una chiara esposizione didattica finira infatti per riflettersi anche sugli standard di rigore accettabili in
matematica.” U. Bottazzini, Il flauto di Hilbert, UTET, 2003.
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Caso iii). Noti i tre lati.

Supponiamo di conoscere a, b, c. Dal teorema di Carnot deduciamo il coseno degli angoli o, 3,7~ e quindi gli
angoli stessi.

b+ —a?

oS = ——— (8.25)
a2 +c?— b2

= 8.26

cos S0 (8.26)

a? 4+ b2 — 2

o (8.27)

cosy =

Ovviamente le equazioni (8.25), (8.26), (8.27) ammettono soluzioni «, B, v se i dati verificano rispettivamente le condizioni:

b2 + 2 — a2 a2+ —bv? a2 +b%2 -2

<1, <1 (8.28)
2bc 2ac 2ab
La prima di queste disequazioni equivale a
b2 2 _ 2

BPY ahdatal iy (829)

2bc

che possiamo riscrivere successivamente nelle forme equivalenti:
—2be<b?+c2—a® e b2+ —a?< 2 (8.30)

a2 < (b+c)? e (b—c)?<a?
a<b+c e |b—c|<a.

Analogamente dalle altre disequazioni si deduce:
b<a+c e |la—c|<b

c<a+b e |la—b<ec

Queste sono proprio le condizioni dettate dai noti teoremi di geometria sulle relazioni tra le lunghezze dei lati di un triangolo:
i un triangolo la misura di un lato & minore della somma delle misure degli altri due e maggiore della loro differenza.
L’equaglianza si ottiene solo mel caso in cui il triangolo degeneri in un segmento.

I dati del problema devono dunque verificare queste condizioni per individuare un triangolo.

Nello studio della risoluzione di un triangolo ¢’ un caso non ancora esaminato: quello in cui sono noti due
lati (ad esempio a,b) ed un angolo non compreso tra essi (ad esempio «). In questa situazione i teoremi di
eguaglianza dei triangoli non ci assicurano 'unicitd di soluzioni (e nemmeno 'esistenza). Esaminiamo nel
dettaglio il problema.

La strada piu ovvia da seguire e quella di applicare il Teorema dei seni per calcolare I'angolo (5, e di
conseguenza 1’angolo v, riconducendosi cosi al caso i):

a b

sina  sin(

OVVero
. b .
sinff = — sina. (8.31)
a
Una volta ricavato 3, sara v = 180° — a — 3. Per trovare ¢, possiamo ricorrere al teorema dei seni o a quello

del coseno .
Riprendiamo l'equazione (8.31): sappiamo che ha soluzione se e solo se risulta:

‘ sina| < 1. (8.32)
a
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Poiché « & l’angolo interno di un triangolo (e dunque sin « > 0) la condizione (8.32) si puo riscrivere in modo
equivalente nella forma

b
— sina <1
a
cioe
a>b sino.

Questa condizione € dunque necessaria per 'esistenza del triangolo.
Se a = bsin , si deduce sin 8 = 1 cioe B = 90° : in questo caso dunque il triangolo & rettangolo.
Se a > bsin a, I'equazione (8.31) fornisce due soluzioni (2 )
T
) ¢ e (G

5:516[0,2

Perché sia possibile la scelta di f2 deve essere b > a (infatti in questo caso 'angolo 3 risulta maggiore
dell’angolo a e dunque il lato b opposto a 8 deve essere maggiore del lato a opposto ad «).
Riassumendo

™

se a < bsina il triangolo non esiste

se a = bsina il triangolo e unico e rettangolo
se bsina<a<b esistono due triangoli

se a=b il triangolo & unico e isoscele
se a>b il triangolo € unico.

EsEmPIO 222. (Figura 22)
Siano a =2, b= 1, v = 15°. Calcolare c, a, B.

Applicando il teorema del coseno, si ottiene: ¢® =1+ 4 — 4cos 15° da cui ¢ = 1, 066.
Sempre per lo stesso teorema:
c? 4 a? —b?

= (=14
2ac

cos B =

Di conseguenza a = 150°57".
Se invece usiamo il teorema dei seni per calcolare [, troviamo

sinff  sin15°
1~ 1,066

Quest’ultima equazione fornisce 8; = 14°3’ oppure B2 = 165°57".

La soluzione 2 ¢ naturalmente da scartare, tenendo conto della somma degli angoli interni di un triangolo.
Avremmo potuto scartare a priori la possibilita di 8 angolo ottuso, perché il lato b opposto a S misura meno
del lato a opposto ad « (si ricordi che a lati minori corrispondono angoli minori).

Dunque 1'unica soluzione possibile per 3 & il valore 14%3/, che coincide con il risultato trovato applicando il
teorema del coseno.

cioe sinf = 0,2428

Figura 22 Figura 23

138e fosse stato dato a > T

5, ovviamente la seconda soluzione sarebbe da scartare. Nel caso a < % a priori possono essere
scelte entrambe le soluzioni.
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EsEmPIO 223. (Figura 23)
Siano a = 18, b = 15, a = 72°. Calcolare c, 3, 7.

Sia h = 15sin72° = 14, 2658. Poiché risulta a > h, il triangolo esiste; inoltre, essendo a > b, il triangolo &
unico (vedi figura.)

Procedendo come nel precedente esercizio:
. b . 0 / 1
sinf3 = —sina =0,7925471 = [ =52"2527",
a

v =180° — (a + B) = 55°34'33",

e="7, —15612.

sin o

EsempIO 224. (Figura 24)
Siano a =9, b =12, a = 36°. Calcolare c, B, 7.

Poiché h = 125in36° = 7,053, risulta a > h e quindi il triangolo esiste, mentre dal fatto che a < b si deduce
che esistono due triangoli. Applichiamo il teorema dei seni:

sin 8 = é sina =0, 7837137,
a

le soluzioni sono 1 = 51°36’7" e By = 128°23'53". Tenuto conto del teorema della somma degli angoli interni
di un triangolo, possiamo calcolare il valore del terzo angolo v; = 92°23/53"” oppure v, = 15°36'7".
Applicando di nuovo il teorema dei seni otteniamo il valore del terzo lato

sin yp sin o

c1 = — a = 15,298, oppure co =
sin o

a = 4,118.

sin o

EsempIO 225. (Figura 25)
Siano a = 8, b =10, a = 65°. Calcolare c, B, 7.

Osserviamo che poiché risulta:
h =10sin65° = 9,063,

si ha a < h e quindi il triangolo non esiste.

b=12

Figura 24 Figura 25
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8.9 Trigonometria e vettori

I vettori sono segmenti rettilinei orientati, caratterizzati da una direzione, un verso e una lunghezza. Due
vettori sono uguali quando hanno in comune questi elementi. Per semplicita prenderemo in considerazione
solo 1 vettori del piano.

Fissato un punto O del piano, consideriamo i vettori il cui primo estremo sia questo punto: parleremo in

questo caso di vettori applicati in O. La direzione, il verso e la lunghezza del vettore applicato lo individuano
—

completamente. Poiché il vettore OA ¢ individuato dall’estremo libero A, possiamo identificare i vettori

—
applicati nell’origine con i punti del piano cartesiano e parlare del vettore A invece di OA .

Per lunghezza (oppure ampiezza, intensitd) del vettore A si intende la lunghezza del segmento O A, cioé la
distanza del punto A da O.

Siano A, B due vettori; la loro somma A + B ¢ il vettore associato al quarto vertice del parallelogram-
ma, avente gli altri vertici in O, A, B. La somma definita in questo modo si dice seguire la regola del
parallelogramma.

0 B

Il prodotto di un vettore A per un numero c ¢ il vettore cA che ha:
e la direzione di A,
e il verso di A se ¢ > 0, il verso opposto se ¢ < 0,
e la lunghezza di A moltiplicata per |c|.
Se ¢ = 0 si ottiene il vettore nullo O.
@ >

O A cA

\J

La lunghezza di un vettore A si indica ||A||; dunque |[cA|| = |¢||| 4]

Il prodotto scalare A- B di due vettori ¢ il numero || Al|||B|| cos 8, essendo 8 ’angolo formato dai due vettori
(non & importante stabilire 'ordine con cui si scelgono, dato che cosf = cos(—6).

Fissati due vettori U, V non paralleli (cio¢ i punti U, V non sono allineati con 'origine), scomporre un vettore
A rispetto ai vettori dati significa trovare due numeri x, y tali che

A=2zU+yV.

Questi due numeri si dicono componenti di A rispetto alle due direzioni assegnate. La costruzione geometrica
della scomposizione secondo due direzioni & riportata nella figura sottostante.
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0 X\U U

Diamo alcuni esempi dei problemi relativi al calcolo vettoriale risolti con I'impiego della trigonometria.

PROBLEMA 1.

Siano u0v il sistema di riferimento individuato dalle due direzioni assegnate dal problema e o l’angolo orien-
tato formato dai due assi. Sia poi C un vettore di lunghezza ¢ che forma un angolo B con il semiasse positivo
delle u. Vogliamo trovare i vettori A, B aventi le direzioni assegnate e tali che risulti C = A+ B, secondo la
regola del parallelogramma.

v

Consideriamo il triangolo OBC. Con semplici considerazioni geometriche si prova che OBC = 180° — Q,
OCB =a- 0.

Se a, b sono le lunghezze incognite dei due vettori A, B, per il teorema dei seni (e tenendo conto che sin(180° —
a) = sin ) si ha:
c a b

sina_ sinf sin(a — )’

Questa eguaglianza vale anche se 8 > « e anche in caso di angoli maggiori di 180°. Un valore negativo per a
o per b indica che il vettore ha il verso negativo nel sistema di riferimento considerato e la sua lunghezza ¢ il
valore assoluto della quantita trovata.

ESEMPIO 226.

Siano i vettori U, V,F come nella Figura 26, con o = 60°, 8 = 45°. Noto il modulo F del vettore F,
determinare il valore delle sue proiezioni F, e Fy, sui vettori U, V.
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Applichiamo il teorema dei seni

in 159
w = % = F0,297 nella direzione positiva di u
sin
in 459
Yy = STHW = F'0,816 nella direzione positiva di v.
sin

PROBLEMA 2.

Dati due vettori U,V di ampiezza U,V e formanti un angolo «, si vuole trovare la lunghezza F del vettore
somma F =U+V e gli angoli a1, as che questo forma con i due vettori dati (vedi Figura 27).

Applichiamo il teorema dei coseni:

F2=U?4+V?-2UVcos(180° —a) = U? + V? + 2UV cos

F?2+U? - V? cos F?2+ V2 -U?
L S g =

2FU ’ 2FV

cos iy =

Figura 26 Figura 27

ESEMPIO 227.

Due vettori U, V, di lunghezza U = 0,42 e V = 1,33 rispettivamente, sono applicati ad uno stesso punto 0

e le loro direzioni formano un angolo di o = 60°. Trovare Uintensita F del vettore somma e l’angolo 3 che
questo forma con U, V (vedi figura).
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F?=0,42241,332—-2-0,42 - 1,33 cos120° = 2,503 = F = 1,582

mentre
6_F2+U2—V2 . 5 9,503% + 0,422 — 1,332
RS Y i COSPT TTOT 582 - 0,42

— 0,684
da cui 8 = 46°1'24" .

I problemi trattati negli esempi precedenti possono essere semplificati mediante I'introduzione di un sistema
di riferimento cartesiano centrato in O (che per semplicita di trattazione supponiamo costituito da due assi
ortogonali). Infatti ad ogni vettore possiamo associare in modo unico una coppia ordinata di numeri reali

A= (al, az).

Se F1 = (1,0) e E5 = (0,1) sono i due versori degli assi cartesiani (vettori di lunghezza unitaria, aventi la
direzione ed il verso degli assi) allora
A=a; E1 + ay Es

e dunque (a1, az) sono le due componenti del vettore dato. L’introduzione del riferimento cartesiano permette
di riscrivere in forma algebrica le operazioni tra vettori A = (a1, az), B = (b1, b2). Si pud dimostrare che &

1. A+ B = (a1 + as, by —l-bg)
2. cA = (cay,cas)

3. A-B =aiby + asbs.

La verifica delle identita (1) e (2) segue da considerazioni di geometria elementare (vedi Figura 28 ).

y
Apthy f oo ., A+B
fof oo .
: b
bl B | 2 i
: b,
Al
A L L A
0 :
P \a
O b, a, a,+b, X by 5 Al
Figura 28 Figura 29

La formula del prodotto scalare (3) si dimostra considerando le relazioni seguenti (che si deducono dalla
Figura 29):

ar = ||Al| cosa by = ||B|| cos(f + )
az = [|A]| sina by = || B| sin(6 + a)

Infatti utilizzando la formula di addizione del coseno
A-B = aibi +azby =
= ||A]l |B]| [cos acos(8 4+ a) + sinasin(f + «)] =
[l IB] [cos(0 + a — a)] =
[A[l | B]| cos 6.
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L’introduzione di un sistema di riferimento cartesiano nel piano che contiene i vettori ci permette di affrontare
in modo diverso e in qualche caso di semplificare la risoluzione dei problemi relativi al calcolo vettoriale.
Vediamo come cio avviene nei casi gia visti nei Problemi 1 e 2.

PROBLEMA 1. (Metodo alternativo).

Siano date due direzioni u, v ed un vettore C; siano inoltre
. ) =c
e 3 l’angolo che C' forma con u,
e « ['angolo formato da u e v.
Determinare i vettori A, B, tali che
e la direzione di A coincide con v,
e la direzione di B coincide con u,
e A+ B=2C.

Associamo ai vettori assegnati un sistema di assi ortogonali Oy in modo che il vettore B sia posto sull’asse
2. Quindi le coordinate dei vettori assegnati relative al sistema xOy sono date da

(a1,a2) = (acosa,asina), dove a = || Al;

(bl,bg) = (b, 0), dove b = ”B”

(c1,¢2) = (ccos B, csin ).

Poiché (vedi Figura 30)

C=A+B <= (c1,c2)=(a1+b1,a2+by)=(acosa+b,asina),
deve essere

acosa+b=ccosf
asina = c¢sin 3

da cui 0
a:c%m e b=ccosf —acosa.
sin a
A\
y Yy
A
e .c S F
c,=a, g
a
o 1 B
B\ B | u=x ‘ . 4
o E1 by C=q +by
Figura 30 Figura 31

Vediamo ora come queste tecniche ci consentono di risolvere i problemi sui vettori esposti nelle pagine
precedenti.

EsEmPIO 228. (Figura 31)

Stessi dati dell’esempio 226. Determinare la scomposizione del vettore F nelle direzioni u e v.
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Facciamo coincidere la direzione u con 'asse x, ed applichiamo le formule trovate sopra.

sin 459
0
b= Feos 45 — F S 06600 = 0,209

sin 60°

PROBLEMA 2. (Metodo alternativo).

Dati due vettori A, B con a = ||A|| e b = ||B|| formanti un angolo « si determini il vettore C = A + B e gli
angoli a e s che questo forma con i due vettori dati (vedi Figura 32).

Associamo un sistema di riferimento ortogonale Oy in modo che il vettore B si trovi sull’asse x. Quindi
B = (b1,b2) = (b,0) e A = (a1,a2)= (acosa,asina), da cui, posto C = (¢1,¢3), si ha ¢y = acosa+ b e
co = asin a. In particolare

c=+/(acosa +b)? + (asina)? = Va2 + b2 + 2abcosa
mentre da co = as e da co = csin «; otteniamo

. asin a asin «
Sl G = = .
c a? + b2 4 2abcos o

ESEMPIO 229. (Metodo alternativo per la risoluzione dell’Esempio 227).

Due vettori U, V di lunghezza U = 0,42 e V = 1,33 rispettivamente, sono applicati ad uno stesso punto 0
e le loro direzioni formano un angolo di o = 60°. Trovare Uintensita F e ’angolo B che il vettore somma
forma con U, V (vedi Figura 33).

Risolviamo ora il problema associando un sistema di riferimento ortogonale xOy in modo che il vettore U si
trovi sull’asse = (vedi Figura 33).
Calcoliamo le coordinate (V4,V,) del punto V.

1 1
M =1,1518; V, = ’233 = 0,665
Osserviamo che F, =V, + U, = 0,665 + 0,42 = 1,085 , mentre F, =V, = DH =1,1518.
La lunghezza del vettore F sara data da

‘/y:

|F||2 = 1,085% + 1,152% = 2,503 = ||F| = 1,5823.

Determiniamo 1’angolo 5:
F, 1,152
tanf = = =

=1,0615 = 8 = 46°1'7".
F, 1,085 ’ p
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Figura 32
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Figura 33



Parte 11

ESERCIZI PROPOSTI
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CENNI DI LOGICA E TEORIA ELEMENTARE DEGLI INSIEMI

(1.1) Dati gli insiemi A = {a, b}, B = {a, b, c}, stabilire se sono vere le seguenti affermazioni:

(a) a€cA (b) acCA (¢c) {a}eA

(d) {a}cA (e) AeB (f) AcCB

(g) BZA (h) Ae{A B} (i) A\B=g
1) A\B={c¢} (m) A\B=c (n) AnB=A
(o) AUB =R (p) ANB = {a,c b} (@ (a,c)e AxB
( ( (

r) (a,c)eBxA (s) Ve, z€A=2x€B (t) Vr,z€A=2€B

(1.2) Dato un insieme A, si dice potenza o insieme delle parti di A e si indica con P(A) l'insieme di tutti i
sottoinsiemi di A (compresi @ e A). Ad esempio:

se A = {a}, allora P(A) = {@, A}, mentre se A = {a, b} allora P(A) = {9, {a}, {b}, A}.

(a) Descrivere P(A) se A = {a, b, c}.

(b) Se A = {a, b}, dire quali delle seguenti scritture sono corrette:

(bi) aeP(A) (b)) {a}eP(A4) (bs) {a}CP(A)
(bs) AeP(A) (bs) ACP(A) (b)) @eP(A)

(c) Provare per induzione che se A possiede n elementi, P(A) ne possiede 2™.

(1.3) Trovare AU B, AN B, A\ B per i seguenti insiemi:

(a) A={zx€eZ: -3<z<3} B ={reN: z<5}

(b)y A={ze€Z: -5<zx<5} B={z€Z: 2<z<T}

(c) A={zeR: 2?=-1} B={zeR: 22 =1}

d A={zeR:z>-2ex<2} B={zecR:z>10z<-1}

(1.4) Ricordiamo che se A & una proposizione vera, allora A = B (A implica B) se anche B lo &; in questo
caso si dice che A ¢ una condizione sufficiente per B (nel senso che basta che sia vera A per essere sicuri che
lo & anche B) o anche che B ¢é una condizione necessaria per A (nel senso che perché A sia vera deve esserlo
preliminarmente B, cioé se B non & vera non lo ¢ nemmeno A). La scrittura A <= B (doppia implicazione)
significa che A & vera se e solo se lo & B, cioe le due proposizioni sono entrambe vere o entrambe false, ovvero
A e condizione necessaria e sufficiente per B.

Trasformare le seguenti affermazioni in una corretta implicazione o viceversa.

a)  Condizione sufficiente perché un numero sia multiplo di 4 & che lo sia di 20.

b) Condizione necessaria e sufficiente perché sia Vox —1=1¢ z = 2.

¢) Condizione sufficiente (ma non necessaria) perché sia > >1ez > 1.

d) Condizione necessaria e sufficiente che sia 23 > 1 ¢ z > 1.

e) Condizione necessaria (ma non sufficiente) perché una funzione sia derivabile & che sia continua.
(Per svolgere esercizio non occore conoscere il significato dell’affermazione)

f)  f continua in [a,b] => f derivabile in [a, b].

g) Lo studente studia = lo studente passa l’esame.

) z€ANB = z € A

i) z=v56 = Va2-1=2.

(1.5) Date le seguenti coppie A, B di proposizioni, dire tra le implicazioni A= B, B=—= A, A < B
quali sono vere.

(a) Arz(x —1) =0 B:z=0 (f) A:2<0 B: |z| = —x

(b) A:|z| <0 B:z=0 (g) A: ¢ Q B: x ¢ R\Q

(¢c) AAzePnNQ B:xzeP (h) A: |z —=1]>2 B:z>3

(d) Arxz+y>0 B:x>0ey>0 (i) A:22=4 B:x=2

(e) Aizy>0 B: z e y hanno lo stesso segno (1) A: 22 =4 B: =2 oppure x = —2
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(m) A: 22=4  B:|z|=2 (r) A:]z|>1 B:xz>1oppurex < —1
(n) A: Va2=2 B:z=2 (s) A:|z|>1 Brzx<l

(0) A: Va2 =2 B:az=2oppurex=—-2 (t) A:|z|>1 B:x <1 oppurez > —1
(p) A:Va2=2 B:|z|=2 (u) A: |z|>1 Biz<lex>-1

(q) A: |z|>1 B:x>1

(1.6) “Dato n € N\ {0,1}, si ponga a = n?+1, b =n? — 1, ¢ = 2n. I numeri a, b, ¢ formano una terna
pitogarica, nel senso che a? = b + 2.7

Dire se le seguenti affermazioni sono corrette:

(a) Lenunciato ¢ falso, perché a = 13, b = 12, ¢ = 5 & una terna pitagorica, ma non esiste alcun intero che
risulti 13 = n? + 1.

(b) L’enunciato implica che se un triangolo & rettangolo, allora esiste un intero n tale che i cateti misurino
n? —1 e 2n e lipotenusa n? + 1.

(c) L’enunciato & vero, perché (n? +1)? = (n? — 1)2 + 4n?.

(d) L’enunciato ¢ falso, perché se b e ¢ sono interi, non ¢ detto lo sia v/b% + ¢2.

(1.7) Per ciascuna delle seguenti proposizioni scrivere la negazione:

a) Tutti gli studenti del corso abitano a Pisa.

b) Almeno uno studente del corso prenderad meno di 30 all’esame.

¢) Tutte le studentesse del corso hanno gli occhi celesti e i capelli biondi.

d) Tutti i docenti del dipartimento svolgono almeno un corso oppure sono all’estero per motivi di studio.
e) IMeR:Vze ACR, z < M.

R & I'insieme dei reali ed A un suo sottoinsieme. Spiegare il significato della proposizione, trovare un esempiio
di insieme A che la verifica ed uno che non la verifica).

(f) Ve € ACR, IM € R: x < M, (come sopra).

(g) Vo', 2" € AC R con o/ # 2" risulta f(2') # f(z"),

(qui f & una funzione definita su A. Spiegare il significato della proposizione e trovare due funzioni, una che
la verifica e Paltra no).

(h) Yy € R, 3z € A: f(z) =y (come sopra).

(1.8) Date le proposizoni p e s vere e le proposizioni ¢ e r false, determinare quali delle seguenti espressioni
logiche sono vere:

(a) (pV@A(-rVs) () [(=sA(gVs)V(pA-r)
(b)) AgA-T)V(rA-rAp) (d) (pVq) = (rVv-s)

(1.9) Stabilire la tavola di verita delle seguenti espressioni logiche (cioé il valore vero o falso in funzione delle
possibili alternative di veritd per p, g ed r):

(a) (pVv-q) = (rAq) (e) (Aq) <= [(=p)V(—9)]
(b) =(VgA(pA-g) ) = —~q) = (¢= p)
(c) (p=-q)V(p=4q) (8) [p= 9 AN—q = —p

(d (=9 <= (p=r)

(1.10) Stabilire se gli schemi di ragionamento sintetizzati dalle seguenti proposizioni sono corretti. Poiché i
vari schemi non coincidono né con il ragionamento diretto né con quello per assurdo, possiamo costruire le
tavole di verita delle proposizioni e controllare se il risultato ¢ sempre vero, qualunque sia il valore di verita
dei dati.

Il ragionamento sintetizzato in (a) si puo, ad esempio, esplicitare in questo modo:

Ipotesi1 : se p é falsa allora ¢ ¢ falsa.
Ipotesi 2 : p e vera.
Tesi . q ¢ vera.
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(a) [(-p= —q) Ap] = q (e)
(b) (p= -9 Ng = —»p ()
() [(p=—q¢)A-p=q (

(d) [(~p= @) Apl = —q (h

(1.11) dati i seguenti enunciati definiti nell’insieme D indicato, determinare l'insieme di verita:

(cp=q)AN—q]=p
[(-p= —q) Nq] =p
[(=p = —¢) A —~p] = —q
[(=p = @) A —p] = ¢

a) P(x): x & numero primo D ={zeN: z<10}

b) P(z): x ¢ un multiplodi3 D = {x eN: 10 <z <20}

¢) Pz,y):z<y D = {(z,y) e NxN: (z<20) A (y <4)}

d) Plz,y):y=x+2 D ={(z,y) €ZxZ: (-5<x<8) A(0<y<10)}

(1.12) Dati gli enunciati P(z) : = =5n, Q(x): x =3n definitiin D = {r e N: 10 < = < 100} e con
n € N, stabilire 'insieme di verita di P(z) A Q(x) e quello di P(z) A =Q(x).

(1.13)
Dimostrare per induzione le seguenti identita:
n—1
(a) Z (3k?* + k) = n*(n—1), Vn e N.
k=0

> (2k3N+3Y) =(3"—1)(n+1) + n, VneN.
k=1

n

(c) Z (g 108 — 4 - 5’“) = (2" — 1)5"" VneN.

k=1

(1.14) Dimostrare le seguenti diseguaglianze.
(a) n!+2" <n" ¥n>3.
(b) 2™ + 3™ < 4™ VYn > 2.
() 1 =250 > (12", vn>10, z € (0,1).

"1
@ > <2

k=1

RICHIAMI DI GEOMETRIA ANALITICA

, Vn e N.

:\'—‘

Nota: nella maggior parte dei problemi che seguono ¢ richiesto di saper risolvere equazioni o sistemi:
per questo argomento rimandiamo al capitolo 5.

(2.1) Tracciare le rette di equazione:

@)zr—-2y+1=0, b)2x —y+2=0, (¢) 2x2+y+1=0, (d)z+y—-1=0.

(2.2) Scrivere I'equazione della retta passante per il punto P e avente coefficiente angolare m assegnato:

ol
—
o
N

e
I
—
=
|
[\

| ol
N[

1 (b)) P=(0,0)

- =— m = — ) m
(d P=(-2&) m=3 () P=(3,-3) m=0 (f) P=(-4,00 m

(2.3) Verificare se i seguenti punti sono allineati e, in caso affermativo, scrivere ’equazione della retta che li
unisce:
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(a) A= (2,1) B=(-6,-3) C=(53%) (by A=(-2,3) B=(1,-1) C=(2,-3)
(¢ A=(-1,-3) B =(0,—2) C = (1,-1) (d) A= (1,0 B = (1,5) C=(1,%)
(e) A=(-1,-1) B =(0,1) C = (1,2
(2.4) Individuare se tra le seguenti rette ve ne sono di parallele:
1
r—5y+1=0 2x—-4y+3=0 2x—-2y=0 %Iny:5 yzngfi g:vnyrZ:O

(2.5)
Individuare se tra le seguenti rette ve ne sono di perpendicolari:

—y+1=0 z4+y—3=0 3zrz+y=2 6z—2y—7=0 3xr—y+5=0 z+3y—1=0

(2.6) Scrivere 'equazione della retta:

a) passante per P = (1,0) e parallela a quella di equazione z — 2y +1=0

b) che interseca 'asse y nel punto (0, i) ed e perpendicolarre a quella di equazione y = %x -3

¢) passante per P = (—4,3) e parallela a quella passante per i punti A = (2,0) e B =(—1,1)

d) passante per P = (3, —2) e perpendicolare a quella di equazione y = %x -3

passante per P = (3, —5) e perpendicolare alla bisettrice del primo e del terzo quadrante
passante per P = (1 % e formante un angolo di 135° con la direzione positiva dell’asse delle x.

(
(
(
(
(e)
(f) :

(2.7) Trovare il valore del parametro k in modo che

(a) le rette di equazioni x — 3y + 2 = 0, 2z + ky — 1 = 0 siano parallele
(b) le rette di equazioni V22 -3y =0, kx+y—1=0 siano perpependicolari.

(2.8) Dati i punti A= (5,-2), B=(-1,-2), C = (4,1):

a) descrivere il triangolo da essi individuato servendosi di un sistema di disequazioni
b) determinare I’equazione dell’altezza relativa alla base AB e la sua lunghezza
¢) provare che le altezze si intersecano in un punto di cui si chiedono le coordinate
d) trovare la lunghezza del perimetro del triangolo

) trovare l’area del triangolo

) verificare che il segmento che unisce i punti medi dei due lati AB e AC é parallelo al lato BC' e che la
sua lunghezza ¢ meta di quella del lato BC'.

(
(
(
(
(e
(f

(2.9) Un rettangolo ha due vertici opposti nei punti P = (5,3) e Q@ = (0, —2) e la retta di uno dei lati uscenti
da P ha equazione y = 2x — 7. Scrivere le equazioni delle altre rette dei lati del rettangolo e indicare gli altri
vertici.

(2.10) Stabilire la posizione reciproca delle seguenti coppie di rette e, nel caso di rette incidenti, trovare le
coordinate del punto di intersezione:

a) 3x—1=0 54+2x=0 (e
b) 2-7=0 y+3=0 (f
¢) z—y+2=0 y=3z+1 (g
d y=2z-1 4do—-6y—-6=0 (h

50 —3y—4=0 bSr—y—2=0
dr—3y—2=0 3z+4+4y—1=0
y:%x—&-% y:2x—|—%

S5z —Ty+11=0 15z —21y+10=0

O

(2.11) Data la retta di equazione 2z — 5y + 1 = 0, scrivere I’equazione di una retta

(a) ad essa parallela (b) ad essa incidente (c) ad essa perpendicolare

(2.12) Un triangolo isoscele ha per base il segmento AB di estremi A = (1,3) e B = (—3,5), mentre il suo
vertice si trova sull’asse x. Calcolare le coordinate di C' e ’area del triangolo.
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(2.13) Un trapezio ABCD, rettangolo in A e di base maggiore AB, ha tre vertici nei punti A = (0, 2),
B = (8,4), C = (2,7); calcolare le coodinate del quarto vertice.

(2.14) Un triangolo isoscele ha vertice in A = (3,2); il punto medio M della base BC ha coordinate (—3,0)
e la retta del lato AB passa per P = (—1,4). Calcolare perimetro e area del triangolo.

(2.15) Determinare un punto P sulla retta di equazione y = — % r + 2 in modo che, tracciata per P la retta
di coefliciente angolare 2, il triangolo che le due rette formano con ’asse delle y abbia area 271
(2.16) Calcolare la distanza del punto P dalla retta r

(a) P=(4,0) r: 2—-2y+6=0 () P=(523) r:3z+4y+4=0
L,0) 7: x4+y—1=0 (d P=(6,-2) r:y=323z+2

(2.17) Date due rette parallele, la distanza di un qualunque punto della prima dalla seconda si mantiene
costante; questo numero misura la distanza tra le due rette. Trovare questa distanza per le seguenti coppie
di rette:

(a) y=2z, 20—y+6=0 (b) 22 4+y+4=0, 4dx+2y—7=0.
Stabilire il risultato nel caso generale per le rette ax + by + ¢ =0, ax + by + ¢ = 0.

(2.18) Dire quali delle seguenti equazioni individua un fascio di rette proprio (cioé le rette passano tutte per
uno stesso punto) o improprio (cioe le rette sono tra loro parallele):

(a) y—2x=k () y=-3z+k+1 () y—2=k(z+1)
(b) y=kx+2 (d) 2y—k+3=0 (f) 2ky+1=2(k—-2x)

(2.19) Scrivere l'equazione del fascio di rette

(a) parallele alla retta di equazione y — 2z +6 =0
(b) passanti per P = (—3,—1)

(2.20) Date due rette di equazioni ax + by +c¢=0 d’z + by + ¢ = 0, il fascio da esse generato ha equazioni
s(ax+by+c)+t(dx+by+ ) =0, dove s e t sono parametri non contemporaneamente nulli. Posto k = g,
possiamo riscrivere 'equazione nella forma (ax + by + ¢) + k(a’x + 'y + ¢/) = 0, che non & equivalente alla
precedente, perché nel passaggio dalla prima alla seconda dobbiamo supporre s # 0 (in questo modo si perde
lequazione a’x 4+ by + ¢’ = 0). 1l fascio di rette & proprio se le due rette di partenza sono incidenti, improprio
altrimenti.

Scrivere ’equazione del fascio generato dalle rette di equazione x —y —2 =0, x — 3y — 1 = 0. Tra le rette di
questo fascio trovare quella che passa per A = (—1,1).

(2.21) Trovare il centro dei fasci propri (ciog il punto per cui passano tutte le rette) e la direzione di quelli
impropri.

(a) 20—-3y+5k—1=0 (¢) 3z—-2y+Ek(6x—4y—1)=0

(b) 2kzx—y+3+2k=0 (d) @2+3k)z+(1—-2k)y+4+6k=0
(2.22) Dato il fascio di equazione (2 + k)z + (3k — 1)y + 7 = 0, determinare:

(a) le caratteristiche del fascio e le sue generatrici
(b) la retta passante per P = (1,4) e quella passante per l'origine
(c) la retta che dista 1 dall’origine.

(2.23) Scrivere ’equazione del fascio generato dalle rette di equazione 3z —y = 0 e 5z + 9y = 0; successiva-
mente determinare:

(a) la retta del fascio per P = (7,—2)
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(b) la retta perpendicolare a quella passante per i punti A = (0,3) e B = (4,4)
(c) Tarea del triangolo ABC), essendo C il centro del fascio.

(2.24) Dati due punti distinti A e B, I'asse del segmento AB puo essere caratterizzato in due modi equivalenti

e come la retta perpendicolare ad AB passante per il punto medio del segmento

e come l'insieme dei punti equidistanti da A e B.

Usando prima l'una e poi l'altra caratterizzazione, trovare l’equazione dell’asse del segmento di estremi
A= (1,0), B=(2,2). Ripetere i calcoli per il caso generale A = (a,b), B = (a’, V).

(2.25) Due rette 7, s incidenti in un punto P individuano quattro angoli a due a due uguali e opposti al
vertice. Le bisettrici sono due rette passanti per P, caratterizzate dall’essere 'insieme dei punti equidistanti
dalle due rette date. Trovare le bisettrici nel caso

(a) r: 3v—4dy+1=0 s: 1204+5y—1=0 b)yr:y=z+4 s:y=—zx+ =

=
~jw

(2.26) Dato il triangolo di vertici O = (0,0), A = (4,0), B = (1,2), trovare il punto di incontro dalle
bisettrici, quello delle altezze, quello degli assi, quello delle mediane.

(2.27) Trovare al variare del parametro k la posizione reciproca delle rette di equazione

r+ky+2—-k=0 20+ (k-2)y+5=0

(2.28) Un triangolo isoscele ABC ha la base AB i cui estremi sono A = (1,1) e B = (7,5). Trovare le
coordinate del terzo vertice, in modo che I’area sia 26.

(2.29) Verificare se le seguenti equazioni rappresentano una circonferenza; in caso affermativo, determinare
centro e raggio:

(a) 2?+y?>—-4=0 (b) 2*+y*+1=0 (¢) 22+y?>+6x—4y=0
(d) z?24+y*+20—-2y+4=0 () 32> +3y* +zxz+y+3=0

(2.30) Verificare per quali valori del parametro reale k le seguenti equazioni rappresentano una circonferenza;
di queste determinare centro e raggio:

(a) 22 +y* —224+3y+k=0 (b) 2*+y’+42+2y+k=0 (c) 22 +y*+ka+3ky—2=0.

(2.31) Stabilire la posizione dei sguenti punti rispetto alla circonferenza x? + y? — 4y — 5 = 0 (si ricordi
che un punto e esterno ad una circonferenza se la sua distanza dal centro € maggiore del raggio, interno se &
minore, appartenente se & uguale):

(@) (0,00 () (32 (o) (1,5 () (=30 (¢ (L1 () (V5,4)

(2.32) Stabilire per quali valori di k 'equazione x? + y? + 2kx — 3(1 + k)y + 2k — 1 = 0 rappresenta una
circonferenza e in quale caso questa circonferenza:

a) passa per il punto A = (2,—1)
ha raggio uguale a 2

ha centro di ascissa 1

b)

c) 5

d) ha centro sull’asse delle ordinate
e) ¢ tangente alla retta y =z

f) & tangente esternamente alla circonferenza x? + y? =

g) ¢ tangente internamente alla circonferenza 22 + y? =

(
(
(
(
(
(
(

N[N [
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(2.33) Scrivere l'equazione della circonferenza che soddisfa le seguenti condizioni:

(
(
(
(

a) ha centro in C' = (2,0) e passa per P = (0, 2)

b) ha per diametro il segmento di estremi A = (—2,4), B = (0, 2)

¢) passa per i punti A = (—1,1), B=(1,3), C = (-7,7)

d) ha centro sulla retta y = = + 1 e passa per i punti A = (3,2), B = (1,0).

(2.34) Stabilire se la retta r & esterna, secante o tangente alla circonferenza «y: nel caso di una retta secante
o tangente trovare i punti di intersezione:

(a) r: y=x+3 vi 22 4+y? —dx—4y=0
(b) r: z+y=0 vi 22 +92+62x+6y=0
() r: 2+3y—3=0 vy 2?4y 41224+ 32=0
d r: y=x+3 vy 22+ yP+22-1=0

(2.35) Scrivere I'equazione della retta passante per il punto P e tangente alla circonferenza ~:

(a) P=(22) v o2+ +2r—2y=38
(b) P=(1,0) v o2t +y? —8r—2y=—12
(¢) P=(-2,1) v 2+ y?P+22 —4y+3=0

(2.36) Scrivere l'equazione della circonferenza tangente alle rette di equazione:

y=1, 3r —4y =0 3r+4y+32=0

(2.37) Scrivere le equazioni delle circonferenze tangenti alle rette y = x, y = « + 8 e passanti per P = (0,4).

(2.38) Calcolare la lunghezza della corda intercettata dalla circonferenza x? + y? — 8x — 2y + 8 = 0 sulla
retta x — 3y +2=0.

(2.39) Trovare i vertici e fuochi delle seguenti ellissi:

2 2 , , 22 Y2
Y 4 - Y
(a) + (b) 4x° + 9y 36 (c) 19 + o1

(2.40) Trovare per quali valori di k le seguenti equazioni rappresentano un’ellisse, stabilire la posizione dei
fuochi e precisare in quali casi si ottengono delle circonferenze:

.’EQ y2 x2 y2
@) &+ =1 © 51t s

(2.41) Scrivere l'equazione dell’elisse con centro nell’origine e tale che:

(a) ha due vertici in P = (3,0) e Q@ = (0,1)
(b) ha semiassi di lunghezza 5 e 3

(¢) ha un fuoco in F' = (0,1) e un vertice in V = (0, 2)
(d) passa per A= (4,1) e B=(2,2)

(e) passa per A = (1,2) ed ha vertice in V = (0, 3)

(2.42) Scrivere le equazioni delle rette tangenti all’ellisse v uscenti dal punto P:

(@) v: &+ =1 P =(0,4)
(b) v: 42? +3y* =12 P=(-31)
© 7v: F+y2=1 P=(=31)
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(2.43) Scrivere l'equazione dell’ellisse tale che:

(a) ha centro in (—4,6), i fuochi su una parallela all’asse x, i semiassi di lunghezza 5 e 3
(b) ha i fuochi in (—10,2) e (—2,2) e il semiasse maggiore uguale a 8.

(2.44) Scrivere i vertici, i fuochi e gli asintoti delle seguenti iperboli

I2 2 2 mz
(@) 42 —yp?=1 () F-%=-1 (g -%=3
(b) %—%2: -1 (e) yj—mizl (h) 42? — 5y = 20
() 222 —% =1 (f) &£ -%L =1 (i) zy=1

(2.45) Scrivere l'equazione dell’iperbole che ha un vertice in A e un fuoco in F:

(a) A=(2,0) F=(3,0) (b) A=(-2,0) F=(300 () A=(0,1) F=(0,2)

2
(2.46) Scrivere l'equazione dell’iperbole con centro in O = (0,0) tale che:

(a) ha un vertice in V = (—2,0) e passa per P = (—3,2)

(b) ha i fuochi sull’asse y e passa per P = (3,3) e @ = (—2,1)
(c) & equilatera ed ha un fuoco in (—v/3, —v/3)
( 5

d) ha per asintoti le rette y = +2x e passa per P = (5, 3).

(2.47) Scrivere le equazioni delle rette tangenti all’iperbole 7 uscenti da P

(2.48) Scrivere 'equazione della retta tangente alla curva di equazione y = —+/16 + 22 nel punto in cui
questa interseca la retta x —y = 2.

(2.49) Disegnare le curve individuate dalle seguenti equazioni:

(&) y= 1+% (e) y= 1—% (i) %4_%:1

(b) y=-VitdaZ (f) y=-2V1-22 () 3 =22 +1

(c) @=+/1+9y? (8) lzly =1 (m) 22 — 2z| +y*> — 2y = —1
(d) y=va?-1 (h)  alz| +y* =1 (n) |zyl =1

(2.50) Trovare ’equazione dell’iperbole equilatera riferita agli asintoti tale che:

(
(
(
(

a) passa per P = (1,2)

b) ha vertice in (2,2)

¢) ¢ tangente alla retta di equazione z —2y+1=0

d) stacca sulla retta 2z +y — 8 = 0 una corda di lunghezza 2+/10.

(2.51) Disegnare l'iperbole equilatera traslata e indicarne vertici, fuochi e asintoti:

2¢ — 1 1—=x
(a) y=7—

(2.52) Studiare al variare di k le seguenti iperboli equilatere traslate, trovandone centro e asintoti; precisare
per quali valori degenerano in una retta:

kxr+1 kxr—3
® V=G0 ®) V=G 2
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(2.53) Trovare 'equazione dell'iperbole equilatera traslata, tale che

a) ha centro in C' = (1, —3) e passa per P = (—1,—1)

b) ha come asintoti le rette x = —8, y = —5 e passa per P = (4, — %)
c) ha come asintoto la retta y = 1 e passa per i punti P = (0,-7), Q = (3,8).
d) passa per i punti O = (0,0), P = (-1,—3), Q = (4,12)

e) passa per il punto P = (— %, —4) ed ¢ tangente alla retta y = 4x — 2 nel punto P = (0, —2).

(
(
(
(
(

(2.54) Scrivere I'equazione della parabola avente vertice in O = (0,0) e fuoco in F = (0, — 1).

2

(2.55) Data la parabola di equazione y = %, trovare le coordinate del suo fuoco e I'equazione della sua
direttrice.
(2.56) Trovare vertice, fuoco e direttrice della parabola di equazione y = —22% + 4z — 3 e disegnarla.

(2.57) Scrivere ’equazione della parabola con asse parallelo all’asse y, che verifica le seguenti condizioni:
(a) passa per i punti A = (0,—6), B = (2,—4), C = (1,—6)

(b) ha vertice in V' = (0, —1) e passa per P = (1,2)

(c¢) ha vertice in V = (1,3) e fuoco in F = (1, 2

(d

3

) ha vertice in V' = (5, — %) e direttrice y = — %.

(2.58) Scrivere l’equazione della parabola con asse parallelo all’asse x, che verifica le seguenti condizioni:

(a) ha vertice in V = (3,—1) e fuoco in F = (2,0)
(b) ha vertice in V = (1,—2) e fuoco in F = (2, —2)
(c) ha vertice in V = (4,2) e direttrice z = 1.

(2.59) Scrivere 'equazione della parabola con asse parallelo all’asse delle y, che verifica le seguenti condizioni:

(
(
(
(

a) passa per A = (0,3), B =(3,0) ed ha vertice sulla retta di equazione y =5 — z
b) ha come asse la retta x = —1 e passa per A = (0,2) e B =(-3,5)
¢) ha come fuoco in F = (2, 3) e passa per A = (3,0)

d) ha fuoco in F = (0, %) e vertice di ordinata 1.

(2.60) Determinare la posizione reciproca della parabola v e della retta 7:

(a) ~: %2—95—2 r.y = —
(b) ~:

y +i (c) 7:yz%—x+2 r: v—3y+2=0
y=-222+3z+1 r: y=T—2 (d) v: x=—-y>-8y—11 r: x—2y—14=0.

]

. rovare le rette tangenti alla parabola v condotte dal punto P e le coordinate dei punti di tangenza:
2.61) T 1 i all bola ~ d dal Pel di dei idi

(a) v: y=a?’+22+2 P=(-3 -1)
(b) v: y=—-a?+2z+4 P=(3,7)
() v: y=—2+5z+1 P=(0,1).

(2.62) Determinare ’equazione di una retta parallela all’asse x, in modo che la corda staccata su di essa
dalla parabola di equazione y = % (—2? — 22 + 8) sia lunga 2.

(2.63) Dopo aver trovato 'equazione della parabola avente fuoco in F' = (3,4) e direttrice y = 6, calcolare
la lunghezza del lato del quadrato inscritto nel segmento parabolico delimitato dall’asse x, avente un lato su
tale asse.

(2.64) Trovare due numeri tali che la somma sia 60 e il loro prodotto sia massimo

(2.65) (a) Nell’equazione y = kx? — 4z + 5 determianre il valore del parametro k in modo che la funzione
corrispondente asuma valore minimo per x = 4.
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(b) Nell’equazione y = —2z% + 3kx + 1 determinare il valore del parametro k in modo che la funzione
corrispondente assuma valore massimo per x = 6.

(2.66) Trovare ’equazione della parabola che ha per asse la retta @ = 2, passa per l'origine ed ha vertice
sulla retta di equazione z + 2y = 14. detta A I'ulteriore intersezione della parabola con ’asse delle x, trovare
il punto della parabola di ordinata positiva tale che ’area del triangolo OPA sia 9.

(2.67) Trovare la retta parallela all’asse delle y che intercetta corde uguali sulle due parabole

3 9 217
=2y% —dy—1 =Sy -y + =
rEA T S E AR T;

(2.68) Scrivere ’equazione della retta che ¢ tangente contemporaneamente alle parabole di equazione
L 5

2
y X y X X

(2.69) Provare che due punti P = (a,b), P’ = (a’,b") sono simmetrici rispetto alla retta y = ma se
, (1—=m2a + 2mb b 2ma + (m? —1)b
a = = .

14+ m?2 14+ m?2

Piu in generale, che i punti sono simmetrici rispetto alla retta y = mz + p se:

o — (1 —m?)a + 2mb — 2mp Yo 2ma + (m? —1)b + 2p

1+m?2 1+ m?2

(2.70) Determinare le curve simmetriche rispetto all’asse x delle seguenti curve:

(a) 23-2y2=0 (c) y=322 () z?+y?—22+4y—5=0
(b) z4+y—-1=0 (d) 4y>—2-1=0

(2.71) Lo stesso per le seguenti curve rispetto all’asse y:

(a) 3z—2y+1=0 () 22+y’—a—y=0 (e) 4a?+y*=25
(b) 2—5y2=0 d) 23—y=0 (f) 2®-y*=

(2.72) Lo stesso per le seguenti curve per la simmetria rispetto all’origine:

(a) 3z+2y+4=0 () z2+y’+z+y="7 (e) zy =1
(b) 422 —y*+6=0 (d) z-3y*>=0

(2.73) Lo stesso per le seguenti curve per la simmetria rispetto alla bisettrice del I e III quadrante:

(a) z4+y=0 () x2+342=1 () xz—%yzzo
(b) da*—y=0 (d) z—y*=0 ) y*=u

(2.74) Trovare eventuale centro di simmetria delle seguenti curve:

(a) 42?2 —y?=4 () 224+9y*+22+18y+9=0 () 32?+y*+2y=0
(b) 4a®+y?—8r—4dy+7=0 (d) zy—2y—4=0

(2.75) Trovare la curva simmetrica di quella data rispetto al punto Py:
(a) 22+1=0 Py=(3,1) (d) 224+42=1 Py=(1,1)

a 3,1
(b) l’+y:4 P0:(172) (e) 4$2—y2:1 P0:(05_3)
(c) 42> —y=0 Py=(1,0)
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FUNZIONI

Per presentare I’argomento sin dall’inizio in una prospettiva pitt ampia, in alcuni esercizi compaiono funzoni
che saranno introdotte in capitoli successivi a quello preso in esame (ad esempio le funzioni radici o quelle
logaritmiche); ¢ inoltre richiesta una certa abilita nella risoluzione di equazioni o disequazioni di vario tipo.
Il lettore che ha gia sufficiente familiarita con questi argomenti puo affrontare gli esercizi in questa prima fase
(eventualmente verificando le proprie conoscenze con le definizioni e le proprieta esposte nei vari capitoli)
oppure riprenderli in un secondo momento. Quest’ultima possibilita & inevitabile per chi sull’argomento non
ha ancora una sufficiente preparazione.

(3.1)

(a) Sia A = {(z,y) € R?: 22+ y? = 1}. Provare che non esiste alcuna funzione f(z) di cui A ¢ il grafico,
ma ne esistono due, I'unione dei cui grafici & A; di queste funzioni indicare 1’espressione, il dominio e
I'immagine.

(b) Lo stesso per gli insiemi B = {(z,y) € R?: 2?2 —y?’ =1} e C = {(z,y) e R?: z=y?}.

(c) Provare che C & grafico di una funzione f(y): anche di questa indicare espressione, dominio e immagine.

(3.2) Trovare I'immagine By, della funzione f(z) definita sull’insieme Ay:
(a) f(x)=a?
A1 =1(0,2), Ay =(-2,0), A3=(-2,00U(0,2), Ays=1[-2,2], A5=(-1,2), Ag=[-2,1].

T se0<z<1
(b) f(‘”)_{ 4-22 sel<az<2

A1 =100,1), A2 =[0,1], As={1}, As=1[3.2], As=1[3,3), 4As =13, 3]

3
© o ={5 . w5

Ay =[-1,2], Ay =[-2,2], A3 =[-2,00U(1,2), Ay = (—00,V2), A5 =[V2, +0),
Ag ={x: |z| > 3}.

rz—1

(@) fl@) = =
A; =11,3], A3=1(0,1), As=(-1,0), Ay, =R\ {0}, As;=(0,400), Ag=(—1,0)U(0,1).

(3.3) Dati la funzione e alcuni sottoinsiemi By, del suo codominio, trovare le immagini inverse, cioe gli insiemi
Ay contenuti nel dominio tali che f(A) = By

B, = (2,9)7 By = [0725], Bs = (—0071), By = [1,+OO}

—rx—1 se —3<zx<1
o) s ={ J o w iR

B =10,1], By=[-1,2], B3=10,17], Bs=(—4,3).

2 -4 se x < 2
© 0 ={ e el

By =[1,+0c], By=[% +o0], By=[-1,1], By=1[0,2].
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(3.4) Trovare il campo di esistenza delle seguenti funzioni:

z+1 1
(a) o b))  V(r—2)(22+2z+1) (c) \/ﬁ
1 5 4|z| — x2
W © Yo G
x —2 x—2 . o 1
(g) z+3 (b) x—|—3‘ @ et —1
1) log(z? -2z +1) (m) log |z —1] (n) log(z + Va2 —1)
2 -1\
(o) log” x (p) loglog x (@) log (Qx n 1)
_ _ 2x+5
(r) 2log (22 +11) (s) loglog(x — Va2 —1) (t) (i — ;)
log|lz —1] sex <0 loglx+1] sex<0
(1) ' ) X
e sex >0 p— sex >0
(w) log |z — va2? —1] (z) loglz — v1—a?|
(3.5) Date le funzioni f e g, scrivere le funzioni composte f o g e g o f, precisamente il dominio
(a)  f(z) =€, g(z) =z +5 (b)  f(x) =2z-3, 9(x) = Vo -1
() flz) =2 g(x) =V () flz)=e", g(z) =logx
() flz)= 101gx, g(z) = -1 (f)  flz)=2%+3z-2, g(x) = log(x — 1)
® f@)=—z @ =sn (W) J@=r+lL g@) =22
) f@ =97 g@=c+l O f@)=, () = 22
(m)  f(z) =[], g(z) = logx m)  f(z) = sgna, g(x) = Va
- sex <0 ] sex <0
(0) f(x)_{l—x sex >4 g(:c)—{l sex>0"
T
T sex <0 22 sex <1
o s@={7_, 2TV aw={ T weg)
(3.6) Trovare le funzioni elementari che compongono le funzioni:
3 1 T , 1
(a) m (b) T_H (c) e il (d) sin <lmgm2
(3.7) Trovare due funzioni f, g tali che la funzione g o f sia definita in
(a) R (b) [0, +00) (c) [-1,1] (d) (—o00,0] U1, +00).

(3.8) Data f(x) =1+ x, trovare g(z) tale che la funzione g o f sia
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(a) cosz? (b) el®l (c) 2° (d) 22 +2z+2 (e) 1+ z%.

(3.9) Date due funzioni f e g definite nello stesso dominio I ed untrambi crescenti (decrescenti).

(a) provare che la funzione somma f + g & crescente (decrescente) in 1.
(b) provare che se la due funzioni sono anche positive, la funzione prodotto f g & crescente (decrescente).

Stabilire se le proprieta sul prodotto continua a valere se:
(¢) f e g sono negative

(d) f e g hanno segno opposto.

(3.10) Dare un esempio di funzione non costante a tratti che nel suo dominio non sia né crescente né
decrescente.

(3.11) Dare un esempio di funzione che sia crescente in A e in B, ma non in AU B.

(3.12)
(a) Provare che se una funzione & crescente (decrescente) in A, allora & anche iniettiva in A.
(b) Provare che esistono funzioni iniettive in A che in A non sono né crescenti né decrescenti.

(3.13) Studiare crescenza o decrescenza delle funzione f o g nel caso in cui:

(a) f e g sono crescenti (b) f e g sono decrescenti
(¢c) f & sono crescenti, g decrescente (d) f & decrescente, g crescente.

(3.14) Trovare il campo di esistenza delle seguenti funzioni e stabilire gli intervalli in cui sono crescenti
o decrescenti, a partire dai risultati sulle funzioni elementari e sulla composizione di funzioni crescenti o
decrescenti:

1 . T
8 T2 (d) sin 773

(e) (tan x)? (f) (2> +x+2)° (99 Va2+2z—-1 (h) /1 + logylz]

. 1 z—1 1 3 5
(¢) COSW ) P (m) T (n) log (2—\/1—1‘)

(a) evel (b) x? — 2z () 1

3 o

(3.15) Date due funzioni f e g definite in R,, si consideri la funzione composta go f. Dimostrare che valgono
le seguenti proprieta:

(a) se f & pari, allora go f & pari

(b) se f & dispari e g & pari, allora g o f ¢ pari

(c) se f & dispari e g & dispari, allora g o f & dispari

(d) se f ¢ periodica, allora g o f & periodica.

(3.16) Date due funzioni f e g definite in R,, si consideri la funzione composta g o f. Dimostrare con un
controesempio che le seguenti affermazioni sono false:

(a) se g & pari, allora g o f & pari
(b) se g & periodica, allora g o f & periodica
(c) se f & periodica di periodo T , allora g o f & periodica di periodo T

(3.17) Trovare (se esiste) 'inversa della funzione data:
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3

(a) 2x+4 (b) 2*+3z-2 (c) x2+3x—2,conx2—§
(d) 2?2+3r—2,conz < — g (e) log(x—1) () . f 1
1
() V2r—6 (h) logvz — log (M) (i) 10V"
1) 2 (m) log % z>0 (n) VA—a2% —2<z<0.
(3.18) Studiare il segno e gli zeri delle seguenti funzioni nel loro campo di esistenza:
x—1 2 — |z
(a) T %, (b) T+ [ () a°-1 (d) 32 -1
3 2 _ 4
(e) a3—62%2—-20+7 (f) vy - (g) Vi+ad —1—-= (h) Y1+3z —V1-3z
x
-1

(i) log i ) (1) log(x—1) —log(x+2) (m) log loglax—1] (n) 47 -2 -6
©) VITlom(Tn 0) lel - VA% (@ ! m oA

V2r+1—+Vz+1 1 — 22

POLINOMI

(4.1) Dati i polinomi P(z), Q(x), trovare la somma P + @, la differenza P — @Q, il prodotto PQ e la
composizione P o ):

(a) P(x) =22 +4z, Qz)=2>+x (b) P(z)=2*+1, Q(z)=x—1.

(4.2) Trovare due polinomi di grado 3 la cui somma sia un polinomio:

(a) di grado 3 (b) di grado 2 (c) di grado 1 (d) di grado 0.

(4.3) Dire se nello sviluppo della potenza (a?b — 2¢?)® compaiono termini della forma

(a) a*b?cl (b) a®b*c? (c) a?bct,

ed eventualmente con quale coefficiente.

a 4
Stesso problema per la potenza (f + cb2) e i termini
c

a® b?
2

(d) (e) ac3bb (f) a?b*.

c

(4.4) Trovare quoziente e resto nella divisione di P(x) per Q(z):

(a) P(z) = az*+223—1422+ 12215 Q) = 22+1
(b) P(x) = a%—2%—-222+20 Q) = a22-5z
(c) Plx) = at-x Qr) = 22-2
(d) Px) = 223+1 Q) = 23+ux
(e) P(x) = 2%—ar+ad® Qz) = zxz—a
f) Px) = a2*+a®2%+a* Q(r) = a2+ a?

(4.5) Trovare per quali valori dei parametri i polinomi P(x), Q(x) coincidono:
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(a) Plx) = (a+c)x>—(a—b+2c)r+c

Qxz) = =z+1

(b) P(x) = (a+b+e)a®+(—a+b+d)z?>+(a+b—c)z+(—a+b—d)
Q) = a°

() Plx) = (a+ct+dat+(—a+b—d+e)zd+(a—b+c—e)z?+ (—a+bz—b
Qx) = =z+1L

Al lettore ¢ richiesto di saper risolvere semplici sistemi lineari; su questo argomento puo fare riferimento ai
richiami proosti nel capitolo 5.

(4.6) Date le seguenti funzioni razionali, scomporle nella somma di un polinomio con una funzione razionale
in cui il grado del polinomio al numeratore sia minore di quello del polinomio al denominatore:

():r:4—|—1 b) zt 4+ 223 ()x4+2x3—14x2+21}—15 () 2% — 2% — 5z
a) ——— _ ¢ .
i+ xt+2x +4 2+ 1 x—5

. . . . . NP, 1T,
(4.7) Dire se i seguenti polinomi sono divisibili per z — 2, z — > rt —4:

(a) 222 — bz +2 (b) 2% — 423 +22% — 8 (c) 22% — T2 + To — 2

(4.8) Applicando il teorema di Ruffini, trovare il quoziente ed il resto della divisione di P(x) per x — ¢:

(a) Plx) = 23+3z+1 c = 2
(b) Plx) = 225-22'+2-1 c =1
() P(z) = z*—523+92%2 Tz +2 c = 1
(d) Px) = 2°+1 c = -1
(e) Plx) = a%-1 c = 1
(f) Px) = a*+a?2%+a? c = a
(g) Plx) = 2%—alb+1)z?+d’bx ¢ = ab
(h) P(x) ax® + abr — b3 c b

(4.9) Trovare (se esiste) un polinomio di grado 5 che abbia:

(a) 5 radici reali (b) 4 radici reali (c) 3 radici reali (d) 2 radici reali (e) una radice reale.

In ogni caso si intende che le radici siano distinte (cioé con molteplicita 1) e che il polinomio non abbia altre
radici reali oltre quelle indicate.

(4.10) Trovare (se esiste) unpolinomio di grado 4 che abbia:
(a) una radice reale doppia e una semplice

(b) 2 radici reali doppie

(¢) 3 radici reali distinte

(d) nessuna radice reale.

In ogni caso si intende che il polinomio non abbia altre radici reali oltre a quelle richieste.

(4.11) Scomporre i seguenti polinomi in fattori irriducibili, precisando le radici reali e le loro molteplicita:

(a) a2t =323 +322 32 +2 (b) 2 — 623+ 1322 — 122 +4

() 62 — 1923 + 2222 — 11z + 2 (d) 32246z +3

(e) a*—322—4 (f) a3+ 322

Eg)) Z —172* + 16 E};) 1<2x4 (531 o

i -1 = (a® —1)z* —a

(m) :104 —(a+3)2®+ (Ba+1)2? — (a+3)z + 3a (n) a2t —2a23 + 2a%2? — 2a3x + a*.

243



EQUAZIONI, DISEQUAZIONI, SISTEMI

(5.1) Data ’equazione Tt

1
= 2, stabilire quali delle seguenti equazioni sono ad essa equivalenti:
1

rz+1 r+1 1 1
(a) x_1+m—2+x (b) x_1+;—2+;
z+1 1 1 z+1
(c) x—1+x—3 +x—3 (d) 96—1(JE ) (@ )
x4+ 1\ z+1 2
(€) (xl) =1 ®) (x—1)(22+1) 22+1°

(5.2) Data una funzione f(z), con z € A C R, stabilire sotto quali ipotesi le seguenti equazioni sono
equivalenti a f(z) = 0:

() f@re=z  O) f@+o=2 (@ @-1fE)=0

x
(5.3) Data ’equazione < 2, stabilire quali delle seguenti disequazioni sono ad essa equivalenti:

z+1 lz+1 z+1
(a) x—2+2<0 (b) 5x—2<0 (c) 1_x—2<_1
z+17? 9 z+1 9 9 z+1 9
4 1 2 1 f -1 2 —1).
@ 25 <1 @ @iy 0 @-nig <o

(5.4) Date due funzioni f(z), g(z), con z € A C R, stabilire quali delle seguenti disequazioni sono equivalenti

a f(z) < g(x):

(a) f() + g(x) <0 (b)  f()glx) <0 (©) 1-f(x)<1-g()

@) @-Df@)<@-Dg@) () @+0@)<@+g@) 6 f@gl) < o)
s ol /()

(&) (@) <o) ) 5 <1

(5.5) Risolvere le seguenti equazioni e darne un’interpretazione geometrica:

(a) —2+1=22+3 (b)g—lz—x+2 (¢) 20 —1=1-u.

(5.6) Risolvere al variare dei parametri reali k, h:

K2 -1
z + h = 0.

(a) ke+1—-—h=0 M) (k—1z+h>—-1=0 (¢)
(5.7) Risolvere le seguenti disequazioni e darne un’interpretazione geometrica:

(a) —z+1<2z+3  (b) g_1 >—2+2 () 2r—-1>1-a.

(5.8) Risovere al variare dei parametri reali k, h:
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(a) kx> 1 (b) k(k—1Dz <k (c) kz+1<z+h (d) (h®+ k%) > hk.
(5.9) Risolvere al variare dei parametri reali a, b, ¢, d la disequazione ax + b < cx + d.

(5.10) Risolvere le seguenti equazioni e darne un’interpretazione geometrica:

(a) 22 -22+3=2z b) 2?+zx-2=-22-x2+2
2
(c) x2+4x—§:x2—3x+1 (d) 22%—da+3=—32% + 122 — 13.

(5.11) Risolvere al variare del parametro k:
(a) kz’+2+1=0 (b) 22 +kzx —k?>=0 (c) 22 +kr—k=0 (d) kx?2 +z+k=0.

(5.12) Risolvere le seguenti disequazioni:
(a) 22+2+1<0 (b) 2?2+22+1<0 (c) 22 —-5x+6>0

(d) 42?2 —4x+1>0 (e) —22-1>0 () —2?4+z+2<0.

(5.13) Risolvere al variare del parametro reale k:
(a) ka2 +1>0 (b) 22 —2kz + k%<0 () 22+ (1—k)z—k>0  (d) 22 —3kz +2k* <0.

(5.14) Risolvere:

(a) 42 —37224+9=0 (b) 4zt —3722+9<0
() a*+322-3x—-1=0 (d) 23+322-32x-1>0
(e) a*—522+4=0 (f) z*—5224+4>0
(g) % —22* — 423 +422 —52+6 =0 (h) 2% —22* — 423 + 422 -~ 52 +6 <0
i) 27-2>0 1 28-1>0.
(5.15) Dopo aver tracciato i grafici delle funzioni
1
2z 41 | 22 — 3z +2 Tt
z—1
dedurre quello delle funzioni
(a) |2z 41| (b) 2z|+1 (c) |z?—1|
1
(d) |22—3z+2  (¢) «2-3fz[+2  (f) 'Z%
z+1 z+1
_ h
® 5 w2
(5.16) Tracciare i grafici delle funzioni
(a) 2lz—1| () |2? —z|+1 () 2*+|z—1]
1 1 1
d —— —_ f) ——
5.17) Risolvere
(
(a) Jz+1=2 (b) Jz+22=0 (¢) Jr—2|=-2
(d) |z+1—-]Jz-1=1 () |z2—1—|z|—|z—1]=0 (f) 22—|z|-2=0
(g) |22 —1]—|22-5|=3 (h)  4z* —37z|z|+9=0 (i) |#?2—1] =]z +5|
W) 22— 1] = o] +2 (m) 2?1 =z +2 () [2—a]=lo—1]
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(5.18) Risolvere

(a) z?—|z|-2<0 (b) |z?—z[-1>0 () 2>—|z+1|<0
(d) |z—1>22-4 () |z+1]<a®—-4 ) |z-=1] > 22 —1]
(&) |»* =1 <|z-2 (h)  fr+1]>]2 -2 (i) ol < |z — k|
-1 -4
1) 22< |22 —k| (m) |i+4|2|i—2| (m) |a2 —x — 6] >[5z + 10|
(5.19) Risolvere
2z -5 z—4 4z 4+ 6
> 2 >
@) fr1z® ® T3 © grr1 =0
—2x+3 2?2 —1 3 — 2|z
d —<1 < fy ———>-
W@ e @ T t<a M %
2x +3 3z3 4+ 2x -1 ) (lz] —z)(x + 1)
——>1 h —_— >3 —_— >
®) 57~ (b) o 23 (i) p— x
0 1o, 1 (m) T wtl m) x4—5x2—36>
2x —1 2r — 2 22—-16 " a2+2x—24 x—5
1 1 T |22 — 4| + 3
1+->0 - A
222 +1 322 +5 kx —1
2 g ol >0 t >
@) o+ |z +1 — ®) 211 Przilc ® r+1 ~
x + |z 2?2 — |z |x| — 2z
— <1 _ >
(W — == ) ST (W)
| =
7,2 g
AT

(5.20) Provare che per ogni a, b € R e per ogni ¢ > 0

b2
2ab < ea® + —.
€

(5.21) Provare che per ogni a > 1, per ogni b € [0, 1]

(a+b) —ab> 1.

(5.22) Determinare per quali valori di k € R la disequazione

k|x|+1> 1
] +1 — at4+1

¢ verificata per ogni = € R.

(5.23) Risolvere i seguenti sistemi:
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(a) 6r—3 < 2zx+41 (b) 3r+1>2x—3
dr+4 < -6 4r —6 <3z —10
TS 9
r—1
2z —1]-2 <
(© {xl @ {37 s
> 0
r—2 =
rx—1 <
(c) —224+3z+1 > 0 (f) 20 +1 -
2?2 —-2x4+2 < 0
22 —5r4+6 =
z(r+16) x+1 T Ly
36 3 < 3t x? — bx >
(g) (h) 2 —5r+6 <
22 4—% 1 1—%1‘2 22 x+|x271\ >
[ —_ > —_
8 3 12 12 4
3r+1 > z-2 §x+f
(i) l-z < 2%2+1 1) T+
z > 0 (z+ 1) (z—k)
(m) kx> 4+z4+1 = 0 (n) 2?+r+k =
m x > 0 n || <
2—z—1 > 0 kr < 1L
= > %
(0) {x >k ® Vo< » <1
3r—1
q t z > k

4|z|
T —7

22+ (1—kr—k

(5.24) Tracciare il grafico di una funzione f(x) tale che ’equazione f(x) =k

e non ha soluzioni qualunque sia il valore di k

e per qualche valore di k£ non ha soluzioni

e per ogni valore di £ ha una e una sola soluzione

e per qualche valore di k& ha almeno due soluzioni

e non ha soluzioni per kK = 0, ma ne ha tre per k£ = 3
e per ogni valore di k£ ha due soluzioni

e ha almeno una soluzione se e solo se k € (0,1)

e per qualche valore di k£ ha infinite soluzioni

e ammette soluzioni solo per £k =1 e per k = 0.
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(5.25) Risolvere i seguenti sistemi, facendo uso di tutti i metodi noti:

rty=1 T+y=2
2r—y—2z=1 20 +y+z=1

(5.26) Studiare i seguenti sistemi, scegliendo uno dei metodi noti:

x+y=0

r+2y=1 r+2y=1
@ { SR ; © { ztw=1
2z +4y =0 20 +4y =2 o ty=2
r4+y=-1 r+y—2=0 r—y—z=1
(d) 20 —y=0 (e) r—2y+2z=1 () 20 —y+22=0
rT—2y=2 r—by+5z2=2 dr—3y=1

LE FUNZIONI POTENZA

(6.1) Utilizzando la proprieta {/a = "%/a™ (se n & pari, valida per a > 0), ridurre le radici allo stesso ordine
minimo:

(a) vz, V2, V3 (b) V2, V2, V3.

(6.2) Indicare sotto quali condizioni le seguenti radici sono definite contemporaneamente e ridurle allo stesso
ordine minimo:

(a) va, Yad, Va3 (b) Yz—y, YTty 22—y

(6.3) Utilizzando la proprietd a¥/b = {/amb (se n pari, valida in questa forma per a, b > 0, con il segno
negativo a secondo membro per a < 0, b > 0), riscrivere le seguenti espressioni, eventualmente precisandone
le condizioni di esistenza:

w ¥ b 2E (o V2

2y
JJa+Db 3|y Y
@ @-O{= @ =L ® a5

(6.4) Utilizzando la proprieta Vam"b = a Vb (se n & pari, valida in questa forma per a, b > 0, con il segno
negativo al secondo membro per a < 0, b > 0), riscrivere le seguenti espressoni

(a) V81aPb7T  (b) V287325  (c) /3y (d) 2By  (e) YT29xy'3 — 243xyll  (f) {/64(x +y)>28

(6.5) Svolgere i seguenti prodotti, eventualmente dopo aver indicato sotto quali condizioni hanno senso le
varie espressioni:

(8) (5+v2)(5-v2) B (B-VD (o) 27342

(@) \/+a)va+2(a-1) () (Ya+¥BF @ wa

2

()

\/a+\/a2—b+\/a—\/a2—b
2 2
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(6.6) Se nel denominatore di una frazione vi sono delle radici, si parla di razionalizzazione quando questi
radicali sono eliminati moltiplicando e dividendo la frazione per un’opportuna espressione.
Ad esempio, I'espressione % puo essere razionalizzata moltiplicando e dividendo per v/5, in modo da ottenere

5
Razionalizzare le seguenti frazioni:

5 1 © 1—yr+1 @ ot
/54 1+ym+1 Va— Vb

3v2 2 Va+ b 1
@ e U wEom Y v

3V5 mentre I'espressione ﬁ si razionalizza moltiplicando e dividendo per (v/5 + v/3).

(a)

(6.7) Considerare il seguente ragionamento:

V2 —1>2 =22 -1>22 = -1>0
che & ovviamnte falsa; dunque ’equazione data non ammette soluzioni.
Questo risultato € sbagliato: ad esempio, x = —1 & una soluzione. Trovare I’errore e risolvere la disequazione
in modo corretto.
(6.8) Considerare il seguente ragionamento:

22-1)2=1 =2-1=1 =2 =2

dunque z = 2 ¢ 'unica soluzione dell’equazione data.
Questo risultato & sbagliato: ad esempio, z = 0 € una soluzione. Trovare I’errore e risolvere ’equazione in

modo corretto.

(6.9) Dire per quali valori di z le seguenti uguaglianze sono corrette:
(a) V(@2—-Tz+10)* = (x —2)(x —5) (b) (2 —2)? = —z(z—1)
(© V@+a+3P = @+)a+1) (@) Y@ rap = @+

(6.10) Trovare il campo di esistenza delle funzioni al primo membro e stabilire in quale sottoinsieme vale
I’eguaglianza scritta:

) Vi-22=yi-z/Itz (b) a(w—5)= Yz —5
(c)  Va(r—5) =zl /Je = 5] @) Val@+1)=avl+u
() Va’(@+1)=z[Vitz () YU +2)3 =z +1]

(g) Va?—d= |z +2[{|x—2| (h) Va?—zt=—zVI—a?

(i) Va?—at=lzlV1-2a? U (z =12 +1)? = (z-1)(z+1)

(6.11) Risolvere le seguenti equazioni:
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(a) 3z=2y3z—-1 (b) Bx—1=+10z+6 (¢) Ve+l+vzr+2=5
(d) Vr+6—+vVr+1=+2x-5 (e) 5x—1=./[10z + 6 (f) 3z =2/|3z —1]

(g) 4—3r=-x-1T (h) Vz+2=z+3 (i) V2at4+1=22-1
) Vat—dz=z-1 (m) \/x—l—i—\/%:?) (n) Vz—22=7-2z
e == SO = T @ VETVETI- i

v —3

(6.12) Risolvere le seguenti disequazioni:

(a) Vaz-2z+1<4 (b) z4+1<+2x-5 (¢) V3—-2x<ax+2
(d) Véxr—22<3-2z () Vr2—-9—122+1<0 (f) Vadt—-1<z+3

(8) Va¥-—22>1 ) VP -1 >z ) 227371>3
22 _
) 11— _ Y3
0 V2 —x > 1 (m 3r—1-—x <0 (n) x d—xr+1 <0
11—z Va2 +1—-Vz+2 z(r—2)—x+3
3z +5 3—4dzx—+1—-2x
—_— > 2 —— <0 +1+ +2> +5
© V13 P @ Vetl+vetz>Va
T+ 2 rz+1
(r) >1 (s)  Vax+3> |z (t) ——<-1
x—1 x?—4

(u) —3vVa2-1<+x+4 (v) Yr-2<x
(6.13) Disegnare il grafico delle seguenti funzioni
(@) vz—1 (b) VIi—z (© Vel @) Va?-1
© V-1 () V@P—Z+1 (@ Je-9w@-2 O Y
(6.14) Risolvere le seguenti equazioni o disequazioni e darne un’interpretazione geometrica, riconducendole

alla forma f(z) = g(z) oppure f(x) < g(z) (o analoghe), dove f(x), g(z) sono funzioni di cui si & in grado di
tracciare il grafico con considerazioni elementari:

(a) 3z =2y3x—1 (b) |z =5 < VaZz-5 (c) ! > —\/4 — a2

T+ 2
(d) 5r—1=+10z+6 () 22>4v2? -1 (f) |22 — 1] > =
(8) 2?=+v1-2a? (h) |z—5/<vVa®—5
(6.15) Provare che per ogni a, b > 0 valgono le seguenti diseguaglianze:
(a) |Va— Vbl < Va+b<+va+vb (b a;rbz\/ﬁz;ibb.
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ESPONENZIALI E LOGARITMI

(7.1) Trasformare le forme esponenziali in forme logaritmiche e viceversa (ad esempio, I'uguaglianza 2% = 8
puo essere scritta nella forma log, 8 = 3 e viceversa):

s 1
(a) 3%=381 (b) 5°=1 (c) 1672 = o @) 472=4
(e) 252 =125 () V27=3 (8) 1logi1000 =3  (h) logi4 = —2
. 3 3
(i) logs 125 = 3 (1) logg 27 = 3 (m) logs64 = 3 (n) log, 7 = 1.

(7.2) Calcolare il valore dei seguenti logaritmi (occorre riscrivere ’argomento come potenza della base, in
modo che il logaritmo assuma la forma log, a’; il valore trovato per b & quello richiesto dal problema. Ad

1\ 2
esempio logy 4 = logy (2) = —-2).
1
(a) logs 77 (b) logz V/3 (c) log149 (d) logg2
(e) logg 532 (f) logy V16 (g) log: VT (h) log, V8
. 1
(1) logs%/g 3 1) logVe? (m) log e (n) logie

(7.3) Determinare l'argomento o la base dei seguenti logaritmi:

1
(a) logx =4 (b) logz z =2 (c) logzz= 3 (d) logz = -3
1
(e) logiz=1 (f) logzr x = ~3 (g) logzz=3 (h) logs z=0
. 1 3
(i) log 1 = —3 Q) log1 = 3 (m) logag z =4 (n) loggg = -1
1 3 3/1

0 log,9=-2 () lg go=2 (1) log27=> () log, {/;=-3

e 1 12 B e 4
(s) log, V3= 3 (t) log, Z=3 (u) log,e=-1 (v) log, V5= 3

1
() log, VI0 =

(7.4) Applicare le proprieta dei logaritmi, per trasformare le seguenti espressioni in somme o differenze di
logaritmi in ciascuno dei quali compaia una sola variabile, elevata alla potenza 1; le quantitd z, y, z e t
si supongono positive. (Poiché il procedimento non dipende dalla particolare base, anche in questo caso abbiamo scelto i

logaritmi naturali.)

(a) log z?9? (b) log \/xjy (c) log 2* ¥y
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(7.5) Applicare le proprieta dei logaritmi, per trasformare le seguenti espressioni in un unico logaritmo.
(Poiché il procedimento non dipende dalla particolare base, anche in questo caso abbiamo scelto i logaritmi naturali:)

1 1
(a) logax —logy + 2log z (b) 3logx+§1ogy—zlogz

1 1 1
(c) 2+10gw—§logy—§logz (d) Zlogw—310g5+7logy—2logz.
(7.6) Trasformare in logaritmi naturali:
(a) logy x (b) logi (¢) log. =z (d) log,ez
(e) logz (f) log, 2 (8) logee (h) log, x

(7.7) Dopo aver stabilito il campo di esistenza delle seguenti funzioni, utilizzare le proprieta dei logaritmi
per semplificare ’espressione:

(a) log z? (b) log 2* (¢) loge” (d) log, =

(d) log[z(x — 1)2} (e) log Vr+1 () 2108s 3 (g) amoew

(7.8) Semplificare le seguenti espressioni:

(7.9) Risolvere le seguenti equazioni esponenziali:

(a) (VT)© = 49 (b) (1> —9 (@) 7 =9

2
1\"? -
(d) 3> =1 (e) (2> =4 (f) 7 =177
- 1 |z+4|
() 42% =20 ) (@EEt= o (3) -
1) 33T =1 (m) 2277 287" 4+ 27 = (n) [3*" -2/ =3"
(O) 331 - 32I+1 + 2 — 0 (p) 62:17 4 e:L’ o 2 — 0 (q) 5I+1 + 5:671 — 21

3xz+8 x+2
2

r) 3- 320 4 q2r+l _ 32042 4 722 (s) o2 4 6% = 2t 631;1 () . AR B

z+1 1—zx 5(2741) N 2 27 4+ 3¥ =11
(u) 3*7' =5 (v) 2 =(2°+1) (w)
273Y =18
z¥ =81
z
@3 .,
3

(7.10) Risolvere le seguenti disequazioni esponenziali:
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V3

3

Y

< = b
() < o)
3x2—3x>9ac—2

O

Jz+2| _
b) 5<0
er —\Je

1

5

(r> 4236—‘,—1 _ g 936 > 7 X 32:E + 1656—1

(u) 4ve=l2® > g

16 < 64 (¢) 3°>7
53:2—6:c+5 > 7x2—6x+5 (f) 39x2—1 > 29x2—1
22w 52$ —1
2=+t <1 i —_— 1
1 < (1) 520 | 1‘ <
2301 4 (27713 > 5. 97 (n) Vh—er <e"—3
3 1-5x
|2° =1 <2 (a) <4) >2
3l 4 31+7 > 6
ew+1 > xx-&-l (t)

1

9

1

3

ORI

(7.11) Verificare per quali valori della variabile sono valide le seguenti uguaglianze:

(a)  log(z? —9) = log(z — 3) + log(x + 3) (b)  log(9 + 6z + 2?) = 2log(x + 3)
(¢) logz? = 2log|z| (d) loga?*=2logx
(e) logxz? = 2log(—x) (f) loga® =3logx
(g) log(3z —1)* = 4log |3z — 1 (h) log(3z —1)* = 4log(3z — 1)
(i) log(x® + 2? — 2x) = logx + log(z + 2) + log(x — 1)
2r—1 1
1 1 = —[log(2x — 1) — log(4 1
O logy /=7 = 5 llog(2z — 1) —log(4x +1)]
5+x 1
log ¢ = -l —log(4
() log {/7—— = 5 [log(5 + x) — log(4 + )]

(7.12) Risolvere le seguenti equazioni logaritmiche

(a) 2log(z+4) =log(2 — z)

(¢) log(z—5)+log(z—7)+1log3=0

(e) logipz +1  logypz+3 11
logigz — 1 2—2loggx 2

(&) [logyz +3[=5

(i)

logz =log,yx

(b) logvVr—3= %log(3a: —4)
(d) log(3z —5) + log(x — 2) = log?2

logz + 3 B
logz —3 logz+3 log?z — 9

(h) (/1+log zzr=3

)

logx — 3 5log x

(f)

log(e® +¢e) =2
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(m) log®z +2log|z| —15=0 (n) +/logx=1-logx
2
(0) logza=log, ¢ (p) log|log|logz|| =0
249
(@) logy V1 —a?=log, |z| (1) logy T ; Ll logs @
x
(s)  logy(4—logi) =logs 16 (t) logy[logy x| =1
r+y=3 logygy = 2logp @
(w) (v)

log, x +log, y = % 10%%(302 +y?) =1

(7.13) Risolvere le seguenti disequazioni logaritmiche:

(a) log, x < (b) logi x < 4

2
1 1 1
(d) §<1og3x<2 (e) —§<logi:v<§
(g) logi(3z—5)>2 (h)  logsi(3z —5) <logi(2z — 1)

12
(1)  3logy, z — 1 log, (4 — log 1 x) < log1 16

08y
(0) log,(9—8xz—2?)>0 (p) log,2<3
x+3 log(x + 3)
log —— <1 —= <1
() log r—3 " (s) log(z —3) —
(u) x> 1 (v) a6 > g®
Vaz -1 (z +4)? x+1 z? — 3z + 2
(W) logy === 2logs 7 (1) logy =g <logy — 79—

(7.14) Provare che per ogni a, b > 0 si ha

loga—Qi—logb < log (a;—b)

b
6a+€ a+b
> ez

(7.15) Provare che per ogni a, b si ha

(7.16) Trovare il campo di esistenza e il segno delle seguenti funzioni:

(a) log(z® =2z +1) (b)  log|z? —1| (c)
2x+5
z—1
d) log|l f
(@) log]logal @ (2) )
loglx —1] se <0 loglx+1] se <0
(2) 1 (h) 1
se x>0 se x>0
er +2 er —2
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1
(c) logo x> 3

(f) logs|z+2[ > -3

[2
(i) log, r+var+9 >1
2x
|z] — 1
1
(n) OgQ 2 o |1'+3|

5
(@) log,z* —logg vV < 3

(t) log(z —va2—-1)>0
log(x + vz2 — 1)
log |z — V1 — 22|



(7.17) Tracciare il grafico delle seguenti funzioni, deducendolo da quello di opportune funzioni elementari:

() logl+2) () logylo-1 () logal (@) loglal  (¢) logyla*~1]
1 z—1 . ) o e
(f) Tog |2] (g) log x—l—l‘ (h) e lvl (i) emm ) |2 |

TRIGONOMETRIA

(8.1) Trasformare da gradi sessagesimali a radianti o viceversa.

(a) 30% (b) 270°%  (c) 360°; (d) 19 (e) 45°%; (f) 135%; (g) 245° (h) 15% (i) 10°30’;
(j) 13°9"; (k) 14°30'9";

)
)& m2m im0 3m L (@ ©Fm () gm0 in (W) gm

(8.2) Stabilire in quale quadrante cade il secondo estremo dei seguenti archi di cui si conosce 'ampiezza (il
primo estremo & sempre fissato nel punto (1,0)):

(a) —110% (b) —330% (c) 225% (d) 175°; (e) —220°; (f) 375°;
(g) 2m; (h) =%; (i) —¥m () 2m (k) —3m () —-35m (m) Im (n) 1

(8.3) Studiare la periodicita delle seguenti funzioni.

(a) cos(z—2) (b) sin(3z + g) (c) cos(%x —2)
(d) 2tan3z (e) sinz+ cos g (f) cos g + sin g
(g) cos3z cosbz (h) tanz tan2z (i) sinz 4+ sinmz

(8.4) Tracciare il grafico delle seguenti funzioni.

(a) sin2z (b) sin(z —1) (¢) sin g (d) sin|z|

(e)  cos|x] (f) |tanx] (g) sinz 4+ cosx (h) cosx —+/3sinx
(i) 2+sinz+ 3cosx (j) sin2z 4 cos2x (k) |sinz + cosz| () |1 —sinz — cosz|
(m) cos(z+ %) (n) |sin|z|| (0) 3+4cosz (p) tan(z— g)

(@) |cos(z+ %)| (r) cosdzx (s) tan g (t) sin gx

(8.5) Risolvere i seguenti triangoli rettangoli (con le notazioni standard, in particolare, ¢ indica I'ipotenusa).

(a) { 56:;80 (®) { in 5 j; (<) { tan 5 " (d) { At

ofalm 0w 21 0{ill {55
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(8.6) Risolvere i seguenti triangoli.

c= 10 c= 39 c= 20V2

@y o= 3% )] cosa= 4 @4 8- 1
cosf= 3 B=  2a b= 20V3(v3-1)
c= 20V2 c= 12 c= 14

(A4 A= % () tanf= ¥2 (f)§ cosf= 2V5
b= 40 b= 4 b= 3
c= 1 c= 3 c= 4

(9)y B= 20 (h){ b= 2 @) b= 6
cos20 = —j tana = 2v/2 cosa = —1

(8.7) Calcolare gli angoli formati dalle coppie di rette di equazione:

y= 3dr—1 3z —-2y+1=0 r+y—4=0
(a){y r—4 (b){yQ (c) r—4y+4=0

(8.8) Determinare il valore delle funzioni trigonometriche seno, coseno e tangente a partire dai seguenti dati:

sina = £ sina = sina = —31
(a) (0) (c)

aE(O,g) ae(g,w) ae(—g,O)

cosaz—% cosa:—g tana = 2
(d) (e) (f)

a € (71', %ﬂ‘) a € (g,w) a € (77, %77)

(8.9) Scrivere 'equazione della retta passante per il punto P e formante con la direzione positiva dell’asse x
I’angolo « indicato:

P =(1,0) P=(3,2) P =(0,-4) P=(%,-3)
(a) (0) (c) (d)

a=g az%w Sina:%,ae(g,w) cosa:%,ae(o,g)

(8.10) Verificare le seguenti identita.
(a) sin3a = 3sina — 4sin® « (b) cos3a = 4cos® a — 3cosa

(¢) sinda = 4sin a cos a(cos? o — sin? a) (d) cosda = 8cos* a — 8cos? ar + 1

(8.11) Sviluppare e semplificare le seguenti espressioni.

(a) sin (% + a) — cos (a - %) (b) sin (Z?r - a) + cos <Z7r + a>
(¢) sin (% — a) + cos <§ﬁ - a) (d) 2sin? (% - 04) — 2sin <a — iw) cos <i7r — a)
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s ™ tan (E + a)
tan (o T) ot (o 7) ton (3 +o) _,
sin (a—%) — COoS (%71'—04) cos2a — 1
() S : () =202
an (Zw—a) tan (Zw—i—a) sin 2«
1 s52a0) t
(2) (1+ o o) tan a (1) (cosa + sina)? — sin 2a + cos 2a
sin 2«
(m) tan2«a + sin 2« (n) cos4da +sin?2a — 1
™ 2(cos® o — sin® @) cos 2a
tan2a-cos (o + 7 )
(0) tan 2arcos (o + 4 () 2 + sin 2« + cos (1 + tan «)

1 1 1
(q) tan2a(l — tan? ) + sin2a ( s— + ) (r) cos? Ysin? 2 4 - cos?a

sin“a  cos?a 2 2 4
(s) sin % + cos? % -1 (t) sin? % + cosa — tan? %
1
(u) sinatan % ~3 sin? % (v) tan % tana + 1

(z) 2sin? % —2cos 20 —sin®a + 1

(8.12) Trasformare le seguenti espressioni utilizzando le formule parametriche.

(a) cosa—sina—1 (b) sin2a —cosa+1
(¢) tan2« (d) cosa — sin® %
2(cos v — sin o) sin o sin o
- + (f) (tana — ——— | cosa
cosa+sina+1  1-+cosa 1+ cosa

(8.13) Trasformare le somme in prodotti (utilizzando le formule di prostaferesi) o viceversa (utilizzando le
formule di Werner).

(a) sin2« + sin 3« (b) sinba — sin 3«
(¢) sin2a —sin3a + sina (d) cos(av —2p) + cos(a + 20)
(e) sina —cosf (f) sin3acos2a

(g) cos (a + g) cos (a + %) (h) sin(a— 8) —2sinacos 8
(8.14) Provare che ’area di un triangolo & uguale al semiprodotto di due lati per il seno dell’angolo compreso:
1
S = — absinn.
5 b siny

(Sugg.: se 7y & retto il risultato & immediato. Distinguere due casi a seconda che «y sia acuto oppure ottuso,
e tracciare laltezza dal vertice A al lato BC.)
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(8.15) Risolvere le seguenti equazioni.

(a) sin3x = 3

(¢) cos (112 fx) =1
(e) cos2x = cosx

(9) 2sin®z 4+ V3sinz = 0
(i) Vtan?z +1=—14V2+tanz

(k) cos®z —2cos?xr+1=0

(m) V1+tanz ++v1—tanz = V2

(0) sinz+cosx =0

1
(q) sin (%—Fx) —\/gsinac—I—i =0

(s) 2sinxcos (% —x) +V3sinzcosz —1=0

W { sin(z —y) =0
tan(z +y) = V3

(w) sin®z — 4 sin® z cos® z + 3cos?z =0

1
(y) cosz —sinz =2+ 152
(8.16) Dimostrare che:

(a) sina + sin 3 < sinaJrﬁ,
2 2

(b) cosa + sin 3 < cos a—+p
2 2

(©) tan « —;— tan 8 > tan « —;— B

(8.17) Risolvere le seguenti disequazioni.

(a) 2sinz—1<0;
(c) V2sin?z —sinz > 0;

(e) 2sin®z +4cos?x > 5cosw;

1
cosxr < ——;

(b) sin (:r - g) = sin 2z

(d) cos (2:c — %) = cos (:c + g)

(f) tan (96— %) = tan (gw—x)

(h) cos®z — 3cosz + 2 = 0

() |sin®z —sinz| =2

(l) m:sinx—l

(n) Ising] = cosz — 1]

(p) sinz —cosx+1=0

(r) SinxCOSZ‘-ﬁ-Sinzm:%

(t) (3+\/§)Sin2$+2COSQ$+(\/§—1)Sinl‘ cosr =3

3sinz = v/3siny
(v)
tanztany =1

CoOsST

\/ cos2x + sin® x

(z) sin2z — 3_

(2) sin®z +4cos2x = a

2

2sin?z —sinz — 1 < 0;

VitanZz — 1> \/Q;
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(g) sinz 4+ cosz > 0; (h) sinz+cosz—1<0;

(i)  sin (J; - g) + cos (ac + g) <0; (j)  sin® —cos? > 0;

(k) sin’z +cos®z > 0; (1)  2cos®+2cos? zsinx — sinz — cosz < 0;
(m) tang —tanx > 0; (n) (COS2 g +cosx — ;) cotx > 0;

(o) 1- tailx > 05 (p) tan? g +cosz > 1;

(@ % > cot? x) sirllm * colsa: < sin229c;

O e 20 O SR e Ern "

() (sinz — cos 2x) tan x > 0; ) tan® 2z — 1

sinz —v3cosz+1 sin2x + cos?2x —

tanz > V3
(w) {

(x) sinz+(vV/2—1)cosz > 2 1.
sinx > %

(8.18) Con le notazioni standard, dimostrare che un triangolo & isoscele nei lati a, b se e solo se

a+b= tan% (atana + btan j3).

(8.19) Nel triangolo ABC si ha ¢ = 3, b =1, «a = 120°. Prolungare il lato AC' dalla parte di A e
considerare su tale prolungamento il punto C’ tale che AC’ = 1. Calcolare il perimetro del triangolo BCC’.

(8.20) Sia C'D = /2 una corda di una semicirconferenza di centro O e diametro AB = 2 (con C pit1 vicino
a B). Dette H e K le proiezioni ortogonali di C' e D sul diametro, e posto BOC' = z, si consideri la funzione

Vi+ Vs
‘/3 )
essendo V7 il volume del cilindro avente raggio di base 1 e altezza HK, V5 il volume della sfera di raggio 1

e V3 il volume del solido ottenuto dalla rotazione completa del triangolo COD attorno ad AB. Determinare
per quali valori di z risulta f(z) minimo.

fz) =

(8.21) Detto P un punto della semicirconferenza di centro O e diametro AB = 2r, condurre la bisettrice ¢
dell’angolo PAB e indicare con C' e D rispettivamente i punti di incontro di ¢ con la semicirconferenza e con
la semiretta di origine B parallela ad AP. Posto PAB = 2z, scrivere la funzione

N
f(x) =area PAD

N
e tracciarne il grafico. Trovare per quali valori di x larea ¢ massima e per quali valori il triangolo PAD ¢

N
equivalente al triangolo ACB .

(8.22) Dato il settore circolare AOB di ampiezza % e raggio r, considerare i rettangoli in esso inscritti, aventi

un lato su OA. Indicato con P il vertice appartenente all’arco AOB ed assumendo come variabile z ’angolo
AOP, trovare l'area del rettangolo al variare di P. Dire per quali valori di = quest’area € massima.
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Sugg.: provare che ’area vale
2 2 2
3 3 1 1 1
T £sin2acfsir12m: - isianJrfcostff - sin<2x+z>77 .
V3 \ 2 V32 2 2 V3 6 2

(8.23) Dimostrare I'identita

. . . sin Fa sin”THa
sina+sin2a 4+ -+ +sinna = — , VneN, Va#k2rn, k€ Z.
sin £
2

(se @ = k27, la somma al primo membro ¢ banalmente nulla).

(8.24) Data la funzione
1+sinz

f(z) = log

trovarne campo di esistenza, immagine, segno e zeri. Provare che non ¢ invertibile, ma lo diventa se ristretta
T

all’intervallo (—5, 5) . Scrivere 'inversa di questa restrizione precisandone il dominio.

1—sinx’ CL'G[—’JT,’]T],

(8.25) Data la funzione

1
f(z) = arccos 2o

trovarne campo di esistenza, immagine, segno e zeri. Provare che ¢ invertibile e trovare la funzione inversa.

(8.26) Dati i vettori A e B, di lunghezza rispettivamente A = ||9||, B = ||7|| e I'angolo tra essi compreso
B = 1359, determinare il vettore somma C' = A + B nonché I'angolo a che questo forma con B.

(8.27) Dato il vettore C' di lunghezza ||C|| = 9 determinare i vettori A, B tali che C' = A 4 B, sapendo che
I'angolo compreso tra C' e B misura 40° mentre I’angolo compreso tra C' e A misura 95°.

(8.28) Dati i vettori A, B, C' di lunghezza rispettivamente 10, 12, 15, Si determini il vettore somma D =
A+ B+ C sapendo che I’angolo compreso tra A e B misura 30° mentre ’angolo compreso tra B e C misura
759,

(8.29) Dati i vettori A, B, C di lunghezza rispettivamente 6, 8, 10, Si determini il vettore somma D =
A+ B+ C sapendo che I’angolo compreso tra A e B misura 120 mentre I’angolo compreso tra A e C' misura
130°, in verso opposto al precedente.

260



Parte 111

SOLUZIONI DEGLI ESERCIZI
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CENNI DI LOGICA E TEORIA ELEMENTARE DEGLI INSIEMI

(1.1) Si ricordi che a destra e a sinistra del simbolo C devono comparire sempre degli insiemi, a destra del
simbolo € un insieme, a sinistra un elemento dell’insieme. Si presti pero attenzione al fatto che un insieme
puo avere come elementi altri insiemi. Si ricordi infine che la notazione a indica un elemento, {a} un insieme,
precisamente quello che ha come unico elemento a.

Sono vere: (3«)» (d)7 (f)7 (g)7 (h>7 (i)7 (Il)7 (0)7 (p)’ (a), (S)
Sono false: (b), (c), (e), (1), (m), (r), (t).

) P(A) = {2, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, A}.

) Sono vere: (by), (bs), (bg); sono false: (by), (bs), (bs).

¢) Per n =1 laffermazione & vera: P(A) contiene due oggetti, cioé & ed A.

Supponiamo ’affermazione vera per n e proviamola per n+ 1. L’insieme di n+ 1 elementi si puo scrivere nella
forma A, 1 = A, U{x,41}, dove A,, ha n elementi. Ogni sottoinsieme di A, si fa diventare sottoinsieme
di A, 11 in due modi: lasciandolo invariato oppure unendogli I’elemento z, 1. In definitiva ogni elemento di
P(A,) genera due elementi di P(A,, ;1) e quindi i 2" elementi di P(A,,) diventano 2-2" = 2"*! elementi di
P(Apt1)-

Si osservi che il risultato vale anche per n = 0: I'unico insieme che non ha elementi e l'insieme vuoto & e
P(2) ha come unico elemento proprio @.

(1.3)
(a) AUB = AU{3,4}, ANB = {1,2}, A\ B = {1, 2.
)

(b)) AUB={z€Z: -5<z <7}, ANB =1{2,3,4,5},A\B={z€Z: -5< x<1}.
(¢c) AUB = {1, -1}, ANB = @, A\B = @.
(d) AUB =R, ANB = (-2, -1)U(1,2), A\ B = [-1, 1].
(1.4)
(a) 2 multiplo di 20 = z multiplo di 4.
b) Ve—-1=1 <= z =2
() x>1= 22>1.
(d) z>1 < 23>1
(e) f derivabile = f continua.
(f)  Condizione sufficiente perché una funzione sia integrabile in [a, b] & che sia continua.
(g) Condizione sufficiente perché lo studente passi I’'esame é che studi.
(h) Condizione sufficiente perché z appartenga ad A & che appartenga ad A N B;

condizione necessaria (ma non sufficiente) perché appartenga ad AN B & che appartenga a B.

a) B = A fH) A < B (m) A < B (ry A <= B
() A < B (&) A < B (m) B = A s) A = B
(¢ A = B (hy B = A (o) A < B t) A = B
d B = A i) B = A (p) A < B (wy A < B
¢ A <= B H A < B (@@ B = A

(1.6) L’affermazione corretta é la (c), che fornisce una dimostrazione dell’enunciato. Le altre affermazioni
sono shagliate, perché interpretano ’enunciato come una condizione necessaria e sufficiente a che una terna
sia pitagorica, mentre la condizione é solo sufficiente.

(1.7) (a) Almeno uno studente del corso non abita a Pisa.

(b) Tutti gli studenti del corso prenderanno all’esame non meno di 30. (Auguril!).
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(¢) Almeno una studentessa del corso ha occhi che non sono celesti oppure capelli che non sono biondi.
(d) Almeno un docente non svolge alcun corso e non ¢ all’estero per motivi di studio.

(e) La frase afferma che I'insieme A ¢ costituita da numeri minori di un dato M. Ad esempio, A = [0, 1],
ovvero 'insieme di tutti i numeri reali compresi tra 0 e 1: tutti i numeri di questo insieme sono minori di
2 (ovviamente 2 non € 'unica scelta: possiamo prendere al suo posto un qualunque numero maggiore di 1).
Un insieme cosi fatto si dice limitato superiormente: nella rappresentazione sulla retta cartesiana M & un
limite che i numeri dell’insieme non possono scavalcare a destra. La negazione della proposizione si scrive:
VM € R, 3x € A: x > M. Un insieme con queste proprieta si dice non limitato superiormente: qualunque
sia il numero M che scegliamo, ¢’¢ almeno un numero di A che lo scavalca sulla destra, cioe & piu grande di
M. Come ad esempio, possiamo considerare A = [1, 400), ovviamente I'insieme di tutti i numeri reali che
sono maggiori o uguali di 1.

(f) Anche se apparentemente analoga alla proposizione in (e), questa non caratterizza alcuna particolare
proprieta di A (se non quella di non essere 'insieme vuoto): qualunque sia il numero z € A evidentemente
si pud trovare un altro numero (non necessariamente appartenente ad A) che sia pitt grande di questo (ad
esempio: = + 1).

La negazione ¢: dJz € A: VM € R, z > M.

Questa € una proprieta che non puo essere verificata da nessun insieme (non vuoto): infatti afferma lesistenza
di un numero maggiore o uguale di tutti i numeri reali. Questo non & possibile, perché 'insieme dei reali non
¢ limitato superiormente: per ogni reale fissato ne esistono infiniti piu grandi di questo.

(g) In corrispondenza a valori diversi della variabile  la funzione assume valori diversi (una funzione con
questa proprietd si dice indettiva). Un esempio ovvio & dato dalla funzione f(x) = z. Piu in generale
possiamo considerare f(x) = aP, con p intero dispari.

La negazione ¢: 3/, " € A, ' £ 2": f(2') = f(z"),

cioe esistono due valori diversi di x per i quali la funzione assume lo stesso valore. Un esempio ¢ dato dalla
funzione f(z) = zP, con p pari, che assume lo stesso valore per 2’ = k e per 2"/ = —k.

(h) La funzione assume almeno una volta tutti i valori reali (funzione surgettiva); ad esempio, la funzione
f(x) = 2P, con p dispari.

La negazione ¢: Jy e R: Vz € A, f(z) #y

cioe esiste almeno un valore reale che non & mai assunto dalla funzione; ad esempio la funzione f(z) = z?,
con p intero pari, assume solo valori maggiori o uguali a 0.

(1.8) Le espressioni (a), (b), (d) sono false; I'espressione (c) & vera.

(1.9) In ognuna delle seguenti tabelle la P che compare nell’ultima colonna si riferisce alla proposizione che
stiamo esaminando.

p q r pV-q TAg|P p q r p=>q —p<<r|P
vV vV Vv v v v vV OV VvV v f f
v v f v f f v v f v v v
v f v v f f v f v f f v
(a) v f f v f f d v f f f v f
f v v f v v f v v v v \%
f v f f f v f v f v f f
f f v v f f f f v v v v
f f f v f f f f f v f f
p q —~(pVg) —pA-q|P p ¢ p=>-q —p=ql|P
v v f f f v v f v v
(b)y v f f f f (c) v f v v v
f v f f f f v v v v
f f v v v f f v f v
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P q pANg —pV-—q|P
v v v f f Potevamo attenderci questo risultato perché:
(e) v f f v f —pV g <= —(pAq)
f v f v f (formula di De Morgan)
f f f v f
p ¢ p<= —q q=—p|P P ¢ p=q (P=>qA-q|P
v v f f v vV v f v
) v f v v v (g) v f f f v
f v v v v f v v f v
f f f v f f f v v v

(1.10) Poiché i ragionamenti non coincidono né con lo schema della dimostrazione diretta (mudus ponens) né
con lo schema della dimostrazione per assurdo (modus tollens), non & possibile controllare la loro correttezza
con queste regole. Possiamo costruire le tavole di verita delle varie proposizioni equivalenti ai ragionamenti
e controllare se il risultato € sempre vero, qualunque siano i dati.

Come esempio di procedimento consideriamo il ragionamento (a); la relativa tabella & la seguente (la P che
compare nell’ultima colonna indica la proposizione presa in esame):

P g p=-q (p=-9Ap|P
v Vv v A% A%
v f v v f
f v f f v
f f A f v

Dunque il ragionamento non & corretto.
Procedendo come sopra si trova che sono corretti i ragionamenti in (b), (e), (f), (g), (h), non corretti quelli

in (a), (c),(d).

(1.11)

(a) D = {2, 3,5, 7}

(b) D = {12, 15, 18}

() D ={(1,2), (1,3), (2,3), (1,4), (2,4), (3,4)}

(d) D = {(8 10) (7a 9), (678)7 (5ﬂ7)7 (476)v (375)7 (234)7 (173)a (072)7 (*131)7 (*230)}

(a) « & multiplo di 15; D = {15, 30, 45, 60, 75, 90}. (b) « ¢ multiplo di 5 ma non di 3;
D = {10, 20, 25, 35, 40, 50, 55, 65, 70, 80, 85, 95, 100}.
(1.13)

(a) Per n =1 & banalmente vera. Proviamo I'induttivita della proposizione, ossia Vn > 1:

n—1

n
S BE+k) =n*n—1) = Y Bk’ +k) = (n+1)°n
k=1 k=1
Quindi
n n—1
DB +k) =) (K +k) + 307 +n =
k=1 k=1

(per lipotesi induttiva)
=n?(n—1) +3n?+n =n3—n?+3n?+n =
=nd+2n2+n=m2+2n+1)n = (n+1)°n

Che & quanto si doveva dimostrare.
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(b) Per n = 1 é banalmente verificata perché 23° +3! = (31 —1)(1 + 1) + 1.

Verifichiamo I'induttivitd della proposizione, ovvero deduciamo dall’identitd (ipotesi induttiva)

Zn: (2k351 +3M) =(3" - 1) (n+1) + n.

k=1
la seguente identita
n+1
> (k3T +3M) = (3" —1) (n+2) + n+ L
k=1

Per questo, nel primo membro della sommatoria precedente esplicitiamo il termine (n + 1)—esimo e
utilizziamo 'ipotesi induttiva

(2k35 1 +35) +2(n+1)3" + 3" = (3" = 1) (n+1) + n+2(n+1)3" + 3" =

M=

E
I

1
=3"n+1)—n—1+n+2(n+1)3"+3"" =3 3"(n+1)+3"" —1=3""(n+2) - 1.
Il secondo membro dell’identitd diventa invece
(B —1)(n+2) + n+1=3""n+2)—n—-2+n+1=3""n+2) -1
L’identita é quindi verificata.
(¢) Per k =1 risulta
g 10 —4-5=(2-1)25

che ¢ banalmente vera.

Verifichiamo 'induttivita della proposizione.

&9 =~ (9 9
71]@_4 k — 71]6_4 k 71n+1_4. n+1:
E <2 0 5) E (2 0 ) +2 0 5

k=1 k=1
(per l'ipostesi induttiva)

9

= 5"t (10-2" —5) = 5"t 5(2 . 2" — 1) = 5" T2 (2" 1),

(1.14)
(a) Per n = 3 & vera: 14 < 27.
Supponiamola vera per n e verifichiamola per n + 1:

(n+1)+2t=plln+1)+2-2" < (n+ 1) +2") < (n+ )n" < (n+1)(n+1)" = (n+ 1)"+L.

(b) Per n =2 & vera: 13 < 16.
Supponiamola vera per n e verifichiamola per n + 1:
2ntl 4 gntl = 2.97 1 3.3" < 4(27 4 37) < 44" =4+l

(c) Per n =10 & vera, perché (1 —25)10 > (1 — 20 «—= 1-2°>1-2* < 2*>2° < 2€(0,1).

Supponiamola vera per n e verifichiamola per n + 1:
(1 -zt =1 -2 (1 —2h)" < (1 — 2°)19, perché 1 — 2% < 1.

265



(d) Pern=1¢vera: 1 <1.
Supponiamola vera per n e verifichiamola per n + 1:

”z*:l L (2 1) L1,

=k n (n+1)2 — n—+1

La diseguaglianza che rimane da verificare equivale a:

! L 1 1 1 = n+1>n.

— > — >
n n+l7 (n+1)?2 nn+1) = (n+1)2
Nell’ultima forma in cui 'abbiamo scritta, la diseguaglianza ¢ immediata.

RICHIAMI DI GEOMETRIA ANALITICA

(2.1)

N

i

£

(c) (d)

(2.2) Basta applicare 'equazione dela retta nella forma y — yg = m(x — xo).

() y=i-z () y=-.1 () y=;(-5)
(d) y=§+g (e) yz—g (f) yz—%x—i’)

(2.3) Si pud scrivere 'equazione della retta passante per due punti e controllare se le coordinate del terzo
punto la verificano. Un altro metodo di risoluzione consiste nello scrivere il coefficiente angolare della retta
passante per A e B e quello della retta passante per B e C: i tre punti sono allineati se questi coefficienti
sono uguali; se cio accade, ’equazione della retta ¢ quella passante per uno qualunque dei punti e avente per
coefliciente angolare quello trovato. Come terzo metodo si puo imporre il passaggio della retta ax+by+c =0
per i tre punti e risolvere il sistema di tre equazioni nelle tre incognite a, b e ¢; nel caso incui il sistema ammetta
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una soluzione con a, b e ¢ non contemporaneamente nulli, i tre punti sono allineati e I’equazione della retta
cercata ¢ quella ottenuta sostituendo ad a, b e ¢ i valori trovati.

(a)
(c)
(¢)

Allineati sulla retta di equazione z — 2y =0 (b) Non allineati
Allineati sulla retta di equazione z —y = 2 (d) Allineati sulla retta di equazione x =1

Non allineati

(2.4) Occorre controllare se ci sono rette con lo stesso coefficiente angolare.

1
Lerette x —5y+1=0¢e r_ y + 2 = 0 sono parallele, avendo lo stesso coefficiente angolari g; lo stesso

5

1
accade per le rette 2o — 4y +3 = 0 e z — 2y = 0, che hanno coeffciente angolare 3 Le altre due rette non

3 8
sono parallele, perché hanno coefficiente 3 una e 3 l'altra.

(2.5) Occorre controllare se ci sono rette il prodotto dei cui coefficienti angolari vale —1.

Lerette z—y+1 = 0 e z4+y—3 = 0 sono perpendicolari, perché i loro coefficienti angolari sono rispettivamente
le—1.
Le rette 6z — 2y — 7 = 0 e 3z —y + 5 = 0 sono tra loro parallele, perché hanno coefficiente 3, e sono

perpendicolari alal retta 4+ 3y — 1 = 0, che ha coefficiente —3

(2.6)

r—1 3 5—=x
= :—2 —_ =
Yy 5 () vy z+ () wy 3
4
y=2-3z () y=-xz-2 () y=g—w
3

(2.7) (a) k=—6 (b) k=-V2

(2.8)

(a)

(d)

()

Una volta scritta I’equazione della retta che passa per una coppia di punti, occorre considerare il
semipiano che contiene il rimanente punto; si ricordi che il passaggio da una retta ad uno dei due
semipiani da essa generati consiste nel sostituire ’equazione ax + by + ¢ = 0 con la disequazione

ax + by + ¢ > 0 in un caso oppure la disequazione ax + by + ¢ < 0 nell’altro. Il triangolo dato e
3z — 7
individuato dalle disequazioni y > —2, y < 5 y <13 —3x.

L’altezza ¢ individuata dalla retta di equazione x = 4; se vogliamo limitarci al solo segmento, dobbiamo
aggiungere la condizione che risulti —1 < y < 1. La lunghezza vale 3.

Per ciascun vertice occorre scrivere ’equazione della retta uscente da esso e perpendicolare alla retta

passante per gli altri due vertici: y = % — gx ¢ l'equazione della retta per A, y = %m — % quella per
B, x = 4 quella per C. Risolvendo il sistema formato da queste equazioni, si trova la soluzione x = 4,
y= —%, che fornisce le coordinate del punto di intersezione.

Occorre calcolare la distanza tra le coppie di vertici e sommare i valori ottenuti; il risultato che si trova

& 6+ /10 + /34.

La base AB misura 6, 'altezza ad essa relativa 3; ’area vale 9.
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(f) I punto medio del lato AB & (2,—2), quello di AC & (g, —%), la retta che unisce questi punti ha

coefficiente angolare % uguale a quella della retta per BC. La lunghezza del segmento dei punti medi

e @, che e appunto meta di quella del segmento BC.

(2.9)
s
y=2x-7
>P/:(” Retta per @ perpendicolare alla retta PR: y = —2 — %z
. Coordinate del punto R: R = (2,—3)
Retta per @) parallela alla retta PR: y = 2z — 2
@0-2) Retta per P perpendicolare alla retta PR: y = 1—21 . %x
Coordinate del punto S: S = (3,4)
A r
(2.10)
(a) parallele (b) incidenti in (%, —3) (perpendicolari)
(c) incidentiin (3, 2) (d) parallele
(e) incidentiin (3, —1) (f)  incidenti in (3, —%) (perpendicolari)

(g) incidentiin (-2, 1) (h) parallele

(2.11) (a) 2z —5y+3=0 (b)y z—y—1=0 (c) bz +2y —12=0.

(2.12)
retta per AB: x +2y—7=0 punto di mezzo AB: M = (—1,4)
B
. asse AB: 2x —y+6=0 intersezione asse x: C' = (—3,0)
> a4
altezza CM = 2v/5 base AB = 2v/5
- area 10
(2.13)
R |
o retta per AB: y = 7o+ 2
D
K 5 retta per A perpendicolare ad AB: y =2 — 4x
p retta per C parallela ad AB: y = ix + %
D= (_%7 %)
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(2.14)
retta per AM: y = %:r +1

retta per BM: y= -3z —9
retta per AB: y = % — %w

B = (-5,6)
>A C=(-1,-6)

AM = BM = 2,/10

» area = 40
\ perimetro = 4v/10 + 8v/5

(2.15)

Il generico punto P sulla retta data ha coordinate (a,2 — §).

La retta per P di coefficiente 2 ha equazione y = 2x + 2 — %a e interseca 'asse y in A = (0,2 — %a).

La retta y = 2 — 2 interseca l'asse in y in B = (0,2).

La base AB misura £|al, Ialtezza uscente da P misura |al; I'area vale Za? ed assume il valore 4 per a = =£3.
Esistono dunque due punti che risolvono il problema: P = (3,1) e P = (—3,3).

(2.16) (a) 25 (b) 0 () 5 (d) 2v/13
(2.17)  (a) &V5 (b) 3 /5.

La distanza di un punto (z,y) della prima retta dalla seconda vale mlﬂ%ﬂ. Poiché il punto appartiene
alla prima retta, risulta ax + by = —c; dunque, sostituendo nel precedente risultato, si ottiene u
(2.18)

(a) improprio: le rette sono parallele a quelle di equazione y = 2z

(b) proprio: le rette escono dal punto (0,2) (rimane esclusa z = 0)

(¢) improprio: le rette sonoparallele a quella di equazione y = —3x

(d) improprio: le rette sono parallele a quella di equazione y =0

(e) proprio: le rette escono dal punto (—1,2) (rimane esclusa z = —1)

(f) proprio: le rette escono dal punto (—3,1) (rimane esclusa y = 1)
(2.19) (a) y—20+k=0 (b) y+1=k(z+3), cloe kx —y+ (3k—1)=0

(2.20) x—y—2+k(xz—3y—1) =0, cioe (1+k)x—(1+3k)y—(2+k) =0 (si perde laretta x —3y — 1 = 0).
La retta passante per A si ottiene per k = —2.

(2.21) (a) 22 —-3y=0 (b) C=(-1,3) (c) 3z—2y=0 (d) C=(-2,0)
(2.22)

(a) E generato dalle rette 22 — y 4+ 7 = 0,  + 3y = 0; ha centro in C' = (=3,1).

(b) La retta per P = (1,4) si trova per k = —1—53. Sostituendo nell’equazione del fascio le coordinate
dell’origine, si trova che 'equazione non ¢ verificata. La retta x4+ 3y = 0 (che rimane esclusa dal fascio)

¢ quella richiesta.

(c) Per k= —2 si trova la retta y = 1, per k = X la retta 3z + 4y + 5 = 0.
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(2.23) L’equazione del fascio & 3z — y + k(52 + 9y) = 0 ovvero (34 5k)x + (9% — 1)y = 0; 'equazione esclude
la retta 5x + 9y = 0.

(a) Per k= —22

7

(b) La retta deve avere coefficiente angolare uguale a —4; questo si ottiene per k = 7.

(c) 11 centro del fascio & C' = (0, 0); l'area del triangolo vale 6.

(2.24) Consideriamo dapprima il caso particolare.

Il coefficiente angolare della retta per AB ¢ 2; dunque ’asse deve avere coefficiente —%.

Il punto medio del segmento AB & (2,1).
1 3

L’equazione dell’asse ¢ dunque dato da y — 1 = —5(z — 3), cioe 2z + 4y = 7.

Procedendo con il secondo metodo, si trova 'equazione (z — 1)? + y? = (z — 2)? + (y — 2)?; sviluppando i
quadrati e semplificando, si ritrova l’equazione 2z + 4y = 7.

Nel caso generale, il coefficiente della retta AB vale 2?:—3? e dunque il coefficiente dell’asse deve valere —2;—3;.

L’espressione perde significato se as = by: in questo caso la retta AB e orizzontale e dunque 'asse € la retta
verticale passante per il punto di mezzo, di equazione x = ‘“T"'bl.

Escludendo questo caso, il punto medio ha coordinate (‘“—erbl, ‘”—;Lb?) L’equazione dell’asse ¢ data da 2(b; —
a1)z+2(by —az)y = b3 +b3 —a? —a3. Si osservi come I'equazione contenga anche il caso az = by che avevamo

esaminato a parte.

Procedendo con il secondo metodo, si ottiene (x —ay)? + (y —az2)? = (z —b1)? + (x — bz)?; svolgendo i calcoli,
si ritrova la precedente equazione.

(2.25) Per la prima coppia di rette, procedendo come indicato si ottiene:

|32 —4y +1| |12z + 5y — 1]
5 B 13

da cui
3r—4y+1 12045y —1

5 13

— 2lx+ 77y =18
oppure
3r—4y+1 12z +5y—1
5 B 13
che sono le due bisettrici richieste.
Per la seconda coppia, si ottiene

<~ 992 —-27y+8=0

|z + Ty — 3|

da cui, procedendo come sopra, si deducono le equazioni

4o — 12y 4+ 23 =0, 6z 4+ 2y +17 = 0.

(2.26)

(a) Per le bisettrici, si ha:
retta OB: y =2z retta OA: y =0
retta OA: y=0 retta AB: 2x + 3y =8
retta OB: y =2z retta AB: 2z + 3y =8

bisettrice angolo in O: 2z — (1 ++5)y =0
bisettrice angolo in A: 2z — (3 +/13)y =8
bisettrice angolo in B:  2(v/13 +v/5)z + (3v5 — V13)y = 8V/5

unto di intersezione P= 40+ \/5) 8
P 14 VE+ VI3 4+ 5+ VI3
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(b) Per le altezze:

altezza per B: r=1
altezza per A: r+2y=4
altezza per O: 3r—2y=0

punto di intersezione P = (1, 3)

(c) Per gli assi:

asse OA: T =
asse OB: 2r +4y =5
asse AB: 6 —4y =11

punto di intersezione P = (2, %)

(d) Per le mediane:

punto medio di OA: (2,0) mediana per B: 2zx+y—4=0
punto medio di OB: (%, 1)  mediana per A: 2z+7y—8=0
punto medio di AB: (2,1)  mediana per O: 2z —5y =0
punto di intersezione P:  ( %, %)

(2.27) Riscritto il sistema nella forma equivalente

r+ky=k—2

2z + (k—2)y = -5

Pesistenza di una soluzione ¢ legata al determinante della matrice dei coefficienti det A = (k—2)—2k = —k—2.
Se k # —2, il sistema ha un’unica soluzione e dunque le due rette sono incidenti.
Se k = —2 le due rette sono parallele (le loro equazioni diventano x — 2y = —4 e 2z — 4y = —5).

(2.28) La retta AB ha equazione 2x — 3y + 1 = 0; I'asse del segmeto AB ha equazione 3z + 2y — 18 = 0.

11 vertice C' che stiamo cercando ha coordinate della forma C' = (z, 18;3””); la sua distanza dalla retta AB

vale % e questa e dunque 'altezza del triangolo uscente da C. Poiché la base AB misura 2+/13, ’area
del triangolo vale %, che coincide con il valore richiesto se x = 0 oppure x = 8. Esistono dunque due

possibili scelte per il punto P: P = (0,9) o P = (8,-3).

(2.29)

(a) C=(0,0),r=2
(b) C=(-3,2),r=+13

Negli altri casi ’equazione rappresenta l'insieme vuoto.

(2.30)

(a) k<,0=(,-3),r="12
(b) k<5C=(-2-1),r=v5—k
k 3k 5 k2
(¢) perognivaloredik; C=(—=, ——), r= m
2 2 2
(2.31) La circonferenza data ha centro in C' = (0, 2) e raggio r = 3.
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(a) é interno: la sua distanza d dal centro vale 2 ed & minore del raggio; sostituendo le sue coordinate
nell’equazione il primo membro diventa minore di 0.

(b) appartiene alla circonferenza: la sua distanza d dal centro vale 3 ed & uguale al raggio; le sue coordinate
verificano ’equazione.

(c) & esterno: la sua distanza dal centro vale v/10 ed & maggiore del raggio; sostituendo le sue coordinate
nell’equazione il primo membro diventa maggiore di 0.

(d) @& esterno: d = /13
(e) ¢ interno: d = /2

(f) appartiene alla circonferenza.

(2.32) La condizione perché I'equazione rappresenti una circonferenza (13k? + 10k + 13 > 0) & sempre

verificata.
3(1+k)) V 13k2 + IOk + 13
2

La circonferenza ha centro C = (—k, e raggio r = 5 .

(a) k=-1 (b) k= —1oppure k = 3 () k=—3 (d) k=0 (e) k=548

(f) Perché le due circonferenze siano tangenti esternamente, la distanza dei centri deve essere uguale alla
somma dei raggi:

9 1 1
2421 2 = —\/13k2 +1 1 —
k+4(+k) 5 3k+0k+3+\@‘:’

3
k>3

3 13k2 + 10k + 13
<:>2k—§= —_— Y —

2 10k + 44k + 17 =0

—22++/314
10

Il sistema non ha soluzioni: 1’equazione ha per radici i valori k = e nessuno dei due verifica la
.. 3
condizione k > 1

(g) Perché le due circonferenze siano tangenti internamente, la distanza dei centri deve essere uguale al valore
assoluto della differenza dei raggi:

9 1 1 3 13K 1 10k + 13
k2+4(1+k’)2=’2\/13k2+10k+13—ﬂ — 2—2k:\/+2+ —

lw

k<
10k2 4+ 44k +17=0

—22++/314

Il sistema ammette due soluzioni: k = 10

(2.33)
(a) Deve avere raggio 2/2; la sua equazione & (z — 2)? + 32 = 8, ovvero 22 + y? — 4z = 4.

(b) 1I centro ¢ il punto di mezzo del segmento e il raggio meta della sua lunghezza: C = (—1,3), r = V/2;
I'equazione & (x + 1)% + (y — 3)? = 2, ovvero x? + y? + 2z — 6y + 8 = 0.
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(c) Tl centro & il punto di intersezione tra l'asse del segmento AB e quello del segmento AC, il raggio & la
distanza del centro da uno qualunque dei punti dati.

Asse AB: ©+y = 2, asse AC x —y = —8, centro: P = (—3,5), raggio r: +/20. L’equazione della
circonferenza & (z + 3)% + (y — 5)? = 20, ovvero z2 + y* + 6x — 10y + 14 = 0.

(d) Tl centro & l'intersezione tra la retta data e asse del segmento AB, il raggio la distanza del centro da
uno qualunque dei punti dati.
Asse AB: x +y = 3, centro: C = (1,2), raggio: r = 2.
L’equazione & (z — 1)? + (y — 2)% = 4, ovvero 22 +y? — 2z — 4y + 1 = 0.

(2.34) Per risolvere il problema, possiamo studiare il sistema formato dall’equazione della circonferenza
e quella della retta: se non ha soluzioni la retta e tangente, se ha due soluzioni la retta e secante. Piu
semplicemente, possiamo calcolare la distanza d della retta dal centro della circonferenza e confrontarla con
il raggio r: se d > r la retta € esterna, se d = r la retta & tangente, se d < r la retta e secante.

1++7 7+ﬁ> <1ﬁ 7\ﬁ>

2

(a) secante: d = 3ﬁ, r = /8; punti di intersezione: ( 5 5 5 5

(b) tangente: d = r = 3v/2; punto di tangenza: (0,0)

(c) esterna: d = J%’ r=2

(d) tangente: d = r = /2; punto di tangenza: (—2,1).

(2.35) Per risolvere il problema, possiamo studiare il sistema formato dalla circonferenza e dal fascio di rette
uscenti dal punto: nell’equaizone di secondo grado in x che si ottiene eliminando y, il discriminante deve
essere nullo.

Alternativamente, possiamo imporre che il fascio di rette abbia dal centro della circonferenza distanza uguale
al raggio.

Si ricordiche se il punto appartiene alla circonferenza esiste un’unica retta tangente, se il punto ¢ esterno ne
esistono due, se € interno non ne esiste nessuna.

(a) La circonferenza « ha centro C' = (—1,1) e raggio r = /10; il punto P appartiene a v. Equazione del
- L . |1 — 3k|

fascio di rette: y — 2 = k(x — 2), cioé kx —y + 2 — 2k = 0. Distanza da C : —.
y (z—-2) y N
|1 — 3k

N

Equazione della retta tangente: y = 8 — 3.

=10 <= (Bk—-1)?2=10(k*+1) < k= -3

(b) La circonferenza v ha centro C' = (4, 1) e raggio r = v/5; il punto P ¢ esterno a . Equazione del fascio
di rette: y = k(z — 1), cioe kx —y — k = 0.

|1 — 3k|

VEZ+ T

Distanza da C :

1—3k 3+ /13
— 2 Vb= Bk—-1?=5k>+1) = k=""TT2"
k2 +1 2

3£VIs i2\/ﬁ(x —1).

Equazioni delle rette tangenti: y =
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(¢) La circonferenza v ha centro C' = (—1,2) e raggio r = v/2; il punto P appartiene a . Equazione del
fascio di rette y — 1 = k(x + 2), ciot kx —y+ 1+ 2k =0.

: |k —1]
Distanza da C' : ——.
Vk2+1
u:\/5 = (k—-1?=2k+1) <= k=-1
vk +1
Equazione della retta tangente: y = —z — 1.
(2.36)
T m=3/4
i : m=10
Il centro della circonferenza ¢ il punto di incontro
delle bisettrici del triangolo ABC,
il raggio e la distanza del centro da uno qualunque dei lati.
A y
AN

Bisettrice per A:
|3z —4y| |3z + 4y + 32| 16
5 = 5 T = -3 oppure y = —4.

Delle soluzioni quella che interessa ¢ x = —1—36.

Bisettrice per B:

|3z — 4y

5 =ly—1] < 32—-9y+5=0 oppure 3z +y—5=0.

Delle due soluzioni quella che interessa ¢ 3z — 9y + 5 = 0 (ha coefficiente angolare positivo).
Centro della circonferenza:

16
=7y 16 11
3 <:>C=<—6 —)

379
3r—9y+5=0
Raggio della circonferenza (distanza di C' dalla retta y = 1):

11 20
9"

=|-— -1
r‘g

Equazione della circonferenza: 922 + 932 + 96x + 22y + 225 = 0.

(2.37) 1l centro della circonferenza sta sulla bisettrice della striscia individuata dalle due rette, cioé sulla
retta y = x + 4, e dunque & un punto della forma (a,a + 4); il raggio & la distanza di un qualunque punto di
questa retta (ad esempio P = (0,4)) da una delle due rette date e vale 2y/2. L’equazione della circonferenza
¢ dunque: (z—a)?+ (y—a—4)2=38

Imponendo il passaggio per P, si ottiengono per a i valori +2; esistono dunque due circonferenze che risolvono
il problema: (z —2)2+ (y—6)2 =8, (z+2)*+ (y —2)? =8.
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2.37 2.38

(2.38)
I metodo:
cerchiamo le intersezioni tra la circonferenza e la retta, risolvendo il sistemas

2 +y? —8r—-2y+8=0
r—3y+2=0

32 14 10
= 5); la lunghezza della corda e 9£.

Le soluzioni sono A = (1,1), B = ( s

1I metodo
Applichhiamo il teorema di Pitagora al triangolo BHC in figura. C = (4,1), r = 3, d = distanza di C dalla
retta = 3¥10 B =9¥10 | — 9@.

10 10 »
(2.39)
(a) wvertici:  (+2v/5,0) (0,44) fuochi:  (42,0)
(b) wvertici: (£3,0), (0,£2) fuochi:  (4+/5,0)
(c) vertici: (&£7,0), (0,£9) fuochi: (0, £4+/2)
(2.40)

(a) Deve essere k? —1 > 0 cioe k < —1 oppure k > 1. I vertici sono i punti (£2,0), (0, £v/k2 — 1).
Se 4 > k? — 1, cioe se —v/5 < k < —1 oppure 1 < k < /5 i fuochi appartengonoo all’asse x e sono i
punti (£v/5 — k2,0).
Se 4 < k* — 1, cioe se k < —/5 oppure k > /5, i fuochi appartengono all’asse y e sono i punti

(0, £vE2 = 5).

Se 4 = k? — 1, cioe se k = £+/5 l'ellisse si riduce alla circonferenza di centro (0,0) e raggio 2.

(b) Deve essere 3k +1 > 0, cioé k > —3. I vertici sono i punti (£v/3k +1,0), (0, VA2 + 3).
Se 3k+1 > k?43, cioe se 1 < k < 2, i fuochi appartengono all’asse 2 e sono i punti (&v/—k2 + 3k — 2, 0).
Se 3k +1 < k% + 3, cioe se —% < k < 1 oppure k > 2, i fuochi appartengono all’asse y e sono i punti
(0, £Vk2 — 3k + 2).
Se 3k + 1 = k? + 3, cioe se k = 1 oppure k = 2, lellisse si riduce alla circonferenza di centro (0,0) e
raggio 2 oppure /7.

(2.41)

2
T 5
— =1.
(a) 9 +y

2

2
(b) +%:10ppure§+%:1.

&5
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(¢) T fuochi sono nei punti (0,41) e due vertici sono nei punti (0, +2). Per trovare gli altri due vertici (z, 0)
utilizziamo la definizione d(P, Fy) +d(P, Fy) = 4; 'equazione diventa 2v/x2 + 1 = 4 e fornisce x = £+/3.
2 2

L’equazione dell’ellisse & % + yZ =1.
22 2
(d) Imporre all’ellisse — + =i 1 il passaggio per i punti dati porta al sistema:
a
16 1
2typ =1
4 4
2tp =1
22 2
che ha per soluzioni a? = 20, b> = 5. L’equazione dell’ellisse & dunque 2 + T = 1 cioe 2% + 4y? = 20.

(e) L’informazione sul vertice porta a scrivere ’equazione dell’ellisse nella forma:

2

‘ 8

=1

2
Y
+ 9

]

a

Imponendo il passaggio per il punto dato, si deduce che deve essere a? = %; I'equazione dell’ellisse e
dunque
5172 2 )
7+y7:1 cioe bx? +y? =09.
9 9
(2.42) Nel sistema tra Dellisse e il fascio di rettepassanti per il punto dato, dopo aver eliminato la variabile
vy, si ottiene un’equazione di secondo grado in z, il cui discriminante deve essere nullo. Se il punto e esterno
all’ellisse si trovano due tangenti, se le appartiene se ne trova solo una, infine se il punto ¢ interno non esistono
tangenti.

(a) y=dx+4 (b) y=2x+4 (¢) 3x4+2y+7=0,y=1
(2.43)

(x+4)?  (y—6)°

S

(b) Il centro dell’ellisse ¢& il punto medio del segmento dei fuochi: C' = (—6,2). L’equazione & dunque della
forma

=1

(z+6)*  (y—2)?
a2 + B2
Poiché i fuochi stanno su una retta parallela all’asse delle xz, ’asse maggiore & quello orizzontale e
dunque si ha:

=1

(x+6)° , (-2
=1.
64 * b2

I due vertici lungo ’asse verticale hanno coordinate (—6,2 + b); imponiamo che uno di questi verifichi
la definizione di ellisse, cioé che la somma delle sue distanze dai fuochi sia uguale alla lunghezza 16
dell’asse orizzontale, ovvero (data la simmetria) che la sua distanza da un fuoco sia uguale al semiasse

orizzontale:
V16 + b2 = 8 = b? = 48.

L’equazione richiesta ¢ dunque:

(z+6)?  (y—2)?%
64 + 48 =1
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(2.44)

[ V)

(a) xT —y? = 1. Vertici: V = (£3,0), fuochi: F = (iéﬂ), asintoti y = 2.

|

(b) V =(0,£2), F = (0,£V13), y = :I:%x.

no

2
Y
(C) _Z:L V:(i%ao)a F:(:‘:%7O),y:i2\/§$

M\H‘ 8

(d) V =(0,43), F = (0,+V13), y = igg
() 22 —y? = =1,V = (0, %), F(0,+v2), y = +x.

(f) V = (£2,0), F = (£3,0), y = if%.

2 2
(g) % - % =1,V = (0,£V12), F = (0, £/39), y = i2§.
22y T
h) L o1 V= (£V5,0), F = (£3,0), y = £2—.
() 5 4 ’ ( \/>7 )’ ( ) )7y \/5

(i) V=+(1,1), F = £(v2,v2),y =0, 2 = 0.

(2.45)
2 _ 4 2 2
(a) Deve essere { (\l/m —3 cioe a® = 4, b*> = 5, ’equazione & dunque % — % =1.
2 2
(b) % - % =1, ovvero 922 — 16y* = 36
4
2
(c) 3 y* = —1 ovvero 3y? — x2 = 3.
(2.46)
2 2 a’® =4
(a) L’equazione ¢ della forma T _ Y _ 1 Deve essere 9 4 , cioe a®? =4, b? = 15—6. Si ottiene
CL2 b2 -5 b72 =1
a
d .CE2 y2 _ 2 2 _
unque T m = 1 ovvero 4z* — by“ = 16.
5
0o 9 _
2 2 az pz
(b) L’equazione ¢ della forma % — :Z—z = —1 Deve essere che ¢ un sistema impossibile;
a 4 1
B |

27 2
dunque non esiste nessuna iperbole che risolve il problema.

(¢) L’equazione & della forma zy = k, con k > 0. Deve essere v/2k = V3, cioe k = % Si ottiene dunque

zy=3.
b
Z -9
2?2 a
(d) L’equazione & della forma — — i —1 Deve essere , cioe a® = 1, b* = 4. Si
a 5 9
— =1
) 4a? b2
ottiene dunque 2% — yz = —1 ovvero 4z — % = —4.

277



(2.47) 1l procedimento da seguire & quello gia visto per le altre curve: nel sistema tra liperbole e il fascio
di rette uscenti dal punto si elimina y e nell’equazione di secondo grado in x che ne risulta imponiamo che il
discriminante sia nullo.

(a) Il punto appartiene all’iperbole.

y:—l—f—m(.’lﬁ—%) m2
= B—mHx2+m(m+2)r— (= +m+2)=0
2 2 4
8zt —y* =1
A =0sem?+8m+16 =0, cioe m = —4. La retta tangente ha dunque equazione y = 1 — 4z.

(b) Tl punto non appartiene all’iperbole.

Yy = 14+ max 2 2 1
{y2—8x2:2 = (m*—8)z"+2mz—1=0
A =0sem?—4=0, ciot m = +2. Le rette tangenti hanno equazioni y = 1 & 2z.

(c) Il punto appartiene all’iperbole.

y=—1+m(x+3)
= ma® 4 (3m — 1)z —3 =0
ry =3

A =0se9m?+6m+1=0, cioc m = f%. La retta tangente ha dunque equazione = + 3y + 6.

(2.48) La curva data & parte dell'iperbole equilatera y? — 22 = 16 situata nel semipiano delle ordinate
negative. Il punto P ha coordinate (—3, —5). Procedendo come di consueto, si ottiene:

{ y=—-5+m(z+3)

P 2? = 16 — (m? = 1)z? + 2m(3m — 5)z + (9m? — 30m 4+ 9) = 0

A =0se 25m? —30m+9 =0, cioe m = % La retta tangente ha dunque equazione 3z — by — 16 = 0.

(2.49)

L
. N |
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N

SN N

(2.50)

(a) Imponendo alle coordinate del punto di verificare ’equazione xzy = k,si ottiene che deve essere k = 2.
La curva ha dunque equazione zy = 2.

(b) La curva ha equazione del tipo zy = k, con k > 0. Imponendo che risulti Vk = 2, si ottiene k = 2 e
quindi ’equazione richiesta ¢ zy = 4.

()

{ iy_:25+1:0 = 22+2-2k=0; A:1+8k=0perk:—é
L’equazione della curva ¢ xy = —é.
(d)
{ 52:5—8:0 — 202 -8z +k=0; x:—w
La lunghezza della corda & 1/5(16 — 2k) e questo valore coincide con quello richiesto per k& = 4.

L’iperbole ha equazione xy = 4.
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(2.51)

(a)

(a) (b)

—r+ 3 l-z-1 1 1 1
T P G Y i gy
Posto Y = y+ 2, X = z — 1, l'equazione diventa XY = —1, che ha per centro C = (0,0), vertici
V = £(1,—1), fuochi F = +(v/2, —/2), asintoti X =Y = 0. Tenendo conto del legame tra le variabili
X, Y e x, y, Viperbole ottenuta ha centro in (1,—2), vertici in V; = (0,-1), Va2 = (2,—3), fuochi in
Fi=(1-v2,vV2-2), F, =(1++2, —/2—2), asintoti z = 1, y = —2.

1 3 1

Y=ot T

1 3
Posto Y = y + 2 X = 1+ 2z, 'equazione diventa XY = 2 che ha centro C' = (0,0). Vertici

3 3
V=4 (\/;, \/;>, fuochi F = 4(v/3,V/3), asintoti X = Y = 0. Tenendo conto del legame tra

3 3
L1 Ji-12/8-1
), vertici in V4 2 2

le variabili, I'iperbole ottenuta ha centro in C' = (— —= =

27 2 2 2 ’
3 3
v —\/;—1—2\/;—1 o o (V31 2vB-1) L (—VB-1 —2v3-1
= uochi in F} = =
2 2 ) 2 ) 1 2 ) 2 ) L2 2 ) 2 ’
intoti 1
asintoti t = —=, y = ——.
YT
(2.52)
(a) Se k = 6 ’equazione diventa y = 3z + %, che ¢ quella di una retta.
k 1
Se k # 6, numeratore e denominatore sono proporzionali se e il che accade per k =2 e
per k = 3.
2 1
Se k = 2 ’equazione diventa y = %, cioe y = —% con x # —%.
A —
3r+1
Se k = 3 I’equazione diventa y = %, ciot y = —1 con z # —3.
3 —

In questi due casi, dunque, si ottiene una retta orizzontale priva di un punto.
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Se k # 2, k # 3, k # 6 'equazione ¢ effettivamente quella di un’iperbole traslata. Per studiarne le
caratteristiche, riscriviamola nel modo seguente:

. k+ ¢ ok k-6t ES ok - ES _k+4 B
Yo k=6t (k-4 k-6(*k-—6z+(k-4 k06 (k—6z+(k—4)|

__k p
“h—6 " (k —6)x + (k — 4)

con p valore opportuno. Posto:

Y=y—-—, X=(k-6 k—4

yo e X = (k= 6)a+ (k- 1),

lequazione diventa XY = p; in particolare, rispetto alle variabili X, ¥ l'iperbole ha centro in (0,0)
e asintoti X =Y = 0. Ritornando alle variabili z, y, il centro delliperbole & in (—£=4, 7£5) e gli

asintoti sono le rette y = ki_fi, T = %. I calcoli sono stati effettuati sotto 1'ulteriore ipotesi k # 0; e

facile vedere per sostituzione che i risultati valgono anche per k = 0.

(b) Se k = 3 l'equazione diventa y = @, che ¢ quella di una retta.
Se k # 3, numeratore e denominatore sono proporzionali se 37% = —%, il che accade per k = 9.
Se k = 9 ’equazione diventa y = —% gij, cioe y = —% con x # %

Se k # 3, k # 9, l'equazione & quella di una iperbole traslata. Per studiarne le caratteristiche,
riscriviamola nel modo che segue:

r—3 k (3*]€)’I7$_ k

9k
: _ _ 1— k
B—kjz+2 3-k (B-—kaxz+2 Bk[ (3= k) +2

y==k

con p valore opportuno. Posto:

k
Y = —_ X == 3 — k 2,
e (B—Fk)x+
lequazione diventa XY = p; in particolare, rispetto alle variabili X, Y Iiperbole ha centro in (0,0) e
asintoti X =Y = 0. Ritornando alle variabili z, y, il centro dell’iperbole ¢ in (3_—721@’ S—Lk) e gli asintoti

sono le rette y = ﬁ, T = ﬁ Come nell’esercizio precedente, i calcoli sono stati effettuati sotto

I'ulteriore ipotesi k ;é 0; e facile vedere per sostituzione che i risultati valgono anche per k& = 0.

(2.53)
(a) L’informazione sul centro delliperbole si traduce nell’equazione y + 3 = % Imponendo il passaggio
per il punto dato, si trova k = —4. L’equazione richiesta ¢ dunque y = %
(b) L’informazione sugli asintoti permette di scrivere l’equazione y + 5 = T-IT-S' Imponendo il passaggio per
. . o 2 . c 1: N _ 6-—bx
il punto dato, si trova k = 46. L”equazione richiesta ¢ dunque y = 775"
(¢) L’informazione sul’l’asintoto permette di scrivere I’equazione y — % = %. Imponendo il passaggio per
i punti dati, si trova il sistema
15
2 P LB
<> p = - - —.
5k 4 8
2 % —p
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20+ 7
4z —1°

L’equazione dell’iperbole ¢ y =

(d) Scritta 'equazione nella forma y = %2+t il passaggio per i punti dati si traduce nel sistema

r+c?
0=0
_a_|_b_ 1 a=-3
c—1 92 = b=0
c=—95
4
a+b:12
c+4
. A N 3z
L’equazione richiesta ¢ dunque y = 3 .
-

(e) Scritta ’equazione nella forma y = “;fcb, il passaggio per i punti dati e per quello di tangenza si traduce
nel sistema

-5 +b _ 4
1
=3 a=06c—4
b b= —-2c
Z—_9
¢
6c—4)xr —2
L’equazione diventa y = % Imponiamo la condizione di tangenza con la retta:
r+c
_ (6c—4)x —2c
zt+e =22+ (1 -c)z=0
y=4x —2
L . N . N 2 — 2
Il discriminante dell’equazione ¢ nullo per ¢ = 1; ’equazione ottenuta ¢ y = T
x
2
(2.54) y = —%.

(2.55) Fuoco F = (0,1), direttrice y = —1.
(2.56) Vertice V = (1, —1), fuoco F' = (1,—2), direttrice y = — L.
(2.57) La parabola richiesta ha un’equazione della forma y = ax? + bx + c.

(a) Imponendo il passaggio pre i punti dati, si ottiene un sistema di tre equazioni nelle tre incognite a, b, ¢:
la sua risoluzione permette di dedurre ’equazione cercata. Si puo semplificare il calcolo, osservando che
due punti hanno la stessa ordinata. Data la simmetria della parabola, il suo vertice deve stare sull’asse
del segmento individuato da questi due punti, cioé sulla retta x = % Deve dunque essere —% = %, cioe
b = —a. Alla parabola y = ax? — ax + ¢ imponiamo il passaggio per (0, —6): si ottiene che deve essere

¢ = —6. Infine alla parabola y = az? — ax — 6 imponiamo il passaggio per (2, —4): si ricava a = 1. In

definitiva, la parabola richiesta ha equazione y = 22 — x — 6.

(b) Le condizioni si traducono nel sistema:

_b b=0
cza—l = c=-1
a+b+c=2 a=3

La parabola ha equazione y = 322 — 1.
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(¢) Si pud procedere come sopra, ricorrendo alle formule che legano le coordinate del fuoco e del vertice
ai coefficienti della parabola e quindi risolvendo un sistema di tre equazioni nelle tre incognite. Piu
semplicemente, dai dati del problema si ricava che la direttrice ha quazione y = %; a questo punto
possiamo ricorrere alla definizione di parabola e scrivere

Jea-vrrw-Sr=|y-1.

Elevando al quadrato ambo i membri e svolgendo i calcoli, si ottiene I’equazione cercata:

x2 ot )
y=——+zx+ =.
2 2
(d) Anche in questo caso si puo ricorrere alle formule e alla successiva risoluzione di un sistema, oppure
alla definizione. Seguiamo questa seconda strada: osservato che il fuoco deve essere nel punto (%, —%),
si ottiene

Ja-drrarde=ly+d

da cui si deduce 'equazione:
y = 22% — 6x + 4.

(2.58) La parabola richiesta ha un’equazione della forma x = ay? + by + c.

(a) Non esiste alcuna parabola della forma suddetta che verifica queste condizioni, dato che fuoco e vertice
non stanno sulla stesa retta orizontale.

(b) Come gia nel problema precedente, possiamo procedere in due modi diversi, ricorrendo alle formule, op-
pure alla definizione. I dati permettono di concludere che la direttrice ha equazione x = % L’equazione
della parabola ¢ dunque

1
r— =l

R

che si semplifica in:

T ="=++2y+3.

15

v
2
Taz)a

(¢) Tenendo conto che il fuoco si trova in F = (
parabola & x = —y? + 4y.

procedendo come sopra si trova che I'equazione della

(2.59) La parabola richiesta ha un’equazione della forma y = ax? + bz + c.

(a) Il passaggio per i due punti si traduce nelle condizioni

c=3 — c=3
9a+3b+c=0 b=-1-3a

che permettono di scrivere I’equazione nella forma y = ax® — (1 + 3a)x + 3. Le coordinate del vertice
sono:

2a ' 4a

Imponendo che il vertice appartenga alla retta data, si arriva all’equazione:

V= (1+3a —9a2+6a—1>.

—9a% +6a — 1 _5 1+ 3a

4a 2a
che, eseguendo gli opportuni calcoli, fornisce a = —1 oppure a = é. Esistono dunque due parabole che
soddisfano le richieste:
9 2 4
y=—x"+2z+ 3, y:§—§x+3.

283



(b) Tl passaggio per i due punti e I'ipotesi che il vertice ha ascissa uguale a —1 si traduce nel sistema:

b

= a=1
Ci‘IQ = b=2
9a—3b+c=5 c=2

La parabola cercata ha equazione y = 22 + 2z + 2.

(¢) le condizioni del problema si traducono nel sistema:

b
f%ZQ b= —4q a:i a=-—1
1-b*+4ac 3 <= { c=3a — =-1 <« { b=4
T4 462 +3a—-1=0 c:% c=-3

4a
9a+3b+c=0

Si trovano due parabole che risolvono il problema y = % ey=—a%+4r — 3.

(d) Invece di procedere come nei casi precedenti, conviene osservare che la direttrice della parabola deve
essere la retta y = % e ricorrere alla definizione; questo porta all’equazione

7\? 5 3
) e e

(2.60)

(
(

a) Si intersecano nei punti (3, —3), (—%, ).

)
b) Non si intersecano.
(¢) Sono tangenti nel punto (2, %)
)

(d) Sono tangenti nel punto (4, —5),

(2.61)

(a) Il punto P non appartiene alla parabola. Per trovare le due rette tangenti, scriviamo il sistema tra la
parabola e il fascio di rette passanti per P:

y=a2+2r+2
y=k(z+3)-1

Eliminando y, si ottiene ’equazione di secondo grado in x:

x2+(2—k)x+3(l—g):0

La condizione di tangenza riciede I’annullarsi del discriminante dell’equazione:
A =k?>+2k—8=0 per k=2 oppure k = —4.
Le due rette tangenti sono

y = 2x + 2 che & tangente nel punto (0, 2)
y = —4x — 7 che ¢ tangente nel punto (—3,5).
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(b) Il punto P non appartiene alla parabola. Per trovare le due rette tangenti, procediamo come sopra.

Nel sistema
y=—a+2z+4

1
y—k(m—2)+7

eliminiamo y, ottenendo ’equazione di secondogrado in x:

x2+(k2)x+(3]§) =0.

La condizione di tangenza richiede I’annullarsi del discriminante dell’equazione:
A =k?—2k—8=0 per k=4 oppure k = —2.

Le due rette tangenti sono:
y = 4x + 5 che ¢ tangente nel punto (—1,1)
y = 8 — 2z che & tangente nel punto (2,4).

(¢) Il punto P appartiene alla parabola: esiste dunque un’unica retta tangente, il punto di tangenza essendo
proprio P. Dal sistema

y=—22+5z+1
y=1+kx

si ricava l’equazione di secondo grado in x:
2+ (k—5)z =0

il cui discriminante si annulla per k£ = 5. La retta tangente ¢ y = bz + 1.

(2.62) Intersechiamo la parabola con una generica retta orizontale

—22 - 22 +38

Eliminando y, si ottiene I’equazione di secondo grado in x: 2% 4+ 2z + 3k — 8 = 0 che ammette due soluzioni
distinte: z12 = —1 4+ /9 — 3k purché sia k < 3. Questi due valori sono le ascisse dei punti in cui la retta
interseca la parabola ('ordinata € k in entrambe i casi). La lunghezza della corda cosi individuata ¢ dunque
24/9 — 3k, che coincide con il valore richiesto per k = %.

—zt 4+ 6+ 11

(2.63) Utilizzando la definizione di parabola, si trova 'equazione y = 1

/ 3 \
11 problema consiste nel cercare una retta di equazione y = k (con 0 < k < 5) che stacca sulla parabola una
corda di lunghezza uguale alla sua distanza dall’asse delle z. Poiché
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22 3 11
yzfz+*l‘+z
2 — 2?60 —1144k=0 < 21,=3+2V/5—k

y==~k
la corda ha lunghezza 44/5 — k. Deve dunque essere 4v/5 — k = k e questo si verifica per k = 4.

(2.64) Dobbiamo rendere massimo il prodotto zy sotto la condizione che risulti x + y = 60. Essendo
y = 60 — z, la funzione da rendere massima & f(z) = (60 — x). Il grafico di questa funzione & una parabola
con la concavita rivolta verso il basso: dunque il valore massimo corrisponde all’ordinata del vertice della
parabola. In conclusione la funzione € massima per x = 30, cioe scegliendo =z = y = 30.

(2.65)

(a) Perché la funzione assuma valore minimo, deve essere & > 0: in questo modo il suo grafico ¢ una
parabola con la concavita rivolta verso 'alto. La condizione del problema richiede che il vertice abbia
ascissa uguale a 4: questo accade se % =4, cioe se k = %

(b) La funzione ha come grafico una parabola con la concavita rivolta verso il basso; perché assuma valore

3k

massimo per x = 6, il vertice deve avere ascissa uguale a 6; questo accade se 2% = 6, cioe se k = 8.

(2.66) La parabola ha equazione della forma y = az? + bx + c. Il passaggio per l'origine richiede che sia
¢ = 0. Il vertice e il punto di incontro tra l'asse della parabola e la retta data: risolvendo il sistema delle due
equazioni, si trova V = (2,6). Deve dunque essere

b 3
=9 -_°2
2a ¢ 2
4da+2b=6 b=6
Lo . _ _ 3a?
La parabola richiesta ha dunque equazione y = —=5- + 6.

Il punto A ha coordinate (4,0). Il generico punto sulla parabola & P = (z, —% +6x): perché la sua ordinata
sia positiva, deve essere 0 < x < 4. L’area del triangolo OAP vale 12z — 322, che ¢ uguale a 9 per z = 1 e
per = 3. Per il punto P esistono dunque due scelte P = (1, %) oppure P = (3, %)

(2.67) Cerchiamo le intersezioni delle due parabole con la generica retta z = k:

r =2y —4dy—1
2+ 6+ 2k

— 22 Ay 1-k=0 < ym:f“L
z=k

o B 9

=V -Vt 18 + 8v/3k
47 4T 16 192 36y 127 16k =0 <« Yo = ——

z=k

Le due corde misurano v/6 + 2k e %\/ 3k; 'uguaglianza si ottiene per k = %.
(2.68) Consideriamo la generica retta y = ma +p e imponiamo che risulti tangente ad entrambe le parabole.

Y=

— 22 —dmax—4p=0
Yy =mx+p
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y=a>—2x—2
— 22— (m+2z—(p+2)=0
y=mz—+p

Imponiamo che sia contemporaneamente nullo il discriminante delle due equazioni:

2 — — =
(m+2)2+4(p+2) =0 sm” —dm =12=0
In definitiva

2(1 4+ +/10) 2(1 —+/10)
m=——->" m=——-—->
3 3
oppure

4(11 + 24/10) 4(11 — 24/10)

9 9

(2.69) Verifichiamo il caso generale (ovviamente, quello particolare si ottiene per p = 0). Per m = 0, si
ottiene a’ = a, ¥’ = —b + 2p, che sono proprio le equazioni della simmetria rispetto alla retta y = p.
Se m # 0, la retta per P perpendicolare alla retta di simmetria ha equazione

y—b=-——(x—-a)
y=mz+p
a+a b+V

Questa intersezione deve essere il punto di mezzo

5 g > del segmento PP’ sostituendo le coordinate
di questo punto nel sistema, si ottiene che deve essere:

!

a a
b+ —=b+—
m m

b —ma =—-b+ma+2p
Da questo sistema si ottengono per a’ e b’ i valori richiesti.

(2.70)
(a) 22 =242 =0 (b)x—y—1=0 (c) y+32%2 =0 (d) 4y —z2—-1=0 (e) 22 +y 2x—4y—5=0

(2.71)

(a) 3z+2y—1=0 (b) x+5y>=0 () 2> +y?’+x—y=0
(d) 2>+y=0 (e) 4x?+y*=25 f) 2*+y?>=0
(2.72)

(a) 3z +2y—4=0 (b) 422 —y*+6 =0 ()2’ +y?—z—y="7 (d) z+3y2=0 (e) zy =1

(2.73)
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() 42*—16x+y+16=0

(a)z+y=0 ) 4y? -~z =0 (c) 2?2 +y*=1

(2.74)

(@) (0,00 (b)) (L,2) (o) (=1,-1)  (d) (2,0)

(2.75)

(a) 2¢-7=0 (b) z+y—2=0

(d) 2?2 +y?—4dx—4y+7=0 (e) 4a?—y*—12y—37=0
FUNZIONI

(3.1)

()

fi:[-1,1] —[0,1] fi(z) = V1 — a2,

fo:[-1,1] — [-1,0] fi(z) = =vV1 — 22,

g1 (_OO’ _1] U [17 —|—OO) — [0’ +OO)7 gl(x)

g2 : (—oo,—1]U[1, +00) — (—00,0],

hi: [0,400) — [0, +00),

ha : [0, 4+00) — (=00, 0],

f:R — [0, +00),

-
o

I
g2(z) = —va? — 1, /
hl(x) = \/57 V
hQ(x) = _\/57
fla) =y
B, = (074) By = (074) B3 = (0’4)
B, =[0,4 Bs;=10,4) Bs=10,4]
By = [07 1) By = [07 1) U {2} B3 = {2}
By=10,2] Bs=[52\{1} Bs=I3,2]
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\ By = [_2a _1] By = [_87 1] B3 = [_87 1)
(c)

B4 = (—OO7 1] B5 = (—O0,0) B6 = (—OO, —7)

wWin

] By = (—00,0) Bs=(2,+00)

(@) / | peh

B4 =R \ {1} B5 = (—OO, 1) B6 = (—O0,0) U (2, +OO)

3.3
(a) B Ay = (=3, —vV3) U (V3,3), As = [5,5], Ay = (—1,1), As = (—00, —1] U [1, +00).
(b) i I A =[-2,-1], Ay = [-3,0], 43 = [-3,-1]U (1,4], A = [-3,v2]\ {1}.
\ |
Ay = (=00, —/5) U {3}, 43 = —00, —{/ ? —|—4] U [;,;}
(c)
4s = [~V/5,~V3) U[V3,4]
Ay = [-V6,~2|U[2,4].
(3.4)
(a) R\{&1} (b)  [2,+00) (© R\{£1} @) R\{-¥3)
(e R (f)  [-4,00uU(0,4] (8) (=00, =3)U[2,+00) (h) R\{-3}
(i) R\{0} O RA{1} (m)  RA\{+1} (m)  [1,+00)
(0)  (0,+00) () (1,400) (@ R\{-31}
(r) (—o00,—3)U(l,400) (s) mai definita (t)  (—o0,1)U(3,+00) (w) R
(v) R\ {-1log2} (W) (=00,=1JU[L+00) (2) [-L1U\{z}
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(fog)(z) =eBoH 2 eR
(fog)(z) =22 —1-3, z€[l,+00)
(fog)(x) =z, x€[0,+00)
(fog)(x) =z, xel0,+00)

(f o g)(x) non ha senso,

(go f)(z) =€l +15, z€R
(90 f)(z) =v2zx —4, z € [2,+00)
(go f)(z) =lz|, z€R
(gof)(z)==z, z€R

(go f)(l‘) =-1, ze (O’_'_OO)

(fog)(x) =log*(x —1) +3log(zx — 1) — 2, z € (1, +00)

(9o f)x) =log(a* + 3z~ 3), = € <oo,

—3—2\/ﬁ> U (—3%—2\/ﬁ’+oo>

1
(fog)la) = ——, z € (2km, m + 2km)
@ofﬂ@:wmi%,x€(Q+w)

(fog)x)=(2—2)>+1, z€R
(fog)(z)=V2—=, z€R
(foo)w) = =5, = €R\{0)
(f o g)(x) = [logz|, x € (0,+00)

(fog)(x)=sgn/r=1, x € (0,+0)

(gof)x)=1—23 z€R
(gof)x)=v3—xz+1, z€R
(9o @) = . = €R\{0)
(g0 f)(x) =loglz|, = eR\{0}

(go f)(x) = /sgnz =1, x € (0,+00)

Foae={ 175 §E.L, oo ={ 7, 15
VORI won@={ { e 23]
file) =22+, fo(z)=logz, fs(x)=2

fi=a2*—1, fo(x) = |zl f3(x) = Vz, f4(33):%

f@) =221, hla)=ld  h@)=vE fi@) =

fi(z) = a2, fa(x) =logz  f3(x) =1,  fa(z) =sinz

fa)=a* @)= ) f@=vE  ga)=e

f@) = VI g@)=e (@) f@)=V@—1 gla)=e
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(3.8) (a) cos(z—1)2 (b) e~ (¢) 2271 () 2?2+1 (e) (z—1)*+1
(3.9) Per ipotesi 1 < x1 = f(x1) < f(z2), g(z1) < g(z2).
(a) Sommando membro a membro le due diseguaglianze vere per ipotesi, si ottiene:

f(@1) + g(@1) < f(22) + g(z2)
che stabilisce la crescenza della funzione somma. In maniera analoga si prova la decrescenza.

(b) Dalle ipotesi segue:
f(@1)g(z1) < f(z2)g(21) < f(22)9(22)

(la prima maggiorazione & vera perché g(xz; > 0), la seconda perché f(z2) > 0); questo prova che anche
la funzione prodotto (nelle ipotesi fatte) & crescente. In maniera analoga la decrescenza.

(c) Se f e g sono crescenti (decrescenti) e negative, non & detto che la funzione prodotto sia ancora crescente
(decrescente). Come controesempio possiamo prendere f(x) = g(x) = z, per x < 0. Le fuzioni f e g
sono crescenti e negative, il loro prodotto f(z)g(z) = 22 nel dominio assegnato ¢ decrescente.

(d) Se f e g sono crescenti (decrescenti) e di segno opposto, non & detto che la funzione prodotto sia ancora
crescente (decrescente). Come controesempio possiamo prendere f(z) = x e g(x) = %, per x < 0. Le
funzioni f e g sono crescenti e di segno opposto, il loro prodotto f(z)g(x) = 1 non * crescente.

(3.10) Un possibile esempio ¢ dato da f(x) = |z|.

(3.11) Un possibile esempio & dato da f(z) = =1, z € R\ {0}: la funzione & crescente sia in (—oc, 0) che in
(0, +00), ma non nell’intero dominio. Infatti presi x; < 0 < 2, si ha f(z1) >0 > f(x2).

(3.12)

(a) Presi x1 # w2, indichiamo con 7 il minore dei due. Se f & crescente, risulta f(z1) < f(z2) e quindi in
particolare f(z1) # f(z2).

(b) Un possibile esempio di funzione iniettiva che nel suo dominio non & crescente né decrescente ¢ fornito
da f(z) = 1, definita per z € R\ {0}. Un altro esempio & fornito dalla funzione:

[N

b

]z per0<z<l1 i p
f(a:)—{ 3—x perl<z<2

(3.13)

(a) B crescente: infatti se z1 < o, risulta g(z;) < g(xz) perché g & crescente e da questo segue f(g(z1)) <
f(g(z2)) perché f & crescente.

(b) E crescente: infatti se z; < o, risulta g(z1) > g(x2) perché g & decrescente e da questo segue f(g(x1)) <
f(g(x2)) perché f & decrescente.

(c) E decrescente: infatti se x; < X9, risulta g(x1) > g(z2) perché g & decrescente e da questo segue
f(g(z1)) > f(g(z2)) perché f & crescente.
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()

E decrescente: infattise z1 < a9, risulta g(x;) < g(x2) perché g & crescente e da questo segue f(g(z1)) >
f(g(z2)) perché f & decrescente.

(3.14)

(a)

(b)

C.E.: [1,+400); la funzione & crescente perché crescenti sono le funzioni elementari che la compongono:
il polinomio = — 1, la radice, I’esponenziale.

C.E.: (—00,0] U [2,+00); la funzione f(x) = 2% — 2z ha per grafico una parabola con la concavita
rivolta verso ’alto; I'intervallo rimosso (0, 2) corrisponde ai punti della parabola con concavita negativa.
In (—o0,0] la parabola decresce, in [2,400) cresce; poiché la funzione radice & crescente, conserva gli
intervalli di crescenza e decrescenza. In conclusione, la funzione data e decrescente in (—o0, 0], crescente
in [2,400).

C.E.: R. La funzione 1 4 22 & decrescente per x < 0, crescente per x > 0; per la funzione 14-% gli
intervalli di monotonia si invertono, mentre si conservano per la funzione logaritmo naturale (che e
crescente). In conclusione, la funzione data & crescente in (—oo, 0] decrescente in [0, 4+00).

C.E.: R. I valori della funzione —2Z variano tra —1 e i: in particolare assume il valore massimo i per
Ttz 2 ¢ 2
x =1, il valore minimo —% per x = —1.

-1
\4‘ 7

La funzione risulta decrescente in (—oo,—1] e in [1,400), crescente in [—1,1]. Poiché nell’intervallo

[f%, %] la funzione seno & crescente, conserva gli intervalli di monotonia.

CE.: R\ {5 +km, k € Z}. In ogni intervallo (=5 + km, § + km) la funzione tangente ¢ crescente;
poiché & negativa in (—3 + km, kn), positiva in (k7, § + km) quando viene elevata al quadrato diventa
decrescente nel primo intervallo, mentre rimane crescente nel secondo.

C.E.: R. La funzione —z2 + x + 2 (il cui grafico & una parabola con la concavita rivolta verso il basso)
¢ crescente in (—oo, 3], decrescente in [4,400); la funzione x* (crescente) conserva gli intervalli di
monotonia.

C.E.: R. La funzione x? + 2z — 1 (il cui grafico & una parabola con la concavita rivolta verso 'alto)
& decrescente in (—oo, —1], crescente in [1,+00); la funzione /z (crescente) conserva gli intervalli di
monotonia.

C.E.: (=00, —{5]U[{5, +00) (dobbiamo imporre & # 0 per dare significato al logaritmo e log, [z > —1
per dare significato alla radice; per lo studio di questa disequazione rimando al capitolo sulle funzioni
logaritmiche). La funzione (pari) log;, || & decrescente in (—oo, —15], crescente in [{5, +-00); tale risulta
anche la funzione data.

C.E.: R. La funzione al denominatore ha per grafico una parabola con concavita rivolta verso ’alto
e vertice in (1, %), I'argomento del coseno ¢ dunque compreso in (0, 5] ed ¢ crescente per z < 1,
decrescente per > 1. Poiché nell'intervallo (0, F] la funzione coseno & decrescente, gli intervalli di
monotonia si invertono.

C.E.: R\ {2}. Il grafico della funzione ¢ un’iperbole equilatera traslata, di centro (2, 1); la funzione &
decrescente per x < 2 e per x > 2, ma non nel suo dominio.

C.E.: [-1,1]. La funzione f(z) al denominatore ha per grafico la semicirconferenza superiore di centro
(0,1) e raggio 1, con diametro parallelo all’asse delle x; & crescente in [—1,0] , decrescente in [0, 1]. per
la funzione data ﬁ gli intervalli di monotonia si invertono.
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(n) C.E.: [-1,1]. L’intervallo si trova imponendo che I'argomento della radice sia positivo; poiché la radice
si mantiene minore o uguale a 1, 'argomento del logaritmo ¢ maggiore di 0). L’argomento del logaritmo
ha per grafico la semicirconferenza inferiore di centro (0, %) e raggio 1, con diametro parallelo all’asse

delle z: ¢ decrescente in [—1, 1], crescente in [0,1]. Poiché il logaritmo naturale ¢ crescente, conserva

gli intervalli di monotonia.

(3.15)
(a) Per ipotesi f(—z) = f(z); qualunque sia la funzione g(z) si ha g(f(—x)) = g(f(z)).

(b) Poiché f e dispari f(—x) = —f(z) e dunque g(f(—x)) = g(—f(x)); essendo g pari quest’ ultimo termine
si puo riscrivere come g(f(x)).

(c) Poiché f e dispari, f(—z) = —f(z) e dunque g(f(—z)) = g(—f(z)); essendo g dispari quest’ultimo
termine si puo riscrivere come —g(f(z)).

(d) Per ipotesi esiste T > 0 tale che f(x +T) = f(z) e dunque g(f(z + T)) = g(f(z)), qualunque sia la
funzione g(x).

(3.16)
(a) Scegliamo ad esempio f(x) = €* e g(x) = x?; la funzione g(x) & pari, mentre la funzione composta
(go f)(z) = (e*)? = €** non lo &.

2

(b) Se f(z) =22 e g(x) = sinx, g(z) & periodica, mentre (g o f)(z) = sin2? non lo &.

(¢) Se f(x) =sinz e g(z) = 22, f(x) ha periodo 27, mentre (g o f)(z) = sin® z ha periodo 7.

(3.17) 1l procedimento da seguire & quello spiegato nel capitolo 3: si scrive I’equazione f(x) = a nell’incognita
x e si cerca di risolverla; se ammette una ed una sola soluzione, il valore trovato rappresenta f~1(a). Per la
risoluzione delle varie equazioni rimandiamo ai capitoli specifici.
x—4
() f0) =5 w R

(b) Non & invertibile. Dal punto di vista grafico questo risultato & ovvio, trattandosi di una parabola
con asse verticale; dal punto di vista algebrico ritroviamo il risultato quando, studiando l’equazione
f(x) = o, otteniamo due soluzioni: o = =SV VQNH‘O‘.

(c) f*l(x) — 73+— V217+40‘, T

solo una delle due soluzioni trovate in (b).

-3 - V17 +4a

€ [f%, +00); infatti, tenendo conto della limitazione per x, & accettabile

(@) f7H ) = = e [ 4o0)

(e) fFizx)=1+¢" z€R.

() f @)= oz e R\ (1),

(2) fHx) = 2+ 67 x € [0,400). Per quanto riguarda i denominatore della funzione inversa, si osservi

che l'equazione v/2x — 6 = « ha soluzione solo se o > 0.

x

() [ (@)= S o eR

Per trovare facilmente questo risultato, basta osservare che la funzione data puo essere riscritta come
log(2z), utilizzando le proprieta dei logaritmi.
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(1) f7'(z) = (logyg 2)*, @ € (0, +00).

(1) e LT ) 2

~ 1—logyx’

(n) fHz)=—V4—22 2€]0,2].
Infatti ’equazione v/4 — 22 = « ha soluzione solo se a > 0; elevando al quadrato ambo i membri
dell’equazione (si puo fare perché sono di segno concorde) e isolando il termine 22, si ottiene 22 = 4—a?;
a sua volta questa ha soluzione solo se 4—a? > 0, cioe (tenendo conto anche della precedente condizione)
solo se o € [0, 2]. Delle due soluzioni z1 2 = x£+v/4 — 2 che si trovano, & accettabile solo quella negativa,
dato che deve essere x € [—2,0].

(3.18) Per la risoluzione delle varie equazioni o disequazioni rimandiamo ai capitoli specifici.

(a) C.E. R\({3} (by CE:R (¢c) CE:R (d) C.E:R
(e) CE:R (f) C.E.R\{0} (g CE:R (h) C.E.: (-0, 3}
(i) C.E.: (—00,—2)U(1,400) (1) C.E.: (I,400) (m) CE.: (—00,0)U(2,400) (n) CE.:R
(o) C.E. (-1,3] (p) CE.: [2,40) (q) C.E.: (—1,400)\{0} (r) C.E.: R\ {£1}
(a) (b) (o) (4
X 0 O 0 0 0 0
172 1 2 2 1 RVENr 1
(o) 6 (g) (h)
0 0 0 0 £ 0 0 00— s 0
s.zﬁi 1 5.;/'5 2 0 2 1 o 0 113
(i) (D
(m) (n)
IR === mmmm e T 1. [/ ey, pa— 0
-2 1 1 1-e 0 2 1+e ke, 3
(o) CE.: (-1,3] (p) CE: [2.+=)
(q) CE: (-%,+=)-{0} (r) CE: R-{+1}
0
---------- X —X -0 Xoweeee 0
! 3 2 2 o 1oz 1 addsin
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POLINOMI

(4.1)
(a) P(x)+Q(z) = 2> + 2% + bz P(z) — Q(z) = —2® + 2? + 3z
P@)Q(z) =2° + 4zt + 23 + 422 P(Q(x)) = (23 +2)? + 4(23 + 2) = 25 + 22" + 423 + 22 + 4a
(b) Px)+Qz)=2*+=x Plz) — Q(z) =a2* —z +2
P@)Q(z)=2° -2t +2—1 PQ)=(z—-1D*+1=2— 423 + 627 — 4z + 2
(4.2) Possibili esempi sono:
(a) P(z)=2% Qx)=2a3 (b) P(x)=a23 P(x)=—a+2?
() Plx)=2% Q)=23+2 (d) Plx)=23 Qz)=-2>+1

(4.3) Partiamo dall’eguaglianza (A + B)® = A% + 5A*B + 10A3B% + 10A2B? + 5AB* + B, ottenuta dal

triangolo di Tartaglia.

(a) Per ottenere il termine a*b%cS, a2b, deve essere elevato al quadrato, c? alla terza. Nello sviluppo sopra
riportato, il termine A?B3 & moltiplicato per 10; tenendo conto del fatto che il coefficiente —2 viene
elevato al cubo, in definitiva il coefficiente richiesto & 10(—2)3 = —80.

(b) 11 termine a®b*c?
5(—2) = —10.

si ottinene elevando a2b alla quarta e lasciando invariato c2. Il coefficiente richiesto &

(c) Per ottenere a?bc*si deve lasciare invariato a?b ed elevare al quadrato ¢?; poiché il termine AB? non
compare nello sviluppo generale, di conseguenza a?bc* non compare in quello preso in considerazione.

Partiamo dall’uguaglianza (A+ B)* = A* +4A3B 4+ 6A4%2B% + 4AB3 4 B*, ottenuta dal triangolo di Tartaglia.

(d) Per ottenere il termine a2527 2 deve essere elevato alla terza, cb? deve essere lasciato inalterato. Nello

sviluppo sopra riportato, il termine A%B & moltiplicato per 4 e questo & anche il coefficiente richiesto.

e) 11 termine ac®b® non si pud ottenere nello sviluppo; infatti, data la presenza di a, ¢ dovrebbe essere
(&

lasciato invariato, mentre, data la presenzadi b%, il termine cb? dovrebbe essere elevato alla terza; cosi
facendo pero si ottiene ac?bS.

(f) per ottenere a?b* si devoo elevare al quadrato entrambi i termini; il coefficiente richiesto ¢ dunque 6.

(4.4) Indichiamo con S(z) il quoziente e con R(x) il resto.

(a) S(x)=ax?+ 22— 15; R(z) = 10z ) Sx)=z+4; R(z)=-20+20
() S(x)=a?+2; R(z)=—-x+4 (d) S(z)=2 R(z)=—-2x+1
(e) S(x)=a?>+ax+ala—1); R(x)=a (f) S(z)=2% R(r) =a*

(4.5) In tutti i casi, per il principio di identita dei polinomi occorre uguagliare i coefficienti di termini dello
stesso ordine:

a+c=0 c=1
(a) —a+b—-2c=1 = a=-1 .
c=1 b=14a+2c=2
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at+b+ec=1

—a+b+d=0
(b) a+b—c=0
—a+b—-d=0

Sottraiamo membro a membro la quarta equazione dalla seconda, ottenendo d = 0. Sostituiamo il
valore d = 0 nella seconda equazione, deducendo a = b. Infine sostituiamo b con a nella prima e terza
equazione; nel sistema

20+c=1
20 —c=0

che si ottiene, sommiamo membro a membro deducendo a = b = %, c= %, d=0.

a+c+d=0
—a+b—d+e=0
(c) a—b+c—e=0

—a+b=1
-b=1
Dalle ultime due equazioni si ottiene subito b = —1, a = —2. Sostituendo nelle rimanenti equazioni, si
deduce il sistema:
c+d=2 c=2—-d d=1
e—d=-1 <= e=—-14+d c=1
c—e=1 2—d+1-d=1 e=0

(4.6) Nei casi (c) e (d) si procede come spiegato nel capitolo 4, eseguendo la divisione dei due polinomi.
Nei primi due casi, dove il grado del numeratore € uguale a quello del denominatore, piu semplicemente si
puo manipolare algebricamente la funzione in modo da far comparire al numeratore la stessa espressione che
compare al denominatore:

*+1  (@t+az)+(1-2) 1—2

= =1 .
i+ i+ +x4+x
zt + 223 7(x4+2x+4)+(2x372x74)71+2x372174

()334—&—230—}—47 xd+ 20+ 4 o xt 4+ 2 +4°

(a)

(c) Nella divisione di P(z) = 2 + 22® — 1422 4 2z — 15 per Q(z) = 22 + 1 si ottiene come quoziente
S(z) = 2% + 2z — 15 e come resto 0. La funzione razionale si riduce dunque al polinomio S(z).
(d) Dividendo P(x) = 2® — 2? — 5z per Q(z) = x — 5 si ottiene il quoziente S(z) = 2% + 4z + 15 e il resto

(0]

75. La funzione razionale si pud dunque scrivere nella forma =2 + 4z + 15 + -
T —

(4.7) Per il teorema di Ruffini occorre verificare se P(2) = 0 oppure P(3) = 0; per quanto riguarda la
divisibilitd per 22 — 4, P(x) deve essere divisibile sia per # — 2 che per z + 2, quindi deve essere P(2) =
P(-2)=0.

(a) P(2) = P(3) =0, P(=2) # 0; P(z) & divisibile per z — 2 e per z — 1, ma non per z? — 4.
(

b) P(2) = P(-2) =0, P(3) # 0; P(z) & divisibile per  — 2 e per 2% — 4, ma non per z — 3.

(c) P(2) = P(3) =0, P(—2) # 0; P(z) & divisibile per  — 2 e per  — %, ma non per z* — 4.

(4.8) Indichiamo con S(z) il quoziente, con R(x) il resto.
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S(x)=a?+2x+7 R(z) =15
S(z) =2x*+1 R(z)=0
S(x) = a3 — 422 + 5z — 2 R(z)=0
S)=a*—2>+22 -z +1 R(z)=0
S)y=a2>+2*+23+ 22 +2+1 R(z) =0
S(z) = 23 + az?® + 2d’z + 2a° R(z) = 3a*
S(z) = 2% —ax R(z)=0
S(z) = a®z? + a®bx + ab(b + 1) R(z) =b?

(4.9) Quelle che seguono sono possibili soluzioni.

(a)
(b)
()
(d)

()

P(z)=z(z — 1)(z + 1)(x — 2)(z + 2) = 2° — 5% + 4x.
Una delle radici deve essere doppia, come in 2%(x — 1)(z + 1)(z — 2) = 25 — 22% — 23 + 222,
Px)=z(z—-D(z+1)(@?>+1)=2° -2

Una delle radici non deve essere semplice. Infatti, per ipotesi P(x) = (z — c1)(z — ¢c2)@Q(x) con
grado Q(z) = 3; poiché Q(z) & di grado dispari, deve avere almeno una radice reale. Poiché non &
possibile introdurre una nuova radice reale, questa devenecessariamente coincidere con ¢; o con cy. Si
hanno tre possibilita, esemplificate da z2(x — 1)(z? + 1), 23(x — 1)2, 2*(z — 1).

P(z) = x(z* + 1); per convincersi che Q(z) = z* + 1 non ha radici reali cioé non si annulla per nessun
valore di x, basta osservare che ¢ Q(x) > 1 per ogni x.

(4.10) Quelle che seguono sono possibili soluzioni.

Non esiste un polinomio con queste proprieta. Infatti, per ipotesi & P(z) = (z — ¢1)%(z — ¢2)Q(x), con
Q(zx) privo di radici reali; questo & assurdo, perché essendo deg Q(x) = 1, necessariamente @Q(x) deve
avere una radice reale.

Px)=(z—1)2*(xz+1)?2 =2 — 22+ 1.

Una di queste radici deve essere doppia. Infatti per ipotesi P(z) = (v — ¢1)(x — c2)(x — ¢3)Q(z), con
deg Q(x) = 1. Q(x) ha una radice reale e, poiché non se ne possono introdurre di nuove, deve coincidere

con una gia considerata. Ad esempio, z*(z — 1)(z + 1) = 2* — 2.

P(z) =2* + 1.

(4.11)

(a)

()

()

Per questo polinomio a coefficienti interi le eventuali radici razionali sono £1, +2. Un controllo diretto
porta a concludere che z = 1 e = 2 sono radici. Dividendo il polinomio dato per x — 1 si trova (con
la regola di Ruffini) il qoziente Q(x) = 2% — 22 + 2 — 2. Dividendo a sua volta Qi () per z — 2, si
ottiene il quoziente Q2(z) = 2% + 1. In definitiva P(z) = (v — 1)(z — 2)(z% + 1).

Eventuali radici razionali sono £1, £2, +4; radici effettive sono x = 1 e x = 2. Procedendo come nel
caso precedente, il quoziente nella divisione per x — 1 & Q(z1) = x> — 522 + 8x — 4; quello nella divisione
di Qi(x) per z — 2 & Q2(x) = 22 — 3z + 2. Poiché il discriminante di Q2(z) & positivo, il polinomio &
ulteriormente riducibile. Una sua radice ¢ = 1 e risulta Q2(x) = (z —1)(z —2). In definitiva si ottiene
P(z) = (v — 1)%(x — 2)2.

1

Il polinomio ha come radici razionali z = 1, x = %7 T = %; con tre successive divisioni per z — 1, z — 3,

z — 2, si ottiene P(z) = 6(z — 1)%(z — 3)(z — 2).

P(z)=3(z?+2z+1)=3(z +1)%
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(e) Ponendo t = x2, si ottiene il polinomio > — 3t — 4 che ha per radici t = —1 e t = 4. Questo

polinomio si scompone in (¢ + 1)(¢ — 4); ritornando alla variabile z, si trova per P(z) la scomposizione
(22 +1)(z* —4) = (22 + 1)(z — 2)(z + 2).

(f) P(x) = 2%(z + 3).

(g) Ponendo t = z*, si ottiene il polinomio #* — 17t + 16, che si scompone in (¢t — 1)(¢ — 16). Ritornando
alla variabile z, P(z) = (2% —1)(z* = 16) = (22 = 1)(2? —4) (2> + 1) (2? +4) = (z — 1) (z + 1) (z — 2)(z +

2)(z2 4+ 1)(22 + 4).

3 3 9
(h) P(x) = (42® — 9)(42* +9) = (2z — 3)(22 + 3) (42> +9) = 16 (x - 2) (ac + 2) <9c2 + 4)
(i) Pl)=(2*-1D(@*+1)=(x—1)(z+1)(z? + 2+ 1)(262 —z + 1).
(1) Ponendo t = 22, si ottiene il polinomio t?—(a?—1)t—a?; questo ammette t = —1 come radice, il che porta

alla scomposizione nella forma (¢ + 1)(t — a?). Ritornando alla variabile x, P(x) = (2% + 1)(2? — a?) =
(x —a)(z +a)(z? +1).

(m) (z—a)(@®—322+2—3)=(x —a)(z —3)(2% + 1).

(n) P(z) = (v —a)(2® — ax?® + a’x — a3) = (v — a)?(2? + a?).
EQUAZIONI, DISEQUAZIONI, SISTEMI

(5.1) Per prima cosa si osservi che ’equazione ¢ definita per z # 1 ed ha per soluzione = = 3.
(a) E equivalente

(b) E equivalente, anche se la funzione che abbiamo aggiunto non e definita per x = 0; questo perché x = 0
non e soluzione.

(c) Non ¢ equivalente: la funzione che abbiamo aggiunto non ¢ definita per = 3 che & proprio la soluzione.

(d) E equivalente: anche se abbiamo moltiplicato per una funzione che si annulla in un punto, dato che
questo punto non appartiene al campo di esistenza delle due equazioni.

(e) Non ¢ equivalente, perché 'equazione ottenuta non contiene soltanto quella data, ma anche ’equazione

r+1 1

= —2 (che ha per soluzione = —3).

r—1

(f) E equivalente, dato che abbiamo diviso per una funzione che non si annulla.

(5.2)

(a) E sempre equivalente.

(b) Solo se z = 0 non & soluzione dell’equazione data.
(c) Solo se x =1 & soluzione dell’equazione data.
(d

Solo se =1 e x = —1 non sono soluzioni dell’equazione data.

)
)
)
)
)
f)

(e E sempre equivalente.
(

Solo se I'equazione data non ha soluzioni diverse da x = 0.

(5.3) La disequazione & definita per z # 1 ed & verificata per x € (—o00,1) U (3, +00).
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1
+1—2<0).

(a) Non ¢ equivalente (non si confonda con

1 1
(b) Non & equivalente (non si confonda con 3 % <1).
T —
1
(¢) Non & equivalente (equivale a v 1> 2).
z+1

(d) Non & equivalente (equivale a —2 < 1< 2).
(¢) B equivalente.

(f) Non & equivalente (nell’insieme delle soluzioni dell’equazione data la funzione per cui si & moltiplicato
non ha segno costante positivo).

Non ¢& equivalente (a parte il caso banale g(x) = 0, per ogni z): non si confonda con f — g < 0.
Non & equivalente.

Non ¢ equivalente (equivale a f(x) > g(x)).

E equivalente.

)
)
)
d) Solo se nell’insieme di soluzione risulta z > 1 (infatti equivale a (z — 1)[f(z) — g(z)] < 0).
)
) Solo se nell’insieme di soluzione risulta g(x) > 0.

)

Solo se nell”insieme di soluzione risulta anche f(z)4g(z) > 0 (infatti la disequazione equivale a scrivere
f2(z) = g?(z) <0, ciot [f(x) - g()][f(2) + g(z)] <0).

(h) Solo se nell’insieme delle soluzioni & g(z) > 0.

x=2/3

/ x=-2/3 /{ x=2

e . . o . 11l i _ h—1
(a) Per k =0e h =1 ¢ indeterminata; per £ = 0 e h # 1 ¢ impossibile; per k # 0: x = *=.

(5.6)

(b) Per k=1 e h = +1 & indeterminata; per k = 1 e h # £1 & impossibile; per k # 1: = = —%.

(c) Per k = 0 non ha senso; per k = +1 e h = 0 & indeterminata; per k = £1 e h # 0 & impossibile; per

k # £1 e k # 0 ha come unica soluzione r = —z75.

(5.7) Per linterpretazione geometrica, si vedano le figure di (5.5)

(a)acZ—g (b) x> 2 (¢) x>

Wl N
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(5.8)
(a) Per k =0 & impossibile; per k > 0: « > +; per k < 0: = < 1.

(b) Per k > 1 oppure k < 0: z < ﬁ; perO<k<l1l:z> ﬁ; per k = 0 & impossibile; per k£ = 1 € sempre
verificata.

(c) Per k > 1: xg%;perk<1: xz%;perk:lehzléindeterminata;perk:1eh<lé
impossibile.

(d) Per h e k non contemporaneamente nulli z > %; per h = k = 0 e impossibile.

(5.9) Riscritta la disequazione nella forma (a — ¢)x < (d —b), si ha:

d—b d—b
sea<c x>a_c; sea>c T < =
sea=c, b<d &sempre verificata; sea=c,b>d ¢ impossibile
(5.10)
(a) (b) (c) (d)
w=1.x1=-2 \ / x=5/21 & nessuna soluzione
' 4
R— x=1,x=3 /\
(5.11)
(a) Per k = 0 l’equazione si abbassa di grado ed ha per soluzione x = —1. Per k # 0 risulta A = 1 — 4k;
dunque
per k > i nessuna soluzione
per k= 1 r= -2
—1++1-—4k
perk<i,k7é0 T19=—"7"
’ 2k
(b) A = 5k?%; dunque
per k=20 z=0
—1++5
per k #0 T2 = T\[k
(c) A = k? + 4k; dunque
—k + Vk? + 4k
per k < —4 oppure k > 0 Ti1,2 = -
per —4 < k<0 nessuna soluzione
per k=0 z=0
per k= —4 r=2
(d) Per k = 0 'equazione si abbassa di grado ed ha per soluzione x = 0. Per k # 0 risulta A = 1 — 4k?;
dunque
per k > % oppure k < —3 nessuna soluzione
—1++1—4k?
per—%<k<%,k#0 Tipg= ——"7
perk:%:x:—l perk:—%:le
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(5.12)

(a) mnessuna soluzione (b) z=-1 (¢) z€(—o0,—1)U(2,+00)
(d) z#1 (e) nessuna soluzione (f) (=00, —1)U(2,400)
(5.13)

(a)

(b)
()

1 1
-7l

Per k£ > 0 ¢ sempre verificata; per kK < 0: z € {

x=k.

Il polinomio si annulla per z = —1 e per x = k e la disequazione ¢ verificata per i valori esterni
all’intervallo delle radici. Dunque, se k > —1 deve essere € (—oo, —1) U (k, +00); se k < —1 risulta
invece x € (—00,k) U (—1,+00); se k = —1 la disequazione diventa (z + 1)2 > 0 ed ¢ verificata per
x # —1.

Se k # 0 il polinomio si annulla per = k e per x = 2k ed & negativo per i valori interni all’intervallo
delle radici. Dunque, se k > 0 deve essere = € (k,2k), se k < 0: = € (2k, k). Se k = 0 la disequazione
diventa 22 < 0, che & impossibile.

(5.14)

(a)

(b)

()

Posto t = 22, 'equazione 4t> — 37t + 9 = 0 & verificata per % e per t = 9; deve dunque essere r = :I:%
oppure x = +3.

Posto t = 22, la disequazione 4t —37t4+9 < 0 & verificata per i < t < 9; deve dunque essere i <z?2<9
ciot € (—=3,—3) U (3,3).

Osservato che = 1 & una soluzione, utilizzando il teorema di Ruffini possiamo scomporre il polinomio
e riscrivere Pequazione nella forma (x — 1)(z% 4 42 + 1) = 0; alla soluzione gia nota si aggiungono le
soluzioni —2 =+ v/3.

Tenendo conto di quanto trovato nel problema precedente possiamo riscrivere la disequazione nella
forma (x —1)(2% 4+ 42 +1) > 0; a questo punto occorre studiare il segno dei due fattori a primo membro
e prendere gli intervalli in cui sono concordi. Possiamo sintetizzare i calcoli nella tabella successiva, in
cui la linea continua indica intervalli di positivita, quella tratteggiata intervalli di negativita:

—2-3"2 —2+372 1

La disequazione ¢ dunque verificata per = € [—2 — /3, =2 + /3] U [1, +-00).

Posto t = z2, 'equazione t? — 5t + 4 = 0 & verificata per t = 1 e per t = 4; deve dunque essere z = +1
oppure xr = £2.

Per quanto visto in (e), i fattori 22 — 4, 22 — 1 devono avere lo stesso segno; questo accade se x €
(=00, —2) U (—=1,1) U (2,400).

Applicando il teorema di Ruffini, possiamo scomporre il polinomio a primo membro e riscrivere I'equa-
zione nella forma (z + 2)(x — 1)(z — 3)(22 + 2) = 0; da questa si deducono le soluzioni z = —2, z = 1,
T =3.
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(h) Tenendo conto di quanto trovato in (g), deve essere (z + 2)(x — 1)(z — 3)(2? +2) < 0 che si pud
semplificare in (z + 2)(z — 1)(z — 3) < 0 (dividendo per il termine 22 + 2 che & strettamente positivo)

———————————————————————————————————— O——— R(XX)=x-3
--------------------------- © Q(x)=x-1
——————————————— o P(X)=x+2
— + — +
-2 1 3

deve dunque essere x € (—oo0, —2] U [1, 3].

(i) 2" —z=2@-1) =@ - 1)(@*+1)=2(x - 1)(x+1)(2? + 2 + 1)(2? — 2 + 1). T due polinomi di
secondo grado sono positivi (A < 0); basta dunque considerare il segno dei polinomi di primo grado.
Procedendo come gi4 illustrato, si trova z € [—1,0] U [1, 4+00).

D) a8 —1=@*-1)a*+1)=(x—-1)(z+1)(22+1)(z* +1) > 0 per z € (—o0, —1] U [1, +00).

(5.15)
y=x"-3x+2 y=(x+1)/(x-1)
y=2x+1 y=x -1 2
1
1
1 2 1
/5 \/ 2
(a) (b)
(e @
T
1
05 A 1 i 2
(e) (£)
(g) (h)
2
\ :
14
2 1 1 2 1 1 %
2
1 1
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(5.16)

(a) (b)

(a) 2+1=4+2 <= z=-3oppwez=1
(b) z=-2

(¢) impossibile

(d){m>1 oppure {—1<x<1 oppure {x>1 = 1:*1
(e) v =1 oppure l<z<l oppure 1=<z<0 oppure z< -1
2% — 2 =0 PP 22 =0 PP 22 —2x=0 OPP 22425 —-2=0

Le soluzioni sono 0, 2, —1 — /3.

(f) |z| =2 <= =z = +£2 (la soluzione |z| = —1 & evidentemente non accettabile)

(g) Posto t = 2, si ottiene |t — 1| — |t — 5| = 3, cio®

t=1 oppure L<i<s oppure t=95 <:>t—gedunuex —:|:3£
—4=3 PP 2t—6=3 PP 4=3 ~ 2 aue d12 = =90
(h) z =0 oppure z <0
4z 3722 49=0 PP ot 3722 +9=0
Risolvendo le due equazioni in 22, si trova 22 = i oppure 22 = 9 nel primo sistema, mentre nel secondo

caso si trovano per x2 valori negativi e dunque non accettabili. In conclusione z = % oppure x = 3.

2

(i) 22 —~1=2+50ppure 22 — 1= -1 -5 < 22 -2 —6=0oppure 22 +z +4=0.

Le soluzioni sono x = —2 oppure x = 3.
4] z =1 oppure O<w<l oppure —l=e<0 oppure z<—1
2?2 —x—-3=0 PP 2+zx+1=0 pp 2 —z+1=0 pp 2?+x—-3=0
1++13

Le soluzioni sono z12 = + 5
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> > > >
(m){m+2_0 oppure{$2+2_0 <:>{x2+2_0 . Oppure{x+2_0

2P —1l=xz+2 z*—1l=—-x—-2 P —x—3= 2 +z2+1=0
- 1++v13
Le soluzioni sono z12 = —

_ _ _ 3
n) 2—z=z—loppwe2—r=1-1 < z=73.

(5.18)

(a) Posto t = ||, la disequzione diventa t> —t — 2 < 0, che & risolta per t € (—1,2). Deve dunque essere
1<z <2, cloe -2 <z < 2.

2 2 2

(b) Deve essere 22 —x > 1 oppure 2 —x < —1, cioe
1—-+5 1 5
T € (—oo, 2\f] U +\[,—|—oo>.

2
(c) z+1>z?oppurexr +1< —22 +—= 22 —2—-1<0oppure 2>+ +1<0.

—x—12> 0 oppure z© —x + 1 < 0. In conclusione

. 1-v5 1+6
In conclusione x € ) .
2 2
2 2
9 zc—4>0 zc—4>0
(d) 2 —4 <0 oppure {x—1>x2—4 oppure{x_1<4_x2
22 —4 <0 oppure 22 -420 oppure 2?2~ 420
22—2-3<0 > +2-5<0
1413 —-1—-+21
€ (—2,2) oppure z € |2, +2> oppure T € (2, —2]
—-1—+v21 1++13
x € , .
2 2
2
RN zc—42>0
(e){i—x§<g+l<x2—4 = { 2+2-3>0 <+—=
- - 2—r—-5>0
—1—-+/13 14++v21
xr e | —oo, ,+oo |.
2 2
() r—12>0 JR, r—1<0 —
l—z<22—-1<az—1 °PP r—1<2r-1<1-2
r—1>0 r—1<0 rz>1 r<l1
1—2<2x—1 oppure r—1<2x -1 = CCZ% oppure x>0 =
20—-1<z—1 20 —1<1-x <0 r <2
0<z < -
- 3
r—2>0 r—2<0
(g) ¢ 22 —1<z—2 oppure { 22—-1>z2—-2 <+
2—-1>2—z 2-1<2—z
x> 2 r—2<0
- —1—+v13 —-1++v13
22—z +1<0 oppure 22—z+1>0 < zx € 5 , +2
22 +1-3>0 2 +2-3<0
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r+1>0 r+1<0 r+1>0 r+1<0

(h) 2—zr<z+1 oppure 2—zr<—zr—-1 <= 2¢ > 1 oppure 2< -1
2—z>-—-x-1 2—z>z+1 2>-1 2z <1
z € (3,+00).
zr—k>0 z—k<O0 x>k r<k
: k
(1) r<z—k oppure r<k-—zx — k<0 oppure r< 3
r>—x+k z>—-k+x ng z>0

Se k <0: z €[k +o0); k>0 z€(—00,L];8e k=0: 2 €R.

(1) 22 —k > 22 oppure 22 — k < —22. Se k < 0: x € R; se k > 0: me(—

T >4 1<zx<4 r<l1
(m) x—1>a:—4 oppure x—1>4—x oppure 1—x>4—x
z+4 " -2 z+4 " x—-2 x+4 " x—-2
Togliendo i denominatori, si ottengono cinque sistemi:

(i) z>4 (z—1)(xz—-2)>(x—4)(z+4)
(i) 2<z<4 (z—1)(xz—-2)>2d—2)(z+4)
(i) 1<z<?2 (z—1)(xz—-2)<(xz—4)(z+4)
(iv) 4d<z<l (I-z)(z—-2)<{d-—z)(xz+4)
v) z<-4 1-2)(z—-2)>A—2a)(z+4)
Le soluzioni sono, rispettivamente:

(i) x€[4,6]

(i) ze€[%,4)

(i) =z e€[1,2)

Eiv) €(—4,1)

nesuna soluzone.

<
~—

Unendo gli insiemi di soluzione, si trova € (—4,2) U [Z,6].

(n) [(x =3)(x+2)] >5lr+2] <= x = —2oppure [zt —3| >5 <= x = —2 oppure z — 3 > 5 oppure
r—3< -5 < z€(—o0,—2]UI[8,+00).

(5.19)
—16z — 8 11
b _- =
@) <71 20 = el
—xr—2
b 0 2,1
(b) 1 >0 = x € (-2,1)
3 1
(€) o € (~o0,~ ] U (5 +o0)
3 3
x#£b5 T F5 < = < =
(d){ — 3 oppure =9 oppure 2 —
| —5[ >3 -2z z> 3 ©—5>3-20 z—5<2r-3
€ (_27 +OO) \ {5}
() =2 <0 <= z>0
x>0 z <0
() —x—2>0 oppure 3m—2>0 < 2 €[0,5)U(-00,0) = (—00,5)
T —5 T —5
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(g) 2 —22-2<0 <= 2z (1-3,1++3)

5r — 1 1
> - - .
(h) e >0 < ze( 1,5]U(1,+oo)
x>0 <0 20
(i) 0>z oppure —2z(x+1) oppure - <~ =0 oppure
— 2>z 0>0
x#1 z—1
z<0 = =0 red £50 <= 2 € (—00,—1]U{0}
—2z(z+1) <z(z—-1) TEVOPPUC ) 324 2> 0 z 00, —3
5— 8z 1 (4x — 3)2 )
1 —— o <0 = —00, 2)U (1
V%2 @m_Dm-9 - x € (=00, 3) U (1, +00)
(m) : > dha — r—d >0 <=
(x—4)(x+4) " (z—4)(z+6) (x —4)(xz+4)(xz+6)

x € (—00,—6) U (—4,4) U (4,+0)
(22 —9) (2% + 4)

(n) T F >0 < z€(-3,3)U(5,+0)
(0) (—o0,—1)U(0,+00)
(p) _x21—1 >0 < z€(-1,1)

T>—= < —7
ORI oppure { ¥ <73
|z — 4| > 32 —2 |x® — 4| <3z —2

11 secondo sistema & impossibile (essendo 3z — 2 < 0); il primo equivale a:

12 e>2 > 2
x € (—=, =) oppure 3 oppure 3
33 2 —4>3x—2 2 —4<2-3x
1 /33— V1
Terminando i calcoli, si trova x € (—3, 332 3] U \/5-2 7, +oo>

(r) z20 oppure z<0
x3+x2+120 PP x3—x2—1§0

Per x > 0 ¢ 2% + 2% +1 > 0 (somma di quantitd positive), per z < 0 ¢ 23 — 22 — 1 < 0 (somma di
quantitd negative). Dunque la disequazione ¢ sempre verificata.

(s) In entrambi i rapporti numeratore e denominatore sono strettamente positivi e quindi la disequazione
& sempre verificata.

—k
(t) La disequazione puo essere riscritta nella forma x(xiJrl) <0.
x
Se k>0 x € (—o0,—1) U0, k]
se —1<k<0 x € (—o0,—1) Uk, 0]
se k=-1 x € (—oo,—1) U (—1,0]
se k < —1 z € (—00,k) U (—1,0]

(u) Distinguendo i casi z > 0 e z < 0, si ottiene come insieme di soluzoni R\ {0}.
(v) (=00,0)
(w) (=00, =1) U0, +00).
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(z) Per x > 0 la disequazione diventa 2 < k, per = < 0 diventa —2 < k. Dunque:

sek>2 z € R\ {0}
se —2< k<2 x € (—00,0)
se k < —2 la disequazione & impossibile.

(5.20) Se a e b sono di segno contrario, il risultato & immediato; in caso contrario, elevando al quadrato, si

trova la disequazione equivalente
4

b
402 < 2a* + -+ 2a2b?
€
che possiamo riscrivere nella forma

b4
e2a* + - = 2a%6° >0
€

v\ >
<5a2 — ) > 0;
€

cioe

questa € banalmente vera.

(5.21) Riscritta la disequazione nella forma
a+b>1+4ab
elevando al quadrato e semplificando, si trova successivamente
a4+ >14+a*? = a>—1>(a® —1)b%
Essendo a? — 1 > 0, la disequazione & equivalente a
b <1,
che ¢ banalmente vera perché abbiamo supposto 0 < b < 1.

(5.22) Possiamo riscrivere in modo equivalente, per ogni x > 0:

kx +1 1
>
r+1 T xt+1

o anche, per ogni x > 0,
(1 —2?)
14 24
Per x = 0 la disequazione ¢ vera per ogni valore di k; occorre dunque che sia, per ogni = > 0

< kzx.

1— a3
— <k
1+ 24
Poiché il primo membro ¢ minore di 1, k deve essere maggiore o uguale a 1. Facciamo vedere che 1 ¢ il piu
piccolo valore che possiamo scegliere per k: occorre far vedere che, preso per k un valore minore di 1 (lo
scriveremo nella forma 1 — g, con € > 0) esiste per x un valore positivo tale che

ovvero

Supponendo z € (0,1), il primo membo & minore di 223 e questo a sua volta si mantiene minore di € per
Y b

T < \3/§ . In conclusione, bastera prendere x arbitrariamente, purché positivo e minore sia di 1 che di Q/g ,

per provare l’asserto.
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(5.23)

(a
(b

)
) n
()
(d)
()
(f)

)

(g

(=00, 3]

nessuna soluzione
nessuna soluzione
(-3, +)
nessuna soluzione
{2,3}

La prima dlsequamone si pud scrivere nella forma 22 + 10z — 24 < 0 ed & risolta per z € [-12,2]; la
seconda equivale a 2% > 16 ed ¢ risolta per x € (—oo, —4] U [4,4+0o0). Il sistema & dunge risolto per
[—12, —4].

Il sistema & impossibile, perché le prime due disequazioni sono incompatibili (la quantitdh z? — 5x
dovrebbe essere contemporaneamente positiva e minore di 6).

[0, 4-00)
x = —1 & soluzione per ogni valore di k; x = k & soluzione solo se k € [—5, —%}
—1—+1-—4k
Il sistema ammette la soluzione + = ——————, solo se k < 0. Infatti, per k¥ = 0 'equazione si
abbassa di grado ed ha per soluzione x = —1, che non soddisfa la disequazione del sistema.
—1++1-—4k
Per k # 0, risolvendo ’equazione si trova formalmente z; 2 = — La condizione di esistenza
—1—+1—-4k
delle radici richiede che sia k < i, k # 0. La soluzione z = —r soddisfa la disequazione se
k < 0, mentre I’altra soluzione non la soddisfa mai.
—1++v1—-4k
Le soluzioni dell’equazione sono x; 3 = ————  per k < i.
—1—+1-4k 1
—1§f§1 <— . = -3<V1-4k<1l — OSkSZ
—1++1-—4k 1
—1§%§1 = o == C1<VI-4R <3 = 2<k< 4

In conclusione, il sistema
€ impossibile se k > i
ha una soluzione se k = %
ha due soluzioni se 0 < k < i
ha una soluzione se —2 < k <0
¢ impossibile se k < —2.

1
Se k > +2‘/5
1-+/5 1+5

8
v
e

H
+
S

se 7 <k< 5 T > 7
1—-+5 1-+5 1 5
k< V5 k<z< foppurexz + V5
2 2 2
1
Sek>1 O<m<ﬁ

se0<k<1 0<zx<l1

se —1 < k<0 il sistema & impossibile
1

se k< -1 ﬁ<k<1
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(q) L’equazione ha come soluzioni x = —1 e & = k; la prima & soluzione per ogni valore di k, la seconda lo

¢ solo se k < —9 oppure k > —2.

(r) 1l sistema si puo riscrivere nella forma

k>0 k=0 k<0
T 2% oppure 0>1 oppure xS%
x>k x>0 x>k

Confrontando k e %, si ottiene:

sek>1 x>k
se0< k<1 T > %
sek=0 il sistema € impossibile
se —1 <k <0 il sistema e impossibile
se k< —1 k<z< %

(5.24)

(a
(b

d

)
)
(©)
()
)
f)

(e
(

(2)

Non esiste: la condizione equivale ad affermare che la funzione non assume alcun valore.
Possiamo scegliere la funzione f(x) = 22: I’equazione f(z) = k ha soluzioni solo se k > 0.
Possiamo scegliere f(x) = x: Uequazione f(x) = k ha una sola soluzione per ogni valore di k.
Se scegliamo f(x) = 22, 'equazione f(z) = k per k > 0 ha sempre due soluzioni.

Possiamo scegliere f(z) = 2 + |22 — 1| (vedere fig. (e)).

Un esempio puo essere 1|;g|”2 definita per z # 0 (vedere fig. (f1)) o anche tanx per z € (=%, 37) \ {5}
(vedere fig. (£2)).

Una possibile funzione ¢ f(z) = 20z 4 1 (vedere fig.(g))

T

\ |

() (f1) (2) ()

(h) Ad esempio la funzione seno.

(i) Ad esempio la funzione definita da f(z) = {

0 sex <0
1 sex>0

(5.26)

(a) Il sistema & impossibile.
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LE

(6.1)
(6.2)

(a)
(b)

(6.3)

Il sistema & indeterminato, cioeé ammette infinite soluzioni, che possono essere espresse in funzione di

un parametro, ad esempio nella forma z = 1 — 2¢, y = t oppure nella forma equivalente z = s, y = %

r=-1y=1
Il sistema ¢ impossibile.

Il sistema & indeterminato: le infinite soluzioni possono essere espresse in funzione di un parametro, ad
esempio nella forma z = %, y=t, z =t + £.

Il sistema ¢ impossibile.

FUNZIONI POTENZA

(a) W64, W16, V27 (b) V1024, 64, V27

a>0; 12/;67 12/;57 12/;9'

Le radici sono sempre definite; la terza se & 2 — y? > 0, cioe (r — y)(z +y) > 0. Disitinguiamo due

casi:
z—y>0 lyl <=
{ cty>0 { >0
Le radici diventano {/(z —y)2, ¢/(z +y)2, /(22 —y2)3.
r—y<0 lyl < —z
{ rty<0 { <0
Le radici diventano —/(z —y)2, —¢/(z+y)2, /(22 —y?)3.
Sintetizziamo i due casi, scrivendo la condizione nella forma |y| < |z| e facendo precedere le prime due

radici da sgn x (che vale 1 se x > 0, —1 se x < 0; si osservi che per x = 0 deve essere anche y =0 e le
tre radici si annullano).

(a) \/g, (b) v/32 (c) =,y #0; ,3/1%1/.

(d) Procedendo come nell’esercizio 6.2(b), deve essere |b| < |a|, b # a (questa conclusione assicura che sono
positivi sia il termine sotto radice sia il termine precedente). Possiamo riscrivere ’espressione nella forma
v/ (a—0b)3(a+b)>.

(e) x

(6.4)

(d)

(6.5) (a) 21, (b) 49 —20v6,  (c) 27
VVala+1+2va)(Va - 1) = ValVa + D2(va - 1) = Ya(ya+1)(va-1) = Yala - 1)

(d)
(€) a
(f)

- ~o _ NG sex >0
#O,\/ﬂ (f) 2#0, y>0; sgnz /y {\/gj se x <0

3ab®V/3a2b (b)  2m2®/Trx () =¥y
|z[\/zy (e) 3y*¢xyBy>—1) () 20z +y)* Y4z +y)

209

+ 3va2b+ 3vab% + b

Se n & pari l'espressione e definita per ogni x, se n & dispari per ogni x > 0; in entrambi i casi vale

30/ m26n+4 .
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(g) L’espressione ¢ definita per a > 0, b < a? e vale a +/b.

(6.6)
(a) 5% (b) 3 +7\/§ (c) (A= vmt+1)°

@ @rdatvh) (©) 3-v6 (f) /25 + V15 + V0

a—2b
® a+2¢E§ti¢&§+b () (v§+1§¢§+n

(6.7) Prima di elevare al quadrato in una equazione o disequazione contenente una radice quadrata occorre
prestare attenzione al segno dell’altro termine. La disequazione data equivale a:

21>
x>0 oppure <0
22— 1> 22

11 primo sistema & impossibile, il secondo fornisce = € (—oo, —1].

(6.8) L’errore consiste nell’avere sostituito /(22 — 1)2 con = — 1 invece che con |z — 1].
L’equazione data equivale a:
|t —1] =1 < 2 —1=1oppure x — 1 = —1, da cui segue = 2 oppure x = 0.

(6.9) Le radici a primo membro delle uguaglianze sono definite per ogni valore di x; occorre controllare che
i due membri abbiano lo stesso segno.

(a) Il primo membro si puo riscrivere nella forma |(z — 2)(x — 5)| e coincide con (x — 2)(x — 5) per = €
(—00,2] U [5,400). Per z € (2,5) dobbiamo sostituire il secondo membro con (z — 2)(5 — ).

(b) |z||z — 1] = —z(x — 1) = (1 — z) per z € [0,1]. Per x € (—00,0] U [1,400) dobbiamo sostituire il
secondo membro con z(z — 1).

(c) L'uguaglianza ¢ sempre vera, in quanto la radice ¢ di ordine dispari.

(d) Il primo membro vale z(x + 1) e coincide con |z(z + 1)| per x € (—oo, —1] U [0, +00).

(6.10)

(a) [—1,1]; poiché in questo intervallo le due radici a secondo membro hanno senso, ’eguaglianza & sempre
vera.

(b) (—o00,0] U [5, +00); 'uguaglianza vale solo per z € [5, +00), mentre per z € (—o0,0] si deve modificare

il secondo membro in /—z v/5 — .
(¢) (—00,0]U[5,400); 'uguaglianza vale in tutto il dominio.

(d) [-1,400); l'uguaglianza vale solo per € [0,400), mentre per [—1,0) il secondo membro si deve
cambiare con —z+v/x + 1.
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(1) R; il primo membro si puo riscrivere nella forma |(x — 1)(x + 1)| e coincide con il secondo per x €
(—o0, =1 U1, +00).

Per z € (—1,1) dobbiamo sostituire il secondo membro con (1 — z)(1 + ).

(6.11)

(a) z=0 = _2
922 = 4(3z — 1) T3
50 —1>0 o

(b){(Bw—1)2=10m+6 — o=l

(c) z2-1 — 221 —
DN 2w+3+2/2F3x+2=25 ViZ+3z+2=11-z

“1<z<1l 119
25z = 1119 25
S0
(d) Ve+6=vVr+1+2r -5 < ) —
3r—4+2vV222 -3z —-5=x2+6
5 5
<= 2 <— x=3
202 —3x —5=5—=z 22+ 7 —30 =
>1 >1 1
(e) T2y = T=% = T=7% —= =1
5z —1)? = |10z + 6| (52 —1)2 =10z +6 522 —4r—1=0
x>0 0< <1 >1
(f){ 3 — =T>3 oppure { =3 —
92% = 4[3z — 1 922 = 4(1 — 3x) 922 = 4(3z — 1)
OSQCS1 le V2-1 2
<— 3 oppure 3 — =2 oppure r = —.
922 + 122 —4 =0 9722 — 122 +4 =0 3 3

— xT

<=7 — < -7 ~ —17—-+109
22+ 17Tx+45=0 o 2 ’

> =3 7> -3 | .
(h) { 2+2=(z+3)? = { B T—0 Non esistono soluzioni.

: T e (_ ’_1] U [17+OO) VS (—OO, _1] ) [17"_00) - ..
(i) ozt +1= (22— 1)2 < ot 92 — 0 . Non esistono soluzioni.
7T++37
)23 —dz=(2-1)3 <= 322 -Tx+1=0 < i = e
(m) z>1 — z>1 — _9:&3\/5
W r=3/z-1 22 -9z 4+9=0 12 = 7
7
_ > L
(n) { 7 29;:(; 9 — TS 2 . Non esistono soluzioni.
r—x=7-22 R Y
x# —1 _ z#1 N 64
(o) { 6422(x + 1) = 272 — x—Ooppure{ 64(z + 1) = 27a — x—()oppurex——37.
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(p) >3 — >3 _— T >3 — p—14
b 2Vx —3=a—-2 4x—3) = (v —2)° 22 -8r+16=0 o

(q) z21 — z21 <— lsz=<3 — x=2
VVe+vz—1=3 Vri—1=3-uz z—1=(3—x) e
(6.12)

(a) |zt —1] <4 < x€(-3,5).

by { 227520 [ a120
z+1<0 PP 2 —5> (x+1)2

Il primo sistema & evidentemente impossibile; lo & anche il secondo, che equivale a x > —1, 22 < —6.

S22 re|-2,3 3
(¢) S z4+22>0 = "2 = xe[—3+2\/§, 2].

3—22< (z+2)32 2246x+1>0

6x —22>0 c O§ 3
d 3—2x>0 — * ) — zxz€ |0,

)

6z — 2% < (3 —2x)2 522 — 182 +9 >0

2

x*=9>0 x € (—o0, —=3] U [3, +00)
@){a¥—9§2x+1 {x?—M—40<0 = we [31+ V1]
(f) 23 -1 < (z+3)> & 922 + 27z + 28 > 0, che & sempre verificata.

1—-+/5 1 5

(g) 2> -20—1>0 < (x—I—l)(mQ—a:—l)zO(:}xE[—l, 2\[]U +2f,+oo>.

x>0 x>0 x>0
(h)xﬁOoppure{x2_1|>x2 <:>x§()oppure{$2_l>x2 oppure{x2_1<_x2 =

o=

2 x271>0
(D{a:—1>o M {x>1 x€<1&@>
2 = 2 — )

) 1—2>0 obDUTe 1—-x<0
V2z—z22>1—2x pp V2 —22<1—2
Il secondo sistema e evidentemente impossibile; per quanto riguarda il primo, si ha:

{:1:<1 @{x<1 <:>gcel2—\/§,1>

2z — 2% > (1 —2)? 222 —4x +1<0 2

(m) L’espressione a primo membro ¢ definita sotto le condizioni:

z>0

22 +1>0 — 220 5
2+2>0 o 1EVO
2 +1#x42 2

Studiamo separatamente il segno del numeratore e quello del denominatore.

Numeratore: ¢ positivo (nel senso debole > 0) se

z : T > ! 7T+ V13
3 — -3 = x> —.

z < (3z —1)2 922 — 7z 4+1>0 18

IN IV

Vr<3zr—1 < {
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Denominatore: ¢ positivo (nel senso debole > 0) se

1+

V2 1<V 42 < 22—-2-1>0 < z>

Numeratore e denominatore sono discordi se x €

7+vV13 1+5
8 72

> ; la disequazione ¢ dunque
verificata in questo intervallo.

La radice cubica & sempre definita, quella quadrata lo & per z € A = (—00,0] U [2,400). Studiamo
separatamente il segno del numeratore e quello del denominatore in A.

Numeratore: ¢ positivo (nel senso debole > 0) se

>Vt —r41 = 2*>3—ax+1 < z>1.

Denominatore: ¢ positivo (nel senso debole > 0) se

>
r€A, Ve(r—2)>1r—-3 < z € (—00,0]U][2,3] oppure { im7>39
Dunque in A il denominatore & sempre positivo.

Numeratore e denominatore sono discordi se x € (—o0, 0]; la disequazione ¢ dunque verificata in questo
intervallo.

>
4r—1>0 =

cioe
dr—1+#9 5

In particolare, il denominatore & positivo per x > %, negativo per % <z< g Studiamo la disequazione

distinguendo i due casi.

=

Perché ’espressione al primo membro sia definita, deve essere {

>5 1< <5
> - - <rx<
2 oppure 4 2 —
3 +5>2/4xr—-1—-6 3r+5<2y4r—1—-6
>5 1< <5
T > - <z
2 oppure 4 2 <~
2VAxr —1 < 3z + 11 24z —1 >3z +11
>5 1< <5
T > - - <
2 oppure 4 2
922 + 502 4+ 125 > 0 922 + 502 + 125 < 0

Il secondo sistema ¢ impossibile; il primo sistema (e dunque anche la disequazione) ¢ verificato per
x> 3

Perché siano definite le due radici deve essere x € A = [—3,1]. Studiamo separatamente il segno del
numeratore e quello del denominatore in A.

Numeratore: € positivo se

3 23 — /17
r€A Vi—-r<3—4dr = z¢€ {—3,4], 1622 =232 +8>0 < z € [—3,32]

Denominatore: & positivo se

x€A Vr+3>4—20 «— xe€ A, 42?2 —17Tx+13>0.
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In A il denominatore & sempre positivo (in particolare, vale 0 per x = 1).

23 — /17

TR 1) ; la disequazione e verificata in questo

Numeratore e denominatore sono discordi se x € [

intervallo.

(@) x> -1 — z> -1
VY 2%ws3+2v22+32+2>2+5 Wili3r+2>2—=z

—“1<x<2 -8+ 2v/13
x>20ppure{3z2+16x+4>0 <:>x>20ppurex€<3,2]
-84+ 2v
x€<+137+00>,
3
(r) x;ilQ — o7l — loFl —
1‘>1 |z +2| > |z — 1] 2 +dr+4>22 2241
T —

z € (—%,1)U(1,+00).

() e+320 ] e=2-3 = z¢€ L= VI3 14 VI3
x+3> 2’ > -2 —-3<0 2 72 '
22— 4>0 x € (—00,—2) U (2, +00) 5
(t) N . = x € (—o0, —1] = z¢€ 75,—2 .
oAs T 2?2 —4 < (z+1)2

(u) Basta dare significato alle radici, dopo di che, tenendo conto del segno negativo a primo membro e del
fatto che le due radici non si annullano per uno stesso valore, la disequazione & sicuramente verificata.
Deve dunque essere:

2-1>0
{ §+4>—0 — ze[-4,-1U[l,+o0).
x>0
x>0 - x>2
= “o> =
(V){x—2<0 oppure ?x_22)30<x3 <:>xE[O,Q)OPpure{xg_x2_|_4m_420 —

xeﬂL%ommm{:a;igw_i)Zo e 2€[0,2) U2, 400) = [0, +00).

(a) (b) (c)

¥ ¥
¥
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() (h)
(6.14)
(a) (b)

—~~
o
~
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Soluzione per via algebrica:

1 1
> - > = 9
(a) 3 — 3 = =g
922 = 4(3z — 1) 922 — 120 +4=0
> —5>0 *—5>0
(b) oppure { |z| -5>0 <= 2z € (—o00,—V/5]U[V5,+00).
|z =5 <0 |z| > 3

(¢) Tl campo di esitenza & (—2,2]; in questo intervallo la disequazione & verificata, perché il primo membro
e positivo, il secondo negativo.

(d) S 1 <=>{”325 — =1

T
5
(50 —1)2 =10z +6

2>1
(e) { i4:16x2+16>0 — 1< 2% <4(2—+/3) oppure 22 > 4(2+ V3).eoonene.

(f) = < 0 oppure 220 <= 1z < 0 oppure z20 oppure z20 =
PP |22 — 1] > 22 pp 22— 1>q2 PP 2 —1< —z?

xZO 1

x < 0 oppure = r < —.
PP {$2< —\/§

N =

rt+2?2-1=0 = me = 2

> V5 x < V5
h) § Y= = — .
<){10x>30 Oppure{10x>3o v

(6.15) Nel primo caso, elevando al quadrato, si ottengono le maggiorazioni equivalenti:
a+b—2vVab<a+b<a+b+2Vab <= —2vab <0< 2Vab

che sono evidentemente verificate; si osservi in particolare che in queste maggiorazoni (e quindi in quelle
iniziali) vale il segno di uguale se e solo se almeno uno tra a e b & nullo.
Nel secondo caso si ha:

a;bzm — a®*+2ab+b*>4ab <= (a—0)>>0

Vab > 2ab a+b2\/£
a+b 2

che abbiamo gia verificato.
Si osservi che in queste minorazioni vale il segno di uguaglianza se e solo se a = b.
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ESPONENZIALI E LOGARITMI

(7.1)
1 3 1
(a) logy81 =4 (b) logs1=0 (¢) logyg =3 (d) log, 6= -2
-2
1 1
(e) logys 125 = g (f)  logy; 3 = 3 (g) 10 = 1000 (h) (2) =4
(i) 5°=125 1) 92 =27 (m) 162 =64 (m) 7'=7

(7.2) Procedendo come suggerito nel testo si ottiene:

(-3 b)) (©-2 @3 @5 O
1 3 3
@3 M2 G5 O) m2 (-1

(7.3) Nel primo caso (base assegnata, argomento da determinare) si deve prendere I’esponenziale di ambo i
membri, la base essendo quella data; in questo modo il primo membro si semplifica in z, il secondo fornisce
il valore richiesto.

Nel secondo caso (argomento assegnato, base da determinare) si ripete il procedimento, prendendo x come
base; in questo modo il primo membro si semplifica nell’argomento, mentre a secondo membro compare una
potenza di x; a questo punto rimane da risolvere 1’equazione risultante.

@et (0 g ©2 @Wan @F O3 (23
W1 5 Og @3 W3 ©F O

—
le}
S~—"
Ne
—
—
S~—
i
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(7.4)
(a) 2logz + 3logy (b) logm—l—logy—logz (C)Zlogx—i—lo%
(d) 21(;gx logy logziéﬂggt (©) 74105gx721(;gy713ic;gz (f)310gx+210gy7107gt710£g12
(7-5) 2 3 2 7
@oe ™ et @ @

(7.6) Si tratta di applicare la fomula di cambiamento di base ed eventualmente applicare le proprieta dei
logaritmi per semplificare il risultato.
log x log x log x log x log x
b f h
(2) log 2 () (c) 2 log% ®) log (&) 2log x log
Le espressioni (g) e (h) si semplificano rispettivamente in % e in 1 per i valori che danno loro significato, cioe
per x >0, x # 1.

log x log 2

(d) 2logx  (e)

_10g2

(7.7) Occorre imporre che argomento del logaritmo sia maggiore di zero; per quanto riguarda la semplifi-

cazione ricordare che le proprieta dei logaritmi valgono per variabili positive; quando non si € in questo caso,
bisogna utilizzare il valore assoluto.
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(a) x #0; 2loglz| (b)z>0; 3logx (c) sempre definito;

1
(d)z>0,z#1; 1 (e)x>0, x#1; logz+2loglz—1 () z>-1; §log(x—|—1)
(x>0, z#1; 3 (x>0, x#1; e

(7.8)
. . 1 . . . . . 1
(a) Possiamo scambiare I'ordine con cui compaiono i due esponenti, ottenendo come risultato =
(b) Intervenendo sul numeratore: 4-3** —1=(2-3%)2 —1=(2-3° - 1)(2-3° + 1)
A questo punto possiamo semplificare con il denominatore, ottenendo 2 - 3% — 1.

2w2_ 2\x x22_ x\2 a:2_w z? T
(C)3(3§m2+§)?;) :3(3322+$) —3L 3?;2)_(#3314_3):3(3”2—3@

(7.9) Utilizzando le proprieta degli esponenziali, riconduciamo le equazioni ad una ad una delle seguenti
forme:

e a” = a¥, da cui segue che deve essere x =y

e a® = b, che fornisce z = log, b (solo nel caso b > 0)

z K
e ha” = kb®, che possiamo riscrivere nella forma (%) =5

In certi casi un cambiamento di variabile della forma ¢ = a® riconduce ad un’equazione algebrica in ¢; dopo
aver trovato le soluzioni positive in ¢, prendendone il logaritmo si ottengono le soluzioni in x.

1 11 3 L 4
@4 )1 ©log9 @-3 ©0 (-5 (@-52 0)-34 (-3
(1) Dopo aver riscritto I'equazione nella forma 9(3%)? 4+ 3% — 3 = 0, ponendo t = 3% si ottiene I’equazione
di secondo grado 9t +t —3 =0, da cui t; 5 = % V109. di queste due soluzioni solo quella positiva &
V109 -1

accettabile. La soluzione in x ¢ dunque logs, 13

(m) Ponendo ¢t = 2%, I'equazione diventa t? = 4, da cui t1 5 = +2; di queste due soluzioni solo quella positiva
& accettabile. La soluzione in x ¢ dunque = = 1.

(n) Ponendo t = 3%, si ottiene [t — 2| = t che ha per soluzioni t = 1, t = 2; dunque x = 0, = = logs 2.

(o) Ponendo t = 3%, si ottiene > — 3t? + 2 = 0 che ha per soluzioni t = 1, tip=1% V/3; la soluzione 1 — /3
va scartata perché negativa. Dunque z = 0, z = log5(1 + \/§)

(p) 0.
5
() logs %

(r) L’equazione si pud riscrivere nella forma 6 - 32* = 6 - 72%; 'unica soluzione & z = 0.

(s) Con passaggi successivi possiamo riscrivere 'equazione nelle forme equivalenti: (e*)? + e?es = e%e” +
eiet > e (e’ —e?) = e%(ez —€?) < (e® —e2)(e® —e3) = 0, ottenendo infine z = 2 oppure
(t) Ponendo t = e2, I'equazione diventa (et + 1)(et?> — 1) = 0, che ha come unica soluzione positiva il
valore t = e’%; dunque z = —3.
5

5 5
(u) Riscritta 'equazione come 3 - 3% = Fa ovvero 15% = —, si ottiene x = log;5 3
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(v)

(W)

Posto t = 27, si ottienne 22 = (t+ 1)2t cioe 222" = (t+ 1)2" ovvero 42" = (t + 1)2t; dunque deve
esssere t + 1 = 4, cioe t = 3, da cui segue = = log, 3.

. . 18 . . . .
Dalla seconda equazione si ricava 3¥ = 5% sostituendo nella prima equazione e successivamente ponendo

t = 27, si ottiene t2 — 11t 4 18 = 0; le soluzioni sono t = 2 o t = 9. Deve dunque essere 2% = 2, 3¥ = 9
oppure 2* =9, 3¥ = 2, cioe z = 1, y = 2, oppure x = log, 9, y = logs 2. Si puo osservare anche che
il sistema fornisce la somma e il prodotto di 2* con 3¥; queste due quantita sono dunque le soluzioni
dell’equazione t? — 11t + 18 = 0; deve dunque essere 2% = 2, 3V = 9 oppure 2% = 9, 3¥ = 2, da cui segue
x =1, y =2 oppure x =log, 9, y = logs 2.

3 1
Riscritta la seconda equazione nella forma —~ — 3¢ sostituendo per x¥ il valore che ricaviamo dalla

prima, si ottiene 23 = 27. La soluzione del sistema ¢ dunque = = 3, y = 4.

(7.10) Come gia osservato per il problema precedente, utilizzando le proprieta degli esponenziali, possiamo
ricondurre le disequazioni ad una delle seguenti forme:

e ¢” < a¥, da cui segue che deve essere x < y se a > 1, z > y se a < 1. Si ricordi che la funzione a* e

crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1.

e g% < b, da cui per b > 0 segue = < log,bsea>1, z>log,bse0 <a<1l Non ha soluzioni se b <0.

a/I

z  k k
e ha” < kb®, che si puo scrivere (%) < —=seh>0, <7) > — se h < 0, in entrambi i casi ricollegandoci

h b h
. . . . a\® N .
al caso precedente. In particolare la disequazione a® < b* diventa (5) < 1; questa e verificata per

a N a < s
x<()se5>1,C1oesea>b,perx>()seg<1,010esea<b.

Risultati analoghi se nella disequazione compare uno degli altri possibili segni (>, <, >).

Osserviamo in particolare che per b < 0 le disequazioni a® > b o a® > b sono sempre verificate, mentre la
disequazione a® < b non ha alcuna soluzione.

In certi casi un cambiamento di variabile ¢ = a®, riconduce ad un’equazione algebrica in ¢t. Prendendo il
logaritmo delle soluzioni positive cosi trovate, si ottengono le soluzioni in x.

(a)

2

2
1 1
La disequazione si puo riscrivere nella forma <3) < (3) ; poiche la base € minore di 1, da questo

segue che deve essere § > 2, cio¢ x € (4, +00).

Riscritta la disequazione nella forma 2% < 2 e osservato che la base ¢ maggiore di 1, si deve avere
4z < 6, ciod x € (—o0, 3].

Prendendo il logaritmo in base 3 di ambo i membri, si ottiene z € [logs 7, +00).

Riscritta la disequazione nella forma 3o’ -3z > 3224 4j ottiene che deve essere 2 — 3z > 2z — 4 e
questo avviene per x € (—oo, 1] U [4, +00).

Poiché la base del primo esponenziale ¢ minore di quella del secondo, la disequazione ¢ verificata se

I’esponente € negativo.

Un modo equivalente per arrivare a questo risultato consiste nel riscrivere la disequazione nella forma
5 12—6LE+5

7 > 1. Poiché la base & minore di 1, I’esponente deve essere negativo. L’insieme delle

soluzioni & [1, 5].

Poiché la prima base ¢ maggiore della seconda, ’esponente deve essere positivo; questo accade per
T e (7007 7%] U [%7+OO)

320



(2)

(w)

Per risolvere la disequazione, prendiamo il logaritmo in base % di ambo i membri; poiché la base scelta
& minore di 1, il verso della disequazione si inverte. Deve essere x € [—logs 9, +00).

L’esponente deve essere minore o uguale a 0, dunque z € (—oo, —1) U [0, 1].

|t -1

Si pone t = 52 > 0, ottenendo
t+1

< 1, che ¢ verificata da ogni ¢ > 0; 'insime delle soluzioni in z &

dunque R.

Il numeratore ¢ positivo se |x +2| > 1, il denominatore se x > % Dunque il rapporto ¢ negativo o nullo
selx+2|>1,z< %; oppure |z +2 < 1|, z > %; da questo segue x € (—o0, —3] U [—1, %)

Posto 2% =t > 0, si ottiene t3 — 8 > 0. La disequazione & verificata per t € [\/g, +00) e dunque per
3
T € [57 +OO)

Si risolve la disequazione in e”, ottenendo e” € [4,5], cio¢ x € [log4, log5].

1 x“+3 1 4x
Nella disequazione <2) > <2> deve essere 22 + 3 < 4z, cio¢ z € (1,3).

La disequazione equivale a —1 < 2% < 3 e poiché la condizione 2* > —1 & verificata per ogni z, si
ottiene che deve essere 2% < 3, da cui segue x € (—o0, log, 3).

1—logs 2
Poiché la base ¢ minore di 1, deve essere 1 — 5z < log% 2, cioe x € [54, +oo) .

4
44217%321>732z+7 2z<:>g'429:>

2z 3
1 4 4 3
-4 =3 = () >(z) = 2|3, .
16 16 3 <3) (3) v (2 +°o)
Poiché la base x deve essere positiva, i due esponenti sono positivi; dunque il primo esponenziale ¢
maggiore del secondo se la sua base ¢ maggiore dell’altra: questo accade se x € (0, e).

Allo stesso risultato arriviamo riscrivendo il secondo membro nella forma e(#+1)1og®

essere (x + 1) > (x + 1)log x, ovvero (essendo z > 0) logx < 1.

Deve dunque

Nella prima disequazione si pone t = 3%, ottenendo 2 — 2t +1 > 0; questa & verificata per ¢ # 1, dunque
per x # 0.

Nella seconda disequazione si pone invece ¢t = ( %)m, ottenendo ¢ — 8t — 9 > 0; questa & verificata per
t > 9 oppure t < —1. Ritornando alla variabile x, si trova che deve essere x < —2. Il sistema e dunque

risolto per x € (—o0, —2].

Riscritta la disequazione nella forma 22V®~172 > 23 deve essere 2/ — 1 > 3 — x; questo vale per
r € (5—2V3,+0).

(7.11)

(a)

L’uguaglianza segue dal fatto che 22 — 9 = (z — 3)(x + 3).
Perché abbiano senso i tre logaritmi, deve essere x > 3; per questi valori I'uguaglianza e valida.

Si osservi pero che il primo membro ¢ definito anche per x < —3; per questi valori 'uguaglianza va
sostituita con log(z? — 9) = log(—x + 3) + log(—z — 3).

In ogni caso vale log(z? — 9) = log |z — 3| + log |z + 3.
L’uguaglianza segue dal fatto che ¢ 9 + 6z + 22 = (x + 3)2.
Perché abbiano senso entrambi i logaritmi e quindi valga I'uguaglianza, deve essere x > —3.

Per z < —3 l'uguaglianza si sostituisce con log(9 + 6x + 2?) = 2log(—x — 3). In generale possiamo
scrivere log(9 + 6z + 22) = 2log |z + 3|.
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(¢) Entrambi i logaritmi sono definiti per  # 0 e 'eguaglianza & valida in tutto il campo di esistenza.

(d) Mentre il primo logaritmo & definito per z # 0, il secondo lo & solo per z > 0; dunque 'uguaglianza
vale solo per z > 0.

(e) Tl primo logaritmo & definito per = # 0, il secondo lo & solo per z < 0; dunque I'uguaglianza vale solo
per x < 0.

(f) Entrambi i logaritmi sono definiti per & > 0; 'uguaglianza vale in tutto il campo di esistenza.

g) Entrambi i logaritmi sono definiti per x # z; 'uguaglianza vale in tutto il campo di esistenza.
Entrambi i logaritmi definiti LU li le in tutto il di esist
(h) Tl primo logaritmo & definito per x # %, il secondo per x > é: dunque l'uguaglianza vale solo per
z € (3,+00).
Per z € (—o0, +) I'uguaglianza diventa log(3z — 1)* = 4log(1 — 3z).
In generale, log(3z — 1)* = 4log |3z — 1].
i rimo logaritmo & definito per z € (— U (1,400), mentre i logaritmi a secondo membro sono
(i) I primo logaritmo ¢ definito p (—2,0) U (1, ) tre i logaritmi d b
defniti simultaneamente solo per x € (1,+00) ed & in questo sottoinsieme che vale I'uguaglianza.
Per z € (—2,0) 'uguaglianza deve essere modificata sostituendo il secondo membro con
log(—z) + log(x + 2) + log(1 — x).
In generale, log(z3 + 22 — 2z) = log |z| + log(x + 2) + log |z — 1|.
1) Perché abbia senso i logaritmi, deve essere z > % e 'uguaglianza ¢ verificata per questi valori. Il primo
2 3 guag
logaritmo & definito anche per z < —%; in questo caso l'uguaglianza diventa

2¢ -1 _ l[logu —27) — log(—1 — 4x)].

1 —
BNyl 2

:

In generale,

[
8
I
—_

log

1
wrlo 5[10g|2x — 1] = log |4z + 1]].

(m) L’uguaglianza vale per z € (—4, 4+00), in modo da dare significato ai logaritmi.

Il primo logaritmo e definito anche per x < —5; per questi valori 'uguaglianza diventa:

. 1
log ¢ Zii =3 [log(—z — 5) — log(—z — 4)].
In generale,
tog ¢/ 2% — L1062 4+ 5] — log | + 4]
SVaye 3l . '

(7.12)

(a) Il campo di esistenza (C.E.) dell’equazione ¢ I'intervallo (—4,2). Dopo aver riscritto il primo logaritmo
nella forma log(z + 4)%, uguagliando i due argomenti si arriva all’equazioone 2% + 9z + 14 = 0; delle
due soluzioni x = —2, x = —7, solo la prima cade nel campo di esistenza e quindi ¢ accettabile.

(b) C.E.: (3,+00). Riscritto il primo logaritmo nella forma 1 log(z — 3), ci riconduciamo all’equazione
x — 3 = 3z — 4, che fornisce z = %; poiché questo valore non appartiene al campo di esistenza,
I’equazione di partenza ¢ impossibile.

(¢) C.E.: (7,400). Scritta ’equazione nella forma log[3(x — 5)(x — 7)] = 0, deve essere 3(x —5)(x —7) =1
cioe 322 — 36z + 104 = 0. Delle due soluzioni r12=06=+ %, ¢ accettabile solo 6 + %
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C.E.: (2,400). Scritta ’equazione nella forma log[% (3z—5)(z—2)] = 0, deve essere §(3z—5)(z—2) = 1.
Delle due soluzioni x =1, z = %, ¢ accettabile solo la seconda.

C.E.: (0,+00) \ {10}. Risolvendo I’equazione, si trova log,,x = 2, cio¢ x = 100.

C.E.: (0,+00)\ {e®}. Svolgendo i calcoli, si ottiene logx = 0, cioe = = 1.

C.E.: (0,400). Svolgendo i calcoli, si ottiene logy z = —8 oppure log, x = 2, cioe x = ﬁ oppure x = 4.

N

C.E. (%, +00). Deve essere log 5z = 8, cioe » = (2 )® = 16.

C.E.: (0,400). I grafici delle funzioni logaritmo si intersecano solo per z = 1; x = 1 & dunque "unica
soluzione dell’equazione.
Ritroviamo lo stesso risultato scrivendo i due logaritmi con la stessa base, ad esempio quella naturale:

1
logx = ﬂ; deve essere logx = 0 cioe x = 1.
log 10
C.E.: R. La soluzione & x = log(e* — ¢) = 1 + log(e — 1).

C.E.: (0,+00). Ponendo log|z| = t, ci riconduciamo all’equazione di secondo grado t* + 2t — 15 = 0,
che fornisce t = —5 oppure ¢t = 3; dunque deve essere z1 2 = e~ ° oppure z = +e>.

C.E.: [1,400). Ponendo log z = t, studiamo I’equazione v/t = 1 — t, che equivale a t? — 3t + 1 = 0, con
0 <t < 1. L'unica soluzione & t = (3 — /5), da cui ricaviamo z = 222

logz  log %

C.E.: (0,400) \ {1}. Passando al logaritmo naturale, si ha , da cui logz = +log 2 e

log% ~ logx
quindi z = % oppure T = %
C.E.: R\{, 1, e}. Prendendo I'esponenziale di base e di entrambi i membri, si ottiene |log |logz|| = 1
e quindi log|logz| = +1. Prendendo ancora l'esponenziale, si trova |logz| = e*! ciot logz = +1,

1
dunque z; > = et¢ oppure T34 = ete.

1
C.E.: (—1,1)\ {0}. Cambiando base, si ottiene log, /1 — 22 = (ljg;T ovvero log, (1 — %) = log, |z|;
082

deve dunque essere 1 — 2% = |z| cio¢ 22 + |z| — 1 = 0.

—1++5

> . Ovviamente ¢ accettabile per

Risolvendo l'equazione di secondo grado in |z|, si trova |z| =

V-1

|z| solo la soluzione positiva e dunque = = + 7

r+vVa?+9  logyx
2 logy &

C.E.: (0,+00). Con i cambiamento di base, si ha log,

1
Poiché il secondo membro si semplifica in —log, x = log, —, siamo ricondotti a studiare 1’equazione
x
z+Vr?+9 =2 ovvero vz +9 = 2 — z. La sua soluzione z = f% non sta nel campo di esistenza e
dunque I'equazione iniziale ¢ impossibile.
log, 16

log, §

. Poicé il secondo membro vale

C.E.: ({5, +00). Cambiando base, si ottiene log, (4 — logy x) =

1

N

1 1
—2, deve essere 4 — log% T = T che ha per soluzione x = <2> ; il valore trovato appartiene al campo
di esistenza.

C.E.: (0,400)\{1}. Prendendo ’esponente di base 2 di entrambi i membri, si ottiene | log1 x| = 2 ovvero

+2 . .
log% z = £2 e dunque 212 = (%) , cloe x = % oppure z = 4; entrambe le soluzioni appartengono al
campo di esistenza.
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(w)

(v)

Riscritto il sistema nella forma equivalente x + y = 3, xy = 2 con la condizione z, y > 0, con facili
calcoli si ottiene x =1, y = 2 oppure x = 2, y = 1.

2

Possiamo riscrivere il sistema nella forma equivalente y = 22, 22 + 3% = 2 con la condizione z, y > 0.

Con facili calcoli si ottiene x =1, y = 1.

(7.13)

(a)

C.E.: (0,+o0). Prendendo I’esponenziale di base 4 di entrambi i membri, il segno della disequazione

rimane invariato e otteniamo x < 2. Le soluzoni sono dunque le z € (0, 2).
1

C.E.: (0,400). Prendendo l'esponenziale di base 5 di entrambi i membri, il segno della disequazione

cambia e otteniamo x > f-. Le soluzoni sono dunque le = € (%, +00).

C.E.: (0,4+00). Prendendo I’esponenziale di base -+ di entrambi i membri, il segno della disequazione

10
. . 1 . . 1

cambia ed otteniamo z < ViR Le soluzioni sono dunque le = € (0, \/TTJ)'

C.E.: (0,400). Prendendo 'esponenziale dibase 3, il segno delle disequazioni si conserva e otteniamo

V3 <z <.

1

C.E.: (0,+00). Prendendo l'esponenziale di base g,

1

il segno delle disequazioni cambia e otteniamo

C.E.: R\ {—2}. Prendendo I’esponenziale di base 3, il segno della disequazione si conserva e otteniamo

|z +2| > 5. Ciot & € (—oo, —32) U (=32, +00).

1

C.E.: (3,+00). Prendendo l'esponenziale di base %,

3z —5< 1. Dunque z € (3, ).

il segno della disequazione cambia e otteniamo

logy (32 — 5)

C.E.: (3,400). Cambiando la base del logaritmo: 0 i
Og% 3

= 2log1 (3z — 5). Deve dunque essere

(3z — 5)% > 22 — 1. Risolvendo la disequazione e tenedo conto del C.E., si trova = > %.

C.E.: (0,400). Ci riconduciamo a studiare la disequazione v22 +9 > 3z. Risolvendo la disequazione
e tenendo conto del C.E., si trova 0 < z < %.

3t? — 5t — 12
C.E.: (0,400) \ {1}. Posto log,x = t, possiamo riscrivere — < 0. Deve essere t < —3
oppure 0 < t < 3, dunque 0 < z < 3%/% oppure 1 <z < 8.
1 16 1 16
C.E. (%, +00). Riscriviamo il secondo logaritmo in base 2, ottenendo 98210 _ 19820 5 Deve

log, i 2

15

15 1 1\ %

dunque essere log, (4 — log% x) < —2 ovvero log% x> T da cui si ottiene 6 <z< (2> .
C.E.: (=5,1)\ {-1}. L’insieme delle soluzioni & [—2%,1) \ {-1}.

C.E.: (0,1) (si trova imponendo che l’argomento sia positivo e la base positiva e diversa da 1). Poiché
la base risulta sempre minore di 1, il logaritmo ¢ positivo quando l’argomento ¢ (positivo e) minore di
1. Deve dunque essere € (v/24 —4,1).

C.E.: (0,+00)\ {1}. Deve essere (zx > 1 e 2® > 2) oppure (0 < z < 1 e 2% < 2); le soluzioni sono
dunque date da z € (0,1) U (27, +00).
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logg x log, log, x )
E.: 1 — _ 1 3/,
(Q) C ( ) 08s \f 9 21og, 8 T3 = 08y \/5»

x2 ) )
log, < - = log4x3 < 3 — log,x < 1.

z) "3

L’insieme delle soluzoni & l'intervallo (0, 4).

1
(r) C.E.: (—00,—3) U (3,+00). L’insieme delle soluzioni ¢ (—o0, —3) U [36—’_1, +oo) .

(s) C.E.: (3,400)\ {4}. L’insieme delle soluzioni & (3,4).

7*—~120 2 € (=00, —1] U [1, +00) € 1, 4+00)
s-VeiZ1>0 <= {\/$2—1’<x—17 = {i2—1’<o&—1)2
r—Vr2-1>1

Poiché la disequazione ¢ verificata per x < 1, il sistema non ha soluzoni.

gz lo
(u)eli- >1 = BY 0 = 2>1.
X

(v) Prendendo il logaritmo naturale di entrambe i membri, la disequazione data equivale a (4z —6) logz >
(22 —x)logx <= (2> — 5z +6) 10gm < 0; l'insieme delle soluzioni ¢ (0,1] U [2, 3].

Va2 — 1 (z +4)? r+4
() CE: (-4, —DUL ool logy Yo §1g2ﬁ:1°g2 NeE
m2—1> Tz +4
x+4 T 22 -1
rz+1 2 —3x+2 22 +1
(2) CBox (=00, ~1) U (2, +00). logy - —7 < —logy — 55— =logy (57—

z+1_ z? +1
z—1  (z-1)(z—-2)
la disequazione & verificata per z > —3; tenedo conto del C.E., deve essere z € (—3,—1) U (2, +00).

= (z-2)(xz+1)<2?+1.

(7.14) 1l significato geometrico della maggiorazione & illustrato nella Figura 7.1/ successiva, dove @ & il punto

loga + logb

b
di ordinata log %, mentre P ¢ il punto di ordinata . Sostanzialmente il risultato stabilisce che

in ogni intervallo (a,b) il grafico della funzione logaritmo sta al di sopra del segmento che unisce i punti del
grafico di ascissa a e b; questa proprieta € nota in analisi come concavita della funzione logaritmo naturale
ed e valida per tutti i logaritmi di base maggiore di 1, mentre per quelli di base minore di 1 vale la proprieta
opposta che viene detta convessita.

logx/@ﬁlogCH_b

che ¢ ovviamente vera; in particolare si deduce che nella maggiorazione data vale il segno di uguaglianza solo
se a = b.

<= 2\/@§a+b — 4ab<da®+2ab+b — a2—2ab+b220,

0 P

a P b
(a+b)/2

a (a+b)/2 b

7.14 7.15
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(7.15)

Il significato geometrico della minorazione e illustrato nella Figura 7.15 precedente, dove @ e il punto di
a €b

ordinata eaTH, mentre P ¢ il punto di ordinata . Sostanzialmente il risultato stabilisce che in ogni

intervallo (a, b) il grafico della funzione esponenziale sta al di sotto del segmento che unisce i punti del grafico
di ascissa a e b; tenendo conto di quanto detto nella soluzione del problema precedente, questa proprieta e
detta convessita della funzione esponenziale ed e valida qualunque sia la base.

(e

che & ovviamente vera; in particolare si deduce che nella minorazione data vale il segno di uguaglianza solo
se a = b.

[NISd
o

—e2)2>0

wle
[N
[N

P+ (e2)?>22e2 = (e

(7.16)
(a) C.E.: R\ {1}
La funzione & positiva se z € (—o0,0) U (2,400), negativa se x € (0,2) \ {1}, nullase z =0e se z = 2.
(b) C.E.: R\ {%1}.

La funzione & positiva se z € (—o0, —v/2) U (v/2, +00), negativa se = € (—v/2,v/2) \ {~1,0,1}, nulla se
.’L‘:00$1)2:i\/§.

(¢) C.E.: [1,4+00).
La funzione & sempre positiva, eccetto se x = 1, valore per cui si annulla.
(d) C.E.: (0,+00)\ {1}

La funzione & positiva se z € (0, 1

,2) U (e,400), negativa se € (L,e)\ {1}, nullase z =1 ese z =e.
(e) C.E.: (—o0,1)U(3,400).

La funzione & sempre positiva.

(f) C.E: [-1,1]\ {Jli}

La funzione & positiva se x € (—1,0), negativa se € (0,1) \ {%}7 nulla se z = —1, £ = 0 oppure
z =1
(g) CE.: R.

La funzione e sempre positiva, eccetto che se x = 0, valore per cui si annulla.

(h) C.E.: R\ {—1, log 2}.

La funzione ¢ positiva se z € (—o0,—2) U (log 2, +00), negativa se € (—2,log2) \ {—1,0}, nulla se
z=—-2esex=0.

(7.17)
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TRIGONOMETRIA

(8.1) Basta applicare la formula di passaggio da un sistema di misura all’altro.

a) g, b) %773 ¢)2m  d) g5: e ;) %77? g) %”3 h) {55 ) %W? j) 11830000020507T;

k) 118405000205071'; 1) 22°30’;  m) 360° n) 270% o) 120° p) 57V1745";  q) 15%; 1) 67930';

s) 3300 t) 2520; w) 82030'; v) 520.

(8.2)

a) terzo; b) primo; c¢) terzo; d) secondo ; e) secondo ; f) primo; g) secondo; h) quarto;

i) quarto; j) terzo; k) secondo; 1) terzo; m) primo; n) primo.

(8.3) Ricordare che una funzione f(x) & periodica di periodo T > 0 se T & il pilt piccolo numero positivo tale

che f(x +T) = f(x) per ogni x nel dominio della funzione.

(a) Il periodo & 2m; infatti
cos(z + 2w — 2) = cos(z — 2).

(b) 11 periodo 2m; infatti

sin [3(x+§7r)+g] :sin(3m+27r+g) :sin(3x+g).

(c) 1l periodo ¢ 8; infatti

cos [%(m—#S) —2] = cos (%x+27r—2) :cos<%x—2>.
(d) Il periodo & %; infatti
tan [3 (w + g)] = tan (3z + m) = tan 3z.
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(e) I periodo & 67; infatti la prima funzione ha periodo 27, la seconda 6, e 67 ¢ il pilt piccolo multiplo
intero positivo dei due periodi.

(f) Il periodo & 127; infatti la prima funzione ha periodo 4, la seconda 6.

(g) Osserviamo che per la formula di Werner ¢

1
cos 3z cosbxr = 3 (cosbx + cos2z),

che ¢ la somma di una funzione periodica di periodo 7 con una di periodo 7. Quindi il suo periodo ¢ 7.

(h) Il periodo & ; infatti la prima funzione ha periodo ha periodo 7, la seconda 7.
(i) La funzione non & periodica; infatti la prima ha periodo 27 la seconda ha periodo 2 e non esiste alcun
multiplo intero di 27 che sia uguale ad un multiplo intero di 2.

(8.4) Negli esercizi da (g) fino a (1) si usi Iidentita

asinx + becosx = vV a?+ b?sin(z + ¢)
con ¢ € R da calcolare opportunamente (vedi ESEMPIO 206 del Capitolo 8).

ESERCIZIO (8.4) (a) = — sin2x ESERCIZIO (8.4) (b)  — sin(z —1)

ESERCIZIO (8.4) (¢) * — sin— ESERCIZIO (8.4) (d) x — sin|z|

~——T1 °
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ESERCIZIO (8.4) (e) * — cos|z| ESERCIZIO (8.4) (f) = — |tanz]|

ESERCIZIO (8.4) (h) 2 — cosz — /3 sinx
Osservare che

cosz — V3sinz = 2sin <x+ Zﬂ')

ESERCIZIO (8.4) (g) = — sinx + cosx
Osservare che

sinz + cosz = V2sin (x+ %) ;

ESERCIZIO (8.4) (j)  — sin2x + cos2z
Osservare che
& —> sin2z + cos 2z = v/2sin (21: + %)

ESERCIZIO (8.4) (i) + — 2+sinz + 3cosz
Osservare che

2+4sinz + 3cosx = 2+ v/10sin(z + arctan 3)
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ESERCIZIO (8.4) (k) « — |sinx + cosz]| ESERCIZIO (8.4) (1) # — |1 —sinx — cosz|

Osservare che Osservare che
r — |sinz 4 cosz| = V2 sin(m—l—z)‘ x— |1 —sinz — cosz| = ‘1—\/§Sin<x+z>‘
4 4
ESERCIZIO (8.4) (m) = — cos (x+ %) ESERCIZIO (8.4) (n) z —» |sin|z]|
|
ESERCIZIO (8.4) (0) & — 3+ cosa ESERCIZIO (8.4) (p) = —» tan (g; - g)

y J )
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ESERCIZIO (8.4) (q) = — ‘cos (ac—i— %)’ ESERCIZIO (8.4) (r) = — cosdx

[VARVARY,

ESERCIZIO (8.4) (s) =z — tang ESERCIZIO (8.4) (t) z — sin%x

L y
7 -

(8.5)
(a) @ =60° b= 10sin30° =5, a = 10cos 30° = 5v/3.

cos B = Y= sina=sin(Z — ) =cosfB = ,cosau =1 a= B = . b=16sin 8 = 4,
b) cos B = Y2, si in(§ - p g =I5 1 75031/, B = 14929, b = 16 5in 3 = 4
a=16cos B = 4/15.

2 2
(c) SinB:\/%=5\/g, cosﬂzg, sinozzsin(g—ﬁ):cosﬁ:g7 cosa:g\/g

a =26°34", B =63°26', b=0,6sin3 = 0,537, a = 0,6cos 3 = 0, 268.

(d) b=3,sina=cosf = %, cosa =sinfl = %, a = 53%8', B = 36°52.

a
sin 750

(e) B=15"c= = 18,63; b = ccos 75" = 4,82.

b
,a="T031", 8 =19929 c= —— =24, a = ccos 3 = 16V/2.
sin 3

W =

2v/2
(f) cos B =sina = T\[, sin 8 = cosa =
1
(2) ¢ =23, sina = cos = é, cosa =sinff = 3 a =605 =30°.
2
(h) o = 53%40"; ¢ = E =122,37; a = ¢sina = 98, 58.
sin 3

(8.6)
(a) B = 53°7'48", v = 96°52'12", a = 5,036, b = 8,058
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(b) o = 36°52'12", B = 73°44'23" v = 69°23'25" a = 25, b = 40

(c) Innanzitutto & verificata la condizione necessaria, perché b > ¢ sin 3 (infatti b = 20v/2(v/3 — 1),
¢ sin B = 20). Inoltre esistono due soluzioni perché b < ¢. Applicando il teorema dei seni, si ottiene:

sin y sin 45° g 1 0.966 —
= siny=——— =0,
20V2  20V2(3-1) T AVE-)
v, = 75° v2 = 105°
— aq = 60° oppure ay = 30°

ay = 20v/3(v/3 - 1) as = 20(v/3 — 1)

B c=20 272 A

(d) La condizione necessaria per U'esistenza del triangolo (b > ¢ sing ) & verificata, in quanto
csinf = 20 < 40.
E verificata anche la condizione di unicita di soluzione, in quanto b > ¢. Applichiamo il teorema dei seni:

siny  sin45°
20v2 40

1
isin’yzié’y:SOO
(la soluzione v = 150° & da scartare).

Infine @ = 105° e a = 54, 64.

(e) B =19°28'16", h = 12sin 8 = 4 = b; esiste dunque un unico triangolo ed & quello rettangolo.
Infine v = 90°, a = 8v/2 = 11,31, a = 70°31/44"

f) B =16°36'6", h = 14sin 8 = 4 > b, quindi non esiste alcun triangolo.

(
(g) Ricaviamo cos 8 = —} e quindi 8 = 96°22'46", o = 48°11'23", v = 35°25'51",
I lati sono ottenuti dal teorema dei seni:

sin « _ sing

: - =1,71.
sin -y sin vy

(h) a = 70°31’44”. Dal teorema di Carnot otteniamo a? = 13 — 12cosa = 9 ovvero a = 3;
inoltre v = o e 8 = 38°56'32".

(i) @ = 104°28'39", sina = 0’9868; dal teorema di Carnot a® =52 — 48 cos a = 64 cio¢ a = 8.
Applichiamo il teorema dei seni

sin3 siny 0,968

o 0 o = 0 =46"34'3", 4= 28°57'18".

(8.7) (a) Gli angoli sono uguali a quelli formati dalle rette y = 3z e y = = (parallele alle precedenti).
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Essendo tana = 3, tan 8 = 1, si ha
1 Oqalr 4l
tanfy:tan(ozfﬂ):§ = 7 =26"3364".

L’altro angolo & dunque ' = 153°26'6".

(b) Gli angoli sono quelli che la retta y = %a: forma con 'asse x.
Dunque v = arctan% = 5691836", v = 123°41/24".

(c) Gli angoli sono quelli tra le rette y = —x e y = . Essendo tana = —1 e tan 3 = %, si ha:

5
tany = tan(a — 3) = -3 = 120°57'50”,  ~' = 59°2'10".

(8.8)
2 2
(a) cosa = £ tana = £
3 4
3 3
(b) cosozz—£ tana:—\f
2 3
4
_ 3 —
(c) cosa = £ tana——g
7
(d) sina = —— tana = —
25 2
V15
(e) sina = — tana:f@
3
5
sina = —2— cosa = —¥2
f i o5 ¥5
5
(8.9)
(a) tana = — yz?(w—l)
(b) tana = —1 y=22 o
C tana = —— = —5T —
(c) y=—ju—4
295 7
d t =— =——
(@ tana=gy 9% 24
(8.10)
(a) sin3a = sin(2a + a) = sin 2« cos o + cos 2asin a = 2 sin a cos? a + sin a cos? a — sin
= sina(3cos? a —sin® a) = = sina(3 — 4sin’ a) = 3sina — 4sin®
(b) cos3a = cos(2a + a) = cos2a cos a — sin 2asin a = (cos? a — sin” &) cos @ — 2sin” o cos o =
= cos a(cos® a — 3sin® ) = cos a(4cos? a — 3) = 4cos® a — 3 cos av.
(¢c) sinda = 2sin2acos2a = 4sin « cos acos? o — sin @)
(d) cos4a = cos?2a —sin? 2a = (cos? a — sin® a)? — 4sin® acos? o =

= (2cos? a — 1)? — 4cos?(1 — cos? ) = 8cos* a — 8cos? a + 1.
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V3-1

(a) 0 (b) —v/3cosa — sina (c) (sin o + cos @)
i 4tan o

(d) —4sinacosa (e) 0 (f) e

(g) V3sina — cos (h) —tan« (i) 1

4 sin v cos® «

(1) 2cos? a —— (n) —4sin” a cos® a
cos? o — sin” «
V2sin o cos a 1+sina
- 2 3 —a 2 -
(0) cos o + sin « (p) 2(cos o = sin ) (a) sin v cos &
1 sin? o 4cosa — sin?
—_ 3 — t -
(x) 4 (s) 4 (®) 2(cosa + 1)
(u) 3(1 oS ) (v) ! (z) 3 —cosa — 3 cos? a
201 — v 7 _ _
4 Cos «
(8.12)
Poniamo t = tan%
2% + 2t 2% — 43 + 2t + 4t 4t(1 — t2)
(a) Y (b) 2 2 (C) 4 @42
2 4+1 (t2 4+ 1) t4— 612+ 1
1 — 2t2 1—t
d) ——— )¢
) T (©) 757 ®)

(8.13)
(a) 2sin > a cos >
2 2

(b) 2sina cosda

() —2 5 ,a+2,a a_2 e’ «
C 0052a st sm2c052— sm2 (3052 c052a

(d) 2cosa cos2f

+B+I —p-z
(e) SiHOt—SiIl(/B-i-g):QCOSa g 2 gin & i 2

1
() 3 (sinba + sina)

1 ™ T 1(v3 .
() 5 [COS (2a+ 5) + cos E} = 3 <2 — s1n2a>
(h) sin(a — 8) — [sin(a + B) — sin(B — «)] = —sin(a+ 5)
(8.14)

Supponiamo ad esempio siano noti a, b, v e proviamo che I’area del triangolo ¢ data da %ab sin 7.
Se v = 90° il risultato € ovvio. Distinguiamo due casi, verificando che il valore bsin~y rappresenta
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la misura dell’altezza relativa al lato a in entrambi 1 casi.

19 caso: 0 < v < 90°

Indicata con AH D’altezza in questione e considerato il triangolo AHC), si ottiene subito ’asserto in quanto
h = bsin~y (vedi Figura (i) ).

29 caso : 90° < v < 180°

Consideriamo nella Figura (ii) il triangolo AHC, si ha:

AH = bsin(180° — ) = bsin~.

Figura (ii)

(8.15)

2
ki ke
g TRgmEES

(a) 3z = % + k27, k € Z, oppure 3x = 5% + h2w, h € Z, e dunque x =

oT 2
=—+h-m heZ.
oppure 18 + 371', S

(b)x—z:2x+k27r,kEZ,oppurew—gzﬂ'—Qx—i—hQﬂ,hEZ,edunquem:—g—&—k:Qﬁ,kJGZ

4 2
oppure r = ?ﬂ + hgﬂ, heZ.

7r LT

(c) EfxkaW,kGZ,(noexf 12+k27r,k€Z.

(d) 21'7%:x+g+k27r,kEZ,oppure?wfl%:fxngrh%r,hEZ,edunque
5 2

x:1—721-4—]6277,k‘EZ,oppurex:—%—i—hgﬂ,hEZ.

(e) 2z =z + k2w, k € Z, oppure 2x = —x + h2w, h € Z; dunque = = k27, h € Z,
2
oppure r = hgﬂ', h € Z.

4
(f)x—%:gw—x—l—lm,keZ;dunquex:?%—i-kg,kél.

3 4
(g) sinz = 0 oppure sinz = —g; dunque z = km, k € Z oppure z = gw +h2m, heZ

5
oppure T = ?ﬂ + h2w, h € 7.
(h) cosx =1 (la soluzione cosx = 2 non & accettabile ) dunque © = k27, k € Z.

(i) tanz =1 dunquexz%—!—kﬂ', keZ

§))
sinx <0

sinx >0
2p—sinz—2=0

sinx —sinz +2=0 oppure {

sin
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ovvero

sine =-1 < zz—g+k27r, keZ.

(k) cosz = 1 oppure cosz = (la soluzione cosx = non ¢ accettabile), quindi z = k27, € Z

1-V5
2

1-+5 1++/5
2 2

oppure x = + arccos + h2mw, h € Z

(1) Nessuna soluzione.

(m) tanz = £1 ovvero z = % —l—kg, kel

n) cosx = 0 oppure cosz =1 da cui z = T + km, k € Z, oppure x = h27w, h € Z.
2

(0) Poiché i valori per cui cos 2 = 0 non risolvono 'equazione, questa equivale a tanz = —1
7r

e dunque x = 1 + km, k € 7.

(p) Posto X =cosz, Y =sinz :

Y-X+1=0
X?2+Yv2=1

Le soluzioni sono (vedi figura): (X,Y) = (1,0) oppure (X,Y) = (0, —1), da cui

cosx =1 cosz =0 m
{ sinz — 0 oppure { sing — —1 = = k2, oppurem‘——§—|—hZ7r7 h,k eZ.

(q) Equivale a cosz — v/3sinz +1 = 0. Posto X = cosz, Y =sinx :

X -3y +1=0
X24Yv72=1

w

- _ =1
{cosx— 1 oppure {cosm \2[ :>m:7r+k27roppurex:g+h27r,h,keZ.

sinz =0 SianT

(r) Sostituendo il termine noto con 5((3052 x + sin? ), possiamo riscrivere:

sin x + 2sinz cosx — cos? z = 0.

Poiché i valori che annullano il coseno non risolvono I’equazione, possiamo dividere per cos?« :

tan?z + 2tanz — 1 =0
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Questa & un’equazione di secondo grado in tanz che per soluzioni tanz = —1 + v/2, e dunque
r = arctan(—1+v/2) + kn, k € Z.

(s) L’equazione equivale a sin® 4-2v/3sin 2 cosz = 1 ovvero, sostituendo il secondo membro con

sin? z + cos? T,

2v/3sin z cos z = cos?

1
, che implicano = = g + km, k € Z oppure x = arctan ——= + h,

2V3

da cui cosx = 0 oppure tanx =

h e Z.

1
2v3
(t) Si sostituisce il termine noto con 3(sin® x + cos? z), 'equazione equivale a

V3sin?z + (V3 —1)sinz cosz — cos? z = 0

Dividendo per cos? z (i valori che annullano cos z non soddisfano 'equazione) si ottiene

V3tan?z + (V3 —1)tanz —1=10

che fornisce

tanx =

(1-VB)+V4+2/3 1-V3+(1+v3) [ ¥
2\/3 - 2\/3 =

dacui:z::%—i—kﬂ,kJEZoppurex:—g—l—hﬂ,heZ.

(u) 11 sistema equivale a

x—y=knr x:%—’_(h—’—k)g
T , kkhel <— . -
x—l—y:g—l-hﬂ y:6+(h_k)§

Poniamo h + k = m, m € Z; di conseguenza h — k = (h + k) — 2k = m — 2k, da cui

7r+ s
T=—=+m—
6 2 . m, kel
L
V=6 M2
(v)
siny:\/gsinx Siny:\/gsinx
tanz tany > 0 tanzx tany > 0
sin? 2 3sin® x 1 sinzx—l
1—sin’z 1-3sin’z 4
che equivalgono a
: V3 . V3
smy = 7 Sll’ly:—T

tanz tany >0 oppure tanz tany > 0
. . 1
sinz = — sinx = ——

2 2

da cui segue
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) )
x:%+k27r x:g+k27r x:f%+k27r x:—g+k27r
. oppure 9 oppure . oppure o
h,k € Z.

(w) I valori per cui cosz =0 (x = § + k7, k € Z) non risolvono I'equazione.

Possiamo dunque dividere per cos* z :

tan®z — 4tan’z +3 =0, = tanz = +1, +V/3,
. 7T T
daculz::thler, ke, oppurex::thrkw, k € Z.

(x) L’equazione puo essere riscritta nella forma

. 3 cosx
sin2x = - + ——,
2 |cosz|
cioe
cosz >0 cosz <0
5 (che non ha soluzioni) oppure 1
sin 2z = 5 sin 2z = 3

5
Nel secondo sistema 1’equazione ha come soluzioni 2z = % + k27, k € Z, oppure 2x = o + h2m, h € Z,

5
da cui z = 1% + km, k € Z, oppure x = % + hm, h € Z. Perché sia poi soddisfatta anche la condizione

sul coseno deve essere x = % + (2k + 1)m, k € Z, oppure & = % + (2h+ 1), h € Z.
()

1 1 T T T
cosz —sinr = V2 [ —=cosz — —sinz | = \/ﬁ(cosxcosf —sinxsinf) = v2cos (x—f— 7) < V2.
<\/§ V2 > 4 4 4

Poiché

V24 > V2,

1
1+ 22
Pequazi ha soluzioni

equazione non ha soluzioni.

(z) L’equazione equivale a sin® z =

o .. 4—-a .
ed ammette soluzioni se e solo se 0 < — <1, cioe

[4 —
—3<a<4 Sea=-3 allorax:g+k7r, k € Z. Se invece —3 < a < 4 allora x = &£ arcsin Ta+k27r,

[4 —
k € Z oppure x = 7 + arcsin Ta + h2m, h € Z. Infine per o« = 4 risulta =z = kn, k € Z.

(8.16)
2 4
(a)5%+k2w<x<13%+k2w, keZ. (b) sm+kam<w<gmkom kel
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1/2

8.16 (a) 8.16 (b)

1 3
(c) sinz < 0 oppure sinz > ﬁ da cui m+ h27 < x < 27w + h2w, h € Z, oppure %—l—k’Qﬂ' <z < Zﬂ + k27,
ke Z.

1 7
(d) —3 <sinz < 1 da cui —%+k277<m< 67r—i—k27r7 keZex;«ég—i—kQW, k € Z.
1
(e) 2cos?z — Hcosz +2 > 0 da cui cosz < 3 oppure cosx > 2; quest’ultima non ha soluzioni, mentre la

5
prima e risolta da g +k2r<x< §7r + k2w, k € Z.

1/2

-1/2

8.16 (d) 8.16 (e)
(f) Equivale a tan?z > 3 cioe tanz > V3 oppure tanz < —/3. Dunque deve essere g +Ekr<z< g + km

2 2
oppureg+k7r<x§§ﬂ'+k7r,cioég+kﬂ'§x§§7r+k7rex7ég+k7r,k;eZ.
(g) Posto X =cosz, Y =sinz

Y+X>0
X2+v2=1
dacuifz+k27r<x<?%+k27r, ke
(h) Posto X =cosz, Y =sinx
Y+X-1<0
X2+v2=1
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dacuig+k27r<x<27r+k27r, keZ.

$.16 (f) 8.16 (g) 8.16 (h)

1 1
(i) =(sinz — V3cosz) + §(cosx —V/3sinz) < 0 che equivale a sinz 4 cosz > 0; a questo punto procediamo
3
come nell’esercizio precedente ed otteniamo —% +RR2r<z< 177 + k2.
. 9 . 3
(j) cosx = 0 oppure tan®z > 1 , da cui Z+k7r<x< Zw+k7r, keZ.

(k) (cosz = 0 e sinz = 1) oppure cos® z(tan® x + 1) > 0; queste condizioni equivalgono alle seguenti

cosx =0 opDULE cosx >0 opDULE cosx <0
sinx =1 PP tanx > —1 pp tanx < —1

3
da cui otteniamo —g +R2r<z< i + 2km, k€ Z.

(1) 2cos? z(cosz + sinx) — (cosx + sinz) < 0 ovvero (2cos?z — 1)(cosz + sinx) < 0 che equivale a

1
cosx > — oppure cosr < ——— —— < cosxr < —
V2 V2 oppure V2 V2
cosz +sinx <0 cosx +sinx > 0

5 3
Le soluzioni sono: % +2r<z< i + k27, x # yiid + k2w, ke Z.

. Poniamo ¢t = tan% e sostituiamo nel testo:

Zz
2

t(t2 +1)

> 0.
2 -1

Le soluzioni sono —1 < ¢t < 0 oppure t > 1. Dunque —% + k< g < km oppure % + km < g < % + km,
k € Z cioe 7g+k27r<:z:<k27roppureg+k27r<x<7r+k27r, kelZ.

Queste condizioni si possono sintetizzare scrivendo 5 +kr<z<m+km, keZ.
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1
(n) Utilizziamo la formula cos z = 2 cos? % — 1, ottenendo 3 <0082 g - 2) cotz > 0, da cui seguono

9T 1 9 T 1
cos” — > — cos” — < —
252 oppure 2 =2
cotx >0 cotx <0
Le soluzioni sono
x
—Z—i—kﬂﬁfﬁzﬂ-kﬂ f—i-kTrSESSl%—kﬂ'
4 2 7 4 oppure 4 2 4 keZ,
kr <x < 5 +km sthkrn <z <m+kn
OVVero
_I+k2ﬂ'§l’§z+k‘2ﬂ' E+k27r§m§3—7r+k27r
2 2 oppure 2 2 keZ
kn <z <5 +knm THkr<z<m4kn

3
Dal primo sistema si ottiene 2k7m < z < g + k27 oppure z = 57 + k2m, k€ Z.
3
Dal secondo sistema si ottiene g + k27 < x < 7+ k27 oppure z = 571' + k27, k € Z.

3
In definitiva k27 < = < m + k27 oppure z = §7T + k2m, k€ Z.

o) tanx < 0 oppure tanx > 1. Le soluzioni sono unquez+k7r<:v<7r+k7r, z E—&—k:ﬂ', km, k€ Z.
0 1. Le sol d 1 5

(p) Perché sia definita tan § deve essere x # 7 + k2. Utilizzando le formule parametriche, la disequazione

T T
diventa tan? 5 (tan2 5~ 1) > 0 cioe

X
3
tan 5 # 0 g+k27r<x<§7r+k27r

x x
tan§>1 oppure tan§<—1 r# 7+ k2w, k€.
(q) La disequazione ha senso se

{COSQ$#1 — x#knr, kel

sinx # 0
La disequazione equivale a
. 2 . m ™
sinzcosz > cos®x <= cosz(sinz —cosz) >0 <— 1 +Ekr<z< 5 +km, ke Z.
™
(r) La disequazione ha senso se z # k§’ k € Z, ed equivale a

sinx +cosx —1

- <0
sinx cos x
Ponendo Y =sinz, X = cosz diventa
X?4+Y2=1
Y+X-1 <0
XY

3
Le soluzioni sono 7 + k27 < x < 57 + k2w, k€ Z.
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T ™
(s) La disequazione ha senso per x # 1 + k 3 ed equivale a

4sin® z cosx

7r 0
<0 <= ——-+knfe<Lkn, x#—+km keZ
(cos?z —sin?x)2 — 2 - 7 4
(t) La disequazione proposta equivale alla seguente:

sinz (cosz + 1)
V2cos? x

Ponendo X = cosz, Y = sinx ci siamo ricondotti a risolvere il sistema

<0

V(X +1)
—xz <0
X24Y2=1

3
Le soluzioni sono 7 + k27 < x < 27 + k27, x # 571' + k27, k€ Z.

(u) La disequazione proposta equivale alla seguente

(2sin®z + sinz — 1) tanx
sinx — v3cosz + 1

Consideriamo il numeratore: 2sin®?z +sinz — 1 >0 < sinz < —1 oppure sinx > 3

(figura sotto, a sinistra). Il segno del numeratore & espresso nella figura sotto, a destra.
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Consideriamo il denominatore: ponendo X = cosx, Y = sinx otteniamo:

Y -V3X+1>0
X24Yv2=1

La soluzione geometrica ¢ indicata nella figura sotto, a sinistra.

Infine le soluzioni (figura sopra, a destra) sono 0+ k27 < x < gw + k27 oppure

%7r+k27r§x§7r+k27r,x%%+k‘27r,k€Z.

(v) Studiamo il segno del numeratore: tan®2x >, 1 equivale a tan 2z > 1 oppure tan 2z < —1 da cui

3
g—&-k‘g <zx< §7T+kg’ conx#%—l—k%.
Semplifichiamo I'espressione al denominatore per poterne studiare il segno:

2sinzcosx +cos’xz >0 <= cos’z (2tanx +1) > 0.

1
Le soluzioni sono — arctan 3 +Ekr<z< g + km, k€ Z.

Le soluzioni della disequazione di partenza si hanno quando numeratore e denominatore hanno segno
discorde; in definitiva deve dunque essere

3
+kr <z + km  oppure §7r+k7rgx<g+k7r oppure

T

8
1

T+ kr <z < farctan§+k7r,k€Z.

IR
©[& A

T T
(w) La prima disequazione del sistema ha soluzioni 3 +kr <z < 5 + km, k € Z, mentre la seconda ¢

risolta da % +R2r<z< %ﬂ'+k27r, keZ.

Il sistema ha dunque soluzioni: g +k2r <z < g +k2n, ke Z

(x) Ponendo X = cosz e Y = sinz otteniamo il sistema

{Y+(\/§—1)X>\/§—1
X24+YvY2=1

Il punto di intersezione tra la retta ¥ + (\/i -1HX = V2 — 1 e la circonferenza X2 +Y2=1¢1il punto
2 V2
g, £), da cui segue (vedi figura) k27 < z < ZW + k27, ke Z.

di coordinate (— 5
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(8.17)

(a) Poniamo aw = 2z, f =2y con z, y € (0, g) ; la diseguaglianza assume la forma

sin 2x 4+ sin 2y
2
Usando la formula di duplicazione e quelle di addizione:

< sin(x + y).

sinzcosx + sinycosy < sinzxcosy +sinycosx <= sinz(cosz — cosy) < siny(cosx — cosy)

OVVero
(sina — siny)(cosz — cosy) < 0.

. . N .. ™ . N . \
La diseguaglianza e vera perche in (0, 5) la funzione seno e crescente, mentre la funzione coseno e

decrescente (quindi se ¢ < y, sinz —siny < 0, cosx — cosy > 0).
L’eguaglianza vale se e solo se x = y cioé a = .

b) Osserviamo che cosa = sin [« + ™) = sinx, conx € (0 il .
( 2 b b 2

Analogamente cos § = sin (6 + g) =siny, con y € (O, g) .

Tenuto conto di questo e della diseguaglianza dimostrata nel punto (a) otteniamo:

cosa+cosf  sinz +siny T4y
2 B ssinTp =

g (CEEHBEEN o (ot B T (etF
a 2 a 2 2/ 2

(¢) Poniamo « = 2z, § =2y, con x,y € (0, %)
La diseguaglianza proposta equivale alla seguente

tan 2z + tan 2y

tan(z +y) < 5

Otteniamo una diseguaglianza equivalente applicando al primo membro le formule di addizione ed al
secondo quelle di duplicazione:

tanx + tany tanx tany

l—tanztany — 1 —tan?2 1 —tan’y
T
I denominatori sono maggiori di zero in quanto z,y € (O7 Z)’ svolgendo i calcoli si ottiene:

tan®z + tan®y > tan® rtany + tanztan’y <=  tan®z(tanz — tany) > tan® y(tanz — tany)
<= (tanz — tany)*(tanz + tany) > 0

™
Questa diseguaglianza ¢ sempre verificata perché z,y € (0, Z) e quindi tanz > 0 e tany > 0.
Vale il segno di eguaglianza se e solo se tanx = tany ovvero x = y.

T
Anche per quest’ultima implicazione si tenga presente che z,y € (O, Z) .

(8.18) Supponiamo che il triangolo sia isoscele in a, b (quindi a = b, « = §); allora dalla relazione a+ 8+~ =
180°
ricaviamo a = 90° — % e quindi:

1
tan o = tan (900— l) = .
2 tan 3
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Sostituendo nella formula proposta,

tan% (atana + btan 8) = 2atan%tano¢ =2a=a+0b.

Viceversa, supponiamo valga la relazione data e riscriviamola nella forma
a (1 ftan% tana) +b<1 ftan%tanﬁ) = 0;

utilizzando il teorema dei seni:

a sina
b sing’
otteniamo
sin «v 1 —tan J tan 8
sing 1 —tan % tan o’

Osserviamo che
cos 2 cosa —sin 2sinae cos (%—Fa)

1 —tan X tana = 2 2 .
2 cos 3 cosa COS 3 COS
Analogamente
cos (2 +
l—tanltanﬂ: M
2 cos 3 cosf3

Sostituendo nella relazione sopra e semplificando:
g v _
(x) tancacos 5 + o) + tan 5 cos 5 +p8)=0.
Poiché

%+0z=1800—(%+ﬁ>:>cos<g+a)=—COS(%+ﬁ)»

da (*) otteniamo
tana —tan 8 =0 oppure cos (% + B) =0.

Dalla prima equazione segue o = 3, dalla seconda % + 8 =90° e quindi % + a =90, cioé anche in questo

caso a = 3.
(8.19) Applicando due volte il teorema del coseno, si ha:
BC? =10 —6c0s120° =13, BC"™? =10—6cos60° =7

Il perimetro vale 2 + /7 + /13

(8.20)
Poniamo (vedi figura)

OK =sinxz, OH =cosx, DK =cosz, CH =sinz, 0 <z < g
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4
Da cui V; = w(sinz + cosz) e Vo = -

Il volume V3 ¢ il tronco di cono ottenuto dalla rotazione di DC' a cui si tolgono due coni ottenuti
dalla rotazione di OD e di OC.

Volume del tronco di cono:
1 1
§7TKH(DK2 +CH? + DK CH) = gw(sinmcosx)(l +sinz cosz)
Volume del cono generato da OD
1 1
ngDz OK = 37 cos? xsinx
Volume del cono generato da OC'
1 1
§7TCH2 OH = 37 sin?  cos x
Da cui segue
1
Vs = 37 (sinx + cos ).

Possiamo quindi scrivere

4 4
- =3+
sinx + cos x \/isin(x +I)

flx)=3+

La funzione ¢ minima quando il denominatore ¢ massimo.
T om . ™
Questo accade per x + — = — cioe z = —.

(8.21) 1l triangolo ABD ¢ isoscele e dunque l'altezza BC' & anche mediana (vedi figura). Quindi

AD =2AC = 4rcosxz, AP =2rcos2x, PH = 2r cos2x sinz,
area PAD = 2r cosz 2r cos2z sinz = 2r? sin 2z cos 2z = r? sin 4z
1
area ACB = 3 AC - BC = 2r? sinzcosz = r? sin 2z.
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0 g Ty

T ™
L’area di PAD & massima per 4z = 5 cioe x = 5

Inoltre, area PAD = area ACB per sin4x = sin 2z.
L’equazione & verificata per i seguenti valori di x
de=2zx+k2nr, keZ = x=0
dr=mw—2x+h2nr, heZ = x:%

In definitiva la soluzione del problema & x =

S

(8.22) Osserviamo quanto segue (vedi figura):

. 0
PH = rsinz, OH =rcosz, 0<x < —

3
P'H PH r sinx
OHI = = =
tan60°  tan 60° V3

HH' = OH-OH' =rcosz — % sin

Da queste relazioni ricaviamo

V3
r? (V3 or L oson L
= Ry — S1nN _ = _ = =
\/g 5 S X 5 COS 22X B
r . T 1
= ﬁ |:Sln (21' + 6) - 2:| -

Il termine 2x + % varia tra % e —T.

2 3

area HHPP' = rsinz (7‘ cosx — rsinx) - ({ sin2z —sin’z | =
L
V3

2

| Ot
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| . m LN 7T
Il seno € massimo per 2z + =2 cioe per x = s

(8.23) Dimostriamo 'identita applicando il principio di induzione.
Per n = 1 'eguaglianzza & banalmente verificata.

Posto . +1
sinZ o sin 2
P(n) : i = 2
(n) Z sinia T ;
=1

dimostriamo che P(n) = P(n + 1). A tale scopo si ha

n+1

Z sinia = (per la proprieta del simbolo di sommatoria)

Z sinia +sin(n+1)a =  (per 'ipotesi induttiva)
i=1
sin 5 a sin ntl

= T 2 tsin(n+1)a=

2
sin § a sin % a + sin§ sin(n + 1)a )
= — = (per le formule di Werner)
Sin b
1 a 1 2n+1 1 2n+1 1
_ 5 COS 3 5 COs=5—a + 35 cos e} 2sm(n—l— )
in &
sin §
1 @ 1 3
_ §COS§—§SIH(H+§)
Y :
sin §
Tenuto conto che
n+1
+ sin "+1 «a sin ”+2 @
Pn+1): E sinia = )
; sin &
1=1
otteniamo la tesi ancora con le formule di Werner:
n+1 i nt2 1 a _ 1 o 3
sin a sin®ta 5 cosg 251n(n+2)a
a in &
sin § sin §

(8.24) Campo di esistenza: deve essere sinx # £1, cio¢ (limitatamente al dominio assegnato) z # +T

Segno e zeri: studiamo la disequazione f(x) > 0, che equivale successivamente a:(14)

14 sinx . . .
——— >1 << 1+sin>1—-sinx < sinz > 0.
1—sinx

Dunque:

fl@)>0 per =zc¢€ (0,%) U (g,ﬂ)

f(z) <0 per (EG(—?T,—%)U(—%,O)

fl@)=0 per x=0, z==m.

Immagine: studiamo 'equazione f(x) = « al variare del parametro «; questa equivale successivamente
alle seguenti equazioni (19)

1+sinx o . e —1
——— =¢e% <= sinzx =
1 —sinx e*+1

(8.33)

143i tenga presente la proprieta del logaritmo: logy > 0 <= y > 1.
158 ricordi il legame tra esponenziale e logaritmo: logy = a <= e“ =y, Ya € R, Yy > 0.
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Perché I'equazione ammetta soluzioni, nel campo di esistenza della funzione, deve essere

e*—1
e +1

’<1 — e —l<e*—1<e*+1,

e questa condizione & sempre verificata; dunque Im f = R.

Iniettivita: la funzione non & iniettiva perché, per ogni valore di o € R ’equazione (8.33) ammette due

soluzioni (limitatamente all’intervallo di variazione scelto).

. . . . c. ™ T o . JEUEN
Funzione inversa: restringendo il dominio alle x € (—5, 7> , la condizione su « per la risolubilita

2
dell’equazione (8.33) non cambia e dunque anche per la restrizione vale I'm f = R.

Questa volta pero 1’equazione (8.33) ha un’unica soluzione

et —1
T = arcsin
e +1
che fornisce la funzione inversa.
Riassumendo
fo (-5 3) =R R (-5 5), e =aresin S
' 272 ’ ’ 272/’ e+ 1"

(8.25) Campo di esistenza: deve essere

1
296’ <1, cioe 2* > 1 che é verificata per = > 0.

Segno, zeri: poiché 'immagine della funzione arccosy & [0, 7], anche la funzione f(z) & sempre positiva o

nulla. In particolare & nulla se

1 1 2
) — 27l = — z=1-—log,m™=log, —.
2z 2 T T

Poiché il valore trovato non appartiene al campo di esistenza la funzione non si annulla.
Immagine: studiamo equazione f(x) = «, al variare del parametro a:

1 1
arccos — = < — =cosa < 27 = — z = log, .
27 27 COS v CoS (v

Perché la soluzione trovata abbia senso, deve essere

1

COS «x

> 0 ovvero « € {O, g) .

Riassumendo:

F100, 400) — [o, g) FL [o, g) 5[0, +00), fY(a) = log,

cosa’

(8.34)

(8.26) Associamo un sistema di riferimento ortogonale zOy in modo che il vettore B si trovi sull’asse z

(vedi figura). Quindi B = (b1,b2) = (7,0), A = (a1, a2).
Nel triangolo rettangolo AHO I’angolo HOA misura 45° e quindi

ag = HA =9 sin45° = 6,3639; a1 = —9 cos45’ = —6,3639.
Da questo otteniamo le coordinate di C'

C = (c1,¢2) = (a1 + b1, as + bs) = (7T — 6,3639; 6,3639) = (0,6360 ; 6,3639)
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e dunque

IC|| = +/(6,3639)2 + (0, 6360)% = 6, 3956.

L’angolo « puo essere ricavato dalla relazione

_ 2 6,3639 T Y
tana = o _0,6360 = a=284"26'1".
y
A &6
| y
AL &Y c
. 138 a 95’
4877
al 0O C1 B 8.1 O Cl
8.26 8.27

(8.27) Associamo un sistema di riferimento ortogonale 20y in modo che il vettore B si trovi sull’asse = (vedi
figura).
Consideriamo il triangolo CHO :

CH =9 sin40° =5,785=c, e OH =9 cos40’ = 6,984 = ¢;

Osserviamo che AD = C'H, quindi ay = 5, 785. Nel triangolo rettangolo ADO 1’angolo DOA misura
459, per cui essendo OD = DA = 5,785 si ha a; = —5, 785.
Le coordinate di B si deducono dalla relazione B=C — A: by =c¢; —ay = 6,984 + 5,785 = 12,679,
mentre, ovviamente, by = 0.
Per concludere ||B|| = 12,679 mentre |A| = - 8,181.

sin 459

(8.28) Associamo un sistema di riferimento ortogonale Oy in modo che il vettore A si trovi sull’asse x
(vedi figura). Calcoliamo le componenti (a1, a2), (b1, b2), (c1, c2) dei vettori A, B, C:

a1 =10, ay =0, by =12co0s30° = 10,392, by = 12sin30° =6,
¢1 = 15¢c0s105° = —15c0s 75 = —3,882 ¢o = 15sin105° = 14, 488.

Da questi risultati, essendo D = A 4+ B + C, otteniamo

di = ay+b+c =10+ 10,392 — 3,882 = 16,510,
dy = as+by+co=0+ 6+ 14,488 = 20, 488,

e dunque ||D|| = 26, 312.
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R — ‘D Ko b,
C
7777777 E : 120
c d b \o A
D 77777777777 dz X
750 | a
IR B | 130
75 |
'I':: 300 X W o
C, o) A b, d, C
8.28 8.99

(8.29) Associamo un sistema di riferimento ortogonale Oy in modo che il vettore A si trovi sull’asse x
(vedi figura). Calcoliamo le componenti (a1, as), (b1,b2), (c1, c2) dei vettori A, B, C:

a1 =6, a =0, by =8cos120° = —8cos60° = —4, by = 8sin120° = 6, 928,
c1 = —10cos50° = —6,427 ¢y = —10sin50° = —7,660

Essendo D = A + B + C, otteniamo

di = a1+bi4+c1=6—4— 6,427 = —4,427,
dy = as+bstca=0+ 6,928 — 7,660 = —0,732,

ovvero || D|| = 4,487.
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Parte IV

TABELLE RIASSUNTIVE DELLE
PRINCIPALI FORMULE
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CAPITOLO I - CENNI DI LOGICA E TEORIA DEGLI INSIEMI

P(z) A Q(x) e vero per i valori di  che rendono veri entrambi gli enunciati
P(z)V Q(x) & vero per i valori di  che rendono vero almeno uno dei due enunciati
nonP(x) e vero per i valori di  che rendono falso ’enunciato P(x)
P(z) = Q(z) ¢ vero per i valori di  che rendono falsa P(x) oppure vera Q(x)
P(z) < Q(z) ¢ vera per i valori di  per i quali P(z) = Q(z) e Q(z) = P(x), cioe
per i valori di = che rendono P(z) e Q(z) entrambe vere o entrambe false.
(1) P A Q — Q9 AP (proprietd commutativa)
2 P Vv Q = Q9 V7P (proprieta commutativa)
B P ANY9AR <<= PA(QATR) (proprieta associativa)
4 PV QQVR <= PV (QVR) (proprieta associativa)
(5) (PVQAR — (PAR)V(QAR) (proprieta distributiva)
6) (PAQYVR — (PVR)A(QVTR (proprieta distributiva)
(7)  non(nonP) = P (doppia negazione)
(8) mnon(P A Q) < (nonP) V (non Q) (prima legge di De Morgan)
(9) non(P Vv Q) < (non P) A (non Q) (seconda legge di De Morgan).

Dimostrazione per assurdo

(P=Q) <<= (nonQ=nonP)

(P e nonQ) = R (con R falsa)

Negazione di un enunciato

non[Vx, P(z)] <= Iz : nonP(zx)
non[3z : P(zr)] < Vz, nonP(x)

Insiemi e predicati

AUB
ANB
A-B
CB

{z:
{z:
{z:
{z:

A={z:P(x)}, B={x:Q(x)},

P(x) v Qx)}
P(x) A Qx)}
P(xz) N nonQ(x)}
nonQ(z)}
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PROPRIETA

(1) Commutativa
Commutativa

(2)  Associativa
Associativa

(3) Distributiva
Distributiva

(4) Doppia negazione

(5) 1% Legge di De Morgan

(6) 2% Legge di de Morgan

Il simbolo di sommatoria

OPERAZIONI TRA INSIEMI
AUB=BUA

ANB=BNA
(AUB)UC = AU (BUC)
(ANB)NC =AN(BNC)
(AUB)NC = (ANC)U (BN C)
(ANB)UC = (AUC)N (BUC)
CCB =B

C(AUB) =CANCB

C(ANB)=CAUCB

1

Z a; = ay

i=1

n+1 n

E a; = Gpy1 + E a;
i=1 i=1

—_
M-
(e}

Il
o
+
(e}

+
\
(e}

Il
S
(o}

DO

[
o
8
I
o
S

§

@
Il
-
Il
N

s
Il
-

©
Il
-

3

e~
Q
5
I
[
S
<.

&
Il
-
<.
Il
-

3

=1 =1 i=m-+1
n n+k
6 g a; = E ik
i=m i=m-+k
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OPERAZIONI TRA PREDICATI
PVQ < QVP

PANQ < QAP

(PVQVR < PV(QVR)
(PAQAR <= PA(QAR)
(PVOAR <= (PAR)V(QAR)
(PAQ)VR <= (PVR)A(QVR)
non(nonP) <= P

non(PV Q) <= nonP AnonQ

non(P A Q) <= nonP V nonQ



CAPITOLO II - RICHIAMI DI GEOMETRIA ANALITICA

RETTA

Equazione della retta:

ar +by +¢c =0
Equazione della retta (non parallela a nessun asse coordinato) passante per due punti distiniti
P = (z1,11), Po = (22,y2) :

T — T - Yy—y

T2 — X1 Y2 — U1

Parallela alla retta di equazione y = mx + ¢ passante per P = (zo, yo)
Yy — Yo = m(z — o).

Perpendicolare alla retta (non parallela a nessun asse coordinato) di equazione y = mx + ¢
passante per P = (x,)

1
Y—%Yo = —E(l"—iﬂo)

Forma parametrica di un segmento di estremi A = (x4,y4), B= (B,yB)

xy =txg + (1—t)zp
{ ye = tya + 1 —¢t)yp, tel0,1].
Forma parametrica di una retta passante per i punti A = (x4,y4), B= (zB,yB)
z, =teg + (1—-t)xp
{ Yy = tya + (1 —t)yp, teR

Distanza tra i punti P = (zp,yp) € Q = (29, %0),

d(P,Q) = \/(wp — 20)? + (yp — yo)?

Punto medio di un segmento di estremi(za,y4) (5,yn):

TAa+xp Ya+ys
(wSayS) =

2 ’ 2
Equazione dell’asse del segmento di estremi A = (z4,yp), B= (z5,yB)
2(wp —za)z + 2(yp —ya)y = ¥ + Y5 — Th — ¥4

Distanza del punto P = (xg, yo) dalla retta ax + by + ¢ = 0;

_ lazo + byo + ¢|
va? + b2

Equazioni delle bisettrici tra le due rette ax + by +c=10 e r:drx+by+cd =0

d(P, )

lax +by +c| |’z +b'y+ |

,/a2+b2 /a/2+b/2
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CIRCONFERENZA
Equazione di una circonferenza
2+ +ar+by+c=0

Coordinate del centro

Raggio
a? b2 a®> b2
r = Z + Z c, 1 + Z —c>0
ELLISSE
Equazione dell’ellisse
22 y?
P + i 1 (35)

Intersezioni dell’ellisse con gli assi coordinati (vertici)
Ay = (—a,0), Ay = (a,0), By = (0,—b), By =(0,b)

Fuochi (a > b)
Fl:(_ a2_b250):(_010)7 FQZ( OLQ—bQ,O):(c,O)

Eccentricita (a > b)

R e 1 b2
a

IPERBOLE
Equazione dell’iperbole
22 y?

Fuochi

Vertici dell’iperbole:

Asintoti
y ==+
a
Eccentricita
¢ Va?4bhr o ) b2
‘TuT T a4 T a2

Iperbole equilatera

2

o 22 y2=a2

se i fuochi sono sull’asse z,

2 se i fuochi sono sull’asse .

o 22 2= —a
Iperbole equilatera con fuochi sulle bisettrici dei quadranti

zy =k

a2
conk#0elk] = 5
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Se k > 0, l'iperbole & situata nel primo e terzo quadrante . I vertici appartengono alle bisettrici dei due
quadranti ed hanno coordinate (—v'k, —Vk), (V’k, Vk); i fuochi sono nei punti (—v/2k, —v/2k), (v/2k, v/2k).
Se k < 0 l'iperbole ¢ situata nel secondo e quarto quadrante.

I vertici appartengono alle bisettrici di questi quadranti ed hanno coordinate (—v/—k, vV—k), (vV—k, —vV/—k);
i fuochi sono nei punti (—v/—2k, v —2k), (v =2k, —/—2k).

PARABOLA
Parabola con asse verticale:
y=az>+br+c, con a0

Asse

Vertice

(dove A = b% — 4ac)

Fuoco b 1A
F = 5 _ )
( 2a " 4a >
Direttrice
_ 1+A
4a

La parabola e concava verso I’alto se a > 0, verso il basso se a < 0.
Parabola con asse orizzontale:
r=ay’ +by+c

9 ] b
e |’asse ha equazione y = — %a
a

A b
Jverticeoin Ve (- 2 2
il vertice ¢ in ( 1’ 2a)

il fuoco e in F = (1_A —b>

da ’  2a

1+ A
da

Se a > 0 la parabola volge la concavita nella direzione positiva delle x, se a < 0 al contrario.

la direttrice ha equazione r = —
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CAPITOLO VI - EQUAZIONI E DISEQUAZIONI IRRAZIONALI

n dispari | ¥/P(z) = Q(z) <= P(z) = [Q(z)]"
Qz) = 0
wpari | /P = Q@ {
P(z) = [Q()]"
n dispari | {/P(z) > Q(x) P(z) > [Q(x)]"
P(z) >0 Qz) 20
n pari VP(x) > Qx) { oppure {
Qz) <0 P(z) > [Qz)]"
n dispari | {/P(z) < Q(z) P(z) < [Qx)]"
P(z) >0
n pari VP(x) < Qx) Q(z) >0
P(z) < [Q)]"
n dispari | ¥/P(z) > Q(x) P(z) > [Q(z)|"
P(x) >0 Q(z) >0
n pari P(x) > Q(x) { oppure {
Q(z) <0 P(z) = [Q(x)]"
n dispari | ¥/P(z) < Q(x) P(z) < [Q(x)]"
P(z) >0
n pari P(z) < Q(x) Q(z) >0
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Relazioni tra gli elementi di un triangolo rettangolo

Relazione tra gradi e radianti

. _ BC
sina = 25
a=csina
sin o

tana =
COS &

CAPITOLO VIII - INTRODUZIONE ALLA TRIGONOMETRIA

Qa°: Qpag = 180% :

Relazione Pitagorica o identita fondamentale della trigonometria e formule derivate

(sina)? + (cosa)? = 1
Noto sin o Ccos tan o cot o
sin o +v/1 —sina
sin o sin o ++/1 —sina -
+v/1 —sin’a sin «
+v1 — cos? o cos o
cos « im cos a
cos ++v/1 — cos? o
tan a 1 1
tan « _— _— tan «
im +v1 + tan? « tan o
¢ 1 cot «v 1 .
cot o R _— cot o
+v1+cot? +v1 + cot? a cot ar

N.B. Quando nelle formule sopra compare =+ non si intende che vadano bene

segno si sceglie in base al quadrante dove cade il secondo lato dell’angolo.
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« Qrad sin o COos (v tan a
0° 0 0 1 0
200 E 1 V3 V3
6 2 2 3
™ 1 1
45° — — — 1
; /2 2
T V3 1
60° — — — 3
3 2 2 V3
90° g 1 0 non esiste
27 V3 1
120° — — - —V3
3 2 2 V3
3T 1 1
135° — — - -1
4 V2 V2
1
150° 5T 1 V3 V3
6 2 2 3
180° T 0 -1 0
1
5100 Lﬂ 1 V3 V3
6 2 2 3
5 1 1
225° — - - 1
4 V2 V2
47 V3 1
240° — - —— 3
3 2 2 V3
3
270° 777 -1 0 non esiste
51 V3 1
300° — - — —V3
3 2 2 V3
T 1 1
315° — —— — -1
4 V2 V2
11 1
330° n 1 V3 V3
6 2 2 3
360° 27 0 1 0
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Angoli associati.

sin(—a) = —sina sin(m —a) =sina
cos(—a) = cosa cos(m — o) = — cos
tan(—a) = —tana« tan(m — ) = —tan«
sin(§ — ) = cosa sin(§ + ) = cosa
cos(§ — ) =sina cos(§ +a) = —sina
tan(f — a) = cot tan(f + a) = —cota

Formule di addizione.

sin(a + ) = sin a.cos B + sin B cos a

cos(a + ) = cosacos f — sin asin 8

tan o + tan 3

t =
an(a + ) 1 —tanatan

Formule di duplicazione.

sin 2a = 2 8in v cos «

2q —sin’a =

Ccos 2cc = cos
=1-2sin?a =2cos?a—1

2tan«
tan 2o =

1 — tan? «

Formule di prostaferesi.

: : _ 9o PEa PEq
sinp +sing = 2s8in 5+ cos =55
cosp+cosq:2cos¥ cos P54
cosp — cosq = —2sin ZH4 sin 224

Espressioni di sin « e cos a come funzioni razionali di tan <.

sin(fa +7) = —sina
cos(a+ ) = —cos
tan(a + 7) = tan«

Formule di sottrazione

sin(a — ) = sinacos 8 — sin B cos «
cos(a — ) = cosacos 8 + sin asin 8

tan o — tan 3

tan(a — f) = ——————
anfa — §) 1+ tanatan

Formule di bisezione.6

1 —cosa

V 2
/1 + cosa
2

sin o

1+ cosa

Formule di Werner.(17)

sinasin 8 = %[cos(a — ) — cos(a + B)]

1

cosacos 3 = 5[cos(a + ) + cos(a — )]

sinacos B = 1[sin(a + B) + sin(a — B)]

2
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Equazioni trigonometriche

’ sint =m

Questa equazione ha soluzione se e solo se m € [—1,1] (vedi definizione di seno); se & € R & una soluzione,
tutte le soluzioni si possono scrivere nella forma:

r=a+2hr oppure z=w—a+2kr, hkeZ,

ovvero, in maniera piti concisa, x = (—1)*a + k7, k € Z.

’ COST —Mm ‘

Questa equazione ha soluzione se e solo se m € [—1, 1] (vedi definizione di coseno); se a € R & una soluzione,
tutte le soluzioni si possono scrivere nella forma

T=xa+k2r, keZ.

’ tanx = m

Questa equazione ha soluzione per ogni valore reale di di m; se @ € R & una soluzione, tutte le altre si possono
scrivere nella forma
r=a+kw, keZ.

Teorema dei seni o di Eulero

a b c

sina  sinf  sinvy

Teorema del coseno o di Carnot

a? = b+ 2 — 2bccosa

b2 = c? +a® — 2accos B

2 =a® +b* — 2abcosy
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