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Capitolo 1

Introduzione

Il problema delle connessioni minime consiste nel determinare un
insieme di lunghezza minima che connette un certo numero di punti.

L’importanza di tale problema e dovuta all’ampia varieta di in-
terpretazioni e applicazioni pratiche che esso presenta. Un esempio
e offerto dalla progettazione, per un centro urbano o per aree piu
estese, delle varie reti dei servizi, quali la rete idrica, elettrica, del
gas o delle reti di telecomunicazione e di trasporto. In ciascuno
di tali casi ¢ naturale assumere che i costi (spese di costruzione ed
eventuali sprechi di dispersione) siano proporzionali alla lunghez-
za delle canalizzazioni da costruire. E quindi conveniente, se non
ci sono restrizioni, cercare di minimizzare la lunghezza della rete,
mantenendo comunque collegate tutte le utenze richieste. Tale ot-
timizzazione viene utilizzata anche in campo biologico e in settori
ingegneristici.

Il caso forse piu frequente dell’applicazione del problema delle
connessioni minime si ha nella progettazione di circuiti elettronici,
dove la ricerca di una rete minima di conduttori del circuito integrato
e funzionale per conseguire una maggiore velocita di funzionamento.

Tale problema e stato molto studiato partendo prima dal semplice
caso di due soli punti fino ad arrivare a considerarne un numero finito
n.

Se infatti I'insieme ¢ costituito da due punti si ha quello che ¢ noto
come problema delle geodetiche che consiste nel trovare la curva di
lunghezza minima che li congiunge.

Nel caso in cui l'insieme sia costituito da tre punti il problema e
conosciuto come:

Problema di Fermat. Trovare nel piano un punto per cui la som-
ma delle distanze da 3 punti assegnati sia minima.

Una soluzione geometrica fu proposta da Torricelli prima del
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Punto di Steiner

Figura 1: A sinistra la soluzione del Problema di Steiner sui tre vertici di un
triangolo equilatero. A destra lo spanning tree sugli stessi vertici. Si nota che
la possibilita di aggiungere un nuovo punto permette di diminuire la lunghezza
della soluzione.

1640, ma altri importanti matematici, come Cavalieri (1647), Simp-
son (1750) e Heinen (1834), hanno lavorato a cio, contribuendo a
trovare alcune proprieta di questa costruzione.

Una naturale generalizzazione del Problema di Fermat consiste
nel passare da 3 punti assegnati a un numero finito n di punti.

Il problema diventa di tipo combinatorio nel momento in cui lo
si formula nell’ambito degli spanning tree, in cui cioe si vanno a
cercare le soluzioni tra i grafi finiti che si possono costruire quando
I'insieme dei nodi coincide con quello dei punti assegnati.

Una variante piu importante, sempre nel caso in cui 'insieme dei
punti sia finito, fu proposta da Jarnik e Kosseler nel 1934 ed ¢ nota
come:

Problema di Steiner. Trovare il grafo finito di lunghezza minima
contenente n punti assegnati.

Osserviamo come la possibilita di aggiungere nuovi nodi, detti
punti di Steiner, permetta di “migliorare” il minimo (Figura 1),
anche se rende pit difficile trovarlo. E stato infatti dimostrato in [5]
che il problema ¢ NP-completo, mentre ’algoritmo per determinare
lo spanning tree di lunghezza minima ha complessita polinomiale.

In tutti questi problemi la soluzione viene cercata tra i grafi finiti,
riducendo quindi a priori I'ambito in cui lavorare. In questa tesi
studieremo il problema in un contesto piu generale: lavoreremo in
R e, al posto della lunghezza, considereremo la misura di Hausdorff
unidimensionale.

La formulazione a cui ci riferiremo in seguito e la seguente:

Problema 1.1. Dato ) # X CRY ¢ T = {X C RN | X chiuso,
connesso, X 2 X}, trovare il min{#*(X) | X € T}.

Un problema analogo all'interno degli spazi metrici e stato recen-



Figura 2: Il minimo puo non essere unico.

temente studiato da S. Ducret e M. Troyanov in [4] i quali hanno
dimostrato I’esistenza del minimo.

Noi dimostreremo che la soluzione, esiste sempre e, sotto alcune
ipotesi, ne descriveremo la regolarita. Vedremo che, nel caso in cui
> sia costituito da due soli punti il minimo e unico e coincide con
un segmento.

Invece nel caso in cui ¥ abbia un numero finito di punti si puo
perdere I'unicita della soluzione (come si puo vedere nella Figura 2),
ma essa ¢ comunque un’unione finita di segmenti con parte interna
disgiunta e quindi un grafo finito. Di conseguenza essa coincide con
la soluzione del Problema di Steiner.

Il problema ha senso anche nel caso in cui I'insieme X sia compat-
to e numerabile e anche con tale ipotesi si dimostra che un minimo
e unione, questa volta numerabile, di segmenti con parte interna
disgiunta a cui eventualmente mancano alcuni punti di X.

Modificando la formulazione del problema, ma senza cambiarne il
senso, arriviamo a studiare il minimo anche nel caso piu interessante
in cui l'insieme Y sia un compatto qualunque, ma con un numero
finito di componenti connesse.

Si riesce inoltre a considerare il problema anche nelle ipotesi piu
generali in cui il minimo sia vincolato ad appartenere ad un sot-
toinsieme di RY. Anche questo punto di vista ¢ interessante per
quanto riguarda le applicazioni pratiche in cui I’eventuale presenza
di ostacoli riduce lo spazio in cui lavorare.

Piano della tesi

Prima di iniziare a lavorare sul problema vero e proprio riportiamo
alcune nozioni a cui ci riferiremo in seguito.

Nel capitolo 2.1 ricordiamo la definizione di distanza di Hau-
sdorff (Definizione 2.1) tra sottoinsiemi compatti non vuoti di RY
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Figura 3: Esempio di una connessione minima su un insieme compatto e
numerabile di punti.

e mostriamo che tale spazio fornito di questa metrica ¢ completo
(Teorema 2.5) e in particolare compatto (Teorema 2.8).

Nel capitolo 2.2 richiamiamo alcune nozioni della teoria astrat-
ta della misura con l'obiettivo di fissare almeno la terminologia e
riportiamo alcuni risultati che useremo in seguito per dimostrare il
Teorema di Golab (Teorema 3.13).

Nel capitolo 2.3 definiamo la misura di Hausdorff (Definizio-
ne 2.19) visto che & la misura rispetto alla quale andremo a mi-
nimizzare. Riportiamo inoltre alcuni risultati necessari per la dimo-
strazione Teorema di Rademacher (Teorema 2.29).

Nel capitolo 2.4 dimostriamo alcuni teoremi che servono per arri-
vare a due risultati di rettificabilita (Teorema 2.35 e Teorema 2.37),
in base ai quali ogni compatto connesso con misura di Hausdorff
unidimensionale finita e rettificabile. Tutti questi risultati valgono
pit in generale su uno spazio metrico e si possono trovare in [1].

Nel capitolo 3.1 entriamo nello specifico del nostro problema mo-
strando che, nel caso in cui I'insieme X sia formato da due soli punti,
il minimo ¢ unico e coincide con il segmento (Teorema 3.8).

Nel capitolo 3.2 dimostriamo il Teorema di Golab (Teorema 3.13)
che fornisce l'inferiore semicontinuita per successioni della misura di
Hausdorff unidimensionale e che serve subito dopo per dimostrare
I’esistenza del minimo.

Nel capitolo 3.3 dimostriamo 1’esistenza del minimo nel caso ge-
nerico in cui X sia un sottoinsieme qualunque non vuoto di RY
(Teorema 3.15). E una semplice applicazione del metodo diretto del
calcolo delle variazioni, in cui sfruttiamo le proprieta della distanza
di Hausdorff, viste nel capitolo 2.1, e I'inferiore semicontinuita del-
la misura di Hausdorff data dal Teorema di Golab. Anche questo
teorema vale piu in generale negli spazi metrici, [1].

Nel capitolo 4.1 mostriamo (Teorema 4.1 e Teorema 4.3) un ri-
sultato di regolarita del minimo nel caso in cui I'insieme > sia costi-
tuito da un numero finito di punti, dimostriamo cioe che il minimo &
unione finita di segmenti con parte interna disgiunta, quindi in par-



ticolare e un grafo finito o, pitl precisamente, un albero. Ne segue
allora che il minimo tra i compatti connessi coincide con il minimo
tra i grafi finiti e quindi possiamo ricollegarci al Problema di Steiner
combinatorio.

Nei capitoli 4.2 e 5 presentiamo dei nuovi risultati che riguarda-
no il caso in cui l'insieme Y sia un compatto qualunque, piu pre-
cisamente i casi in cui X sia numerabile oppure sia formato da un
numero finito di componenti connesse. Mostriamo (Teorema 4.6,
Teorema 4.17 e osservazioni seguenti) che se ¥ ¢ compatto e nu-
merabile, un minimo compatto connesso contenente ¥ con misura
di Hausdorff unidimensionale finita ¢ unione numerabile di segmen-
ti con parte interna disgiunta a cui eventualmente mancano alcuni
punti di X.

Anche nelle ipotesi piu generali in cui I'insieme > sia un com-
patto qualunque, ma con un numero finito di componenti connesse,
modificando opportunamente la formulazione del problema (Proble-
ma 5.1), si dimostra che I'insieme puo essere connesso da un numero
finito di segmenti con parte interna disgiunta (Teorema 5.5).

Nella stessa formulazione viene inoltre preso in considerazione
anche “il problema con ostacoli”, ossia il problema nelle ipotesi
piu generali in cui il minimo sia vincolato ad appartenere ad un
sottoinsieme E di RY, a causa della presenza di uno o pitt ostacoli.






Capitolo 2

Preliminari

2.1 Distanza di Hausdorff

Ricordiamo la definizione di distanza di Hausdorff tra sottoinsiemi
compatti non vuoti di RY e mostriamo che tale spazio fornito di
questa metrica ¢ completo, (Teorema 2.5) e in particolare compatto
(Teorema 2.8).

Definizione 2.1. Dato (£, d) uno spazio metrico, definiamo
BC(E)={C CE | C#10, C chiuso e limitato}.

Definizione 2.2 (Distanza di Hausdorff). Sia (E,d) uno spazio
metrico, per un punto x € E e un insieme A C FE non vuoto si
definisce la distanza di x da A come
d(z,A) = inf d .
(z,4) = inf d(z, a)

Allora la distanza di Hausdorff tra A e B & definita per ogni coppia
di elementi di BC(F), come

h(A, B) = max {Sup d(z, B), sup d(y, A)} .

z€A yeB
Si vede facilmente che h ¢ effettivamente una distanza su BC(FE).

Lemma 2.3. Sia {C,,}en una successione di chiusi, connessi non
vuoti contenuti in un compatto E C RN che convergono rispetto alla
distanza di Hausdorff a C, allora C é connesso.

Dimostrazione. Supponiamo che C sia sconnesso. Allora C' = A; U
Ay con Ay N Ay = ) e con A; non vuoti chiusi e percid compatti. Si
ha allora che d(A;,45) :=d > 0. SiaU; ={z € E | d(z,4;) < ¢}.
Per lipotesi di convergenza esiste n € N tale che h(C,,C) < £. Si
verifica facilmente che :
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1. gli U; sono apertidi E e UyNU, =0
2. C, CU U,
3. C,NUL # D e C,N Uy # 0.
Da cui segue che C), & sconnesso, contro le ipotesi. O]

Definizione 2.4. Siano A C F e € > 0, definiamo I’ e—intorno di
A come:

(A).={x € E:d(z,A) <e}.

Teorema 2.5. Sia (E,d) uno spazio metrico completo. Allora anche
(BC(E),h) lo e.

Dimostrazione. Sia {A,},en una successione di Cauchy nello spazio
metrico (BC(F), h), allora, pur di prendere una sottosuccessione (se
una sottosuccessione di una successione di Cauchy converge, allora
'intera successione converge), possiamo supporre che:

1
Sia A = {z € E : 3 una successione {z,},z, € A,,z, — x}. Allora
valgono le seguenti proprieta:

A # (). Preso infatti 1 € Ay, esiste 25 € Ay tale che d(x1,z5) <
2h(A1, As) < %, e cosi via...Esiste quindi una successione
{Zn}nen € E con z,, € Ay, e d(p, Tpy1) < 2,1% Ogni succes-
sione cosi fatta & di Cauchy. Quindi, poiché (E,d) & completo,
esiste x € E tale che x,, — . Dunque z € A.

A ¢ chiuso. Sia {a;};eny una successione di punti di A tale che
a; — a. Voglio dimostrare che a € A. Poiché per ogni i €
N a; € A, segue che fissato ¢ € N, esiste una successione
{Tin}nen con z;, € A, tale che lim, . z;, = @;. Quindi
esiste una successione crescente di naturali {m;},cy tale che
d(zim;,a;) < d(a;,a) per ogni i. Cio implica, per la disu-
guaglianza triangolare, che d(z;,,,a) < 2d(a;,a). Da cui se-
gue che lim; .., x;,,, = a e quindi, per il lemma di estensione
(Lemma 2.6), poiché ;,,, € A,,,, a € A.

A e limitato, in quanto A C (An)#1 per ogni n € N. Fissato
21—

infatti n € N e x € A, esiste una successione {xy}; tale che

x € A e xp — z, allora esiste N > n tale che d(zy,z) <
2%. Partendo da yy := zy costruisco quindi una successione

YN YN=1; s Yn+1, Yn 0 modo che yp € Ay e d(yp, Yrs1) < 5ot
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per ogni k. Di conseguenza d(yn,y,) < % e per la disu-

d(y
guaglianza triangolare d(y,,x) < d(yn, zy) + d(zy, z) < g
Quindi d(z, A,) < d(z,yn) < 51

Quindi A € BC(F). Resta infine da mostrare:

A, — A con la distanza di Hausdorff, anzi h(A4,, A) < Q,L s—1 per
ogni n. Osserviamo che, fissato n:

AC (An)2n171
= { C(A) s

h(An A) < 5

La prima inclusione si e gia vista, resta da mostrare la seconda.
Fissato y € A, esiste x,11 € A, tale che d(y,z,41) < #,
analogamente esiste z,,0 € A,. 2 tale che d(x,i1,Tp42) <
srz- - - Costruiamo dunque una successione {x;}°2, (z, = y)
e di Cauchy e quindi converge ad un z € A. Per la disu-
guaglianza triangolare, d(z;,x) < 2% per ogni j > n; quindi
abbiamo trovato un x € A tale che d(y,z) < & < 2,1%1, cioe
d(yv A) = inf,cq d(yv CL) < d<y7 JJ) < 271;—1

tale che d(x;,z;,.1) < 5 per ogni j. Per come & fatta {z;}52,

on

]

Lemma 2.6 (Lemma di estensione). Siano (E,d) uno spazio me-
trico, {A,} una successione di Cauchy in (BC(E),h), {n;}jen una
successione crescente di naturali. Supponiamo di avere una succes-
sione di Cauchy {Tn,}jen con x,, € Ay, per ogni j € N.

Allora ¢’é¢ una successione di Cauchy {%,}2°, tale che &, € A,
per ognin € N e Z,,, = x,, per ogni j =1,2,....

Dimostrazione. Costruiamo la successione {7, }°°; come segue. Per
n€{l,2,...,n;} scegliamo z, € A, tale che
(T, Tn) < 2d(xn,, Ay).

Analogamente, fissato j € N, per ogni n € {n;_1 + 1,...,n;}
scegliamo Z,, € A, tale che d(zy,,Z,) < 2d(zn,, An).

Ora 7, € A, per ognin € Ne ¥,, = xz,, per ogni j = 1,2,...
¢ ovvio per costruzione. Mostriamo che {Z,}, ¢ di Cauchy. Fissato
e > 0, esistono N7 e N, tali che

vnlwnj Z Nl = d<Ink7InJ) S

Vn,m > Ny = h(A,, A,) <

CDI(‘UQJIm
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Sia N = max{Ny, No}. Dati n,m > N, scegliamo j e k in modo
cheme{n;,_1+1,...,n;} en € {ng_1+1,...,n}. Allora, poiché
n; >m > N, sihah(A,;,,A,) < g e

(i, ;) < 2d(0;, A) < 20(Ay,, Ap) <

Wl M

Analogamente d(Z,,7,,) < 5. Allora

(T, Tp) < d(Zn, Tn,) + d(Tny, Tny,) + d(2n,, Tn) < €.
]

Definizione 2.7. Uno spazio topologico E si dice totalmente limi-
tato se per ogni € > 0 esiste un e—reticolo, ossia F. C E finito tale
che £ C J,cp Be(2).

Teorema 2.8. Sia (E,d) uno spazio metrico compatto, allora anche
(BC(E),h) lo e.

Dimostrazione. Poiché E e compatto, e completo e totalmente li-
mitato. In particolare per ogni € > 0 esiste F. , e—reticolo di FE.
Allora # := Z(F.) ¢ un e—reticolo di BC(E) e quindi BC(FE) ¢ to-
talmente limitato. Essendo E completo, dal Teorema di completezza
(Teorema 2.5), segue che BC(E) ¢ completo e quindi compatto. [

2.2 Alcuni richiami di teoria della misura

Richiamiamo alcune nozioni della teoria astratta della misura con
I’obiettivo di fissare almeno la terminologia e riportiamo alcuni ri-
sultati che useremo in seguito, per dimostrare il Teorema di Golab
(Teorema 3.13).

Dato un insieme FE, denotiamo con P(E) l'insieme delle parti
di E. Una famiglia F e chiamata una o-algebra se £ € F e F ¢
chiuso rispetto al complementare e all’'unione finita o numerabile di
elementi di F. Poiché, data una famiglia di sottoinsiemi M C P(FE),
esiste sempre la piu piccola o—algebra contenente M, se E € uno
spazio topologico, denotiamo con B(FE) la g-algebra dei boreliani di
E che ¢ la piu piccola o—algebra contenente tutti gli aperti di £.

Definizione 2.9. Una funzione p definita su una o-algebra M a
valori in [0, +00] ¢ una misura se ¢ numerabilmente additiva, ossia

H (El Ai) = iM(Az’)

per ogni collezione numerabile di elementi A; di M a due a due
disgiunti.
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Definizione 2.10. Una funzione p definita su P(E) di uno spazio
E a valori in [0, +00] & una misura esterna se

(@) =0,
p(B1) < pu(Bsg) se By C By,

1 <|_| Ai> < Z,LL(Ai) per ogni successione {A4;}; C E.
i=1 i=1

Se 1 € una misura esterna, la collezione M di insiemi p-misurabili
¢ una o-algebra e la restrizione di ; a M ¢ una misura.

Se u e anche di Caratheodory, ossia se vale I'additivita per ogni
coppia di insiemi che hanno distanza positiva, allora i boreliani sono
p-misurabili.

Nel caso in cui p(E) < 400 si dice che p ¢ una misura finita. Se
M D B(FE) si dice che p ¢ una misura di Borel.

Definizione 2.11. Siano E un insieme e M C P(E) una o—algebra;
una funzione g : M — RY & chiamata una misura a valori vettoriali
se i € numerabilmente additiva, ossia

H <|_| Ai) = ZM(Az‘)

ogni volta che gli A; appartengono ad M e sono due a due disgiunti.
Inoltre si definisce la funzione |u| : M — [0, +00) come

|1l (A) ZZSHP{ZIM(AM | AZUAi, AieM}

Tale funzione e chiamata variazione di p, mentre la quantita |u|(E)
viene detta variazione totale di p.

Si puo mostrare che la variazione totale |u|(E) ¢ finita e quindi
|p¢| € una misura finita (la dimostrazione puo essere trovata in [1]).

Definizione 2.12. Sia F uno spazio topologico, denotiamo

C.(E,RY) ={f: E — R" continua a supporto compatto },

Co(E,RY) = {f: E — R" continua | per ogni ¢ > 0 esiste K
compatto tale che |f(x)| < e per ogni z € F\K},

M(E,RY) = {u: B(E) — RY misura }.

Il seguente teorema, la cui dimostrazione puo essere trovata in

6], fornisce una corrispondenza tra i funzionali lineari su Cy(E, RY)
e le misure.
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Teorema 2.13 (di rappresentazione di Riesz). Per ogni funzionale
lineare limitato L su Co(E,RY), dove E ¢ uno spazio topologico
di Hausdorff localmente compatto, esiste un’unica misura a valori
vettoriali ji : B(E) — RY tale che

L(f) = /Efdu per ogni f € Co(E,RM).

Inoltre
HLHCO(E,]RN) = \M\(E)-

Corollario 2.14. Lo spazio vettoriale M(E,RY), con la norma
l\pl| == |p|(E), é uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Dal Teorema 2.13 segue che M (FE,RY) ¢ linearmen-
te isometrico al duale di Cy(E,RY). O

Definizione 2.15. Data una successione {uy}n € M(E,RY), di-
ciamo che converge debole-star ad una misura u € M(E,RY) e
scriviamo N W se

lim/fduh:/fdu per ogni f € Co(E,R™Y).
E E

h—o00

Osserviamo che se lo spazio E e separabile, allora anche lo spazio
Co(E,RY) & separabile e, essendo uno spazio di Banach, la topolo-
gia debole-star sui limitati & metrizzabile. Quindi, per il Teorema
di Banach-Alaoglu, siccome M (E,RY) puo essere visto come duale
di Co(E,RY), da ogni successione {y,}; di variazione totale equili-
mitata si puo estrarre una sottosuccessione {/y, }; tale che iy, Ao
per un qualche u € M(E,RY).

Iniziamo con un lemma di approssimazione che mostra come le
funzioni inferiormente semicontinue possono essere approssimate dal
basso da funzioni lipschitziane.

Lemma 2.16. Siano ¢ € R, u : E — [¢,+0o0] non identicamente
uguale a +o00o, definiamo pert > 0

w(x) == inf{u(y) + td(z,y) | yve E}.

Allora uy € una funzione t—lipschitziana, u; < u. Inoltre uy(x) /
u(z) pert — 400 ogni volta che x é un punto di inferiore semicon-
tinuita per u.

Dimostrazione. Siano x1,x9 € F, per definizione di estremo inferio-
re, per ogni ¢ > 0 esiste y € E tale che uy(x1) > u(y) +td(xy,y) —e.
Quindi

ue(r2) — w(z1) < uly) +td(ze,y) —uly) —td(z1,y) +€ =
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= t(d(z2,y) — d(z1,y)) + & < td(x1, 73) + & — td(xy, 72)

per ¢ — 0. Scambiando quindi il ruolo di x; e x5, si ottiene che
lug(z2) — ug(x1)| < td(zq,x2). Inoltre, fissato x, poiché per ogni y,
w () < u(y) + td(x,y), scegliendo y = z, si ha che u(z) < u(x).

Sia ora x € E un punto di inferiore semicontinuita per u, se
w(z) /400 quando t — 400, il lemma ¢ dimostrato. Supponiamo
allora che us(x) converga ad un limite finito e sia x; € E tale che

u(wy) + td(z, v) < ug(z) +27°

cioe d(z,x;) < M e quindi x; converge a x per t — —+o.
Per la scelta di x, passando al limite nella disuguaglianza u(z;) <
u(x) + 27, i ottiene

) < mintutr) < i (@)

che, insieme a w;(z) < u(z), da la tesi. O

Lemma 2.17. Sia {u}n una successione di misure positive su uno

spazio metrico E tale che pp — p. Allora, per ogni funzione u :
E — [0, 400] inferiormente semicontinua

liminf/ud,uhz/udu
h—o0 E E

e per ogni funzione v : E — [0,400) superiormente semicontinua a

supporto compatto
limsup/vduh S/vdu.
h—o0 E E

Dimostrazione. Sia u : E — [0,+o00] una funzione inferiormente
semicontinua e, escludendo il caso banale u = +o00, sia u; definita
come nel lemma precedente. Consideriamo {¢}r C C.(F) tale che
0<vyp<ley 1perk— oco. Allora

/wkutd,u: lim/wkutd,uh gliminf/utd,uh.
I h—o0 E h—o0 B

Passando al limite su k, per il Teorema di Beppo-Levi, si ha

/ uedp < liminf [ wduy,
E h—oo E

infine, per il lemma precedente, passando al limite su ¢ si ha la tesi.

Sia ora v : E — [0,400) superiormente semicontinua a sup-
porto compatto, allora ammette massimo M. Posto u := M — v,
u € inferiormente semicontinua e quindi la tesi segue da quanto
precedentemente dimostrato. O
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Osservazione 2.18. Applicando il lemma precedente alle funzioni
caratteristiche di insiemi compatti e aperti si ottiene: se A e aperto

u(A) < Tininf i (4),

se K e compatto
pu(K) > limsup p, (K).

h—o00

2.3 Misura di Hausdorff e Teorema di Radema-
cher

Dati X,Y C RY, denotiamo con Lip(X,Y) lo spazio delle funzio-
ni lipschitziane definite su X a valori in Y, ossia f : X — Y €
Lip(X,Y) se e solo se esiste una costante L > 0 tale che

[f() = f(s)] < LIt = s].
In tal caso chiamiamo costante di Lipschitz di f
. t)— J(s
t,seX |t - S|

Ricordiamo inoltre la definizione di misura di Hausdorff, visto
che ¢ la misura rispetto alla quale andremo a minimizzare.

Definizione 2.19. Siano (F,d) uno spazio metrico, B C F, 0 <
s < ooed >0, allora definiamo

dove
Wy =

T2 oe
S e ['(s) = e T .
F(g +1) () /0

Definiamo inoltre la misura di Hausdorff di B come:

A (B) = lim A5 (B) = sup H5°(B).

>0

Elenchiamo alcune proprieta di tale misura che useremo in segui-
to e che possono essere trovate in [1] e [7].

1. J€§° e 7 sono misure esterne.

2. ® e una misura di Caratheodory, quindi i boreliani sono
misurabili secondo F7°%.
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3. Se f & una funzione lipschitziana e B C RY, s#°(f(B)) <
Lip(f)#*(B).
4. N = LN su RV,

Riportiamo adesso alcuni risultati necessari per la dimostrazione
del Teorema di Rademacher (Teorema 2.29).

Definizione 2.20. Siano F una famiglia di insiemi chiusi nello spa-
zio metrico £ e B C E| si dice che F ¢ un ricoprimento fine di B
se per ogni x € B ed ogni € > 0, esiste V € F tale che x € V e
0 < diam(V) < e.

Teorema 2.21 (di ricoprimento di Vitali). Siano E uno spazio me-
tricob B C E, a > 0 e & un ricoprimento fine di B, allora esiste
una famiglia numerabile e disgiunta {V;}ien C F per cui vale una
tra le due sequenti affermazioni:

(1) D2y diam(V;)® = +o0
(ii) H(B\ Llf; Vi) =0.

Dimostrazione. Sia Fy := F e scegliamo Vi € F; tale che
1
diam(V;) > 5 Sup {diam(V) | V € Fp}.

Definiamo poi induttivamente, per £ > 1

k
S"k::{VEff | Vm|_|Vi=(b},

i=1
dy :=sup { diam(V) | V € F;}.

Se F;, = (), allora il processo si ferma, altrimenti scegliamo Vi1 € Fy,
tale che diam(Vj11) > %dk e procediamo per induzione.

Se il procedimento si ferma ad un certo F, = ), allora (ii) vale
in quanto B\ |_|f:1 V; = 0. Supponiamo infatti, per assurdo, che
B\ |_|f:1 V; = () non sia vuoto e prendiamo un elemento z al suo
interno. Posto ¢ := d(z,| [\, Vi), poiché | |*_, V; & un chiuso, € > 0
e, per definizione di ricoprimento fine, esiste V' € F tale che x € V e
VN, Vi =0, (basta prendere V con diam(V) < $). Si ha quindi
l'assurdo che V € F;,

Se invece il procedimento non si ferma, supponiamo che

Z diam(V;)* < 4o0.
i=1
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Scegliamo, per ogni ¢, x; € V; e consideriamo, per un certo k > 1, un
punto z € B\ |_|f:1 V;. Come sopra, per definizione di ricoprimento
fine, esiste V € Ftaleche x € Ve V' N |_|f:1 Vi=0. Allora V € F,
e quindi diam (V') < dj, < 2diam(Vj41).

Osserviamo che, se per ogni n > k, VN [], Vi = 0, allora
diam (V') < 2diam(V,,41) e, poiché dalla convergenza della serie segue
che diam(V,,) — 0, si avrebbe 'assurdo che diam(V') = 0. Esiste
quindi n > k per cui VNV, # (). Sia n il pin piccolo indice con
questa proprieta, allora Vﬂ|_|;:11 Vi = (), da cui segue che diam(V) <
2diam(V},) e

d(z,z,) < diam(V) + diam(V,,) < 3diam(V},).

Abbiamo cioé mostrato che, se z € B\ ||, V;, allora z & contenuto
in una palla centrata in z,, e di raggio 3diam(V},), per un qualche
n > k. Di conseguenza, per § > 0

k 00
A5 (B\U‘/;) < A5 ( U B(wi,Sdiam(Vg))) <

=1 i=k+1
< Y A (B(xy, 3diam(V7)) .
i=k+1

Se k ¢ abbastanza grande, 6diam(V;) < § per ogni i > k, allora

A (B\ |_|v;> < A <B\Qvi> <523 (Gdiam(V:))”.

i=1 i=k+1
Passando al limite per k — +o0 si ottiene J* (B\| |2, Vi) =0 e/l
punto (ii) segue dall’arbitrarieta di 6 > 0. O

Teorema 2.22 (di Lebesgue). Sia f € L}, (RY), allora si ha che

loc
lim ~ |[fly) = f(x)|dy =0 per L~ —quasi ogni x € RY.
r—0+ WNT BT(:E)

Dimostrazione. Supponiamo g > 0, localmente integrabile e costan-
te fuori da un compatto K. Definiamo, per z € RY

1
g(x) := lim sup / dy.
g(x) msup — Br(x)g(y) y

Per ¢ razionale, sia B, := {z € RY | g(z) > ¢ > g(z)} e scegliamo
un aperto limitato A tale che A O B, (un tale A esiste in quanto
B, C K e K ¢ limitato). Osserviamo che

F = {T(x) |z € B,, B.(z)CAe /B ( )g(y)dy > qa?N(Br(w))}
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¢ un ricoprimento fine di B,. Allora, per il Teorema di ricopri-
mento di Vitali, esiste una sottofamiglia numerabile e disgiunta
{B;,(z;) }ien C F per cui vale uno dei due punti del teorema. Il
caso (i) si esclude, infatti

+oo 2N +oo

Z diam(B,, (z,))" =Y _(2r)N = = "wyr) =

W
i=1 N =1

+oo

+oo
Z.,%N (1)) = _ZZNU B, (z:)) <

=1

2N

< —92” N(A) < 400
WN
essendo A limitato. Quindi la sottofamiglia { B, (x;) }ien copre tutto
B, tranne un insieme di misura nulla. Supponiamo per assurdo
ZN(B,) > 0, allora

[ stwa = Z/B 9y > a3 2B (@) =
= ¢ N (U B, (xi)> — ¢ N(B,).

Per la definizione di misura, esiste una successione di aperti {A;};en
con A; DO B, tale che

lim ZN(A;) = £N(B,),

j—00
quindi ZN(A;\B,) — 0 per j — 0. Dall’assoluta continuita del-
I'integrale, segue quindi che, per ogni € > 0, esiste un j per cui
LN (A;\B,) & abbastanza piccola e tale che

s>/Aj\qu(y)dy=/A g(y)dy—/qu(y)dy

ossia qu g(y)dy > ¢ (B,), che ¢ una contraddizione in quanto
g < qsu B,

Quindi £V (B,) = 0. Allora, posto B := {z € R" | g(x) > g(z)},
si ha che, essendo anche B = | q4c0 Bg, B ha misura nulla e quindi
g < g quasi ovunque.

Lo stesso risultato vale per funzioni h > 0 e h € L} (RY). Sia
infatti, per z € RN e m € N

J
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allora h,, < h,, quasi ovunque e, poiché lim,, ;s hm(z) = h(z), si
ha che h < h quasi ovunque.

Sia ora g,(y) := | f(y) — ¢|, applicando a g, quanto appena dimo-
strato, si ottiene che, per quasi ogni z,

1
lim su — flz)|dy <
mowp s [ 1)~ Sy <
<timswp—— [ g0 +1g - f@)ld
1m su - T =
mAUP TR S,y W) Tl y

= 9q(%) + g = f(2)] < 94(2) + lg = f(2)| = 2|g = f(2)]

e, poiché ¢ puo essere preso arbitrariamente vicino ad f(x), segue

la tesi. O
Definizione 2.23. Diciamo che x ¢ un punto di Lebesque per f €

. 1 o
E&m/&(ﬂf@)@—ﬂ ).

Corollario 2.24. Sia f € L..(RY), allora, per N —quasi ogni

loc
x € RY, o & un punto di Lebesque.

Definizione 2.25. Se 1 € un misura su uno spazio metrico F, per
ogni reale k > 0 ed ogni x € E, definiamo

3 gt (B (x)) i B (@)
O (u, ) .—llq{riiljp o 0, (1, x) .—hTII_l)éEf ok

Le quantita sopra definite sono chiamate rispettivamente densita
k-dimensionale superiore e inferiore della misura p nel punto z.

Osservazione 2.26. Nelle definizioni sopra si puo sostituire B,(x)

con la chiusura B,(x), senza che sia modificato il valore di 0 (u, )
e 0,.(u, ), ad esempio per la densita superiore

p(By() _ pB@) _ p(Bren(@) (r(1L+2)*
wrk 7wt T w(r(14))F rk .

Passando al lim sup si ha

_ B _
By, 2) < limsup “E) 5y 4 gt
r—0+t Wgr

e, per ¢ — 0, si ottiene la tesi.
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Teorema 2.27. Sia p una misura di Borel positiva e finita in FE.
Allora, per ognit € (0,+00) ed ogni boreliano B C E, se Oy (u,x) >
t per ogni x € B, allora p(B) > t#*(B).

Dimostrazione. Senza perdita di generalita si puo assumere che t =
1. Siano § € (0,1), A C E aperto contenente B e consideriamo
tutte le palle chiuse C' C A centrate in punti di B e con diametro
do < 6 e tali che pu(C) > (1 — §)wydk, /25,

Questo insieme € un ricoprimento fine di B. Sia infatti x € B
e € > 0 e consideriamo C' = B,(z) con r tale che 0 < 2r = d¢ <
min{d, e} e comunque abbastanza piccolo per far in modo che C sia
contenuto in A, allora u(C’) (1 — 0)wpd®, /2%, in quanto: se per
assurdo pu(C) < (1 — §)wpdt, /2k (1 — &)wgr” si avrebbe, per ogni
r sufficientemente piccolo

O (1, ) = lim sup @

m s o <l-6<1,

contro 'ipotesi. Per il Teorema di ricoprimento di Vitali esiste quin-
di una sottofamiglia numerabile e disgiunta {C;};en per cui vale
uno dei due punti del teorema. Se vale (i), ossia se {C;};en copre
A% —quasi tutto B (e quindi %‘gk—quasi tutto B), allora

HF(B) < Z‘;’j b< o (52“ 5#(14)

e, dall’arbitrarieta di d e di A, segue che #%(B) < u(B) e quindi
la tesi. Se invece vale il punto (7), dalla disuguaglianza

+o0 = Z 5 ——u(A)

segue l'assurdo che p(A) = +oc. O

Lemma 2.28. Sia f € L, (RY) con un rappresentate lipschitziano,
allora il gradiente in senso debole di f appartiene ad L (RN, RYN).

Dimostrazione. Siano v € C®(RY) e v € RN con |v|=1. Allora

o) = \ [ 3w =
[fle=- f(w)W) L

ossia T' e un funzionale limitato e quindi continuo rispetto alla norma
||-||1 (). Quindi, per il Teorema di dualita di Riesz, esiste un’unica

vz + hV) v(z) .

= hm

= lim
h—0

< Lip()[[ollzr @
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funzione L, € L®(RN,RN) tale che ||L,||px@y) = ||T||n@y) €
T(v) = — [ L,(x)v(x)dz per ogni v € L*(RY), cioe,

/f(x)%(m)d:v =— / L,(x)v(z)dz per ogni v € C°(RY)

Fissato x, per il Teorema fondamentale del calcolo delle variazioni,
il funzionale v +— L,(z) ¢ lineare. Esiste quindi un vettore in RY,
dipendente da f e da x, che indico con V f(z), tale che L,(x) =
(Vf(x),v). Vf(z) & proprio il gradiente in senso debole di f in
quanto

/f(m)%(:p)dm = — /(Vf(x), vv(z)dr  per ogni v € C(RY).

Inoltre V f(x) € L= (RN, RY) infatti:

VS ()] = sup [(Vf(x),v)| = sup [Ly(z)| < Lip(f).

lv|<1 lv|<1
[l

Teorema 2.29 (di Rademacher). Siano Q un aperto di RY e f :
Q) — R una funzione lipschitziana, allora f ¢ differenziabile in quasi
ogni punto x € ).

Dimostrazione. Per il Lemma 2.28 il gradiente in senso debole di f
puo essere rappresentato da una funzione Vf € L>*(Q,RY). La tesi
segue dal Teorema di Lebesgue se proviamo che f e differenziabile
in ogni punto x € () tale che

lim
r—0 wyTN

/B L [950) = Vs@ldy =0

Prendiamo un tale z e definiamo

flz+ry) — f(2)

r

frly) = per ogni y € B
dove B = By(0). Poiché Lip(f.) < Lip(f), presa una successione
{rr}ren tale che r, — 0 per k — +oo, {f,, }r ¢ equicontinua ed equi-
limitata sul compatto B, quindi, per il Teorema di Ascoli-Arzela,
esiste una sottosuccessione { frki}iEN che converge uniformemente
ad una funzione g su B.

Mostriamo che g(y) = (Vf(z),y). Dalla definizione di derivata
debole, cambiando variabile e applicando il Teorema della divergen-
za, si vede facilmente che V f(z+ry,y) € la derivata debole di [, (y).
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Inoltre ||V f(x + rr,y) — Vf(x)||z1 — 0 per ¢ — +oo, infatti, posto
2z =x +11,y, per la scelta di z, si ha

L/ IV f(@+ ry) — V(@)ldy =
B1(0)

1
-/ VIO = VIl —0

Quindi, per ogni direzione v € 9B ed ogni v € C°(B), si ha

ov . ov
[ s 5edn =l [ b )5y -

1—00

= —lim [ (Vf(z+ry),v)v(y)dy =

1—00 B

- /B (Vf(z),v)v(y)dy = /B (Vf(:v),y)%(wdy

e 'ultima uguaglianza segue dal Teorema di Gauss-Green. Allora

ov

/B[g(y) - (Vf(x)ay)]%(y)dy =0 per ogni v e CX(B).

Dall’arbitrarieta di v, segue che g(y)—(V f(z), y) & costante e, essen-
do f,.(0) = 0, tale costante & zero e allora si ha che g(y) = (V f(z),y).
Quindi f,, (y) — (Vf(z),y) uniformemente per i — +oco. Allora

[f(z+h) = flz) = (V(2),h)|

sup =
|h|=r, A

(@ + |hlg) = f2) = (Vf(@), |hlg)]

e, h] -
h h
= swp |fin(on) — (VF(@), 2o)| < sup | foy (1) — (VF(2),9)] — 0.
|h|=rg, A Al yeB

per ¢ — +00, ossia, per ogni successione {ry}ren convergente a 0,
tramite il Teorema di Ascoli-Arzela, si puo trovare una sottosucces-
sione su cui il limite scritto sopra € zero. Allora il limite ¢ zero su
ogni successione infinitesima e quindi e zero per r — 0. Da cui segue
che f e differenziabile in x. O
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2.4 Risultati di rettificabilita

Dimostriamo alcuni teoremi che servono per arrivare a due risultati
di rettificabilita in base ai quali ogni compatto connesso con misura
di Hausdorff unidimensionale finita e rettificabile.

Definizione 2.30. Data una curva 7 : [a,b] — R si definisce

n—1
Varl,(7) = Sup{ Y o) =ytiy)l | @<t <o <tn < b’}

con a < a’ < b <b. Indichiamo con Var(y) = Var®(v) la variazione
totale di .

Teorema 2.31. Per ogni curva lipschitziana v : [a,b] — RY si ha
che

b
Var(2) = [ (o)

Dimostrazione. Poiché «y & continua, la sua immagine [y] = v([a, b])
e compatta e quindi separabile, cioé esiste una successione {x, }nen
densa in [y]. Sia ¢, (t) := |y(t) — z,|, ¢ lipschitziana e quindi, per
il Teorema di Rademacher (Teorema 2.29), la derivata ¢, (t) esiste
per Z!—quasi ogni punto di [a,b]. Definiamo

m(t) := sup [&n(t)]
e proviamo che
5(t)| =m(t) per L'—quasi ogni t.

Osserviamo che, per la disuguaglianza triangolare, |@,(t + h) —
e = |yt +h) = za| = |[7(t) = 24| < 2t + k) —~(t)] da cui
segue che, per ogni n, Lip(y,) < Lip(y) e

h—0 |h| h—0 |h|

= [6n(t)]

per quasi ogni t € [a,b] e, prendendo l'estremo superiore su n, si
ottiene

t+h)—~(t
hlgli(I)lf y(t+ |l)z| ")l > m(t) per £'—quasi ognit € [a,b]

da cui segue che m(t) < |y(t)] ZL'—quasi ovunque. Dall’altra
parte, abbiamo |p,(t) — @, (s)| < |v(t) — v(s)], inoltre, per densita,
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esiste una successione {z,, } che converge a v(s) e quindi |¢,, (t) —
oy (5)] — 11(£) — (s)|. D cui si ha

[7(#) = (s)] = sup V() = zal = [1(5) — 2l | <

t t
§sup/ |gbn(7')|d7'§/ m(T)dr.

Osserviamo che |m(t)] < |¥(¢)] < Lip(y) e che m ¢ integrabi-
le su [a,b]. Se t € (a,b) ¢ un punto di Lebesgue per m, dalla
disuguaglianza precedente, si ottiene

_ t+h
lim sup y(E+h) =y (1)l < lim sup 1/ m(T)dr
h—0 |h| h—0 h t

=m(t).

Poiché m € L*([a, b]), quasi ogni ¢ € [a, b] & un punto di Lebesgue per
m e quindi m(t) > |¥(t)|. Abbiamo quindi dimostrato che |§(t)| =
m(t) da cui segue

per ognisceltaa < t; <--- <t, <b. Prendendo ’estremo superiore
su tutte le partizioni, si ottiene che Var(vy) < fab |5(t)|dt.

Per provare la disuguaglianza opposta, scelto € > 0, siano h =
(b—a)/n et; = a+ih con n > 2, un naturale per cui h < ¢ e
osserviamo che

1 b—e 1 hn_2
[ e =@l s g [ ) =2+ s
@ 0 =0
h

< %/0 Var(y)dt = Var(7y)

(poiché a < 7+ t; < b per ogni 7 € (0,h) ed ogni i =0,...,n—1,
I'ultima disuguaglianza segue dalla definizione di Var(v)). Allora,
dal Lemma di Fatou, si ha che

b—e b—e _
/ |ﬂ'y(t)|dt:/ lim int XM =701,

o ]

1 b—e
< limin E/ I (t+ h) — y()|dt < Var(y).

n—oo

La disuguaglianza fab |9(t)|dt < Var(y) segue dall’arbitrarieta di e.
[
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Teorema 2.32 (riparametrizzazione). Sia v € Lip([a,b],RY) e
sia L = Var(y) la sua variazione totale, allora esiste una curva
lipschitziana 7 : [0, L] — RY tale che || = 1 quasi ovunque in [0, L]
e 7([0, L]) = 7([a, b]).

Dimostrazione. Senza perdita di generalita si puo assumere a = 0.
Posto I(t) = Varj(7y) per t < b, definiamo

h(t) = inf{s € [0,b] | I(s) =t} cont € [0, L]

e osserviamo che [ ¢ lipschitziana, h(0) = 0, h(L) < b, I(h(t)) =
per t € [0,L] e h & non decrescente. Inoltre, per s € [0,0], v(s)
v(h(l(s))) in quanto h(l(s)) < s e

Y (h(l(3))) =7 (8)] < Varg ) () = U(s) = U(A(l(s))) = I(s)=I(s) = 0.

Poniamo infine

t

3(t) ==~ (h(t)) con te |0, L]

e mostriamo che 7 ha le proprieta richieste. Da quanto osservato so-
pra segue 1'uguaglianza ¥([0, L]) = v([a, b]). Inoltre dalla definizione
di h(t) si ha

Varh(7) =t per ogni t € [0, L].

Infatti, se 0 <ty < --- <t, <t posto s; = h(t;), si ha

Z [Y(tiva) — V(&) = Z |7(siv1) — v(si)| <

< Varg"(v) = U(s,) = t, < t.

Prendendo I’estremo superiore sulle partizioni, si ha che Varf(7) < t.
Dall’altra parte, per t € [0, L] e ¢ > 0, esistono 0 = s1 < --- < 5, =
h(t) tali che

o) = A1) < =+ 3 sier) (5]
e quindi

f<eq Z Y (h(U(5i01))) — 3 (B(U(2)))] =

n—1
= e+ > [FU(si01)) = F(Us:))| < € + Vartn) (3) =
=1

e+ Varé(h(t))(ﬁ) = + Varj(7)
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e, dall’arbitrarieta di ¢, si ha che Var}(7) > t. In particolare, poiché
|v(t + h) —~(t)] < U(t+ h)—LI(t), 7 ¢ 1-lipschitziana. Infine, dal
Teorema 2.31, si ottiene

t
t = Vary(7) = / |3(7)|dr  per ognit € [0, 1]
0

e derivando rispetto a ¢, si ha |y(t)| = 1 per quasi ogni t. O

Teorema 2.33. Sia E C RY un compatto, dati x,y € E il problema
min{Var(y) | v € Lip([a,b], E) con v(a) = x, v(b) = y} ammette
soluzione, se la classe delle curve lipschitziane che uniscono x con
y non € vuota. Inoltre la soluzione 7y é iniettiva.

Dimostrazione. Sia L il valore dell’estremo inferiore del problema e
sia {7, }» una successione minimizzante, cioe tale che
’Yn : [Cl,b] - E7 P)/n(a) = .I', Pyn(b) = y: nhrgo Ln = L
dove L, = Var(v,). Senza perdita di generalita si puo assumere
L > 0 (altrimenti z = y e la tesi ¢ banale) e che L, < L + 1.
Per il Teorema di riparametrizzazione, si puo assumere che 7,(s)
sia definita in [0, L,] con |v,] = 1 quasi ovunque. Con un altro
cambio di variabile (s — sL/L,) si pud assumere che ogni v, sia
definita su [0, L] e |¥,,| = L, /L. In particolare Lip(v,) < (L+1)/Le
quindi la successione {7, } & equicontinua. Poiché abbiamo supposto
E compatto, dal Teorema di Ascoli-Arzela, a meno di estratta, -,
converge uniformemente su [0, L] a una funzione lipschitziana ~.
Osserviamo che, fissata una partizione a < t; < --- < ¢, < bl
funzionale
F:Lip([0, L], F) — R

definito da F(v) = 207 [7(t;) — Y(tiy1)] © continuo rispetto alla
convergenza uniforme. Di conseguenza, il funzionale

Var : Lip([0, L], E) — R

(come estremo superiore di una famiglia di funzionali continui) ¢ in-
feriormente semicontinuo rispetto alla convergenza uniforme. Quin-
di, poiché 7, converge uniformemente a -, si ha
L < Var(y) < liminf Var(y,) = liminf L,, = L
n—oo n—oo
e quindi v ¢ un minimo. Per dimostrare I'iniettivita di v, mostriamo

prima che
|¥(t)] =1 per quasi ogni t € [0, L].
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Infatti

: : Ly,
(1) = 3(0)] =l (1 4+ R) — 7(5)] < limsup (b2 = 1]
Quindi v ¢ 1—lipschitziana e |¥(¢)| < 1 quasi ovunque. Inoltre, dal
Teorema 2.31, si ha

L = Var(y) = / (0|t

da cui segue che |¥(t)] = 1 quasi ovunque. Supponiamo ora, per
assurdo, che 7 non sia iniettiva, ossia che esistano ¢; < t, tali che
v(t1) = 7(t2) e definiamo

S(t) = {7(75) se t € [0,t]

Y(ta —t1+t)  set € (t1, L+t —t].

Allora 4 connette x con y e si ha che

Var(y) — Var(3) = / SOt =ty — 1y > 0

t1
ossia che Var(y) > Var(%), contro il fatto che v € un minimo. [

Definizione 2.34. Sia X C R¥ e z,y € X, si dice che z,y sono
e—connessi in X se esistono xq,...,x, € X tali che z; =2, x, =y
e |x; —xi41| < e. In tal caso si dice che {x1,...,x,} € una e—catena
in X che unisce x con y.

Teorema 2.35 (primo teorema di rettificabilitd). Sia X C RY com-
patto, connesso e tale che 7#(X) < +oo, allora X ¢ connesso da
curve imiettive e lipschitziane.

Dimostrazione. Per € > 0 e x € X, definiamo
Cl:={ye X | zeysonoe—connessiin X}.

E facile vedere che C? & aperto e chiuso e quindi, poiché X & connesso
e C! # 0, C! = X. Da cui segue che, per ogni € > 0 e per ogni
y € X, si puo trovare una e—catena {z1,...,x,} C X che unisce z
con y. Inoltre, riducendo la catena, se necessario, si puo assumere
che

|z; —x;| > se |i—j|>1.

Osserviamo che, dalla precedente disuguaglianza, segue che due pal-
le distinte Bg(z;) e Bs(z;) sono a distanza positiva se 7, j sono
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entrambi pari o entrambi dispari. Quindi

HNX) > A" (X n U B;(xi)> = (XN Bs(x)).

i pari i pari

Se ¢ < diam(X), dal Lemma 3.1, segue che

P EDY g

i pari

Da tale disuguaglianza, unita all’analoga fatta con gli indici dispari,
si ottiene

21 (X) > n%

che quindi ci fornisce un limite superiore per il numero di elementi
n della e—catena. Quindi, dati z,y € X e e > 0 con € < diam(X),
si puo trovare una e—catena {z1,...,x,} € X che connette z con
y e tale che n < 4#1(X)/e. Posto L = 4¢1(X), sia 7. : [0, L] —
RV curva parametrizzata in ascissa curvilinea tale che esiste una
partizione 0 = t; <ty < --- <ty < Lpercuin.(t;) =z; ety —t; =
|zit1 — x| < e. 4. ¢ lineare a tratti e |y.(¢)] = 1 in quanto t &
I’ascissa curvilinea; quindi 7. ¢ 1—lipschitziana e di conseguenza
{7e}e € equicontinua. Dal Teorema di Ascoli-Arzela, a meno di
estratta, 7. — v uniformemente, con v 1—lipschitziana.

Siat € [0,L] e € > 0, allora esiste t. € [0, L] tale che |t. —t| < ¢
e v-(t.) € X. Allora, poiché t. — t e 7. — v uniformemente

Ve (te) = ()] < e(te) = ()] + Iy(Ee) =~ ()] <

< sup [ye(te) = ()] + [y(t) =) — 0
tel0,L]

ed essendo X chiuso, vy(t) € X per ogni t € [0, L]. Abbiamo cosi
ottenuto l'esistenza di una funzione lipschitziana v : [0, L] — RY
che unisce x con y. L’esistenza di una curva iniettiva lipschitziana

che congiunge  con y segue dal Teorema 2.33 applicato al compatto
X. m

Lemma 2.36. Se v : [a,b] — RY ¢ continua, allora
A (], b)) > |y(a) — ().

Dimostrazione. Definiamo op(x) := |z — v(a)|. Allora ¢ : RY — R &
1-lipschitziana, quindi, posto I' = y([a, b)), si ha

A (p(I)) < AHT).
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Ora ¢(I') & un intervallo di R compatto contenente p(y(a)) = 0 e
(b)) = |v(b ) v(a)]. Quindi

ANT) > A (p(D)) > |y(a) —(b)].
0

Teorema 2.37 (secondo teorema di rettificabilita). Se C C RY
¢ compatto connesso e tale che A (C) < +oo, allora esiste una
famiglia numerabile di curve lipschitziane 7y, : [0,1] — C tali che

A (C\ U%([O, 1)) = 0.

Dimostrazione. Essendo C' compatto, si puo scegliere x,y € C tali
che |xr —y| = diam(C). Sia [y] I'immagine della curva lipschi-
tziana congiungente z con y (che esiste per il primo Teorema di
rettificabilita, Teorema 2.35). Supponiamo di aver gia costruito
ol -+, [vx], tali che, per ¢ = 1,...,k, si ha [y] € C ed ogni
intersezione [v;] N U, ;7] consiste di un solo punto. Sia

k

dy := max d(zx, U[%])

=0

Se di, = 0 la tesi ¢ dimostrata con un numero finito di curve. Se
dr > 0, per compattezza si puo scegliere z, € C e y;, € Uf:o[%‘]
tali che |z, — y| = di. Sia v : [0,1] — C una curva lipschitziana
tale che v(0) = zx e v(1) = yg. Poniamo ¢ := inf{t € [0,1] |
v(t) € ULy} e osseviamo che & un minimo. Sia infatti ¢; una
successione minizzante, ossia tale che t; — 1 e y(t;) € U[nl.
Poiché v & continua (¢;) — v(f) e, essendo Uizo[%] chiuso, segue
che y(f) € U_[v]. Definendo [yii1] := ~([0,7]), si ottiene che

l'intersezione
k

V1] N U [vi]

=0
consiste di un solo punto. Dal Lemma 2.36 si ottiene

dr, < |z) — 7(5)\ < f%ﬂl([%ﬂ])v

da cui segue
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Procedendo quindi induttivamente, se dp > 0 per ogni k, si ha che
la serie ), dj, € convergente, in particolare dy — 0. Per costruzione,

per ogni k, si ha
k o)
CC <U[%]> - (U[%])

da cui o
cc (U[%]) =Unil

Mostriamo che per ogni r > 0 ¢ z € C\ULy[v] tali che B,(z) N
Uf:o[%‘] =0
i=k+1

Infatti, poiché d,, — 0, d(z,U;_,,1[%]) — 0 per n — 400 e quindi

& = limp_. 4o Tp, Per una certa successione x;, € [y;n)], con i(h) > k
non decrescente. Definiamo

Ch =[] U -+ U [yim)]

e osserviamo che C, € connesso e che, per ogni r’ < r, contiene punti
che non stanno in B,/ (z). Quindi, dal Lemma 3.1, si ha che

%1(0]1 N Bw(l’h)) Z 7"’.
Per h abbastanza grande, B, () C B,.(z), quindi
i L
A B |Jbl| = (BT@;) N ch) >
i=k+1
Z %%Ch N Brx(xh)) Z 7’/.

Passando al limite per v’ — r si ottiene la disuguaglianza richiesta,
da cui segue che

01(p,x) > %, Vr € C\U[%]

=0

dove p & la misura p(B) := (B NU;2,.1[7i])- Dal Teorema 2.27
si ottiene

A ((C\Q)[%]> n G [%-]) =" ( O [%-]) >

1=k+1 i=k+1
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> A (mUm) .
Allora
A (C\U[%]> <A (C\U[%]) <2 (U [%])

e I'ultima quantita puo essere arbitrariamente piccola se k e abba-
stanza grande. O



Capitolo 3

Esistenza del minimi

3.1 Unicita del minimo nel caso in cui X sia
costituito da due punti

Entriamo adesso nello specifico del nostro problema andando a stu-
diare il caso particolare in cui 'insieme Y sia costituito da due soli
punti.

Iniziamo con alcuni lemmi e concludiamo la sezione dimostrando
che il minimo compatto connesso che contiene due punti € unico e
coincide con il segmento che li congiunge.

Lemma 3.1. Siano X C RY connesso e 0 < r < —dian;(x)

ogni v € X (X N B,(z)) >r.

, allora per

Dimostrazione. Siano z € X e p(y) := |z — y| con y € RY. Allora
o(x) = 0 e, perlasceltadir, XNOB,(x) # 0, quindi p(X) D {0,7}.
Da cui segue che ¢(X), essendo connesso, contiene tutto il segmento
[0,7]. Ora ¢(X\B,(z)) C [r,4+00) e quindi p(X N B.(z)) 2 [0,7).
Da cui ('altra inclusione ¢ ovvia) (X N B.(x)) = [0,7) e, poiché ¢
e 1—lipschitziana, segue che

AN XN B(x)) > A (X N B,(2))) = 27([0,7)) =
O

diam(

Corollario 3.2. Siano X C RY connesso e 0 < r < 5 X), allora

per ogni x € X AN (X\B,(x)) < #YX) —r.

Corollario 3.3. Siano K C RY un minimo del Problema 1.1, x €
K\Y er >0 tale che 2r < d(x,X), allora K\B,(x) non é connesso.

Lemma 3.4. Siano X C RY compatto e connesso per archi, B una
palla aperta tale che BN X # () e K una componente connessa per

archi di X\B, allora K N B # 0.

31
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Dimostrazione. Siano xo € X N B e x € K, allora, essendo X con-
nesso per archi, esiste vy : [0,1] — X curva continua che connette
x con xg, ossia ¥(0) = z e y(1) = xy. Allora, posto t := inf{t €
[0,1] | ~(t) € B}, v(f) € B perché, per la continuita di 7, £ ¢ un
minimo. Inoltre v(¢f) € K. Infatti, per ogni ¢t < ¢, 'immagine di
v([0,¢]) sta in K in quanto € un connesso contenuto in X\ B conte-
nente v(0) € K. Allora, per ogni t < ¢, y(t) € K. Da cui segue che
v(t) € K = K. O

Corollario 3.5. Siano X C RYM compatto, connesso e tale che

HN(X) < +o0, B una palla aperta tale che BN X # 0 e K una
componente connessa di X\B, allora K N B # ).

Dimostrazione. Essendo K una componente connessa di X\ B, segue
che K C X\B e di conseguenza #"'(K) < +o0. Dal primo teorema
di rettificabilita (Teorema 2.35) si ha quindi che sia X che K sono
connessi per archi. Allora la tesi segue dal Lemma 3.4. [

Teorema 3.6. Dato ¥ = {a,b}, sia X C RY un connesso tale che
X 2%, allora 1 (X) > 71 ([a,b]) = |b— al.

Dimostrazione. Sia 7 la proiezione ortogonale su R, retta passante
per a e b, essendo 7 1—lipschitziana, 52 (7(X)) < 21 (X). Poiché
X D ¥ eX C R, anche w(X) contiene 3 e quindi, essendo connesso,
contiene tutto il segmento [a, b]. Da cui

la = b = 7 ([a,b]) < A7 (w(X)) < A(X).
O

Corollario 3.7. Se X ¢ un connesso con ' (C) < +o0, allora C
e limitato.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che C' non sia limitato, al-
lora esistono due successioni contenute in C: {x,}, e {y,}, tali che
Ty, — Y| — +00. Da cui

HNC) > |2y — Yu| — +o0
contro l'ipotesi. O

Teorema 3.8. [l problema 1.1 con ¥ = {a,b} ammette come unica
soluzione il segmento [a,b].

Dimostrazione. Dal Teorema 3.6 segue che il segmento C' = [a,b] &
un minimo, facciamo vedere che tale minimo € unico. Supponiamo
per assurdo che ci sia un altro minimo K # C, allora K contiene
un punto x che non sta sul segmento e quindi esiste un r > 0 tale
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che B,.(x) N C = (. Per il Corollario 3.3, riducendo r se necessario,
K\B,(x) & sconnesso in almeno due componenti connesse A e B
con A 3 a, B 3 b e nessuna delle due contiene ¥ (se per assurdo
A D X allora A € T e #(A) < #1(K), contro il fatto che
K & un minimo). Inoltre A e B toccano 9B, (x) (Corollario 3.5)
ciascuna in almeno un punto che chiamiamo rispettivamente a’ e
. Allora, per il Teorema 3.6, #'(A) > |a — d/| > d(a,0B,(z)) e
HY(B) > |b—1V| > d(b,0B,(x)) da cui

HNEK) > ANA) + A (B) >
> d(a,0B,(x)) + d(b,0B,(x)) — |a — x| + |b — x| > |a — b
ossia l’assurdo che Y (K) > |a — b| = 2#1(C). O

3.2 Teorema di Golab

Dimostriamo, in questo capitolo, il Teorema di Golab che fornisce
I'inferiore semicontinuita per successioni della misura di Hausdorff
unidimensionale e che serve subito dopo per dimostrare 1’esistenza
del minimo nel caso generico in cui l'insieme X sia un qualunque
sottoinsieme non vuoto di RY.

Iniziamo col richiamare la definizione di spazio topologico local-
mente connesso, in particolare mostriamo che ogni compatto con-
nesso con misura di Hausdorff unidimensionale finita ¢ localmente
connesso.

Cio ci permettera di dire che le componenti connesse di un mini-
mo e i minimi stessi sono connessi per archi. Ricordiamo infatti che
se uno spazio topologico ¢ connesso per archi allora ¢ connesso e,
poiché I'altra inclusione non sempre vale, in seguito useremo il fatto
che uno spazio topologico connesso e localmente connesso per archi
e connesso per archi.

Definizione 3.9. Uno spazio topologico X si dice localmente con-
nesso (per archi) in un punto x € X se ogni intorno di x contiene
un intorno di x connesso (per archi). Uno spazio topologico si dice
localmente connesso (per archi) se & tale in ogni suo punto.

Teorema 3.10. Sia K un compatto, connesso con 1 (K) < +oo,
allora K ¢ localmente connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un punto zy €
K in cui K non sia localmente connesso, allora esiste € > 0 tale
che B.(xy) non contiene intorni connessi di 2. Quindi K N B.(zg)
non ¢ connesso. Sia C} una componente connessa di K N B.(zo)
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che non contiene z ¢ poniamo &; = 1d(Cy,z) > 0. Allora K N
Bc,(z9) non & connesso. Siano quindi C!, una componente connessa
di K N B, (z9) che non contiene zy e Cy la componente connessa

di K N B.(zg) che contiene C}, allora Cy N C; = (. Procedendo
in questo modo, ponendo ¢; = 3d(C},z0) > 0 e chiamando O,

una componente connessa di K N B.,(xg) che non contiene z, si

ottiene una successione {C;}; di componenti connesse di K N B, (o)
ciascuna contenente C’j‘ e tale che C;NC; = P perognii =1,...,j—1.
Dal Corollario 3.5, applicato con B = (B.)%, segue che C’ interseca
0B:(xo) in a; per ogni j > 1 e, posto b; il punto di intersezione di
C; con 0B, (xy), dal Teorema 3.6 applicato con ¥ = {a;, b;}, segue
che 1 (C;) > & — £ per ogni j > 1. Quindi

HE) = 3 ANC) =+

che e contro le ipotesi. ]

Osservazione 3.11. Sia K localmente connesso e A un aperto,
allora K N A e localmente connesso.

Teorema 3.12. Se uno spazio topologico X é localmente connesso,
le sue componenenti connesse sono aperte.

Dimostrazione. Sia C' una componente connessa di X e sia x € C.
Poiché X ¢ localmente connesso, esiste un intorno U di x connesso.
Essendo C' il piu grande connesso che contiene x, U C C. O

Teorema 3.13 (di Golab). Siano E C RN un compatto e {C,} C
BC(E) una succesione di compatti connessi che converge a C' ri-
spetto alla distanza di Hausdorff. Allora
H1(0) < liminf 221(C,).

Dimostrazione. Senza perdita di generalita si puo assumere che L :=
lim,, .., #7'(C,,) esista finito e che 1 (C,,) < L+1 per ogni n. Dal
Lemma 2.3 segue che C' & connesso e poiché {C}, }nen C (BC(E), h)
con E compatto, per il Teorema di compattezza (Teorema 2.8) il
limite C' risulta anche compatto.

Sia d, := diam(C,), per la continuita della funzione diam :
(BC(E),h) — R, si ha d, — d con d := diam(C) che possiamo
supporre positivo. Definiamo, per ogni insieme di Borel B C R¥, le
misure

pin(B) == A (BNC,), n=12...
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e osserviamo che, poiché ||p,|| = pn(RY) = 2#1(C,) < L + 1, ogni
{n, € una misura di Borel finita. Allora, a meno di sottosuccessione,
si pud assumere che p,, — p per una qualche misura di Borel p.
Questo implica che
p(F) = limsup i (F),  p(G) < lim inf 2, (G)

dove F' & un chiuso e G un aperto.

Siano ora x € C' e v’ < r < diam(C')/2, poiché d,, — d, anche
r’ < diam(C,)/2 se n ¢ abbastanza grande. Posto ¢, := h(C,,C),
esiste y € C,, tale che |y — x| < &,. Allora B,._., (y) C B.(z), da
cui per il Lemma 3.1

AN C, N Bu(x)) > #(CoN Bu_, (y) >1" — en.

Poiché ¢, — 0 per n — 400, si ha

w(By(x)) = p(By(x)) = limsup i (By(x)) =

n—od

= limsup 52" (C,, N\ B (x)) > 1’

n—oo

Essendo ' < r ¢ arbitrario, si ottiene che
w(By(x)) >r YereC Vr <diam(C)/2

ossia 01(y, z) > 1/2. Dal Teorema 2.27 segue quindi che pu(C) >
1/22¢1(C), da cui

ANC) < 2u(C) < 2u(RY) < 2liminf u,(RY) =

n—oo

= 2liminf ' (C,) = 2L,

n—oo
in particolare s (C) ¢ finito.
Per il secondo Teorema di rettificabilita (Teorema 2.37) ' —q.o.
xog € C ¢ del tipo xy = 7(tp) dove v € una curva lipschitziana, a
valori in C', definita su un intervallo chiuso che contiene ¢, come
punto interno. Per il Teorema di Rademacher (Teorema 2.29) v ¢
differenziabile in t, ossia

1(t) =(to) = (t = to)y(to) = w(t)  con |w(t)] = ot).

Per il Teorema di riparametrizzazione (Teorema 2.32) si puo assume-
re che |¥(to)| = 1 e senza perdita di generalita & possibile supporre
che ¥(tp) = (1,0,...,0) := e, to = 0 e g = 0 e quindi dalla dif-
ferenziabilita segue che |y(t) — te1] = |w(t)| = o(t). Da cui, fissato
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€ < g, dove gq € la costante del Lemma 3.14 dimostrato in seguito,
si ha che

360 > 0 tale che V< 8y |y(t) — ter] = Jw(t)] < gm.

Scelto quindi r < §, per ogni t € [—r,r], posto x = (¢,0,...,0) =
tey si ha |y(t) —tei| < 5|t| < §r. Poiché h(C,, C) — 0, esiste N > 0
tale che, per ogni n > N, h(C,,C) < {r ed esiste y € C, tale che
ly — ()] < h(Cn,C) + §r < 5r. Allora, per ogni z € I, segmento
di estremi (—7,0,...,0) e (r,0,...,0) in R™, esiste y € C,, per cui

2 —y| < |z —yO)] +[y(t) =yl < er <eor

e quindi d(z,C,) < |r — y| < eor. Inoltre, per ogni n, C, ¢ com-
patto, connesso e, poiché 1 (C,) < +oo, per il Teorema 3.10, C,,
e localmente connesso.

Abbiamo quindi mostrato che ogni C), verifica le ipotesi del Lem-
ma 3.14 in B, qualuque sia r < & e quindi p,,(B,) = s#*(C,NB,) >
(2 — y/e)r. Allora segue

11(Br(9)) > limsup i, (B, (79)) > (2 = Ve)r

n—oo

_ B,
01 (1, xo) = limsup M >1-— LE Ve < &p.
r—0 2r 2
Quindi 0, (, zo) > 1 e, dal Teorema 2.27, segue che S (C) <
w(C) < p(RY) <liminf, o pn(RY) = L. O
Lemma 3.14. Siano I il segmento di estremi a := (—r,0,...,0) e

b:=(r,0,...,0) mnRY ¢ B, = {x € RN | |z| < r}. FEsiteegy >0
tale che, per ogni e < &y, si ha 1 (C N B,) > (2—/€)r, qualunque
sia C C RN compatto, connesso e localmente connesso tale che per
ogni x € I d(xz,C) < er.

Dimostrazione. Per semplicita supponiamo r = 1. Consideriamo la
proiezione ortogonale 7 : RV — R definita da 7(z1,...,2y) = 21 €
lavoriamo sulle componenti connesse di C' N B;.

Se una di queste: K, non tocca il bordo di B; allora & 'unica
componente di C.

Osserviamo infatti che, essendo K C C'N By, K e anche compo-
nente connessa di C' N By che, per 'osservazione 3.11, ¢ localmente
connesso in quanto C' e localmente connesso. Supponiamo per assur-
do che K non sia 'unica componente di C'. Allora C' = KU(CNKY)
e 'unione disgiunta di due aperti non vuoti (K & aperto per il Teo-
rema 3.12 e C N K¢ & aperto essendo K chiuso). Troviamo cioe
I’assurdo che C' sia sconnesso.
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Quest’unica componente ha lunghezza maggiore o uguale di 2 —
2¢e. Per le ipotesi su C' esistono infatti z,y € C tali che z € B.(a) e

y € B.(b), allora, per il Teorema 3.6 ed essendo 7 1—lipschitziana,
si ha

HCNBY) = #(C) > |2 —y| > |n(2) - 7(y)| =
— Ja— b = |a— ()] — |b— 7(y)] > 2 — 2.

Se invece ogni componente connessa di C'N B tocca il bordo di By,
consideriamo C’ I'unione di tutte le componenti connesse che hanno
almeno un punto che dista meno di € da I. Sia G una componente
connessa di m(C"), allora G ¢ un intervallo contenuto in [—1, 1].

Mostriamo che se U'intervallo G C I’ ;== [-1 4 10e, 1 — 10¢] allora
AN HG)NC N By) > /20 — (102)2 — . Per come abbiamo
definito C’; esiste x € C' N7 Y(G) tale che d(x,I) < €, questo
punto ha proiezione 7(z) € I’ e quindi |7(z)| <1 — 10e. Scelto z €
71 (G)NCNIBy, per il Teorema 3.6, 1 (7~ (G)NCNB;) > |r—2|.
Con semplici considerazioni geometriche si vede che |z — z| ¢ minimo
quando |7(z)| =1 — 10e e w(z) = 7(z), allora dalla disuguaglianza
triangolare

AN G)NCNBY) > |r— 2| >

> |m(x) — z| — |7(x) — x| > /20e — (10¢)? — €.

Sia M il numero di componenti connesse G di m(C") contenute in I’
e supponiamo che M > ﬁé — 11, allora

HNCNB) =) A (G)NCNBy) >
G

> M(~y/20e — (106)? —¢) > (% — 11) (v/20e — 1002 — ¢) =

:<2—44¢2>< 13——%)

e poiché, per € — 0

fle) =

esiste g9 > 0 tale che, per ogni € < &g, f(g) > 1, cioe 1 (CNBy) >
2 — /¢ e quindi il lemma & dimostrato.
Supponiamo ora che M < ﬁé — 11. Se M sono le componenti

connesse G di 7(C") contenute in I’ allora le componenti connesse



38 CAPITOLO 3. ESISTENZA DEI MINIMI

di I"\m(C") sono al pitt M +1 e ognuna puo essere lunga al massimo
2¢, altrimenti il centro della componente sarebbe distante piu di
da C', contro le ipotesi. Quindi

AN —n(C)) =11 =T+ 2 (I —7(C)) <

<20e+2e(M+1)=2e(M+11) < 2¢ (#) = /.

Da cui segue che, essendo 7 1—lipschitziana,

HNONB,) > #C") > A (=(C) > 2 — /e

3.3 Esistenza delle soluzioni

Dimostriamo 'esistenza del minimo nel caso generico in cui X sia un
sottoinsieme qualunque non vuoto di RY. E una semplice applica-
zione del metodo diretto del calcolo delle variazioni, in cui sfruttiamo
le proprieta della distanza di Hausdorff, viste nella sezione 2.1, e I'in-
feriore semicontinuita della misura di Hausdorff data dal Teorema

di Golab.

Teorema 3.15. Dato ) # ¥ C RY ¢ posto T = {X C RV | X
chiuso, connesso, X 2 ¥} allora il problema min{Z'(X) | X € T}
ha soluzione.

Dimostrazione. Si usa il metodo diretto del calcolo delle variazio-
ni. Possiamo supporre che esista X € T tale che s'(X) < +o0,
in caso contrario R¥ risulta essere sempre un minimo. Allora X
e compatto e di conseguenza ¥ e limitato. Segue inoltre che I :=
infyer #'(X) € R. Consideriamo {X}}, una successione mini-
mizzante, ossia tale che ogni X € T e per cui ' (X;) — I per
k — 400, e mostriamo che esiste un’estratta che converge rispet-
to alla distanza di Hausdorff a X, € T. Poiché I < +o0, si puo
supporre che J#1(X};) < I + 1 per ogni k. Scelto g € X e posto
_ diam(Xy)

Ty = ——5 2, se 1, > 0, si ottiene dal Lemma 3.1 che

diam(Xy)

412 A (X0 By () = 520

da cui segue che ogni X}, C B,(xg), con r := 4(1 + 1). Allora la

successione { Xy} € BC(B,(xy)), quindi, per il Teorema di com-
pattezza (Teorema 2.8), a meno di estratta, converge, rispetto alla



3.3. ESISTENZA DELLE SOLUZIONI 39

distanza di Hausdorff, ad un certo X, € BC(B,(z¢)). Dal Lem-
ma 2.3 segue inoltre che X e connesso e, poiché ogni X contiene
> anche Xy D X. In particolare Xy € T.

I Teorema di Golab (Teorema 3.13) assicura infine l'inferiore
semicontinuita per successioni di J#!. Da cui
inf 71(X) = klim HN(X}) = lilgninf%I(Xk) > A (Xo)

XeT
e poiché Xy € T, Xy € un minimo. O

Nel seguito cosidereremo sempre > compatto in quanto se K ¢ un
minimo su X, ¢ anche un minimo su ¥ e, se J#*(K) < +oo, allora
> e limitato.






Capitolo 4

Regolarita del minimo

4.1 Caso in cul X sia finito

Mostriamo un risultato di regolarita del minimo nel caso in cui 'in-
sieme Y sia costituito da un numero finito di punti, dimostriamo
cioeé che un minimo ¢ unione finita di segmenti con parte interna
disgiunta e quindi in particolare ¢ un grafo finito.

Iniziamo col far vedere che ogni minimo ¢ unione di curve che si
intersecano al piu negli estremi. Nel seguito indicheremo con |X| la
cardinalita dell’insieme 3.

Teorema 4.1. Siano ¥ un insieme di RY con %] < co e K un
minimo chiuso connesso contenente X2, allora K ¢é unione finita di
curve iniettive e lipschitziane che, a due a due, si intersecano al pit
negli estremi.

Dimostrazione. Osserviamo che unendo tra loro tutti i punti di X
si ottiene un compatto connesso contenente > che ha lunghezza
finita, quindi ogni minimo K ha lunghezza finita e quindi, per
il Corollario 3.7, & compatto. Sia ¥ = {so,...,s,} e poniamo
Ko := {so}. Per il primo Teorema di rettificabilita (Teorema 2.35)
esiste m; : [0,1] — K curva iniettiva e lipschitziana che connette
s1 = m1(0) con s = n1(1), poniamo K; := Ky U [ny].

Per induzione prendiamo, per ogni j =2,...,m, v; : [0,1] — K
una curva iniettiva e lipschitziana che connette s; = 7;(0) con 5o =
v;(1) e definiamo

=)

(0,%5]
dove ¢; = inf{t € [0,1] tale che v;(t) € K;_1}. Osserviamo che ¢; &
un minimo, sia infatti {¢;}; una successione minimizzante, ossia tale
che tz — Ej (§ 7]<t1> S Kj—l- Poiché Vi ¢ continua ’)/](tl) — ’Y](t_])
e, essendo Kj;_; chiuso, segue che 7;({;) € K;_;. Definiamo ora

41
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K; = K;_1 U [n;] e mostriamo che K,, = K. Per costruzione si ha

che
1. K,, € compatto in quanto unione finita di compatti
2. K, & connesso perché unione di connessi non disgiunti
3. K, 20X

Supponiamo per assurdo che K,, # K, in particolare, poiché K,, C
K, esiste v € K\K,,. Allora r := d(x,K,,) > 0 e quindi K N
Br(z) € K\K,,, ma allora, dal Lemma 3.1, segue che

HNK) = AN (K) = A (K\Kp) > AN(K N By () > g >0

ossia K, ¢ un compatto, connesso contenente ¥ con ' (K,,) <
A1 (K), contro I'ipotesi che K sia un minimo.

Con un cambio di variabile si puo assumere che ogni 7); sia definita
su [0,1]. Siano 0 < ¢} < --- <t/ < 1 tali che esiste un k €
{1,...,m} per cuin;(t}) = n(1). Postoty =0etl, ., =1, definiamo

nfzm per j =0,...,n;.

1 4%
[t5:1541]

Quindi

m Ny

i=14=0
[
Definizione 4.2. Essendo ogni minimo K = [J" [:], un punto

x € K\X si dice un punto di Steiner se esistono u,v € {1,...,h},
con u # v, e t;,t; € [0,1] tali che n,(t;) = n,(t;) = .

Sy

Figura 4: La costruzione usata nella dimostrazione del Teorema 4.1
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Osserviamo che, poiché ogni volta che si aggiunge una nuova
curva si crea al massimo un nuovo punto di Steiner, tali punti sono
al pin |X] — 2.

Mostriamo adesso che ciascuna curva del minimo e un segmento
in quanto se cosi non fosse sostituendo ad essa il segmento avente
come estremi gli estremi della curva otterrei un minimo “migliore”
(Figura 5).

Teorema 4.3. Sia ¥ un insieme di RY con |S| < oo, allora per
ogni minimo K si ha che K = J!_,[n;] dove ogni [m;] ¢ il segmento
avente come estremi gli estremsi della curva stessa.
Dimostrazione. Indichiamo, per ogni « = 1,...,h, con a; e b; gli
estremi della curva 7;. Supponiamo per assurdo che esista un in-
dice j tale che [n;] # [a;,b;], allora, per il Teorema 3.8, si ha che
H(la;, bi]) < #([n;]). Poniamo

N h
K= U [7:] U [a;, by].

i=1,i#j
1. K& compatto in quanto unione finita di compatti

2. K ¢ connesso in quanto unione di connessi non disgiunti

3. KO %
Allora, poiché vale anche che K = (K\[n;]) U [aj, bj], si ha
ANEK) < AN EN\n]) + A ([0, b)) =
= HNE) — A ([ny) + 2 ([ay, b))

Da cui

Figura 5: La costruzione utilizzata nella dimostrazione del Teorema 4.3.
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contro il fatto che K & un minimo.
O

Abbiamo quindi dimostrato che ogni minimo € unione finita di
segmenti con parte interna disgiunta, quindi in particolare ¢ un grafo
finito. Piu precisamente, in base alla costruzione fatta, dove ogni
nuova curva interseca le precedenti in un solo punto, si puo osservare
che tale grafo e un albero.

4.2 Caso in cui X sia compatto e numerabile

Un risultato di regolarita analogo a quello visto nel caso finito si
ottiene anche se ¥ ¢ un compatto numerabile.

Iniziamo col definire le componenti di un minimo e col mostrare
che ognuna ¢ a sua volta un minimo su un opportuno sottoinsieme
di . Cio permettera di lavorare su ciascuna di esse continuando a
sfruttare tutte le proprieta del minimo (Figura 6).

Definizione 4.4. Siano ¥ un compatto e K un compatto, connesso
contenente Y. Se C' & una componente connessa di K\, diciamo
che C' e una componente di K.

Teorema 4.5. Dato ¥ un compatto di RY, se K ¢ un minimo com-
patto connesso contenente X con %il(K) < 400, 0gni sua compo-
nente C' & un minimo su ' =X NC.

Dimostrazione. Mostriamo che C' = CUY'. Sia infatti {z}}; C CUX
con r, — x. Allora, poiché K & chiuso ed e I'unione di ¥ con le
componenti, x € ¥ o sta in una qualche componente connessa Cy che
non puo essere diversa da C'. Se lo fosse, K non sarebbe localmente
connesso in quanto per ogni € > 0, B.(z) N K intersecherebbe due
diverse componenti connesse di K\Y e quindi sarebbe sconnesso,

Figura 6: Un esempio di minimo K tale che K\X ha tre componenti.
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ma questo e contro quanto affermato dal Teorema 3.10. Allora = €
Y UC, ossia XU C & chiuso. Quindi C' C C U Y e dalla definizione
di ¥’ segue 'uguaglianza. Osserviamo anche che, poiché C' & aperto
in K\X (Teorema 3.12) e quindi in K, si ha che

OKC =T " nC" =T\ () =C\C=(CUINC =5
essendo C' NY = 0.

Supponiamo ora, per assurdo, che C' non sia un minimo su ¥’ e
sia invece H il minimo. Allora J#1(H) < 2#*(C). Osserviamo che
K\C ¢ compatto essendo C aperto in K. Posto K := (K\C)U H,
allora

1. K¢ compatto in quanto unione di due compatti.

2. K & connesso in quanto connesso per archi. Siano infatti z,y €
K e mostriamo che esiste una curva @ contenuta in K che
connette x := ¢(0) con y := ¢(1).

Distinguiamo in casi e iniziamo con l'osservare che la tesi e
ovvia nel caso in cui entrambi i punti stiano in H in quanto
H & connesso per archi per il primo Teorema di rettificabilita
(Teorema 2.35).

Supponiamo ora che solo uno dei due punti, diciamo y, stia
in H. Consideriamo allora un punto z € ¥’ N L dove L &
la componente connessa di K\C' che contiene = (K\C non ¢
connesso, altrimenti sarebbe lui un minimo e non K'). Poiché
x,z € L, connesso per archi per il Teorema 2.35, esiste una
curva v : [0,1] — L C K\C che li connette. Inoltre, valen-
do anche che z,y € H esiste un’altra curva ¢ : [0,1] — H
che li connette. Consideriamo allora come curva ¢ quella otte-
nuta dalla concatenazione delle curve v e ¥ che sta in K per
costruzione.

Supponiamo infine che z,y ¢ H. Allora sono entrambi punti
di K, connesso per archi. Esiste quindi una curva continua
: [0,1] — K che connette = := (0) con y := y(1). Siano
t1 :—1nf{t€ [0,1] | v(t) € C} ety := sup{t € [0,1] | ¥(t) €
C}, allora v(%,),y(f2) € C. Ora, poiché esiste una successione
{tn}n € [0,1;) che converge a t; e per cui y(t,) € C° per ogni h,
segue che () € C°. Analogamente anche 7(f;) € C°, qu1nd1
Y(t1),v(t2) € CNCe = 9¥C = 3. Consideriamo allora come

curva ¢ quella ottenuta rimpiazzando ’yhi ;) COT Una curva
1,2

contenuta in H che connette v(¢;) con v(ty). Per costruzione,
o] C K.
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3. K DX
Poiché C' = CUY e X' C H, vale anche K = (K\C)UH, ma allora
A (K) < A (EN\C) + " (H) =
=Y K) - (C)+ A (H) < H'(K)
contro il fatto che K & minimo. O

Allora, per mostrare la regolarita di ogni singola componente di
un minimo K, possiamo supporre che esso sia costituito da un’unica
componente.

Teorema 4.6. Siano X un insieme compatto e numerabile di RV e
K un minimo compatto connesso con 1 (K) < +oo contenente Y
e con una sola componente, allora K = |J,cylai, bi], dove i segmenti
[a;, b;] hanno parte interna disgiunta.

Dimostrazione. La dimostrazione procede per vari lemmi.

Lemma 4.7. K ¢ unione numerabile di curve iniettive e lipschi-
tziane.

Dimostrazione. Siano ¥ = {s;}; % e 7o € K\X. Per il primo Teo-
rema di rettificabilita (Teorema 2.35) esiste n; : [0,1] — K curva
iniettiva e lipschitziana che connette s; = 1;(0) con zy = 1,(1),
poniamo K7 := [n].

Per induzione prendiamo, per ogni j > 2, v; : [0,1] — K una
curva iniettiva e lipschitziana che connette s; = +,(0) con zy = 7;(1)
e definiamo

Ny ="
o2,

dove ¢; = inf{t € [0, 1] tale che ~;(¢t) € K;_1}. Osserviamo che ¢; &
un minimo e quindi 7;(¢;) € K;_;. Definiamo ora K; := K;_1U[n;],
K = j:of K; e mostriamo che K = K. Per costruzione si ha che

1. K & connesso perché unione di connessi non disgiunti
2. K2OX%

3. K@ compatto perché e limitato (per il Corollario 3.7 in quanto,
essendo K C K, #YK) < #(K) < 400) e chiuso. Sia
infatti {2, }nen C K tale che z,, — Z. Se esiste jo € N tale che
[nj,] contiene infiniti indici della successione, allora, poiché [;,]

e chiuso, = € [n;,] C K. Posso quindi supporre che esista una
sottosuccessione {w,,}; tale che z,, € [n,,] per ogni j. Ora,
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poiché le curve si intersecano al piu in una quantita numerabile

di punti,
3051 = (Ul ) < 1050 < 4

e quindi ' ([n,,]) — 0 per j — +oo. Per come abbiamo
definito le curve di K, per ogni j € N, esiste s,, € X N [n,,]
e poiché |z, — s,,| < H([nn,]) — 0 per j — +o0, si ha che
Sp; — T In quanto

|3nj _fl < |Snj _xnj| + |xnj _fl —0

per j — +oo. Allora, essendo {s,,}; € ¥ chiuso, segue che
reXCK.
Supponiamo per assurdo che K # K, in particolare, poiché KCK ,
esiste v € K\K. Allora r := d(z,K) > 0 e quindi K N Bz(z) C

K\[?, ma allora, dal Lemma 3.1, segue che
1 17\ _ sl r 1 r
H(K)—H(K) =" (K\K)>H (KﬂB%(x))2§>O

ossia K ¢ un compatto, connesso contenente ¥ con J'(K) <
A (K), contro I'ipotesi che K sia un minimo. Quindi K = (J,.y[7:]
e con un cambio di variabile si puo assumere che ogni 7; sia definita
su [0, 1]. O

Definizione 4.8. Diciamo che una curva 7 : [0,1] — K si attacca
al minimo K nel punto x se n(1) = z.

Definizione 4.9. Dato un punto z € K, se x € 1] diciamo che z &
un punto di livello 0, mentre x € un punto di livello k+1 se x € [n;)
con 7); curva che si attacca a un punto di livello &.

Definizione 4.10. Data una curva 7 : [0,1] — K, poniamo (7;) :=
1:((0,1)) e (n] := mi((0,1]).

Lemma 4.11. K\X é connesso per archi.

Dimostrazione. Iniziamo col mostrare che K\X & localmente con-
nesso per archi. Dato z € K\X, sia W un intorno di = in K\X.
Allora esiste p > 0 tale che By,(z) N K C W. Essendo K local-
mente connesso (Teorema 3.10), esiste U intorno connesso di x tale
che U C B,(x) N K. Quindi U & un connesso, compatto tale che
U C B,(x) N K C By,(z)N K C W. Dal primo Teorema di retti-
ficabilita (Teorema 2.35), segue che U & connesso per archi, quindi
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K\X & localmente connesso per archi, che insieme alla connessione,
ci dice che e connesso per archi. O

Lemma 4.12. Per ogni i € N si ha che (n;) N3 =0, in particolare
vale che [n;) NE = {n;(0)}.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista ¢ € N tale che
YN (n;] # 0 e sia s un punto contenuto nell’intersezione. Se s € (n;)
consideriamo x,y € (n;)\Y due punti presi da parti opposte rispetto
a s, ossia se x = n;(ty), y = ni(ty), s = ni(ts) allora 0 < t, < t, <
t, < 1. Se invece s = 1;(1) consideriamo = € (7;)\X e y € K\X
un punto di livello minore. Osserviamo che se ¢ = 1, un tale punto
non esiste, ma, la costruzione fatta ci assicura che in questo caso
s € (m) in quanto my (1) =z ¢ X.

Essendo K\X connesso per archi, esiste una curva -, che posso
supporre iniettiva, definita in [0,1] con [y] € K\X che connette
x :=(0) con y := y(1). Sia

J={7eN [ (n)nhl#0}

Supponiamo che |J| = oo, allora per ogni j € J esiste s; € XN [n;],
z; € [v] N (n;) ed un’estratta {z;, }ren che converge ad un punto
T € [y]. Poiché |z, —s;,[ < H#([n;,]) — 0 per h — +00, 55, = T
in quanto

|th _f| < |th - xjh| + |xjh _f| —0

per h — 400 e, essendo X chiuso, T € ¥. Quindi si ha ’assurdo che
Te [N

Allora |J| < oo. Ora la curva 7, essendo contenuta in K'\X, per
andare in y partendo da x, non puo rimanere in [r);| perché altrimenti
dovrebbe intersecare il punto s € . Deve quindi passare ad un altra
curva che si attacca ad [n;], deve cioe aumentare di livello (non puo
diminuirlo perché altrimenti dovrebbe arrivare a 7;(1) intersecando
quindi s).

Posti [ il livello di n; e iy := ¢, sia i; tale per cui y entra in (;,) di
livello pari a [ 4+ 1. La curva 7, in quanto iniettiva non puo tornare
di nuovo in 7;, (1) e neanche arrivare in 7;, (0), essendo esso un punto
di ¥. Ne segue che v entra in (n;,) curva di livello [ + 2, .. ..

In questo modo pero v non arrivera mai in y che ¢ un punto di
livello non superiore ad =x. O

Lemma 4.13. Dato y € K\X le curve che si attaccano in y sono
in numero finito.
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Dimostrazione. Sia y € K\X e supponiamo che ci siano infinite
curve {n;}, che si attaccano in y. Allora, per come abbiamo definito
K, per ogni j esiste s; € [n;] NX, tale che s; — y, in quanto

ly — 551 < ([n;]) — 0

per j — +o00; ma, essendo la successione {s;}; C ¥ chiuso, ne segue
I’assurdo che y € X.. O

Lemma 4.14. K = [J;.n[mi] con n; curve che, a due a due, si
intersecano al piu negli estrems.

Dimostrazione. Abbiamo visto che
K= U[m]

con n; : [0,1] — K che unisce s; = 1;(0) con un punto di K; 1 =
U,<;[m]. Tutti i punti di (n;) che sono in comune con punti di al-
tre curve sono, per costruzione, punti del tipo 7;(1) con j > i,
consideriamo quindi

J:={jeN | n;(1) € (m)}

e poniamo n; := |J|.
Se n; < oo siano 0 <t} < --- <t/ < 1 tali che esiste un j € J
per cui 7;(t},) = n;(1). Posto t§) =0 e t) ., =1, definiamo

7]?::772- per h=0,...,n;.

[t 1]

Supponiamo ora che n; = oo e mostriamo che {n;(1)};c; converge
ad s;. Sia {n;, (1)}, un’estratta convergente a un punto z € [r;]. In
modo analogo a quanto visto sopra, poiché 1 ([ni]) — 0, si ha che
x ¢ un punto di ¥ e poiché [n;] N X = {n;(0)}, non possono esserci
due estratte convergenti a due punti diversi. Quindi la successione
{n;(1)};= converge ad s;.

Sia T := {t; € [0,1] | j € J emni(1) = n(t;)}, allora T,
per il Lemma 4.13, ha infiniti punti e ha solo 0 come punto di
accumulazione. Se infatti ci fosse un altro punto di accumulazio-
ne t # 0 a cui converge una sottosuccessione {t;, }, si avrebbe
n;, (1) = mi(t;,) — mi(t) # 1;(0) per Uiniettivita di 7;, ma abbiamo
detto che n;(1) — 7;(0). Inoltre 7" ammette massimo: ¢; in quan-
to se supT > 0 non fosse un massimo esisterebbe una successione
che vi tende e quindi sarebbe un altro punto di accumulazione oltre
allo 0. In modo analogo T; := T\{¢;} ha infiniti punti, ha solo 0
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7 1 bt Lt 0

Figura 7: L’insieme T definito nella dimostrazione del Lemma 4.14.

come punto di accumulazione e ammette massimo: t,. Proseguen-
do per induzione troviamo una successione {tx}, convergente a 0 e
possiamo quindi definire

Allora .
h
€N h=0
e, rinominando le curve, si ottiene la tesi. O]

Siamo ora in grado di concludere la dimostrazione del Teore-
ma 4.6, facendo vedere che ognuna di queste curve che a due a due
si intersecano al piu negli estremi, ¢ il segmento che ha per estremi
gli estremi della curva stessa.

Indichiamo, per ogni ¢ € N, con a; e b; gli estremi della curva
n;. Supponiamo per assurdo che esista un indice j tale che [n;] #
[a;, b;], allora, per il Teorema 3.6, si ha che 7 ([a;,b;]) < 7 ([n;]).
Poniamo

K = U (7] U [ay, bj].
iEN,i#j
Allora
1. K & connesso in quanto unione di connessi non disgiunti,
2. KDY,

3. K & compatto in quanto vale anche che K = (K\(n;))Ulaj, bj].
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Segue quindi che

Da cui
HNK) — AN EK) < A ([ag, b)) — A ([n]) < 0

contro il fatto che K € un minimo.

]

Definizione 4.15. Dato = € K\X, diciamo che ¢ un punto di Stei-
ner se esistono due segmenti diversi di K che hanno un estremo in
x.

Teorema 4.16. Siano Y un insieme compatto e numerabile di RV e
K un minimo compatto connesso contenente 3 con A (K) < +o0.
Se indichiamo con C; le componenti connesse di K\Y ossia tali che

K\ =[]

el
allora queste sono una quantita numerabile.

Dimostrazione. Iniziamo col mostrare che J#'(C;) > 0 per ogni
7. Supponiamo per assurdo che esista un indice ¢ € [ tale che
A1 (C;) = 0, allora, poiché C; ¢ una componente connessa, C; =
{z}. Essendo K\X localmente connesso, sappiamo anche, dal Teo-
rema 3.12, che ogni componente connessa ¢ aperta in K\X. In
particolare il punto = ¢ aperto in K\X, ossia esiste ¢ > 0 tale che
B.(z) N K\X = {z}. Allora dal Lemma 3.1, si arriva al seguente
assurdo

0<e< A KNB.(2)) <A (K\XN B.(2)) + () =0.
Per quanto appena visto, posto

1
I, = {z cl| ) > ﬁ}’
segue che

UQ:L

Ora, se I'insieme degli indici I fosse piu che numerabile, esisterebbe
n € N tale che |I;| = oo, ma allora

> ANC) > Z% = +00

1€1n i€lp
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che ¢ in contraddizione col fatto che
» o) =N JCi) < AN K) < +oo.
i€l icl
]

Teorema 4.17. Nelle stesse ipotesi del teorema precedente, mostria-

mo che
K=|]JC.
ieN
Dimostrazione. Iniziamo col dimostrare che K = K\X. Poiché K
¢ un chiuso contenente K\X, si ha che X' O K\X. Supponiamo

ora per assurdo che l'altra inclusione non valga, esiste allora x &€
K\(K\X). Posto r := d(z, K\X) > 0, segue che

B; () N K C K\(K\T) C K\(K\E) = X.

Ne segue allora che, essendo ¥ numerabile, anche la cardinalita di
Br(r)N K ¢ al pitt numerabile e quindi ! (B: () N K) = 0 contro
quanto affermato dal Lemma 3.1. Allora

K=Fs=Jc=JC

€N 1€EN

]

Si & quindi visto che ogni minimo K ¢ uguale alla chiusura delle
componenti, non e infatti possibile dire di piu. Prendiamo, ad esem-
pio, ¥ = {2 | n € N} U {0}. Allora il segmento [0, 1] & un minimo,
ma nessuna sua componente C; contiene il punto 0.

Comunque, visto che ogni componente di K & unione di segmenti
con parte interna disgiunta, si ha che

K=K\sur=Jausc|JTus=|]la,blus
i i i€EN
Quindi, nel caso in cui ¥ sia un compatto numerabile, un minimo
compatto connesso contenente Y con misura di Hausdorff unidimen-
sionale finita e unione di segmenti con parte interna disgiunta a cui
eventualmente mancano alcuni punti di X.

E noto, in seguito agli studi fatti sul Problema di Steiner, che ogni
punto di Steiner e “triplo” ossia ci sono esattamente tre segmenti
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che hanno un estremo in tale punto e questi formano tra loro angoli
di 120°.

L’idea di cio e che, presi due versori centrati in un punto di Stei-
ner, si verifica facilmente che questi non possono formare un angolo
piu piccolo di 120°, perché altrimenti otterrei un minimo “miglio-
re” se passassi per un punto preso all’interno dell’angolo (Figura 8).
Quindi, una volta fissato un versore, gli altri devono stare all’inter-
no del cono costituito dai versori che formano un angolo maggiore o
uguale di 120° col versore assegnato e, a loro volta, devono formare
reciprocamente angoli non inferiori a 120°. Allora 'unica possibilita
e che ci siano esattamente tre versori, che formano tra loro angoli di
120°.

Conseguenza di cio e che la somma i versori centrati nei punti
di Steiner di un minimo e zero, risultato che si deduce anche dalla
nostra costruzione.

Teorema 4.18. La somma dei versori nei punti di Steiner di un
mainimo K é 0.

Dimostrazione. Sia y un punto di Steiner in K. Senza perdita di ge-

neralita possiamo supporre y = 0. Indichiamo con vy, ..., vy i versori
(finiti per il Lemma 4.13) individuati da B;(y) N K e definiamo

l(x):= Z o — x|

Essendo K un minimo, 0 ¢ un punto di minimo per I(z) e quindi

Vi(0) = 0 e poiché

ol h Vk)j — X5
a_xj(x):_ZL

Figura 8: Gli angoli @ tra due versori centrati nei punti di Steiner non possono
essere minori di 120°.
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per ogni j =1,..., N, deve essere %(O) = 0, ossia
J
h (00); h
=0 = Y u=0.
= [vl k=1



Capitolo 5

Formulazione piu generale
del problema

Proponiamo ora una formulazione piu generale del problema che ci
permettera di avere due estensioni.

La prima e la possibilita di considerare anche “il problema con
ostacoli”, ossia il problema nelle ipotesi piu generali in cui il minimo
sia vincolato ad appartenere ad un sottoinsieme E di RY, a causa
della presenza di uno o piu ostacoli.

La seconda e la possibilita di considerare insiemi ¥ di misura
" infinita. A differenza dei due casi visti nei precedenti capitoli,
in cui X era unione di punti, adesso andremo a considerare non piu
un minimo che contenga il nostro insieme (anche perché un tale
minimo puo non essere unione di segmenti), ma pit semplicemente
un minimo che “connetta” 3.

La nuova formulazione ¢ la seguente:

Problema 5.1. Dati E C RY chiuso e connesso, () # 3 CFE
compatto , posto T = {X C E | X e X UX chiuso e connesso},
trovare il min{ ' (X) | X € T}.

Consideriamo un esempio concreto di “problema con ostacolo”.
Supponiamo di dover connettere delle abitazioni di montagna con un
fiume da cui attingere acqua e di non poter attraversare un bosco li-
mitrofo che rappresenta quindi un ostacolo. Il minimo andra di con-
seguenza cercato non in tutto lo spazio, ma in un suo sottoinsieme
(Figura 9).

Iniziamo con un risultato di esistenza che e un semplice adatta-
mento del Teorema 3.15.

Teorema 5.2. [l problema 5.1 ha soluzione.

95
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Casa 1 Casa 2
[ ]

Figura 9: Un esempio di minimo con ostacolo.

Dimostrazione. Si usa il metodo diretto del calcolo delle variazioni.
Possiamo supporre che esista X € T tale che ##'(X) < +oo per-
ché, in caso contrario, E risulta essere sempre un minimo. Allora
X & compatto e I := infyer #(X) € R. Consideriamo { X}y,
una successione minimizzante, ossia tale che ogni X € T e tale che
A1 (Xy) — I, e mostriamo che esiste un’estratta che converge ri-
spetto alla distanza di Hausdorff a Xy € T'. Poiché I < 400, si puo

supporre che J#1(X};,) < I + 1 per ogni k. Scelto g € X e posto
_ diam(X})

1=, se rp > 0, si ottiene dal Lemma 3.1 che

Tk -

I+12 (X0 By, (w0) > S

da cui segue che ogni X;, C B,(zo), con r := 4(I + 1). Allora la

successione {Xy}r € BC(B.(z9)), quindi, per il Teorema di com-
pattezza (Teorema 2.8), a meno di estratta, converge, rispetto alla
distanza di Hausdorff, ad un certo X, € BC(B,(x)). Poiché

h(X, UE, XoUY) < max {h(Xy, Xo), h(2,2)} = (X, Xo) — 0

dal Lemma 2.3 segue che X e XoUY sono entrambi connessi. Inoltre
essendo ogni X C FE chiuso, anche Xy C E. In particolare Xy € T'.

Il Teorema di Golab (Teorema 3.13) assicura infine 'inferiore
semicontinuitd per successioni di ##!. Da cui

inf J71(X) = lim ' (X},) = li;ninfjfl(Xk) > (X))

XeT k—oo

e poiché Xy € T, Xy ¢ un minimo. O



5.1. REGOLARITA DEL MINIMO CON ¥ COMPATTO 57

Figura 10: Un esempio di minimo che connette un insieme di misura positiva.

5.1 Regolarita del minimo nel caso in cui X sia
compatto con un numero finito di compo-
nenti connesse

Andiamo ora a studiare la regolarita del minimo anche nel caso piu
generale in cui I'insieme Y sia un compatto qualunque costituito da
un numero finito di componenti connesse.

Mostriamo che, anche con queste ipotesi su ¥, il minimo che lo
connette, che chiameremo L per distinguerlo dai due casi precedenti
in cui il minimo conteneva ¥, € unione finita di segmenti con parte
interna disgiunta.

Teorema 5.3. Siano ¥ un insieme compatto di RY con un numero
finito di componenti connesse: X, ..., %1 € L un minimo compat-
to connesso con L U Y compatto connesso, allora L € unione finita
di curve iniettive e lipschitziane che, a due a due, si intersecano al
pit negli estremi.

Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni ¢ € {0,...,a — 1} si ha
Y, N L # (. Se infatti esistesse un indice ig tale che ¥;) N L = ()
allora L U X non sarebbe connesso in quanto X;, e

(LUS\Z;, =Lu | %
1#i0

sarebbero due chiusi disgiunti e non vuoti la cui unione da L U 3.

Per : =0,...,a — 1 consideriamo s; € ¥; N L. Chiamiamo S :=
{S(), ey Sa—l}-

Adattando la dimostrazione del Teorema 4.1, in cui K viene so-
stituito da L e X dall’insieme S, si fa vedere che L € unione finita
di curve iniettive e lipschitziane che, a due a due, si intersecano al
piu negli estremi. O
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Definizione 5.4. Essendo ogni minimo L = (J!,[;], un punto
x € L\X si dice un punto di Steiner se esistono u,v € {1,...,h},
con u # v et;,t; €l0,1] tali che n,(t;) = n,(t;) = z.

Osserviamo che, poiché ogni volta che si aggiunge una nuova
curva si crea al massimo un nuovo punto di Steiner, tali punti sono
al pit a — 2.

Teorema 5.5. Sia X un insieme compatto di RN con un numero
finito di componenti connesse: Xy, ..., 2q_1, allora per ogni minimo
L si ha che L = U, [m] dove ogni [n;] ¢ il segmento avente come
estremai gli estrema della curva stessa.

Dimostrazione. Anche in questo caso la dimostrazione e del tutto
analoga a quella del Teorema 4.3. [
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