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INTRODUZIONE

In questa tesi studieremo la possibilita di estendere la nozione di
determinante jacobiano a mappe di Sobolev u: R" — IR" nel caso il
gradiente di u sia poco sommabile, per 1'esattezza ci interesseremo al
caso in cui u € W con p < n.

L’esigenza di tale estensione nasce da problemi variazionali legati
all’elasticita non lineare [} 4, 31} [40] in cui la presenza di minimi di-
scontinui (che sono possibili solo per p < 1) é legata al fenomeno della
cavitazione.

Inoltre, l'interesse per le proprieta del determinante jacobiano, e in
generale dei minori del gradiente di u, e legato allo studio di funzionali
policonvessi, [11]], ossia a funzionali della forma:

| s(M(Du))

dove g & una funzione convessa e M (Du) & il vettore di tutti i minori
di Du.
Entrando nello specifico, sia u: (2 C R" — R” una mappa di classe
WP, I'applicazione
wlr _ h

0.1
u — det Du (1)

e, grazie alla disuguaglianza di Holder, ben definita solo se p > n,
inoltre & continua se equipaggiamo entrambi gli spazi con la topo-

N

logia forte. Fatto piti sorprendente e che risulta continua anche se
consideriamo la topologia debole su W'? e su L7 (debole-+ nel caso
p=mn.

Conseguenza di cid € la semicontinuita inferiore rispetto alla topolo-
gia debole del funzionale:

u— TV(u) := /Q | det Du|. (0.2)

Nel caso in cui p < n, invece, 'applicazione non ¢ in generale
ben definita e, anche nel caso lo sia, non risulta continua. Inoltre, in
generale, il funzionale non € semicontinuo inferiormente.

Questo tipo di fenomeno & dovuta al fatto che la definizione “pun-
tuale” di det Du non tiene conto di eventuali “fratture” che si possono
formare nell'immagine di u (esempio [2.7).

Ci sono sostanzialmente due modi, che vedremo non essere equiva-
lenti, per recuperare anche per mappe singolari alcune delle proprieta
che caratterizzano il determinante jacobiano e la sua variazione totale
nel caso di mappe lisce. Il primo si basa sulla formula di integrazione
per parti del determinante e porta alla definizione di determinante
distribuzionale, apparsa per la prima volta in [34] e poi ripresa e stu-
diata da vari autori. Il secondo, invece, si collega ai metodi classici
di rilassamento nel Calcolo delle Variazioni (sezione e porta al-
la definizione di variazione totale rilassata (nel seguito semplicemente
variazione totale) introdotta in [30].

1 Diciamo che fi A f se:

/fkq)ﬂ/f(p

per ogni ¢ continua e a supporto compatto



Piti precisamente, se u ¢ una mappa liscia abbiamo (sezione che
per ogni ¢ € D(Q):

1
detD :—f/ di Du - Do. .
/O(Pe u=—- | uadjDu-Dg (03)

dove adj Du ¢ la trasposta della matrice dei cofattori di Du.
Questa uguaglianza, che per densita si estende a mappe in wln,
suggerisce di definire il determinante distribuzionale come:

1 .
(Det Du, @) := - /Quad] Du-Dg

1

che risulta una distribuzione ben definita non appena uadjDu € L;,,

ad esempio se u € WP NL® conp >n— 1.

In generale, se p < n, si ha che det Du # Det Du, tuttavia nel caso
in cui Det Du sia una misura si pud mostrare che la sua parte assoluta-
mente continua rispetto alla misura di Lebesgue coincide proprio con
det Du. Ad esempio, se u & a valori in una varieta (n — 1)-dimensionale
det Du = 0 mentre in generale Det Du # 0. Quest’ultimo fatto e le-
gato alla possibilita di approssimare u con mappe liscie a valori nella
varieta, problema che in genere non ha soluzione nel caso in cui p < n.

Se la mappa @ a valori in $"~! si puo provare che u pud essere ap-
prossimata con funzioni liscie a valori in 571 ge e solo se, Det Du = 0.
Questo ¢ stato provato in [5] e nella sezionene diamo un’altra dimo-
strazione con ipotesi leggermente diverse utilizzando tecniche tratte da
[6].

Per quanto riguarda il secondo approccio, si definsce la variazione
totale di u per rilassamento:

TV (1,02) = inf{lim inf / | det Dug|: 1w € WM 1 — uin WP},
—00 O

(0.4)
Grazie ad un risultato di semicontinuita (teorema provato in [12]
per mappe liscie questa definizione coincide con la usuale variazione
totale del determinante jacobiano.
Le due nozioni non sono equivalenti, si puo tuttavia provare che,
quando p > n —1:

1. se TV)(u,Q) < co allora TV} (u,-) & una misura (teoremi
efs.5);

2. se TVF(u,Q) < oo allora Det Du & una misura e | Det Du|(-) <
TV (u,-).

In generale si pud avere | Det Du|(-) < TV{(u,-). Scopo di questa
tesi € individuare opportune ipotesi sotto le quali sia possibile ottenere
l'uguaglianza.

In particolare siamo in grado di dimostrare cid per mappe a valori in
S~ (teorema e, se n > 3, per una classe di mappe che abbiamo
chiamato WOP (definizione che possono essere pensate come la
classe di mappe che preserva l'orientazione in senso debole (teorema
. In effetti, oltre alle condizioni n > 3 e WOP, senza le quali ¢ facile
costruire controesempi, siamo in grado di dimostrare il teorema sola-
mente con l'ulteriore condizione, che sembra esclusivamente tecnica,
che u sia continua quasi ovunque.

Inspirandoci alla condizione INV introdotta in [40] definiamo (de-
finizione una classe di mappe, che abbiamo chiamato debolmente
monotone, per le quali si pud dimostrare che, nel caso soddisfino anche
WOP, un teorema di regolarita (teorema [5.13).

Piti precisamente se u & debolmente monotona e preserva 1’orien-
tazione si puo far vedere, generalizzando alcuni risultati presenti in
[40, 44], che u & continua al di fuori di un insieme la cui dimensione



di Hausdorff &€ minore o uguale a n — p. In particolare questa classe di
funzioni soddisfa tutte le ipotesi del teorema

Notiamo, vedi anche la discussione nella sezione che l'ugua-
glianza TV, (u,-) = | Det Du|(-) mostra che se u € W7 N W allora
TV} = TV}, ossia che il valore dell’estensione funzionale non dipende,
se p > n — 1, dalla topologia in cui si rilassa. Questo in effetti avviene
anche in tutti gli altri esempi conosciuti e porta a congetturare che T},
sia indipendete da p.

La tesi si struttura come segue:

CAPITOLO 1 Riportiamo brevemente alcuni risultati preliminari che
utilizziamo nel seguito, in particolare nelle prime due sezioni
ricordiamo alcuni risultati di teoria della misura e le principa-
li proprieta delle funzioni di Sobolev. Nella terza enunciamo
le proprieta principali del grado di Brouwer e infine nell’ultima
esponiamo brevemente la teoria delle correnti allo scopo di in-
trodurre un teorema, dovuto ad White [45], che mostra come
I'estremo inferiore delle masse di correnti di tipo “disco” sia in
effetti uguale al minimo delle masse di correnti rettificabili.

CAPITOLO 2 In questo capitolo iniziamo lo studio del determinante ja-
cobiano per mappe in W'? dimostrando il teorema di continuita
di Reshetnyak (teorema [2.5).

CAPITOLO 3 Introduciamo il detrminante distrubuzionale, ne illustria-
mo le principali proprieta ed infine dimostriamo un teorema di
struttura per il determinante di mappe a valori in §" 1.

cAPITOLO 4 Dopo aver definito la variazione totale rilassata ne stu-
diamo la dipendenza dal dominio (teoremi [4.4] e [4.5). Nella se-
conda parte riportiamo alcuni risultati sull’approssimazione di
mappe a valori in $"~! ed infine dimostriamo 1'uguaglianza tra
TV e | Det Du| per queste funzioni (teorema [4.25).

caPITOLO 5 Nella prima sezione diamo la definizione di grado topo-
logico per mappe discontinue presente in [40] e ne mostriamo il
legame col determinante distribuzionale. Dopo aver introdotto
la classe WOP dimostriamo con l'ausilio del teorema di White
l'uguaglianza tra il determinante distribuzionale e la variazio-
ne totale per queste funzioni. Nell'ultima sezione introducia-
mo le mappe debolmente monotone e ne studiamo le proprieta
di continuita (teorema [5.13).



1

NOZIONI PRELIMINARI

In questo capitolo enunciamo, principalmente senza dimostrazione,
alcune nozioni che ci saranno utili in seguito per lo piut per fissare
le notazioni. Enunceremo spesso i risultati non nella loro massima
generalita ma nella forma in cui li useremo nel seguito.

I riferimenti bibliografici sono: per la prima sezione [15) |26} 20], per
la seconda [15) 126} l46]], per la terza [[19, 28| [32], per la quarta [16, 33} 43].

1.1 TEORIA DELLA MISURA
Riportiamo brevemente alcune nozioni di teoria astratta. Nel seguito

X indichera uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto.

Definizione 1.1. Una famiglia di insiemi £ C P(X) e detta o-algebra
se vale:

1. 0eé&
2. se E € EalloraEf €&
3. se {Ex}p, € € allora U2 Er € &

L’intersezione di c-algebre ¢ ancora una c-algebra quindi ¢ ben de-
finta, per ogni S C P(X), la o-algebra generata da S come la piit
piccola c-algebra che lo contiene. Nel seguito indicheremo con B(X)
la o-algebra generata dagli aperti di X (detta di Borel).

Una funzione da X in R & detta &-misurabile se f~1(U) € & per
ogni aperto U C IR, per funzioni a valori vettoriali la definizione si da
per componenti.

Definizione 1.2. Una funzione u: P(X) — [0,00] dove £ & una o-
algebra e detta misura positiva se:

1. u(@) =0
2. u(E) = Yy n(Ex) se E C UpZq Ex.

Ad ogni misura y € naturalmente associata una sigma algebra detta
dei p-misurabili definita da:

My ={E: u(A) = p(ANE) +u(ANE") perogni A C X}.

Si puo dimostrare che y: M, — [0, +-c0] & o-addittiva ossia:

[e9)

(U Ex) = ) u(Ex) se Ex € M, disgiunti
=1 =1

Ricordiamo anche:
Lemma 1.3 (Lemma di Borel-Cantelli). Se Ay € M, sono tali che:

e}

Y pu(Ag) < o0

k=1

allora:
u({x: x € Ay per infiniti k}) =0



Sara utile nel seguito restringere le misure su sottoinsiemi di X, data
una misura y allora si definisce, per ogni sottoinsieme A € M, pLL A
come uLA(B)=u(ANB).

Faremo largamente uso della nozione di misura a valori in uno spa-
zio vettoriale, diremo che yu € una misura vettoriale a valori in R™ se
esiste una misura positiva v e una funzione ¢ misurabile da X in R"
tale che per ogni E € M,:

u(E) ::/Ea(x)dv(x).

se ¢ : X — R™ & misurabile definiamo:

-d::/-d.
/X‘PV X‘P‘TV

Data una misura vettoriale y definiamo la sua variazione totale come
|| = |o|dv ossia come la misura definita da:

HIE) = [ o(@ldv(x).

si puo verificare che questa definizione non dipende dalla scrittura di
u come odv e che la variazione totale e caratterizzata da:

\u|(E) = inf{}_ |u(Ex)| con E = | J Ex E disgiunti}.

Una misura positiva e detta:
e o-finita se esistono Ay € M, per cui X = [Jy Ay con p(Ay) <
* di Borel se B(X) € M,
e di Radon se & di Borel e y(K) < co per ogni compatto K.

Diremo che una misura vettoriale & di Radon se tale & |y|. Nelle sezioni
successive chiameremo semplicemente misure le misure di Radon su
X e le indicheremo con M (X), inoltre sotto-intenderemo sempre di
utilizzare insiemi boreliani.

Ricordiamo che se X C R”, p € una misura di Radon positiva ed E
e boreliano abbiamo che:

#(E) = inf{u(A): A aperto, E C A}
= sup{u(K): K compatto, K C E}

11 teorema successivo illustra 'importanza delle misure di Radon in
analisi:

Teorema 1.4 (Riesz). Sia L: CO(X;R¥) — R un funzionale lineare tale che
per ogni compatto K esite una costante C(K) per cui:

L(¢) < C(K)||@|lw per ogni ¢ tale che spt ¢ C K

allora esiste una misura di Radon positiva u e una funzione o € L®(X;R¥)
tale che:

M@=/W¢W

Osserviamo che nel caso di funzionali definiti su C?(X;R) le ipotesi
del teorema sono soddisfatte da funzionali lineari e positivi ossia tali
che L(p) > 0 se ¢ > 0. Infatti sia ¢ € CO(X;R), sptep C K, x €
C%(X;[0,1]) con K C {x = 1} allora:

—Xllollo < 9 < xllolle

e quindi:
IL()] < LX) ¢l eo-



Notiamo inoltre che, detta v = ody, abbiamo

LI = 1vI(X) = sup{ [ o gdp: ol <1}

Utilizzando il teorema |1.4| & possibile definire una convergenza tra
misure di Radon, pili precisamente diremo che una successione di
misure di Radon {y} converge debole * a una misura y se per ogni
funzione ¢ appartenente a C?(X;RR¥) si ha:

/<P-duk—>/¢-dy~

Nel caso di misure a valori in [0, +c0] valgono le seguenti proprieta
di facile dimostrazione:

* u(A) <liminf p(A) per ogni aperto A
* 1u(K) > limsup py(K) per ogni compatto K
e u(E) = klim 1k (E) per ogni boreliano E con y(dE) = 0.

Queste non sono vere nel caso di misure a valori vettoriali, tuttavia
per ogni aperto A abbiamo:

[#I(4) < liminf || (4)

Immediata conseguenza del teorema di Banach-Alaoglu ¢ il seguen-
te criterio di compattezza:

Teorema 1.5. Sia {yy} una sucessione di misure di Radon, supponiamo che
sup |px|(X) < C, allora esiste una sottosuccessione iy, e una misura y tale
che: X
Hi, — H
Trattiamo ora brevemente la differenziazione di misure, date due
misure di Radon y e v diremo che:

® u e assolutamente continua rispetto a v, e scriveremo y < v se:
VI(E) = 0= u(E) =0

® 1 e v sono singolari, e scriveremo v_L y se esiste un insieme misu-
rabile A tale che:

[ul(A) = [v|(X\ A) = 0.

Si ha ovviamente che j << |u| e inoltre se v = fdy allora v < p, la
precedente osservazione si puo invertire nel seguente:

Teorema 1.6 (Radon-Nykodim). Siano u e v due misure su X con y posi-
tiva, supponiamo che X sia o-finito rispetto a y e |v|. Allora esite un’unica

funzione f € L} () e una misura vs singolare rispetto a y tale che:

v = fdyu+ vs.

Ovviamente l'unicita di f e da intendersi a meno di modifiche su
insiemi di misura nulla.

Nel caso di misure definite su sottoinsiemi aperti di R" la funzione
f @ caratterizata dalla seguente proprieta:

(B
fo0 = limy Bz )

che esiste y quasi ovunque.
Concludiamo questa sezione enunciando il teorema di ricoprimento
di Besicovitch che useremo pii1 volte in seguito.



Teorema 1.7 (Besicovitch). Sia E C R" e F una famiglia di palle chiuse
tali che:

1. E ¢ contenuto nell’insieme dei centri di F

2. inf{r: B(x,r) € F} = 0 per ogni x € E (chiameremo un tale
ricoprimento fine)

e sin p € M(R") una misura di Radon positiva, allora esiste una sottofami-
glia numerabile Fo C F di palle con interno disgiunto tale che:

nE\N U B)=0.

BeFy

Osserviamo che nel teorema possiamo sostituire alle palle chiuse
palle aperte se, e nel seguito sara sempre cosi, per ogni x € E I'insieme
{r: B(x,r) € F} & non numerabile. Notiamo anche che se E & un
aperto possiamo supporre che ogni palla in F sia contenuta in E e
pertanto:

wE)=pu(J B)+uE\ J By =u( U B).

BeF, BeFy BeFy

Infine sottolineamo, poiché ci sara utile in seguito, come nel prece-
dente teorema e nelle osservazioni successive, sia possibile sostituire
alle palle altre famiglie di insiemi, in particolare il teorema vale per
cubi e pill in generale per insiemi del tipo:

C(x,r)=x+7rC

con C convesso, compatto tale che 0 € Int(C), per ’enunciato nella sua
completa generlita e le dimostrazioni rimandiamo a [20].

1.2 MAPPE DI SOBOLEV E MAPPE BV

Nel seguito della sezione, e della tesi, indicheremo con ) un sottoin-
sieme aperto e limitato di R” e con C, M, K generiche costanti il cui
valore pud cambiare anche nel corso della stessa espressione.

1.2.1  Spazi LP e convergenza debole

Indichiamo, per p € [1,00), con LP(Q;R¥) lo spazio delle funzioni
misurabili con p-esima potenza sommabile e con L lo spazio delle
funzioni essenzialmente limitate (ometteremo spesso lo spazio di arri-
vo se € chiaro dal contesto), ricordiamo che L? & uno spazio di Banach
rispetto alla norma:

1
7))’ 1<

1fllr ) = (fﬂm) sel<p<oo
ess sup|f(x)| p = co.

+5 =1

Inoltre se 1 < p < oo abbiamo che (LP)* = L” con % )

Scriveremo quindi che:
fx — f debole L¥ (debole-* L™)

se:
/fkg — /fg per ogni g € LY.
Le proprieta principali che useremo, sonoper 1 < p < coe fi — f:
L | fllr < Hminfy o || fillLr-

2. limsupy_, || fellr < C.



3. (Banach-Alaoglu) Se limsup,_, . ||fx||r» < C allora esiste una sot-
tosucessione debolmente convergente (debolmente-* se p = o).

Useremo spesso la seguente:

Proposizione 1.8. Sia fy — finLPeg, — gin L¥' allora:

'/fkgk_> /fg

Dimostrazione. Utilizzando la disuguaglianza di Holder e 1'osservazio-
ne precedente:

+|[ o [ o] <

I = Solelyp + | [ S [ 5| =0

1.2.2 Distribuzioni

Ricordiamo ora alcuni concetti della teoria delle distribuzioni; sia
U C R" un aperto, indichiamo con D(U) l'insieme delle funzioni
C*(U;R) a supporto compatto con la seguente nozione di convergen-
za, Py — @ se:

1. esiste un compatto K C U tale che spt ¢, C K per ogni k
2. per ogni multi-indice &, D* @, — D"¢ uniformemente.

Diremo che T & una distribuzione e scriveremo T € D'(U) se l'ap-
plicazione T: D(U) — R ¢ lineare e continua ossia se:

(T, px) = (T, ¢) se ¢r— @€ DU).

Si pud provare che per ogni compatto K C U esiste una costante
C(K) e un intero m(K) tale che se T € D'(U):

(T, )] < CR 9l cncor i

dove:
lollcny = Yo ID%@llLe(x)-
la<m

Diremo che una distribuzione ha ordine minore o uguale a m se
m(K) non dipende da K.

Osserviamo che il teorema [1.4|ci dice che ogni distribuzione di ordi-
ne 0 e rappresentabile da una misura di Radon, questo in particolare e
vero per le distribuzioni positive ossia tali per cui (T, ¢) > 0se ¢ > 0.

Riicordiamo che L}, (U) si immerge in modo naturale in D'(U) po-
nendo:

(Tr,¢) i= [ f(x)g(x)dx per ogni f € L.

Considerazioni analoghe valgono perlo spazio delle misure di Radon.
Diremo che una sucessione di distribuzioni Ty converge debole-* a

T, e scriveremo T}, X T, se:
(Tx, ¢) — (T, ¢) per ogni ¢ € D(U).

Se T & una distibuzione definiamo, per ogni multi-indice «, la sua
derivata come:
(DT, ¢) = (~1)"(T, D*¢)

10



Mostriamo ora come approssimare una distribuzione con funzioni
regolari. Sia ¢ € C°(B(0,1)) positiva e con integrale 1, definiamo una
famiglia di nuclei mollificatori 0. € C°(B(0,¢)) come:

0e(x) = 8%@(%)

Per f € L}, (R") definiamo:

fe(x) = /f(x —y)ee(y)dy.

Le seguenti prorieta sono ben note:
1. fe € C®°(R")
2. fe — f quasi ovunque
3. fe — fin LP(R") se f € LP(R")
4. fe — f uniformemente sui compatti se f € CY(IR")
5. (D*f)e = D"fese f € C" e |a| < m.

Definiamo ora per ogni distribuzione T la funzione:
To(x) i= T ge(x)dx = (T, (- — x)),

e consideriamo la distribuzione associata (che indichiamo sempre con
T; ) definita su Uy = {x € U: dist(x,oU) > €}:

(T 9) = [ Tu(x)g(x) = (T, (g))

allora T, € C® e T, ~ T.
Inoltre se 1 € M(U) & una misura di Radon, che possiamo scrivere
come y = fdL" + us, ricordiamo che:

ue(x) — f(x) per L" quasi ogni x .
1.2.3 Mappe di Sobolev e BV

Passiamo ora ad introdurre gli spazi di Sobolev. Diremo che una
funzione u appartiene a W7 ((); R¥) se u e Du (intesa in senso di-
stribuzionale) sono funzioni in LF(Q). Se u € L'(Q) @ tale per cui
Du € M(Q;R") allora diremo che u & una funzione in BV (Q;R¥).

E noto che W(Q) e BV(Q) sono spazi di Banach rispetto alle
norme:

lullwirqy = lullr) + 1Dl e

lullpv(q) = llullL1(q) + [Dul(Q).

Diremo inoltre che un sottoinsieme di IR” ha perimetro finito se 1¢ €
BV (R"), per la teoria degli insiemi di perimetro finito rimandiamo a
[15] a cui ci riferiamo anche per le notazioni.

Data una successione di funzioni {u;} C W' diremo che questa
converge:

e forte a u se ||ux — ul|y1p — 0

® debole a u se uy — u e Duy — Du nella topologia debole di L?
(debole-* se p = ).

Vedremo in seguito come la convergenza debole dei gradienti garan-
tisca di fatto una convergenza migliore delle funzioni.

11 teorema seguente prova la densita delle mappe regolari negli spazi
di Sobolev:

11
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Teorema 1.9 (Meyers-Serrin). Se Q) ¢ un aperto di R" allora C®(Q2) N
WP (Q) & denso in WP rispetto alla topologia forte.

Definiamo Wé'p (Q) come la chiusura di C®(Q) in WP, In generale

WP (Q) # W(}’p (Q), quest’ultime rappresentano le funzioni che sono
nulle su 9.

La sommabilita dei gradienti garantisce una maggiore regolarita
delle funzioni, infatti si ha:

Teorema 1.10 (Immersione di Sobolev). Sia () un sottoinsieme aperto e
limitato di R™ con bordo lipschtziano allora:

1. se p < n, WP (Q) si immerge in modo continuo in L” con r € [1, p*]

con p* = np_np I'mmersione inoltre ¢ compatta® per r € [1, p*)

2. BV(Q) si immerge in modo continuo in L™ con r € [1,n*] inoltre
I'mmersione é compatta per r € [1,n*)

3. WY(Q) si immerge in modo continuo e compatto in L con r € [1,00)

4. se p > n, WYP(Q) si immerge in modo continuo in> C%*(Q) con

a<1-— % inoltre I'immersione é compatta se x < 1 — %

Una stima quantitativa dell’ultima parte del teorema & data dalla
disuguaglianza di Morrey:

Proposizione 1.11 (Morrey). Sia u € WY (B(x,r) p > n allora:

W@)—MWISCWWV15<A“”MMV>;

perogniy,z € B(x,r).

Riportiamo infine una versione della disuguaglianza di Poincaré che
useremo in seguito:

Proposizione 1.12 (Poincare). Sia u € WP (R") tale che sptu C K, K
compatto, allora:

P < C(Klnp) [ 1Dul”.
Jo 1w < (KL mp) [ 1Du

La proposizione precedente vale anche se u € BV a patto di sostuire
J |Du| con |Du|(R").

Nei capitoli sucessivi incontreremo anche mappe di Sobolev definite
tra varieta. Siano M¥ C R” e N/ C R™ due varieta compatte di dimen-
sione k e s, e consideriamo una atlante (che per compattezza possiamo
supporre finito) (U;, ¢;) di M.

Diremo che una mappa u: MF — R™ appartiene a W'# (M¥;IR™) se,
per ogni i, u o ¢; € W (IRF; R™). Definiamo la norma:

oz =X 1009l + Do g dct
1 i 1

la scelta di un atlante diverso da luogo a norme equivalenti.

Per questa classe di funzioni valgono teoremi del tutto analoghi
a quelli precedentemente enunciati dove il ruolo di n & ovviamente
sostituito da dim M.

Definiamo ora:

WP (M5 NY) = {u e WWP(MSR™): u(x) e N
per H*—quasi ogni x € M}

ricordiamo che una applicazione lineare si dice compatta se manda limitati in
relativamente compatti

Con C%(Q) indichiamo lo spazio di Banach delle funzioni a-h&lderiane con la norma
|u(x) —u(y)|

lllcon = llulleo + Uy ==
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che & un sottoinsieme chiuso di W'»(M¥; R™). Definiamo anche:

HY (MF; NY) = wlr(Mk; NT) N C(Mk; NT).

dove la chiusure & intesa rispetto alla topologia forte di W#(M*;IR™).
Ricordiamo che, sebbene ogni mappa a valori in N puo essere appros-
simata in norma da mappe liscie a valori in IR”, non & tuttavia detto
che questa siano a valori in N.

Piu1 esattamente si vede facilmente che se p > dim M, grazie all'im-
mersione W' (M; N) — CY%(M;N), allora le funzioni regolari sono
dense. Questo si puo estendere anche nel caso in cui p = n (vedi [27]).
Nel caso in cui p < dim M invece esistono ostruzioni topologiche per
cui, in generale, si ha:

H'Y (M5 N') ¢ WP (M5 N')

confronta la sezione [4.4]e [6, 2, 27].
Ricordiamo anche i teoremi di traccia (per la definizione di insieme
con bordo lipschitziano rimandiamo a [46]):

Teorema 1.13 (Traccia). Supponiamo che Q) sia un insieme con bordo lip-
schitziano allora C*®(Q)) ¢ denso in WP (Q) inoltre esite ununico operatore
continuo tr: WWP(Q) — LP(dQ) che coincide con la restrizione al bordo se
ue Whrncl(Q).

Quando tratteremo la restrizione di u a sottoinsiemi con misura di

Lebesgue nulla ci riferiremo sempre al rappresentante standard della
classe di u che e definito come:

() = lim, g \B(lT,r)\ fB(x,r) u(y)dy se il limite esiste
0 altrimenti.

Le principali proprieta di % sono, si veda [46]]:

1. detto P l'insieme in cui il limite non esiste si ha dimyP <n —p
2. (#)¢(x) — u(x) per ogni x € O\ P

3. uLr (3) & assolutamente continua per quasi ogni retta r

4. WLH & in WYP(HN Q) per quasi ogni iperpiano H e D"u =
D(u LH), in particolare se p > n — 1 risulta che 7 L H & continua
per quasi ogni iperpiano H

5. WLAB(x,7) & in WYP(dB(x,r)) per quasi ogni .

Si pud provare, si veda [41], che la restrizione di % a dB(x, r) coincide
con la traccia di u per H"~! quasi ogni punto. Nel seguito quindi non
distingueremo tra queste due nozioni.

1.3 GRADO DI BROUWER

In questa sezione ricordiamo alcune proprieta del grado di Brouwer
per mappe continue, che si rivelera uno strumento fondamentale nel
seguito.

Indichiamo con M e N due varieta k-dimensionali orientabili con
M compatta e ON = @ che supporremo immerse, indichiamo inoltre
con 7pr: (M), — M una retrazione liscia da un opportuno intorno
(M), = {y: dist(y, M) < r} di M, analogamente per N.

Sia f: M — N una funzione C! e y € N\ f(dM) un valore regolare,
allora {f~!(y)} @ finito e possiamo definire:

deg(f,M,y):= ), sign(detdfy).
xe{f1(y)}

3 Se C C R" indichiamo con f L C la restrizione di f a C

13



Si puo mostrare che deg(f, M,y) & localmente costante. In partico-
lare se oM = @ e N & connessa allora deg(f, M,y) & costante e lo
indicheremo solo con deg(f, M, N) o con deg(f).

Ricordando che, grazie al lemma di Sard, I'insieme dei valori critici

ha complementare denso, definiamo per ogni z € N\ f(dM):

deg(f,M,z) = 1<h_>nolo deg(f, M,yx) yj valori regolari

le osservazioni precedenti ci garantiscono che questo non dipende
dalla successione approssimante.
Ricordiamo le seguenti proprieta:

1. deg(f, M, y) & costante su ogni componente connessa di N \ f(dM).
2. Sey ¢ f(M) allora deg(f, M,y) = 0.
3.Se fY(y) cUUV, U,V apertie UNV = @ allora

deg(f, M,y) = deg(f,U,y) +deg(f,V,y).

4. Se H: [0,1] x M — N & una omotopia C! tale che H(0,x) =
g(x) e H(1,x) = f(x) ey & H(t,0M) per ogni t € [0,1] allora
deg(g, M, y) = deg(f, M, y)-

5. Se ¢ = f su oM allora deg(g, M,y) = deg(f, M, y), in particolare
il grado dipende solo dai valori al bordo.

II grado di Brouwer puo essere definito anche per mappe continue
approssimandole con funzioni di classe C!, e la proposizione ci
garantisce che € una buona definizione.

Proposizione 1.14. Siano f e ¢ mappe C?, esiste un e9(M, N) tale che se
e<epelf—glleo < eallora f & omotopa a g.

Dimostrazione. L'omotopia e data da:

H(t,x) = 7on (£ (x) + (1 = £)8(x)).
O

Per mappe a valori in S¥ il grado permette di classificare esattamente
la classe di omotopia, vale infatti:

Teorema 1.15 (Hopf). Siano f e g mappe continue da una varieta M, com-
patta e senza bordo, a valori in S¥, allora f e g sono omotope se e soltanto se
deg(f, M,S*) = deg(g, M, SF).

Ricordiamo infine alcune formule integrali che caratterizzano il gra-
do e che ci permettono di definirlo per mappa in opportune classi
di Sobolev (vedi anche la sezione [5.1). Per le definizioni di forma
differenziale e di pull-back rimandiamo alla sezione sucessiva.

Siay € U, U componente connessa di N\ f(dM) e ¢ sia una k-forma
a supporto compatto in U e per cui [y, ¢ = 1 allora, si veda [19]:

deg(f,My) = [ F(0).

In particolare abbiamo che se M & una varieta compatta senza bordo
e f: M — S la forma:

L Y (=1 ydyt A Ady T AdY T A A dyF

?= Yeon
kwk].
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soddisfa le ipotesi* e quindi:

deg(f,M,8") = | fi(g)

1 o . .
= 1V AAFIN AT NN - AR
kwk/M]E.( YT fdf f f f

1 .
= keor /Mf(x) adjDf (x) - vydHE.

dove per l'ultima uguaglianza si confronti la dimostrazione del lemma
Osserviamo che se u € WP(M,S¥) con p > dimM allora, ricor-
dando il teorema di Sobolev, abbiamo che u € C° e quindi, appros-
simandola con mappe lisce a valori in S¥ uniformemente e in W'?,
abbiamo che la formula precedente vale anche per u, si veda anche

(8, @l
1.4 TEORIA GEOMETRICA DELLA MISURA
1.4.1 Algebra multilineare

Riportiamo ora alcuni concetti di teoria geometrica della misura. Sia
{e1,...,en} una base di R" e {dx!,...,dx"} la base duale di (R")*
ossia tale per cui: '

dxl(e]-) = (51]

Per ogni k,n € IN, indichiamo con:
T(k,n) ={(ar,..., ) ENF1 <y < - <o <n}

I'insieme dei multi-indici ordinati di lunghezza k.
Definiamo lo spazio dei k-covettori Ax(IR") come l'insieme delle
funzioni multi-lineari e alternanti su (R")¥ ossia delle
p:R"x- -+ xR" - R
(v1,...,0%) — @(v1,..., V%)

tali che:

p(v1,..., Av+pw,..., )
=Ap(v1,...,0,...,0c) +ue(vy,...,w,...,0)

P(Vo(1), -1 Vo)) = (=1)7(v1, ..., vk)

per ogni permutazione o € Si, dove (—1)7 & il segno di ¢.

Analogamente definiamo lo spazio dei k-vettori A¥(R") come I'in-

k

sieme della funzioni multi-lineari e alternanti su ((]R”)*) . Abbiamo
AN (R") = R" e A1(R") = (R")*.

Definiamo il prodotto esterno tra k-vettori A : AF(R") x A*(R") —
AK(R™) associando alla coppia v € AX(R") e w € A"(R") I'(h +
k)-vettore:

(o Aw)(gh, ..., q)(k+h))

1
_ i Z (_1)00(470(1), . q)a(k))w(q)a(thl), ., (Pv(thk))
T OES g
e analogamente per i k-covettori, osserviamo che v Au = —u A v.

4 kwy = HK(SF)
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Si puo verificare che vy, ..., v, € R” sono linearmente indipendenti
se e solo se v1 A - - - A vy = 0. Diremo che un k-vettore v & semplice se
esistono vy,..., v € R" percuiv =0y A+ -+ A 0.

Ad ogni k- vettore semplice e non nullo & possible associare un sotto-
spazio vettoriale di dimensione k

V() ={w e R": v Aw =0} =span(vy,...,v),

se v e u sono semplici allora V(v) = V(w) se e solo se v = cu per un
qualche ¢ # 0.
Si pud inoltre vedere che per ogni & € Z(k,n) i k-vettori semplici

ey =€y N Negy,
formano una base di AF(IR"). Lo stesso vale per i k-covettori
dx® = dx™ A - Adx".
In particolare abbiamo che:

) " sen<k
dlmA(]R”)_{(()k) en ok

Gli spazi A¥(R") e Ax(R") sono in dualita mediante 1'applicazione
che sulle basi & definita da

(ea,dxPy = 681 .. 5%,

Chiameremo k-forma differenzaiale un funzione w: U C R" —
Ax(R™) di classe C*, ossia un’espressione del tipo:

wx)= Y wa(x)dx"

e (kn)

con w, € D(U). Denotiamo con Di(U) lo spazio delle k-forme a
supporto compatto. Diremo che una successione di k-forme converge
se le loro componenti convergono in D(U) nel senso introdotto nella
sezione precedente.

Se w € Dy(U) definiamo il suo differenziale esterno dw € Dy, 1(U)
come:

1. df = Y 9;fdx se f € Dy(U) = D(U)
2. dw =df Ndx" se w = fdx*

e estendendolo per linearita. Le principali proprieta del differenziale
esterno sono:

1. dlw+¢) =dw + dy;
2. d(dw) =0;
3. d(wA@)=dwA e+ (—1)'wndesew e D(U) e g € Dy(U).

Ricordiamo inoltre che se f: U — V & una mappa regolare si defini-
sce per ogni forma w su V il suo pull back come la forma definita su U
data da:

fHw) = Y wulf(2))df".
Se f & propria (ossia la retroimmagine di compatti & compatta) allora
f#: Di(V) — Di(U), inoltre d(ffw) = fH(dw) e fH(w A 9) = f*(w) A
(o).
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1.4.2 Correnti ed un teorema di White

Possiamo ora definire una k-corrente come un funzionale lineare e
continuo T: Di(U) — R e scriveremo T € DX(U). Diremo che una

successione di correnti converge debole-* (Tj A T) se Ti(w) — T(w)
per ogni forma w € Dy (U).

Se M & una varieta differenziabile di dimensione k possiamo asso-
ciargli in modo naturale la corrente:

IMI(@) = [ (w,m)d?

dove Tjr(x) & il k-vettore unitario associato a TyM. Possiamo pertanto
pensare alle correnti come ad una generalizzazione del concetto di
superficie.

Data una corrente T € D*(U) definiamo:

1. sptT come il pitt piccolo chiuso tale che T(w) = 0 se sptw C
u\c

2. M(T) = sup{T(w): |w| <1}
3. 0T € D*~1(U) come la (k — 1)-corrente definita da:
0T (w) = T(dw),
Osserviamo che 9°T = 0.

4. Se f: U — V e propria e regolare definiamo il push forward di T
come la corrente fyT € D¥(V) definta da:

fiT(w) = T(ffw).

Con un procedimento di approssimazione possiamo definire il
push forward anche con mappe proprie e lipschitziane (vedi [16]).

Nel caso in cui T = [M] abbiamo che M(T) = HX(M) e, per il
Teorema di Stokes, d[M] = [oM].
Introduciamo ora una classe di correnti particolarmente importan-

N

te. Diremo che un sottoinsieme M di R" & H¥-rettificabile se si puo
scrivere come:
M=Mou (Um;)

dove H¥(My) = 0 e M; C Nj con N; varieta k-dimensionali. Per gli
insiemi rettificabili ¢ possibile definire la nozione di piano tangente
T¢M in H¥-quasi ogni punto tale piano coincide con TyS per H*-quasi
ogni x € MN S dove S & una varieta k-dimensionale.

Diremo che una k-corrente T & rettificabile e scriveremo T € R*(U)
se esiste un insieme k-rettificabile M con H*(M) < oo, una funzione
0 € L'(M;Z) e una funzione Ty, Borel-misurabile che associa a quasi
ogni x € M il k-vettore unitario associato a Ty M, tali per cui:

T(w) = /M<w(x),TM(x)>6(x)de.

Si pud mostrare, con le notazioni di prima, che fy(R*(U)) C R¥(V).

Ricordiamo ora alcuni teoremi classici. Poiché lavoreremo sempre
con correnti definite su tutto R” ne daremo l'enunciato solo per qusto
caso.

Teorema 1.16 (Chiusura). L'insieme:
{T € RF(R"): sptT C B(0,R) M(T) + M(aT) < C}

¢ sequenzialmente compatto in D*(R") rispetto alla convergenza debole-x.
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Teorema 1.17 (Isoperimetrico). Se S € R (R") a supporto compatto
e tale che S = 0, allora esiste una T € R¥(R") tale che S = 9T inoltre:

k=1
k

M(3T) < C(n, k) (M(T))

Conseguenza di questi due teoremi e della semicontinuita inferio-
re della massa rispetto alla convergenza debole-* & che, data S €
RE=1(R") a supporto compatto, il problema di Plateau:

A(S) = inf{IM(T): T € R¥(R"), oT = S}

ammette minimo.
La teoria delle correnti n-dimensionali in IR” e strettamente legata a
quella delle funzioni BV infatti vale:

Teorema 1.18. Sia T € D"(R") tale che M(dT) < oo allora esiste una
unica funzione f € BVj,.(R") tale che:

L' f(9) = [ Fp(x)ds = T(p(x)dx A+ Ada")

inoltre se w = Y(—1)iwidx! A~ Adx= Adad A Ada:
aT(w) = Z/wllef
i

quindi M(T) = [ |f] e M(9T) = [Df|(R"). Inoltre T € R"(IR") se e solo
se f € BV((),Z).

Teorema 1.19 (Costanza). Sia T € D"(U) con U C R"aperto conesso,
supponiamo che T = 0 allora:

T = c[U]

Il teorema precedente ci dice che una corrente T € D"(R") di massa
finita @ univocamente determinata dal suo bordo, infatti se dS = 90T
abbiamo che:

T =S+ c[R"]

e da M([R"]]) = oo otteniamo ¢ = 0. In particolare se T € D"(R") ha
massa finita e 9T € R" 1 (R") allora T € R"(R").

Sia U C Q) & un aperto con bordo liscio, # & una mappa propria e
regolare e T € D"(IR") con massa finita tale che 0T = uy[oU]. 1l teo-
rema precedente e la discussione che lo segue implicano che esistono
uniche f e T tali che 9T = ug[[oU] e L" L f = T. Siccome

oT = M#HaU]] = au#[[ll]]

abbiamo T = uy[U]. Dalla formula di cambiamento di variabile
abbiamo:

T(p(y)dy' A--- Ady") = uy[U]((y)dy' A--- Ady")
= [[U]](lp(u(x))dul A-- ANdu™)

= /u ¢ (u(x))det Dudx
= [, $(v) deg(u,U,y)dy
da cui f = deg(u, U, y).

Enunciamo ora il teorema di White [45], che si rivelera essere uno
strumento fondamentale nel seguito:

18



Teorema 1.20 (White). Sink > n > 3¢ f: 0B(0,1) C R" — R una
mappa lipschitziana, allora:

min{M(T), T € R"(R¥) oT = f4[9B]}
= inf{/ Jug(x)dx, ¢: B — RX, g lipschitziana, g1 9B = f}
B

dove J,§ = \/det DgTDg ¢ il jacobiano n-dimensionale.

Essenzialmente questo teorema ci dice che, per n > 3, il minimo
delle masse delle correnti (sul supporto delle quali non si fanno ipotesi
topologiche) ¢ uguale all’estremo inferiore dell’area delle superfici di
tipo disco.

Noi useremo il teorema sempre nella forma seguente:

Corollario 1.21. Sia u: B C R" — IR”" regolare dove B é una palla, n > 3,
allora per ogni ¢ > 0 esiste una mappa g: B — R" lipschitziana tale che
g=usuodBe:

/|deth(x)\dx§/ | deg(u, B,y)|dy + 0.
B R"

Dimostrazione. Infatti la discussione che precede il teorema di White
ci dice che l'unica corrente T € R"(IR") di massa finita e tale che
oT = uy[[oB] & L" Ldeg(u, B,y). O

Mostriamo che il teorema & falso per n = 2:

Esempio 1.22. Consideriamo la mappa ¢: S! — R? data da:

(—1+4cosd,sen4d?d) se € [0, 5]
o (9) = (1 —4cosd,sen4dd) sed €|

(—1+4cos®, —sendd) sed € [m, 3]

(1—4cos?, —sendd) sede|

che manda 8! nella curva ad “otto”:

X ={(x},x?) e R%: (x' —1)2+ (x®)2 =1}
U{(xh,x?) e R*: (1 +1)2+ (x?)? =1}

percorrendo ognuna delle due circonferenze che la compongono una
volta in senso orario e una volta in senso antiorario, cosicché ¢x[S']] =
0.

Consideriamo g: B — R? con gL S! = ¢, allora si vede subito che
deg(g,B,y) = 0. Per motivi topologici, si veda [42], 'immagine di g
deve ricoprire almeno una volta uno dei dischi B*((41,0), 1) e poiche
deg(g, B,y) = 0, lo ricopre in effetti almeno due volte. Quindi, usando
la formula dell’area:

0:/|deg(g,B,y)| <= /]R N(g,B,y)dy:/B|deth(x)|dx

Riportiamo infine le formule di area e co-area per mappe lipschitzia-
ne. Definiamo:

V/detDf(x)TDf(x) sen <k
VdetDf(x)Df(x)T sen >k

Juf (x) = {
dove AT & la trasposta di A.

Teorema 1.23. Sia f: R" — R una mappa lipschitziana e g: R" — [0, 0]
Borel-misurabile, allora per ogni A C R" misurabile:
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1. Formula dell’area. Se n < k allora:

[ gnfax= [ ( L so)oo
xef Ny

2. Formula di coarea. Sen > k

Jysmfae= [ ([ sar )i,

Le formule precedenti si generalizzano anche al caso in cui f: M —
N, con M e N insiemi rettificabili, a patto di sostituire D f con DM, si
veda [16].

La formula di coarea la useremo sempre nella forma:

[ = o s Ty

dove f: R" — R ¢ tale che |[Df| > 0 quasi ovunque.
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2

IL DETERMINANTE JACOBIANO

2.1 IL DETERMINANTE PER MAPPE DI SOBOLEV

Se u: (3 — R" & un diffeomorfismo allora il determinante jacobiano
di u rappresenta la variazione infinitesima di volume dovuta alla defor-
mazione u. Piti precisamente la formula di cambiamento di variabile
ci dice che:

u(Q)| = /Q | det Du(x)|dx

quindi per il teorema della media (supponendo det Du(x) > 0):

det Du(x) = lim _1 det Du = lim M
r—0 |B(x,7)| JB(x,) r—0 |B(x,7)]

Nel seguito di questo capitolo ci proponiamo di stabilire che senso
dare a espressioni di questo tipo se u appartiene ad uno spazio di
Sobolev W7 (Q).

Innanzi tutto il caso in cui u sia regolare ma non iniettiva e trattato
dal seguente teorema, facile conseguenza della formula dell’area.

Teorema 2.1 (Cambiamento di variabile). Sia u: QO — y una funzione
lipschitziana e g: R" — R sommabile, allora

[ s@) detDu)ldx = [ sIN@Ody @)

| gtux)) detDu(x)dx = [ g(v)deg(n,Qudy  (22)

dove N(u,Q),y) = #{u"'(y) N Q} ¢ la funzione indicatrice di Banach.

Sostanzialmente la prima parte del teorema, con g(y) = 1, (y), ci
dice che l'integrale del modulo del determinante conta in valore asso-
luto quante volte I'immagine di u ricopre lo spazio di arrivo, mentre
nel secondo caso si tiene conto anche dell’orientazione (ossia se prima
ricopriamo in un verso e poi in quello opposto abbiamo un contributo
netto nullo). Le formule precedenti si possono generalizzare, si veda
[16], anche al caso di funzioni solo approssimativamente differenziabili
(ricordiamo che il teorema di Rademacher garantisce che ogni funzio-
ne Lipschitziana e quasi ovunque differenziabile) a patto di sostituire
det Du con det(apDu).

Se u € W'P(Q) e p > n allora una immediata applicazione della di-
suguaglianza di Holder ci assicura che det Du € L!(Q) e utilizzando
la densita delle mappe regolari in W7 si pud mostrare che il deter-
minante jacobiano conserva le stesse proprieta di quello delle funzioni
lisce (confronta la discussione all'inizio della sezione [2.2).

Nel caso in cui p < 7 non solo non vi & nessuna garanzia sulla som-
mabilita del jacobiano ma, anche nell’eventualita che sia sommabile,
si perdono molte delle proprieta peculiari del caso regolare. Infatti
sebbene ogni mappa in W'! sia approssimativamente differenziabile,
si veda [26} l46], e quindi, nela caso det Du € Llloc/ si possano scrivere
le formule precedenti; tuttavia si ha una perdita di informazioni nel
passaggio al limite.
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Esempio 2.2. Consideriamo la ben nota proprieta dell’integrale del de-
terminante jacobiano di essere un Null Lagrangem ossia di dipendere
esclusivamente dai valori assunti da u sul bordo di (), si veda la sezio-
ne e sia u(x) = ﬁ Allora u € WY (B(0,1);R") per ogni p < n,
det Du(x) = 0 quasi ovunque, # = x su dB ma:

0= / det Du # / detId = |B|.
B B
Inoltre se consideriamo la seguente successione di mappe:

X oset < x| <1
w(x) = {1 CES 1' - (2.3)
kx se|x| < ¢

si vede facilmente che u; — u in W'"?(B) ma:

|M=/ddm%%/ddmuﬂm
B B

2.2 CONTINUITA DEI MINORI

Passiamo ora a studiare la continuita del determinante, e pit1 in ge-
nerale dei minori, del gradiente di u rispetto alla topologia debole di
WLP. Senza entrare in alcun dettaglio ricordiamo come tali proprieta
siano di fondamentale importanza per lo studio della semicontinuita
di funzionali policonvessi, si veda [11].

Fissiamo per prima cosa un po’ di notazioni che ci saranno utili
anche in seguito. Per ogni matrice A € M"*"(R), i,j € {1,...,n} e
a, B € Z(h,n) definiamo:

o A; ’elemento nella i-esima riga e j-esima colonna di A

o Gg(A) la sottomatrice di A composta dalle righe e dalle colonne
indicizzate rispettivamente da « e 8

J Mg(A) = det Gg(A) il corrispondente minore
* M (A) il vettore di R” con T = (Z)2 il vettore composto da tutti
i minori di ordine h di A

definiamo inoltre adj A, l'aggiunta di A, come 'unica matrice n X n
tale che:
(adjA)A = (det A)Id

ossia la trasposta della matrice dei cofattori di A:
(adj A)i = (~1)MMI(A) ije{l,...,n}

dovet; = (1,...,i—1,i+1,...,n) &il complementare diiin (1,...,n)
e, in generale, per ogni & € Z(h,n) indichiamo con &; € Z(h —1,n) il
complementare di 7 in «.

Una veloce applicazione della disuguglianza di Holder ci dice che:

[ 1Mu(Du)[F < cun) [ |Dul. (2.9)

Allo stesso modo é possibile mostrare che se #y — u in norma
WP (Q) allora per ogni h < |p|:

P
h

My(Dug) — M;(Du) (2.5)
in norma L (Q)) dove con | p] indichiamo la parte intera di p.

Passiamo ora a trattare la continuita rispetto alla convergenza de-
bole; l'osservazione, che ci sara fondamentale, & che ci & possibile
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esprimere ogni minore di Du come una divergenza, per prima cosa
dimostriamo:

Lemma 2.3. Sia u € C*(Q) e, allora per ogni j = 1,...,n abbiamo:
Y 9i(adj Du)), =0
i

Dimostrazione. Siccome la dimostrazione nel caso generico puo sem-
brare oscura diamo prima la prova nel caso n = 2 che mostra come
questo lemma sia sostanzialmente equivalente alla nota uguaglianza
rotDu = 0:

2 _ 2
adj Du = ( o o1 >

—oul  9qul

e quindi prendendo ad esempio j = 1:
d1(adj Du)l + 9,(adj Du)} = 910,u” — 3,01u> = 0.

Diamo ora la dimostrazione nel caso generico, supponiamo j =1 e
consideriamo la n — 1-forma differenziale:

¢y =du® A Adu"

allora dalle proprieta del differenziale esterno si ha immediatamente
che dy = 0. Mostriamo che:

dyp = (Zai(adj Du))})dxl Ao Adx"
i
infatti, indicando con S, l'insieme delle permutazioni di {1,...,i—
1,i4+1,...,n}:
p=du? Ao Adu" = (Y 9pPdx’) A A (Y oudx’)
i i

= ) Oy u? ... 0y u'dxt A Adxin-t
(il,...,in,l)e{l,.‘.,n}”—l

Il
=

) (—1)”80(1)u2 O dxt A Adxe T A dx T At
1(765,7].

z o(u?,...,u"

det a(xl, ..., xi=1 i+ xm)

1

dxt A AdxTE A dX T A dx?

=1

(=) (adj Du)}dx" A+ Adx T  AdxT - A dx"

M=

Il
—_

da cui:

(=1)*d((adj Du)}) Adxt A - Adx' ™1 Adxi T A dx”

S
<
I
1=

i=1

(=) Y 9k ((adj Du)ydx* Adxt A+ Adx =1 Adx T A dx”
1 k=1

Y 9;(adj Du))})dxl Ao Adx"
i

I
1=

e Sl

la dimostrazione per j generico si fa considerando la forma:

p=dul A AduwTE AW A du
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A questo punto:

det Du(x ZBu )(adj Du(x))}

—Za x)(adj Du(x));) — Y u' (x)d;((adj Du(x))})

i

- dlv(u (x) (adj Du(x))})

dove il secondo termine nella seconda espressione & nullo per il lemm-

ma[2.3] pit1 in generale:
det Du(x) = div(u/(x)(adj Du(x))!)

e mediando questa espressione per i = 1,...,n si ottiene:

det Du(x —dlv Zu] (adj Du(x))! ) %div(u(x) adj Du(x)).
(2.6)
Analogamente si prova che per ogni «, 8 € Z(h,n) si ha:
Mi(Du) =Y " 9;(u" adj Gg(Du)) =
icp

= Y (—1)*a; uJMﬁ’(Du))
i€p

(2.7)

Osserviamo che queste identita sono state scritte per mappe di classe
C? ma per densita possono essere estese a mappe di classe W7, pit
precisamente se h < |p| allora per la si ha che la formula e
valida per ogni o, p € Z(h,n).

Abbiamo ora tutti gli strumenti per dimostrare:

Teorema 2.4 (Reshetnyak). Sia uy € W'P(Q) debolmente convergente ad
u e tale che sup ||ug||e < C allora, se p non ¢ intero e h < |p| si ha che:

M, (Du) = My, (Du) in Lk (Q) (2.8)
mentre se p € intero, si ha che vale perognih < p—1eperh = p:
Mp(Duy) = Mp(Du) in M(Q) (2.9)

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza si ha che la successione
{M},(Duy)} ¢ equilimitata in L¥ (Q)) quindi ammette un sottosucces-
sione convergente debolmente in Li se h < p o debole-x in M(Q)
se p = h. Basta allora dimostrare che il limite & proprio M (Du); la
tesi segue poi dall’indipendenza del limite dalla sottosuccessione. Per
dimstrare cio procediamo per induzione su h.

Per h = 1 questa ¢ semplicemente la convergenza Du; — Du. Sup-
poniamolo vero per i — 1 e mostriamolo per h: siccome la successio-
ne dei minori & limitata basta testare la convergenza sulle funzioni
¢ € CH(Q) e, utilizzando si ha, per ogniw, p € Z(h,n) :

[ oMyDu) = (=1 [ 93i(u M (D)) =
icp
=Ly [ drgu/ My (D)
1€ :

ora per ipotesi induttiva ./\/l (Du ) — Mi’ (Du) in L7 mentre per
'equilimitatezza di {uy} in L°° si ha ai(pu? — 9;9u" in L7 per ogni q €
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_r /
[1,00), in particolare convergono L»-(-1 e, osservando che (h—fl) =

pf(zfl) , S ottiene

lim — 2(—1)i*f/()8igousz§:(Duk) = - Z(—l)iJrj/Qai(pu“fMgf(Du)

koo ich icp
=) (-1 1‘”/ @d;(u “J/\/lﬁ/ Du)) / @M (Du)
icp
e quindi la tesi. O

Mostriamo ora come la tesi del teorema sia ottimale, ossia che se p &
intero non c’¢, in generale, speranza di avere convergenza dei minori
nella topologia debole di L.

Esempio 2.5. Consideriamo la successione di mappe u;: (0,1)? — R?
definita da:

1

ue(xt, x?) = —(1 — x®)*(cos kx!, sen kx!)

Sl

abbiamo:

Du (xl xz) _ \/E 1—x ) sen kx1 —\/l?(l —xZ)k’l cos kx!
R V(1 — x¥)kcoskx!  —vk(1 — x2)k 1 senkx!

2k
2
/0 12 uk| <2k—1<2

e poiché ||ug||c — 0 otteniamo u; — 0 in W'2((0,1)?).

Inoltre det Duy = k(1 — x2)?*~1 che non converge debole L! a ze-
ro; infatti se scegliamo come funzione test la caratteristica di (0,1)2,
abbiamo:

quindi:

/(0 Iy det Duy(x) = =

Tenendo conto della semicontinuita della norma rispetto alla con-
vergenza debole (o della variazione totale rispetto allla convergenza
debole-*) si ottiene immediatamente dal teorema applicato con
h = n, la seguente:

Proposizione 2.6 (Semicontinuitd). Sia p > ne uy € WP (Q) up — u
in WYP allora:
/ |det Du| < liminf/ | det Duy|
Q k—oo JO

Mostriamo ora come questo risultato di semicontinuita sia falso se
p < n (si veda tuttavia la proposizione [4.2).

Esempio 2.7. Sia Q = [0,1]" e u € C'(Q;R") tale che det Du # 0 quasi
ovunque in Q.

Utilizzando il lemma per ogni r € (0,1) suddividiamo Q in
n, = O(:%) cubetti o di lato 2r pitt n, = O(%y) parallelepipedi pY,
comunque equivalenti a [0,2r]" tramite una trasformazione lineare L
la cui costante di Lipschitz non dipende da 7, e tali che:

n 1y

T T M

Z/ 0 |Du|PdH" ! + Z/ " |Du|PdH" 1 < —/ |Du|Pdx (2.10)
=1 aQr =1 apr r Q

se r ¢ abbastanza piccolo.
Definiamo ora una successione di mappe u, € W? nel modo se-

guente: su ogni cubetto Qgi)

X —X;

|x — xifeo 2

up(x) = u(r
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Figura 1: La mappa u,.

dove x; @ il baricentro dell’i-esimo cubetto e || = max{x/: ] =
1,...,n}. Analogamnte sfuttando la trasformazione L definiamo la

mappa sui parallelepipedi® P,(i). Osserviamo che la mappa & ben
definita e se p < n si ha, grazie alla formula di coarea:

,
/Qg» |Duy [P :/0 /an|Dx(u(rxxT;’:i;+xi))|’“dH”_1(x)dQ

r 1
P X=X NP n—1
< Cr /0 /an) |Du(r= 15 + i)l |x|PdH (x)do

r 1
= CrP NP —gHrL
Cr /0 /a g.) |Du(rw + x;)| pd’H (w)do

r
p—n+1 pgpyn—1 n—p—1
<cr /BQ@ \DulPdH /0 0" P do

< Cr/ o | DulPdr L,
aqf

(2.11)
Pertanto grazie alla si ha che la successione 1, ¢ equilimitata in
WP,
Infine, dalla continuita di u, si ha la convergenza puntuale (uniforme
in effetti) di u, a u. Sia infatti x € Q, e > 0 e > 0 tale che:

OSCB(x,é) u<<e

J : .
allora, se r < ENGL risulta :

[y (x) —u(x)| < 08C () U < 0SCp(x,5) U < €
dove Qﬁi) ¢ il cubetto della partizione che contiene x.

Abbiamo quindi che u, — u in W', Essendo l'immagine di u,
(n — 1)-dimensionale si ha, per la formula dell’area (2.1):

/Q|detDur| =0

1 Si veda anche la dimostrazione del teorema
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Quindi, siccome |det Du| > 0:
liminf/ | det Duy| = 0 </ | det Dul.
r—0 JQ Q
Quello che mostra questo esempio & esattamente il tipo di fenomeno
che avevamo discusso all’inizio; il determinante jacobiano puntuale

delle mappe u, non tiene in alcun modo conto della “frattura” che
abbiamo creato nell'immagine di u.
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IL DETERMINANTE DISTRIBUZIONALE

3.1 PRIME PROPRIETA ED ESEMPI

Come gia osservato, il determinante puntuale per mappe in W7
con p < n perde molte delle caratteristiche che lo contraddistinguono
per mappe regolari. Una possibile soluzione a questo problema deriva
dalla formula che esprime il determinante come una divergenza
e che riportiamo qui in quanto ci sara fondamentale:

det Du(x ffdw(Zu )(adj Du(x))}) =  div(u(x) adj Du(x))

Sebbene questa uguaglianza si abbia a priori solo per mappe di clas-
se Wl il membro di destra risulta essere una distribuzione ben defini-
ta anche per mappe con gradiente meno sommabile. Pil1 precisamente
per garantire che 1 adj Du sia localmente sommabile basta una tra le
seguenti condizioni:

1,
1. ueW pconp>nJrl
2. u € WAL conp>n—1

Nel seguito supporremo, tranne quando esplicitamente detto, di essere
sempre nella seconda ipotesi. In entrambi i casi risulta ben definita la
distribuzione di ordine minore uguale a uno:

(Det D, ¢) = — [ (u(x)adj Du(x), Dgp(x)) ¢ €D(Q) (1)

Come gia detto, per mappe in W7 con p > n le due nozioni coin-
cidono. Se p < n, e quindi in generale non si ha la continuita del
determinante rispetto alla convergenza in norma, si ha in generale che
det Du # Det Du.

Consideriamo infatti la mappa u(x) = ‘;—‘ allora, come gia osservato,

det Du(x) = 0 quasi ovunque ma, prendendo la successione di mappe
(2.3), si vede facilmente che Det Du = wydy. Infatti per il teorema
si ha che: .
det Duy = wnknlB(0 1= wydy = Det Du
7k

dove la convergenza & da intendersi nel senso delle distribuzioni.
Il seguente teorema stabilisce la continuita dei determinanti distri-
buzionali rispetto alla convergenza debole:

Teorema 3.1. Sia {uy} una successione di mappe in W-¥ (Q) tale che uj —

u, supponiamo p > n — 1 e sup ||ug|| < C oppure p > le allora:

Det Duy ~s Det Du

dove la convergenza e da intendersi nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che per ogni ¢ € D(Q):

Z/ u;((adj Duk)§8j¢ — Z/ ui(adeu)§8j¢
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Dal teorema [2.4|si ha che adj Duy — adjDu in L%, inoltre uiaj(p —

L]

. P\
u'djp in LP~(n=1) = (Lnfl) ; questo ¢ immediato se {uy} & equilimi-

; © ; ; n? 4 *
tata in L%, altrimenti se p > ;7 basta osservare che e <P =
np

n—p A\ questo punto la tesi segue facilmente. O

Osserviamo che le ipotesi del teorema sono ottimali, infatti se p =
n —1 pud venir meno la continuita dei determinanti distribuzionali
rispetto alla convergenza debole, confronta I'esempio un’altro si
puod trovare in [10].

Tuttavia & chiaro dalla dimostrazione che se u; — u in W con
p>n—1esup |lug]ew < C allora:

Det Duy — Det Du

Esempio 3.2 (Mappe zero-omogenee). Definiamo uy: B(0,1) — R”"
come uy(x) = w(ﬁ') dove ¢: "1 — RR" & una mappa lipschitziana
allora: i

Det Du = 4y /R" deg(w, B, y)dy

dove w: B — R" & una qualsiasi mappa che coincide con ¢ su §"~!
(ricordiamo che per due mappe di questo tipo abbiamo deg(w1, B,y) =
deg(w, B, y), confronta la sezione . Per mostrarlo consideriamo la
successione:

w(¥) selx|<e

e (x) = {‘/’(éﬂ see < |x[ <1

allora u; — uy in W7 per ogni p < n e grazie al teorema
abbiamo che: .
det Dve = Det Dv, — Det Duy

1 X
det Du, = o det DU(E) Lp(0,e) (%)

da cui se ¢ € D(B) si ha:

en

= /B(O,l) ¢(ex) det Dw(x)dx — ¢(0) /3(0,1) det Dw

/qo(x) det Dug(x) = 1 /B(O,e) (x) detDw(%)dx

da cui, grazie alla formula dell’area (2.2):

Det Du :5/ dtDwxdx:é/.d w, B,vy)dy.
etDuy =00 [, 1 9e (x) 0 /., de8(w, B, y)dy
Possiamo interpretare 'integrale che compare a moltoplicare la delta

come l'area racchiusa da ¢(S"~!) contando segno e molteplicita. In
particolare se : $" 1 — §"~1 allora Det Du = (w, deg )do.

Esempio 3.3. Questo esempio mostra invece che non necessariamente
Det Du @ una misura di Radon, ossia una distribuzione di ordine 0,

consideriamo infatti Q = [—27,27t] X [—7, 7] e definiamo (vedi figura
2):
(cos(xzyn),sen(ﬂ—yn)) selyl <x+me—-m<x<0
v(x,y) = { (cos(#L),sen(7%)) sely|<m—xe0<x<m
(-1,0) altrove in Q

Pertanto v & costante fuori da {|y| + |x| < 7t} e per ogni p < 2 si ha:

/Q|Dv\p:C,, < oo
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Figura 2: La mappa v

inoltre, ragionando come nell’esempio precedente, si verifica che vale
DetDv = wyd_r + wydr. Consideriamo ora ve: eQ — S!, ve(x) =
v(%) allora:

Due|P = Cpe?7P.
[ Ipeel” = ¢,

_ Kk
A qusto punto scegliamo ey =2 277 e py = (x,%,O) con x,lc = cgg con
¢ > 0 tale che x,% — xiﬂ > 271(eg + €x41) € definiamo:

w(x) = ve, (X — pr) sex € pp+€Q
(—1,0) altrimenti.

Siccome v, & costante fuori da eQ, w & ben definita e sta in W?(R?) se
p < 2; inoltre, sfuttando la continuita del determinante distribuzionale,
si ha:
[ee]
Det Dw = wy Y (6, — 8q,)

k=1
con 1, = px — (e, 0) e qx = px + (71€k, 0), che si verifica immediata-
mente non essere una misura di Radon.

Abbiamo appena visto come il determinante distribuzionale non sia
in generale una misura. Tuttavia le mappe che godono di tale proprieta
sono di particolare importanza. Questa classe di funzioni, introdotta
in [29] e studiata in [13, [14] in un contesto leggermente diverso, ha
infatti proprieta simili a quelle delle funzioni BV. Diamo pertanto la
seguente definizione:

Definizione 3.4 (BnV). Sia u € W'?(Q) diremo che u & a varizione n-
esima limitata e scriveremo u € BnV se Det Du € una misura di Radon
in Q.

Siccome Det Du € una misura e possibile in accordo al Teorema di
Radon-Nykodim decomporla in una parte assolutamente continua ri-
spetto alla misura di Lebesgue e in una parte singolare. Il seguente
teorema, dimostrato in [37], mostra che la parte assolutamnte continua
di Det Du & proprio det Du.
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Teorema 3.5. Sia u € WP (Q)NBnV, p > % allora detDu € L} _e:

Det Du = detDudLl" + ps  ps LdL"

Dimostrazione. In base al teorema di Radon-Nykodim possiamo scrive-
re Det Du = fdL" + ps, basta quindi mostrare che f = det Du quasi
ovunque in ).

Considerimo le riscalate:

ur(y) _ M(XO + Tyr) - u(x())

allora u,(y) — v(y) = Du(xo)y in W'?(B(0,1)) per ogni xo punto di
Lebesgue di u e Du (ossia quasi ovunque in (1), vedi [46].

2
Dal teorema osservando che p > 7 si ha che

Det Du, — Det Do = det Du(xq).

Inoltre sia ¢ € D(B) tale che [, ¢ =1 allora:

(Det Du,, ) = —%/B <u(x0 + ryr) — u(xo) adj Du(xo + r]/),D(p(y)>dy

- _%/B<Madeu(xo+ry),qu<y)>dy
B 11 . 1 Z—Xp _
= Jaon (u(z) adj Du(z), L Do (=) )z =

11

nr' JB(xy,r) <

u(z) adjDu(z), D, ((p(z — xO))>dz

r
- — Xp
r

— (Det Du,rlnfp( )) = (Det Du) (xo).

Dove la seconda uguaglianza segue dal fatto che }; 9;(adj Du)g =0e
la definizione di (Det Du), & data nella sezione[1.2.2] Quindi, ricordan-
do che (Det Du),(xp) — f(xo) per quasi ogni xy € (), vedi la sezione

abbiamo:

det Du(xp) = det Du(xo)/ ¢ = (detDu(xg), ¢)
B
= hn&(Det Du,, ¢) = hn&(Det Du),(xo) = f(xo)
r— r—

quasi ovunque, da cui la tesi. O

3.2 MAPPE A VALORI IN SFERE I

Nella sezione precedente abbiamo introdotto il determinante distri-
buzionale per mappe in W7, in questa ci concentreremo su mappe a
valori in §" ! per le quali si pud dare una facile interpretazione geome-
trica. Risulta infatti che se u € BnV N WP(Q;S"~1) il determinante
distribuzionale puo essere espresso come una somma finita di delte
localizzate nelle “singolarita essenziali” della mappa u. Queste rap-
presentano, infatti, 1'unica ostruzione topologica all’approssimazione
di u con mappe lisce a valori in $"~! (si veda [2, 5], il teorema ela
discussione che lo segue).

La proprieta fondamentale di cui faremo uso nella dimostrazione &
espressa dal seguente lemma che lega il grado topologico di u al suo
determinante distribuzionale.

Lemma 3.6. Sia u € BnV NW'P(Q;S"1), p > n — 1 allora per ogni palla
B(x,r) CC Q si ha che:

Det Du(B(x, 7)) = wy deg(u,dB(x,7),5" 1)
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inoltre detto d(x,r) = deg(u,dB(x,r),S" 1) si ha che d(x, -) ¢ una funzione
in BV((0,R(x));Z) con R(x) = dist(x,0Q2).

Dimostrazione. Sia:

1 x| <r—9
|x]
fs(lx)) = =8 r—s5 < x| <7
0 |x| >r

allora f5(|y — x[) /" 1p(x) e quindi per quasi ogni r € (0, R(x)):
Det Du(B(x,r)) = /1;( )dDetDu = %ina(DetDu,f(gﬂ -=y]))
. 1 .
= lim [ {u(y)adi Du(y), Dyfe(x ~ y1))dy

n T
_ 13 1 ’ 1 : n—1
= [ e 50400 2 D), Vo)A ()

1

= 1 gy (0 2 D), v ) 1)

= wy deg(u,dB(x,7),8" 1)

Dove abbiamo sfruttato 1’assoluta continuita di
— wadj Du,vydH" !
0 [ (wadiDuy)

e la definizione integrale del grado di Brouwer, vedi la sezione

Abbiamo quindi che d(x,r) & ben definita per quasi ogni r < R(x)
ed e chiaro che sia a valori in Z, mostriamo ora che ¢ a variazione
limitata. Sia g(r) € C}(0, R(x)) allora:

R R
_/o §'(rd(x,r)ydr = —/0 g’(r)mldn /aB(mw adj Du, v)dH" ! =
_ mlun /()(u(y) adj Du(y), Dg(ly — x|))dy = w%(DetDu,g(. — X)),

Siccome Det Du @ una distribuzione di ordine o si ha:
1
(d'(x,7),8(r)| = wfn|<DetDu/g(| ~=x|))] < Cllglle

da cui d(x,-) € BV(0,R(x)).
O

Dimostriamo ora il teorema di struttura per mappe a valori in §" 1.

Teorema 3.7. Sia u € BnV N WY (Q;S" 1), p > n — 1 allora esistono
{x;}", € Qed; € Z tali che:

m
Det Du = Wn Zdléx’
i=1

dove d; = deg(u,dB(x;,1;),S" 1) con r; opportunamente piccoli.

Dimostrazione. Per quanto gia dimostrato nel lemma per ogni x €
Q, deg(u,dB(x,r),5" 1) &, come funzione di r, a variazione limitata e a
valori in Z, possiamo quindi supporla continua a destra. Pertanto per
ogni x esiste un raggio r(x) > 0 tale che d(x,r) = d(x) costantemente
per r < r(x). Inoltre

Det Du({x}) = Det Du((] B(x,r)) = lir%DetDu(B(x,r))
r>0 rﬁ

= lim w,d(x,r) = wyd(x)

r—0
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e pertanto per ogni r < r(x) si ha
Det Du(B(x, 7)) = wpd(x) = wy, deg(u,dB(x,r),5" ).

Consideriamo ora l'insieme V degli x € () tali che d(x) = 0, ossia gli
x tali che Det Du({x}) = 0, allora Det Du(V) = 0, infatti consideriamo
un aperto A D V tale che

|DetDu|(A\V) <,
I'insieme
B={B(x,r): xe€V, B(x,r) CA, r<r(x)}

& un ricoprimento fine di V. Per il teorema di Besicovitch esiste un
sotto-ricoprimento numerabile e disgiunto 5’ tale che:

| Det Du|(V'\ [ J B) =0.

BeB’
Quindi
| Det Du(V) — Det Du( | J B)|
BeB!
< |DetDu|(V\ |J B)+ |DetDu|( | ) B\V)
BeB’ Bep!
< |DetDu|(A\V) <e.
e pertanto
Det Du(V) = Det Du( | J B) = 0.
BepB’
Siccome DetDu & una misura di Radon si ha che U = Q\V =

{x: DetDu({x}) # 0} & al pitt numerabile. Per quanto visto prima

DetDu = ) DetDu({x})0y = ) _ wud(x)dy,

xel xel

infine, osservando che d(x) € Z, si ha in effetti che U & finito e quindi
la tesi. O
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LA VARIAZIONE TOTALE

4.1 DEFINIZIONE E PRIME PROPRIETA

In questo capitolo analizziamo una seconda possibile definizione di
variazione totale del determinante jacobiano per mappe poco som-
mabili. La definizione che diamo, introdotta in [30] e studiata in
[17, 18, 22, 31} [36, 42], € in accordo con i metodi classici di rilassa-
mento nel Calcolo delle Variazioni che discutiamo brevemente senza
alcuna pretesa di completezza e limitandoci al caso autonomo.

Sia f: M"*" — R una funzione che soddisfa:

1
cIMIP = f(M) < C(A+ M)
e definiamo il funzionale
F(u,Q) = /Q F(Du).

Appare chiaro che il funzionale e coercivo rispetto alla topologia
debole di W'* ma & ben definito a priori solo per mappe in W'4. Ri-
sulta quindi naturale dare la seguente definizione di funzionale rilas-

sato (che in queste ipotesi e il pili grande funzionale semicontinuo
inferiormente che sta sotto F):

F(u,Q) = inf{lilgninf]-"(uk,()) up € W, i — uin WP},

Nel nostro caso siamo in una situazione analoga, vorremo definire
[ | det Du| per mappe in W# con p < n ma, come gia discusso, sia-
mo in grado di definirlo solo per mappe in W'". Diamo pertanto la
seguente definizione:

Definizione 4.1 (Variazione totale). Sia u € W7 (Q) definiamo:
TVh(u,Q) = inf{lilgn inf/ |det Dug|: ur € WY, uy — uin WP}
—00 O

Osservimo per prima cosa che, per la continuita del determinante
rispetto alla norma di W'", in questa, come nelle successive definizio-
ni, avremmo potuto sostituire a W' un qualunque suo sottoinsieme
denso rispetto alla topologia forte.

Notiamo anche che manca l'ipotesi di coercivita e pertanto, essendo
la topologia debole non metrizzabile, non si hanno informazioni sulla
semicontinuita di TV. Per questo motivo, ed altri che saranno piut
chiari in seguito, introduciamo anche :

TVY (1,Q) = inf{liminf / | det Dug|: w € WM uyp — 1 in WP}
—00 O

dove la convergenza ¢ rispetto alla topologia forte, che essendo metrica
implica la semicontinuita. Definiamo inoltre (vedi il teorema :

TV?

w,loc

(u,Q) = inf{li}gninf/ |det Duy| : up € W, ue — u in WP}
—o00 JO)

loc”
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TVv?

s,loc

(1,Q) = inf{lim inf / | det Dug| 1y € W
—00 QO

. 1,
s U — uwin WHP R

Chiaramente si ha

TV?

w,loc

(u,Q) < TVH(u,Q) < TVF (u,Q)

TV?

b 1oc(,Q) < TV (1,0) < TV (u,Q).

Rimarchiamo che per p > n — 1 non siamo a conoscenza di esempi
in cui TV} < TV! ne in cui si ha una esplicita dipendenza da p nel
calcolo della variazione totale. Pili precisamente in tutti gli esempi noti
abbiamo che, se u € WP n W, TV = TV,

Non siamo tuttavia in grado di dimostrare ne l'uguaglianza tra TV,
e TV; né l'indipendenza da p nella definizione di TV; per p = n—1
invece si confronti I'esempio

Perche le precedenti definizioni siano effettivamente un’estensione
della variazione totale del jacobiano bisogna che se u € W' allora
TVP(u,Q) = [, | det Du|; questo per p > n — 1 & garantito dal seguen-
te risultato di semicontinuita (confronta esempio dimostrato in un
contesto piti generale in [12].

Proposizione 4.2. Siano uy € Wllo’f(()), u € WY(Q) tali che uy — u in
WP, p > n —1allora

/ | det Duy| < liminf/ | det Du|
Q k—oo JO

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che sup ||ux]l« < C, allora
dal teorema [3.1]si ha:

Det Duy — Det Du

e osservando che se u € Wllo'” si ha det Du = Det Du otteniamo per
ogni ¢ € D(Q) con ||¢lle < 1:

/ ¢ detDu = (DetDu, ¢) = klim (Det Duy, ¢)
— lim /godetDuk < Il lim inf /'|detDuk|
< liininf/|detDuk|.

Passando al sup per ¢ € D(Q), ||¢|lec < 1 si ha la tesi nel caso in cui
la successione sia equilimitata in L*.
Per dimostrare il caso generale definiamo, per ogni N € IN:

x x € B(O,N)
nN(x) = Ni
|x]

Detta vl (x) = 7n(u(x)), si ha chiaramente che vl € Wllo’C"(Q),
oN — uN := 75 (u) in WP e inoltre

altrimenti.

| det Doy (x)| = | det Dug (x) |11, >ny (%)

da cui:
1iminf/|detDv,§’| < liminf/|detDuk|.
k—o0 k—o0

Per la prima parte della dimostrazione abbiamo quindi che:

/|detDuN| < h}{ninf/ |det Do} | < lilgninf/|detDuk\
—00 —00
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Osservando che u™ — u forte in W1 la tesi nel caso generale segue
passando al limite per N — co e applicando il Teorema di Lebesgue.
O

Osserviamo che a differenza dell’esempio la semicontinuita ri-
spetto alla topologia debole in W7 con p < n si ha solo considerando
una successione di mappe piit regolari che convergono ad u.

Esempio 4.3. Mostriamo ora come per p = n — 1 si possa avere che
TV}, < TVY. Scegliamo 1 = 2 e consideriamo la mappa u: B(0,1) —
C, u(o,0) = ¢'? e la sucessione di mappe:

e'? se ¥ € [w,27]

ug(0,8) = {e—iz’ix“ﬂ sed € [0,a]

allora si ha che u,: B(0,1) — S'\ V(a) dove V(a) = {e*: t € (0,a)} e
quindi:

Cla) ={u#u}={(¢9):0<¢<1,0<9<a}

da cui immediatamente u, — u in L? per ogni p < oo se & — 0, inoltre:

/ IDitg|? < 2P—1{/ \Dul? + / |Dug P}
JB B Je(w)

l'ultimo integrale si stima con:

S N |
P < —\z — al-r
/(;(a) |Dug|P < ./0 ./0 (wp>qul9dg o

quindi abbiamo che u, — u solo in W!. Essendo l'immagine di u,
contenuta in S'\ V(a) utilizzando la proiezione stereografica e i ri-
sultati di approssimazione in W''!(B;R) possiamo trovere una mappa
liscia v, a valori in S! per cui:

e = Vallyr1(pr2) < @

Quindi v, — u, inoltre, essendo le v, e con immagine 1-dimensionale

(vedi figura [3):
/ |det Dvg| =0
B

e quindi TV} (u, B) = 0.

Per mostrare che TV} (u,B) > 0 basta osservare che se u; — u
forte in W'! abbiamo che adjDu; — adjDu forte in L' e poiche,
troncando la sucessione approssiamnte, possiamo supporre che ||u||co
siano equilimitate otteniamo quindi, confronta la discussione dopo la
dimostrazione del teorema

det Du; — Det Du
in M(B) pertanto:
7T = | Det Du|(B) < li}{ninf/ | det Duy|
—00 B

da cui TV} (u, Q) > 7.
4.2 DIPENDENZA DI TV DAL DOMINIO

In questa sezione ci proponiamo di studiare TV? (1, ) come funzio-
ne del dominio, dimostrando i seguenti teoremi, tratti da [21]:
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Figura 3: La mappa u,

Teorema 4.4. Sia u € WLP(Q),_p > n — 1 tale che TV} (1, Q) < oo allora
esiste una misura di Radon p su Q) tale che per ogni aperto U C () si ha:
p(U) < TV (u, U) < p(U)
Teorema 4.5. Sia u € WY (Q), p > n — 1 tale che TVu’jloc(u,Q) < o
allora esiste una misura di Radon A su Q) tale che per ogni aperto U C Q) si

ha:
AMU) =TVF

w,loc

(u,U).

Osservazione 4.6. Premettiamo alla dimostrazione dei teoremi alcune
osservazioni. Innanzi tutto valgono due teoremi analoghi per TVY e

TVSP locr COme risultera chiaro dalla dimostrazione, in secondo luogo

utilizzare funzioni in Wllo'f nella definizione del rilassato porta a un
risultato migliore essenzialmente perche si evitano problemi di accu-
mulazione sul bordo di ), confronta esempio [4.7 Infatti osserviamo
cheseU CCV C

TV!

w,loc

(u,U) < TVH(u,U) < TV, (u,V)

loc
da cui A(U) = u(U) per ogni aperto U CC Q) e quindi, per approssi-
mazione, A = y Q). La stessa osservazione ovviamente vale per TVY
e TV!

s,loc”

X

Esempio 4.7. Sia u(x) = o U = B(0,1) \ {0} e p = wydy allora ,
confronta la sezione [4.4] si ha che

TV] (1, B) = TVA(u,U) = w, = u(U) > u(U)

dove la prima uguaglianza segue dal fatto che W' (B) = W (U). Si
verifica invece facilmente che se #(dV) = 0 allora TV} (u, V) = u(V)
da cui u & la misura dell’enunciato del teorema

La dimostrazione dei teoremi [4.4] e [4.5 si basa su alcuni lemmi. 11
primo, per la cui dimostrazione rimandiamo a [21], ci permette di rac-
cordare due funzioni differenti controllando l'incremento di energia.

Lemma 4.8. Sian—1<p <nV CC Qe W aperti tali che O = VUW
e sitno v € WY(V) e w € WY (W) allora per ogni m € IN esistono due
aperti V! C Ve W' C W taliche O = V' UW’ e una funzione z € Wl (Q)
conz=vsuQ\W' ez=wsuQ\V tali che:

@

Wnv|<=
m

C
Izllwonviowny < —= (“wHWLP(VﬁW) +lollwir vaw) +mllw - v”L?’(VﬁW))

dove C = C(p,n,V,W)et=1(np) >0.
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Ossserviamo che la costante che appare nel lemma & circa C ~

1 . . . < . e 170 .
Tstvom) © quindi la stima é tanto peggiore tanto piti l'intersezione

dei due aperti e piccola.
A questo punto possiamo dimostrare la sub-additivita di TV:

Lemma 4.9. Siano V. CC Qe W apertitaliche Q = VUW eu € WHP(Q)
conn—1<p < nallora:

TVh(u, Q) < TVi(u, V) + TV (u, W)

Dimostrazione. Per ogni e > 0 possiamo trovare due successioni {v;} C
W(V) e {w} € WY (W) tali che:

1. vp — uin WP (V)
2. wp — uin WP (W)
lu = ollr vy <
3- U = OkllLr(vy = %
4 lu = wellpwy < %

5. liminf/ |det Dvg| < TVH(u, V) +¢
v

k—o00

6.1hninf/i\detﬂhuﬂ < TVH(u, W) +e.
%4

k—o00

Grazie al lemma precedente per ogni k € IN esistono due insiemi
Vi C Ve Wy C W e una funzione z; € W'"(Q) che coincide con vy su
O\ Wy e con wy su Q) \ V; che verificano:

[We N V| <

=0

| O

2w eomy < o= (loellwar o) + 1oelwiowom)

=

+ kljw — UkHLp(VﬁW)) <Ck .

Si ha quindi per la disuguaglianza di Holder:

/|4—”V
0

S R M B T
w v Vi W, VW,

2 p
_ 2 p 1-£ p .
<G o 17+ VWl ) =0

Analogamente si prova che sup ||z¢[|y1, () < C e che pertanto zj — u
(osserviamo a futura memoria che se vy — u, w; — u nella norma
WLP allora anche z; — u forte). Inoltre:

/|detDzk\§/ |detka|+/ |detDwk|+/ Dz, |"
0 v W VWi

e, ricordando che kamwk |Dzi|" = O(k™"T), passando al limite per
k — oo e ¢ — 0 si ottiene la tesi. O

La dimostrazione del lemma, come gia osservato, si ripete passo
passo per gli altri funzionali introdotti ottenendo quindi per tutti la
sub-additivita rispetto al dominio.

Dimostazione del teorema Consideriamo i funzionali perturbati:

Folu, Q) = / |detDu|+e/ IDul?
JO Q
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e il rilassato:

Fe(u, Q) = inf{lilgninf]-'(uk,()) up € WY, iy — uin WP}

¢ chiaro che TV} (u,)) < oo se e solo se Fe(u, Q) < oo, inoltre essendo
la topologia debole di W7 metrizzabile sui limitati esiste una succes-
sione {u;} C WY, up — u in WP e tale che F,(ug, Q) — Fe(u, Q).

Esiste quindi una misura di Radon p su Q) tale che (| det Duy| + ¢| Du|P)d L™ = HUe.
Inoltre se {z{} & ammissibile e tale che:

TVE (1,Q) < /Q | det DzS| +

si ha:

1e(Q) = Fe(u, Q) < TV (u, Q) +esup/ IDZy|F +8<C
r JQ

e pertanto esiste una successione ¢, — 0 e una misura di Radon y tale

che e, A u. Se U C Q) e aperto abbiamo, passando al limite prima in
k e poi in h:

TV (u,U) < limsup li}£n inf F, (uy, U)

h—o0
< limsup pe, (U) < p(U).
h—o0
Inoltre essendo Q) aperto relativamente alla topologia indotta:
n(Q) < li}{n inf e, (Q) = li}llninf?gh (u,Q)
< ligninf (TVi (1, Q) + ¢y, sup/ IDZ|P +6) < u(Q) +0

e quindi, al limite in § — 0, TV, (1, Q) = u(Q).
Ora se U ¢ aperto esiste un aperto V CC U tale che:

pl) < p(V)+o
e quindi, usando il lemma precedente:
pU) < p(V) 0 =p(Q) —p(@Q\V)+o
< TVH(u, Q) — TVhH(u,Q\ V) + 0 < TVh(u,U) + 0o

e al limite per o — 0 dimostriamo 1'ultima affermazione che ci rimane-
va da provare. O

Rimarchiamo ancora una volta che la stessa dimostrazione vale per
gli altri funzionali rilassati da noi introdotti (nel caso della topologia
forte neanche non importa considerare i funzionali perturbati).

Dimostrazione del teorema Per dimostrare il teorema basta far vede-
re che se A & la misura della tesi del teorema |4.4|allora per ogni aperto
u:

TV} oe(u,U) < A(U).
Per comodita di notazione nel seguito indicheremo TV£ Io C(u, A) sem-

plicemente con TV (A) essendo u e p fissati.
Consideriamo una volta ancora i funzionali perturbati:

Folu, Q) = /Q F.(Du)

dove F;(M) = | det M| + ¢|M|P e il rilassato:
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Floce(u,Q) = inf{li}{iglf]:(uk,()): U € Wllo'é’,uk — y in WHP},
Sia infine A, la misura che lo rappresenta nel senso del teorema
Consideriamo una successione di aperti con bordo regolare U, CC
U tali che Uy, /" U e A¢(aU}) = 0. Mostriamo per prima cosa che per
ogni m:
floc,e(u\ um) < C)‘E(u \ um—l)'

Per ogni h possiamo trovare una successione uyj € Wllézl(Uh+1 \
Uj,_1) e tale che:

1wy — win WP (Upyq \ Uj-q) per k — oo
2 Ju, T, Fe(Ditnk) < Froee(Upia \ Up-1) +27"

3. |Jupg — ullpy < a2~ R

seguito.

, con a, una costante da scegliere in

Inoltre essendo i funzionali Fj,., coercivi si ha che:

P <

sup sup _ |Duypy
ook YU \Up—q

1
sup supf/ _ Fe(Duyy)
ook €Y Upp\Upq ‘ (4.1)

1 _ — _
< Esup :Floc,e(uh—%l \ uh—l) +2 "
h
C—
< ;}-loc,s(Q) < 0.

Per il lemmma per ogni i,k € N, esistono due aperti V,_ ,, C
Upi2 \ Uy e Vi € Upyr \ Upq tali che Vhfk UViiax = U2 \ U1

Vi N Vil < Crap2= (0

e una f@zione Znk € W}O'f(uhﬂ \Uhj ) che coincide con ujq ) su
(Uny2 \ Up) \ Vi e conuyp su (U1 \ Up—1) \ Ve tale che:

Dz
/V*mV‘ D2

hk' " Th+1k

< Chz_”(h+k)T{ [l 2t i

n

lwie gy T lnkllwirw,,\a,)

h+k " —n(k+h
+2 + ||uh+1,k_uHLP(UhH\U;,)} S Chahz }’l( + )’[‘

dove Cj, & una costante che dipende solo fagli aperti Uy, \ Uy, e Uj,1 \
Uj,_1. Scegliamo ora a;, in modo che Cya, < 1 per ogni h. Definiamo
zr in come zj  su Uy, \ Uj,_1 si vede facilmente che questa & una buona
definizione e poiché ogni compatto V CC U interseca solo un numero
finito di Uy, si ha che z; € W,1 (U \ Up)™. Inoltre grazie alla si ha
che zp — u in WP,

Abbiamo:

1 Osserviamo anche che non si puo avere di meglio ossia anche supponendo che uy, ;. siano
in W non essendo le loro norme limitate il meglio che otteniamo & che |Dz;|" & solo
localmente sommabile
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[o0]

F.(Dz) < / F.(D
Jpg BP0 X [ R(D2)

[ee]

< / _ Fe(Dupy1) + _ F(Duyy)
h; { Upio\Ty i Up\Tyoy

C/ |Dth|"}
vinv, !

hk' " Th+1lk
o

2 {floce Upeo \ Up) + Froce(Upr \ Upp—q) +27" + 2~ (k”')T}

<X {Z}—Iocs Up o \ Up_q) +27mH1 +C27Tn(k+m)}
h=m

= Z /\g(U]/H_Z \ uh 1) + 2 m+1 + CZ_nTk

h=m

8

20e(Upgp \ Up—q) +27 " 4 27

Mg

h=m
< 6A(U N\ Upy_q) + 27+ 4 co—knT,

Quindi Fpe (U \ Um) < CAe(U \ Uyy—1) per ogni m e pertanto:

TV(U) < TV(Up1) + TV(U N\ Un)
A(Uerl) +?loc,e(u\Um) < )‘(u) + C/\S(u \ umfl)

e al limite per U, /" U si ottiene TV (U) < A(U). O

Infine, in [7], & stata caratterizzata la parte assolutamente continua
di A:

Teorema 4.10. Sia u € WYP(Q), n—1 < p e A la misura della tesi del
teorema [g.5allora:

A =|detDu|dL" +As con AsLdL"

4.3 LA VARIAZIONE TOTALE E IL DETERMINANTE DISTRIBUZIO-
NALE

Passiamo ora a studiare 1’argomento principale di questa tesi, ossia
il confronto tra la variazione totale e il determinante distribuzionale.
Nel seguito supporemo sempre n —1 < p < neu € Wiwn Lloc’

in queste ipotesi la prima osservazione e che se TVw 1oc (1, Q) <

allora u € BnV. Infatti sia uj una successione di mappe in W' che
convergono debolmente ad u e tali che:

u, Q) +96

wloc<

hmmf/ |det Dy | < T

allora, a meno di sottosuccessioni, det Dud L" X u per qualche misura
di Radon y ma, dal teorema 3.1} si ha immediatamente che y = Det Du
inoltre, per la semicontinuita della variazione totale, per ogni aperto
A:
| Det Du|(4) < limint /A | det Diy| (4.2)
—00

e quindi | Det Du|(-) < TV(u,-). Osserviamo che in generale non vale
'uguaglianza, confronta esempio

Mostriamo ora alcune tecniche, tratte da [42], per determinare TV (u, 1))
nel caso di mappe zero-omogenee per le quali posssiamo ridurci ad un
problema di Plateau.
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Teorema 4.11. Sia B = B(0,1) la palla unitaria, ¢: S"~! — R" una mappa
lipschitziana, e u: B — R" definita da u(x) = ¢ () allora:

|x

TVw,loc(ur B) = TVw(u/B) = TVS(”/B)

= inf{/ | det Dw| w lipschitziana, w = ¢ su S" '}
B

Dimostrazione. Chiamiamo m 'estremo inferiore che compare nella tesi
e sia w lipschitziana tale che:

/ |detDw| < m+e
B

definiamo:
go(‘i) se % <l|x| <1

x|

i) = {w(kx) se x| < L.

Allora wy, & ben definita e
/ | det Dwy | = k”/ | det Dw(kx)|dx = / | det Dw|
B B(0,1) B

inoltre, per k — oo

_ P < P kb p
/B|Du Duwy|P < C (/B(O,}() |Du|? + k /B(O,i) |Dw(kx)] )
< C(o(1) + Lip(w)k?~") = o(1).

Quindi TV/ < m. La disuguaglianza m < TV£ loc
guenza del lemma

é invece conse-

O

Lemma 4.12. Sia u € WP (Q) e supponiamo che esista una aperto Qg CC
Q tale che u € Lip(Q \ Qo) allora:

TV?

w,loc

~ inf{lim inf / | det Dug| ug € WY, — win WP, u—u € WoP}
—00 (@)

(1, Q)

Dimostrazione. Ovviamente il secondo membro & sempre maggiore o
uguale del primo, basta quindi mostrare la disuguaglianza opposta.
Siano (g C V CC W CC Qe uy € W (Q) tale che:

1. up — u in WP (Q)
2 flug—ullr < ¢

. . p
3. 11}21021f/0|detDuk| < TV, 10 (Q) + e

Jloc

Applicando il lemmaly.8{a O\ V e W, troviamo, per ogni k, due aperti
A CWe B, C Q\Vtaliche QO = A UBy,

|Ax N By < C(V, W)k}

e una funzione z; che coincide con u su Q\ Ay e con u; su Q\ By e
per cui:

/ Dz < C(V, W)k~ {lullyrp + il yrp + Kl — ullor }

< C(V, W)k
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Ovviamente z; € W(Q), zx —u € W&’p(Q), Zy —ue

/|detDzk\§/ 7|detDu|+/ |detDuk|+/ Dz, |"
Jo OV Ja JAnB;

g/ 7|detDu|+/ | det Duy| + C(V, W)k,
OV 0

Al limite prima per k — oo e poi per V ' () si ha quindi la tesi. O
Osservando che le mappe considerate nel precedente teorema sono

in WY (B\ {0}) si vede facilmente che TV?, = TV (u, B)J, dove:

loc w,loc

TV(u,B) = inf{lilgninf/ |det Dug|: u — u in WY e uy € W'
—00 B

loc J-

Inoltre il teorema precedente ci dice che alla convergenza debole pos-
siamo sostituire quella forte.

Esempio 4.13. Sia u(x) = ;7 allora, dal teorema ﬁ TV(u,B) =
wy = | Det Du|(B). Consideriamo invece la curva a “otto”:

X = {(xl,x2): (x1 — 1)2—1— (xz)2 =1} U{(xl,xz): (x1 +1)2—|— (xz)2 =1}
e sia ¢: S' — X definita da:

(9) = (1 —cos28,—sen2d) sed € [0,]
¢ (=1+cos28, —sen2d) sed € [m,2m]
e uy(0,9) = ¢(0) la sua estensione zero-omogenea, allora, siccome I'a-
rea con segno racchiusa da ¢(S!) e zero, si ha | Det Du|(B) = 0 vicever-

sa mostriamo che TV (u, B) = 27t. Infatti sia w: B — R? lipschitziana
e tale che w LS! = ¢ si verifica immediatamente che:

1 seyeB((1,0),1)
deg(w,B,y) = ¢ -1 sey € B((—1,0),1)
0  altrimenti

da cui, siccome N(u,B,y) > | deg(w, B,y)|, si ha grazie a (2.2):

detD d:/N,B,dzz
[ |detDw(x)ldx = [ N(u,B,y)dy > 27

e quindi TV (u,B) > 2mt. L'altra disuguaglianza si ha considerando la
mappa v(0, ) = 0¢(?) per la quale, sempre grazie a (2.1):

/ | det Dv| = 27t.
B

Infine, utilizzando la stessa tecnica dell’esempio 3.3} si pud costruire
una mappa per cui Det Du =0e TV = oo.

Per n > 3 e possibile, grazie al teorema di White, caratterizzare com-
pletamente la variazione totale per mappe zero omogenee. IL seguente
teorema e un‘immediata conseguenza delle tecniche usate in [35} 36]

X

Teorema 4.14. Sian > 3eu: B — R", u(x) = go(m) con ¢: S — R”
lipschitziana, allora:

TV (u,B) = /}Rn | deg(w, B, y)|dy

dove w: B — R" ¢ una qualunque mappa lipschitziana che coincide con ¢
su S,
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Osserviamo che in accordo all’esempio [3.2]si ha che:

| Det Dul|(B) = ‘/ deg(w, B, y)dy
JR~
Dimostrazione del teorema Basta mostrare che:

/ | deg(w, B,y)|dy = inf{ / | det Dv| w lipschitziana, v = ¢ su 8"~ }
R" B

(4-3)
Sia v una mappa ammissibile, se w & una qualsiasi altra mappa che
coincide con ¢ su ", abbiamo:

deg(w, B,y) = deg(v, B,y)

inoltre:

|, 1deg(w,By)ldy = [ |deg(o,B,y)ldy <
g/ N(U,B,y)dy:/ | Det Dou(x)|dx
n B

quindi il primo membro di (4.3) € sempre minore o uguale del secondo,
la disuguaglianza opposta & conseguenza immediata del lemma [1.21]
O

L’esempio mostra come questo teorema sia falso in dimensione
due.

4.4 MAPPE A VALORI IN SFERE II

In questa sezione mostriamo che per mappe a valori in 5" ! si ha
sempre l'uguaglianza tra la variazione totale del determinante distri-
buzionale e TV.

La strategia che seguiremo sara quella di ridurci al caso 0-omogeneo
per il quale il risultato era stato dimostrato in [42] (si osservi che per
n > 3 & conseguenza del teorema . Per fare cio sfruttiamo un
lemma dovuto a Bethuel, [6], che ci permette di approssimare la nostra
mappa con mappe “essenzialmente” zero-omogenee.

Iniziamo dimostrando il seguente teorema:

Teorema 4.15. Sia u: B — R", u(x) = ¢(T§|) con ¢: 8" — gl
lipschitziana, allora:

TV (u,B) = |Det Du|(B) = wy|deg(¢)]
La dimostrazione del teorema & conseguenza del seguente lemma:

Lemma 4.16. Siano ¢, ¥: S"~1 — S"~1 due mappe lipschitziane. Suppo-
niamo che esiste un’omotopia H(x,t) tale che H(-,0) = ¢(-) e H(:,1) =
(), allora, dette uy, = (p(i|) euy = lp(‘%), si ha che:

|x
TV (uy,B) = TV (uy, B).
Dimostrazione. Innanzi tutto possiamo supporre che 'omotopia sia lip-
schitziana, vedi [42] .
Ricordiamo che:
TV(u,B) = inf{ / |det Dw|: w lipschitziana, w = u su S"il}
B

e sia w una mappa ammissibile e tale che:

/B|detDw\ < TV(up, B) +e.
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Consideriamo:

 [w(2x) sex € B(Or%)
o(x) = H(Z,2/x|=1) sex € B(0,1)\B(0,3)

allora chiaramente v = 1 su 9B e, poiché I'immagine di H & contenuta
in §"~1 che ha misura nulla:

/ | det Dv(x)|dx = 2”/
B B(0
- /B | det Dw(x)|dx < TV(u,, B) +e

1 | det Dw(2x)|dx
2

e pertanto:
TV (g, B) < / | det Do| < TV (i, B) + .
B

Quindi TV (uy,B) < TV(uy,B), scambiando i ruoli di uy e ugy si
ottiene la tesi. O

Dimostrazione del teorema Basta dimostrare che
TV(u,B) < wy,|deg(¢)| = | Det Du|(B).
Sia k il grado di ¢ e sia ¢: $"~! — $"~1 una mappa lipschitziana di

grado k tale che, per ogni y € $"~ !, #{x € " 1: ¢(x) = y} = |k|. Per
il Teorema di Hopf, ¢ e i sono omotope e pertanto:

TV (ug, B) = TV (1, B) g/ | det Dw(x)|dx
B

dove w(x) = \x\lp(ﬁ) Per la formula dell’area

/B|detDw(x)| :/]R #{x e B: w(x) =y}
= wy#{x €S p(x) = y} = wlk|
da cui la tesi. O

Passiamo ora a dimostrare il lemma di approssimazione. Per pri-
ma cosa mostriamo come suddividere un cubo in cubetti in modo da
controllare I’energia sulla frontira della partizione.

Lemma 4.17. Sia Q = [0,R]", u € W'P(Q) N WP (3Q) allora per qua-

si ogni v+ > 0 e abbastanza piccolo esiste una costante assoluta M e una

partizione di Q in n, ~ (R)" cubetti O di lato r piit nl. ~ 271(%)”71
r 3r

parallelepipedi Pr(i), dilatil; € [§, 5], j=1,...,n tali che:

n 3 n’ . X

T _ r B M

Z/agﬁ) |\ DulPdH" 1+Z/apm DulPart < = /Q\Du|de. (4.4)
i= r i=1" A i

Inoltre u L dQL € WVP(9Q?) (rispettivamente udP: € Wh¥ (9P}).

Dimostrazione. Siar € (0,R) ,t € (§, %) ei€{1,...,n} definiamo

; ) ) 1
Hir={xeQ:x'=t+jr, ]:O,...,CL;J}

allora dal teorema di Fubini si ha che per ogni i:

3r
/f </ |DuPdH"1> dtg/ Du|Pdx
1 Hr,i,t Q

4
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e quindi, per ogni i, esiste un t(i) € (4, 3) tale che:

Js

i t(i)

Dupar' <2 [ IDulrax.
Q

Ripetendo questo procedimento per ogni direzione i = 1,...,#n si ot-

tiene una partizione di Q in n, ~ (£)" cubetti le) tutti di lato r pit

r
i parallelepipedi di frontiera i cui lati sono tutti compresi tra ; e 3.

Inoltre:

Ny ”;
DulPdH Y+ / I DulPdH!
L figo 1P By

< %/ DulPdx+ [ |Dulrart < 5/ \DulPdx
rJoQ Ele) rJQ

se r e abbastanza piccolo. Si puo inoltre supporre che u LaQﬁi), ri-

spettivamente u Lapr(l) sia in WP e pertanto, grazie al teorema di
immersione di Sobolev, che sia continua. O

Per unificare la trattazione dei due casi associamo ad ogni parallele-
pipedo P = [ay,b1] X - -+ X [ay, by] una funzione, che & semplicemente
la jauge del convesso considerato, che gioca il ruolo della norma di x
nel caso delle palle. Supponiamo che 0 sia il baricentro di P, e quindi
P = [—ay,a1] X -+ X [—an,an], e per ogni x € R" definiamo:

x
|x|p = inf{t > 0: T € P}
allora vale la seguente proposizione:

Proposizione 4.18. La funzione | - |p gode delle sequenti proprieta.

1. [Ax|p = [Af|x[p

2. [x+ylp < [x[p+ |ylp

3. |x|p < 1seesolosexeP

4. |x|p = 1seesolosex € dP

5. % <l|xlp < %conm:min{ai}eM: a3+ +ak
6. |- |p & L-lipschitziana

7. 31 < |ID|xlp|| £ L dove ||Al| e la norma operatoriale di A

8. Detta v(x) = %~ si ha che v € W'P(P)

[x[p

DEEI < H A+ )

Ix[p |x]

\O

Dimostrazione. 1 primi 4 punti sono standard e non li dimostriamo. Si
ha che B(0,m) C P e quindi xl'::—‘ € P dacui |x|]p < 12

-, Viceversa per

ogni ¥ > M si ha che xWM‘ € P°dacui |x|p > @ e al limite per r — M

si ottiene la prima disuguaglianza del punto 5.
Sex,ycR"sihadazedas

1
xlp = lylp < [x —ylp < —|x — vl

e scambiando i ruoli di x, y si ha il punto 6.
Ricordando che:

[lylp — |xlp]

|D|x|p|| = limsup
: y—x lx =yl
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si ha immediatamenta || D|x|p|| < L, inoltre se z) = Ax allora:

||]/|P |X|P| : |1 |A|||x|P 1
- > LN N £ L1 i
m

Vv

limsup >
y—r ¥ =l A1 1= A |x]

ossia il punto 7.
Si ha:
0 Xj 1 Xj 0 lxp|
— = s L T xp
oxi|x|p  [x[p 7 |x|3 0x

da cui:

x M M
D=l < (142
[x[p " = [x] m
e quindi il punto 9. Il punto 8 si ottiene dalla stima percedente per
approssimazione. O

Osserviamo che se sostituiamo alla norma operatoriale una qualsiasi
altra norma su IM"*" tutte le precedenti stime vengono semplicemente
moltiplicate per delle costanti che dipendono solo da #.

Nel seguito indicheremo semplicemente con Q' i parallelepipedi del-
la suddivisione di Q data dal lemma e li chiameremo impropria-
mente cubetti.

Osserviamo che nel nostro caso m = c(n)r e M = C(n)r dove
c(n), C(n) son costanti dimensionali.

Possiamo ora dimostrare il risultato di approssimazione:

Teorema 4.19. Sia Q = [0,R]", u € W'P(Q;S"~ 1) n WP (9Q;S" 1),
p € (n—1,n) allora esiste una successione di mappe lisce al di fuori di un
numero finito di punti , up € C®(Q\ {ay,... ,ah(k)};S”_l) che convergono
a u in norma WLP,
Dimostrazione. La dimostrazione procedera per passi.

Passo 1.Definizione dei buoni e cattivi cubetti.

Siano € > 0 e v positivo e minore di p. Applichiamo il lemma al

cubo Q suddividiamolo, per quasi ogni r > 0, in cubetti di lato 2r per
cui vale (4.4). Dividiamo l'insieme Q dei cubetti in tre sottoinsiemi:

C1 = {Qi: P /Q |Du|P > er'}

C = {QL: pf’“l/ Dulf >
»={Q: 7 ag;' ulP > e}
B:Q\ClLJCQ

Detto C = C1 U, I'insieme dei cubetti cattivi, si ha che #C < #C1 + #C,
inoltre
(#Cy)er"™ P <y / |DulP < / |Dul?
aflee, "W <
e, utilizzando la[4.4}

#Cy)er" P 1< Y /a

M
|Dulf < */ |Dul?
0 rJQ
aQr 6Cl

Qr(0)
pertanto:
£ | Q| €2MCr" < C(ne,u)(r’~" +17) — 0
QeC

per r — 0.

Passo 2. Approssimazione della funzione sui cubetti in C

Siccome la misura dei cubetti cattivi sta tendendo a zero 'approssi-
mazione di u su questo insieme puo essere abbastanza grossolana. Sia
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Q! un cubetto cattivo, applicando ancora il lemma suddividiamo-
lo in O((é)n) cubetti Q]Q tali che:

Y[ Ipupar < M/_ |DuPdx
i 20, 0 JQ;

e definiamo su ogni cubetto Q]Q:

dove x; & il baricentro di Q]é e |x| Qi e la jauge definita prima. Si ha

ovviamente che v = u su BQ] , v & continua tranne che in un numero
finito di punti e inoltre, per la formula di coareae sfruttando i punti 6,
7 e 9 della proposizione e l'osservazione che la segue:

P P
X*x]‘

, Y — %
/.|Dv\” SC(n)/. Dxu(7]+x]-) D———
Q Q = xjly; = xjlg)
1 X — X: P
:C(n)/ / Du(ij—!—xj) L !
0 {\x—xj|Q/-:t} t
o

- n—1

tP Dy|x — xj|Q]é AT ()t
1

<Como [ [ IDuly+x)Pan -ty
0 il =1

< C(n,p)Q/ | Du|PdH" !
2Q),

Pertanto grazie alla (4.4)

(Dol = % [ Dol
/Q; ; Q)

<Clup)o} [ IDuldr 1 <Cln,p) [ Dul”
]‘ QQ Qr

Passo 3. Approssimazione della funzione sui cubetti in B

Per approssimare la funzione su B osserviamo, per prima cosa, che
se P & un cubetto (n — 1)-dimensionale di lato 7, o un parallelepipedo
con tutte le dimensioni comparabili con 7, e

/ |Du|P < er"=P~1
P

allora dalla disuguaglianza di Morrey si ha

1
oscpu < C(n,p)rl_% (/ |Du|p> ’ < C(n,p)e%.
P

Possiamo quindi scegliere ¢ abbastanza piccolo in modo che se Q& €
B allora u(dQ.) C B(y;,6) NS" ! per un qualche y; € S"! che di-
pende da Qi e § = &(¢). Sia inoltre 71: R" — B(y;,26) NS"~! una
retrazione lipschitziana.

Definiamo, per ogni x € Q., 4(x) = 7m(u(x)); chiaramente 7 €
WP (QL, B(y;,26), 7 = usudQl e

U; = {x € Ql: u(x) #9(x)} € {x € Qi: u(x) € R"\ B(y;,26)NS" "1}

Mostriamo che quest’ultimo insieme ha misura piccola rispetto a
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Qi. Infatti supponendo che Q! = [0,]", cosa che possiamo fare senza
alcuna perdita di generalita, definiamo:

H; = {x € [0,1’]”2 X1 = i’}

e sia:
A={te(0,r): / |Dul?P > Srnfpfl}
H;

allora siccome:

r
[, 0w f, o
0 JH; [0,r]"

otteniamo che |A| < r'*1. Se t € [0,7] \ A per quanto osservato
all’inizio abbiamo che u(H;) C B(y;,26) e pertanto:

|Ui| < |{x S [0,1’]”: X1 € A}| < P,
Abbiamo inoltre:
/Qi lu— 5P + |Du — Do|P = /ui [ — 72(u)|P + [Du — D(re(u) [P

< C(n)/ | + [Dul?
U;

Sfruttando il lemma possiamo trovere una successione di map-
pe continue wy: Q. — B(y;,60) NS"! tali che wy = o = u su Q. e
ook = Bl — 0.

Passo 4. Approssimazione finale.

Consideriamo le mappe:

N

o1 (x) w(x) sex € QleQleéun cubetto cattivo
k = . .
’ wr(x) sex € QLe Q. e un cubetto buono.

Siccome tutte le mappe costruite coincidono con u sui bordi dei cu-
betti della partizione vy, € ben definita, continua tranne in un numero
finito di punti e inoltre:

/Q\wk,,—u|P+|Dwk,r—Du|Pg Z/i--~+ ) /

QieC QieB
<cy /Q_|u|7’+|Du|”+C Y /Q_|u—z7|p+|Du—Dz7|7’

QieC QieB
+ Y /i|wk—w|’”+|Dwk—Dw|P
QiGB Q
<C ¥ [ lul+Dulr+C [ jul’+|Duf?
Q[EC Q' uu;

+ ¥ [ lw—wl? + |Dwy ~ Dwp = L+ b+
QiEB Q

Osserviamo che: .
Uu| < C(B) P 0
r
per ¥ — 0. Quindi per il teorema di Lebesgue abbiamo che I1 + I, — 0
inrelz — 0in k.

Possiamo quindi approssimare # con una successione v, di mappe
continue tranne in un numero finto di punti. Usando il lemma tro-
viamo una successione u; di mappe liscie tranne in un numero finito
di punti che approssimano u. O
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Lemma 4.20. Sia w € W'P(Q; B(y,6) NS"~1) N C%(dQ) N WP(3Q) al-
lora esiste una sucessione di mappe {wy} C WYP(Q;B(y,35) NS"~1)N
C%(Q) N WLP(aQ) tale che ||wy — w|| 1, — 0.

Dimostrazione. Possiamo supporre che Q = B(0,1); sia:

w(ﬁ) sel—o<|x] <1

ws =
w(ﬁ) se x| <1—o.
Allora wy — w e quindi possiamo supporre che w(x) = w(‘—il) in
1—0 < |x|] < 1. Sia g un nucleo mollificatore e 77 una funzione liscia
tale che 7 = 1su B(0,1 —5) ey = 0su B\ B(0,1 — 7) definiamo:

e = 7((1 =1 (x))w(x) + 5(x)we(x)),

dove 7t: (8" '), — S"~! & la proiezione che possiamo supporre con
Lipr < %

Allora le prime due proprieta sono evidenti e per quanto riguarda
I'immagine di u, si ha:

e (x) — yl = |7((1 — 5 (x))(x) + 5 (x)we(x)) — ()|
< Lipr{Jw(x) =yl + [ w(x —2) ~ yloe(z)dz} < 36.

O

Lemma 4.21. Siaw € CO(Q\ {ay,...,a,}) N WP allora esiste una suces-
sione di mappe wy, € C®°(Q\ {ay,...,a5}) che converge a w in norma WP
inoltre wy, — w uniformemente sui compatti di Q \ {ay,...,an}.

Dimostrazione. Sia oy \, 0, consideriamo un ricoprimento {V;} local-
mente finito di Q \ {1, ....a;()} e una partizione dell'unita {¢;} asso-
ciata.

Sia ¢¢ un nucleo mollificatore e consideriamo per ogni j un ¢; tale
che:

190) = (@) lwiou) + 1 (@10) = (@0)e | ar) < 627

definiamo vy, = ¥;(@jw)e; e wy = 7(vy,) dove 7 (8" 1), =S 1ela
proiezione; ¢ facile vedere che wy, ha tutte le proprieta richieste. O

Abbiamo quindi mostrato come sia possibile approssimare una map-
pa u a valori in una sfera® con mappe regolari tranne in un numero
finito di punti singolari.

Seu € CO%(Q\{ay,...,a,};S" 1) & ben definita la classe di omotopia
di u nell'intorno di ogni punto, infatti se r < min{|a; — a;|} & chiaro
che il grado di u LdB(x,r) dipende solo da x ed & zero se x # a; e,
per il Teorema di Hopf, il grado di una mappa a valori in una sfera
identifica univocamente la classe di omotopia.

Mostriamo che possiamo definire la classe di omotopia nell’intor-
no di un punto anche se u € W'P(Q;S"~1) N BnV, infatti sia xg €
Q, sappiamo che esiste un raggio r(xg) tale che per ogni r < r(xp)
deg(u,dB(xg,7),S" 1) & costante, e vale w;, ! Det Du(B(xo,r)). Sfrut-
tando il Teorema di Hopf possiamo ancora una volta definire la classe
di omotopia di u ristretta ad un intorno di xp.

In queste ipotesi e possibile fa vedere che la classe di omotopia delle
mappe approssimanti fornite dal teorema nell’intorno dei loro
punti singolari dipende solo da u. Per prima cosa osserviamo che per
ogni insieme aperto D con bordo lipschitziano se chiamiamo D; =
{x € D: dist(x,dD) > t} abbiamo deg(u,dD;,S"~!) = Det Du(Dy)

2 in effetti la stessa costruzione vale per mappe a valori in una varieta qualunque
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per quasi ogni t abbastanza piccolo.3 Quindi se diam(D) < r(xg) e
X0 € D si ha che:

deg(u,0D,S" 1) = deg(u,dB(xo,7),5" 1) = d(xo).

Risulta quindi che deg(u, xo) = deg(u,0D,S"~!) dove D & un insie-
me con bordo lipschitziano che contiene xj e con diam(D) < r(x).

Siccome dalla dimostrazione del teorema discende che le map-
pe approssimanti possone essere scelte tali per cui, se Q, ¢ un cubetto
della partizione, si possa avere ||u — u|| 1=(Q,) < 1 per ogni k abbia-
mo che 1 1.0Q, e u LdQ, sono omotope. Siano ora {ay, ..., a4} i
punti singolari relativi alla mappa u; allora saranno, per costruzione,
ognuno all'interno di un sottocubetto Qy, (a;) della partizione di un cu-
betto cattivo (confronta il passo due della dimostrazione) e pertanto si
ha che:

deg(uy, a;) = deg(ug, 0Qr,(a;),8" 1) = deg(u,dQy,(a;),5" 1)

che dipende solo da u.

Mostriamo ora come eliminare i punti singolari nell’intorno dei qua-
li la classe di omotopia di u & banale. Possiamo ovviamente supporre
che il punto singolare sia l'origine e restringerci ad un suo intorno
abbastanza piccolo.

Lemma 4.22. Sia u € C®(Bg \ {0};5"1) tale che la classe di omotopia di
u in 0 ¢ banale, allora per ogni e > 0 esiste una mappa v € C*®(B;S"1) tale
che ||u — ||y, <e.

Dimostrazione. Sia r < R e consideriamo:
() = inf{ [ 1Dol?s 0 = wsudBy, 0 € Lip((B;8")},
By

osserviamo che la classe di competizione su cui facciamo l’estremo
inferiore & non vuota per la condizione sulla classe di omotopia di u.
Mostriamo che:

p(r) < Clnp) [ 1Dl

infatti sia v una mappa ammissibile e definiamo:

v(3x) x| < %
w(x) = qu(T(x)) 5<lxf<F
u(x) Z<x|<r

Dove T: B% \Bé — Br\B% e data da:

T = (57— 1+])

e soddisfa [DT(x)| < C(n).
Abbiamo che:

/ |Dw(x)\pdx:3p/ \Dv(3x)|pdx+/ \Du(T(x))|P|DT|? +
. Br B% « B%\BL

[ Ipuy
JB\By,
3

g3p—"/B |Dv(x)|pdx+C(n,p)/B IDul?

3 La dimostrazione di questa affermazione procede come per il caso di sfere considerando

la mappa f5 = min{1, w} che approsiama la funzione caraatteristica di D;

51



da cui scegliendo una sucessione minimizzante segue subito:

Cln, p)
p(r) < W/B, |Dul”

Ora per ogni ¢ possiamo sceglier un r tale che y(r) < ¢ e una mappa
v e Lip((Br;S”’l) tale che:

/ |DolP < 2¢
JB,

Si verifica immediatamente che:
w(x) = v(x) |x|<r
u(x) r<|x| <R
soddisfa la tesi. O

Dal lemma precedente e dalla discussione che lo procede segue la
seguente proposizione che ci sara fondamentale:

Proposizione 4.23. Sia u € WY (Q;S"~1) N BnV allora:

1. Se Det Du L Q = 0 esiste une sucessione di mappe uy € C*(Q;S" 1)
che tendono ad u in norma WP

2. Se Det Du L Q = wyddy, allora esiste una successione di mappe uy €
C*(Q\ {xx};S" 1) che approssimano . Inoltre:

deg(uy, x¢) = deg(u, x9) =d
e X — Xp.

Dimostrazione. Se la classe di omotopia di # in ogni punto & banale
si ha che le singolarita delle mappe approssimanti fornite dal teore-
ma sono tutte eliminabili utilizzando il lemma precedente; questo
dimostra il primo punto.

Ripercorrendo la dimostrazione difg.19|e chiaro che il punto xg stara,
per ogni r, in un sottocubetto della partizione di un cubetto cattivo (al-
trimenti la mappa ristretta al bordo del cubetto non sarebbe suriettiva
ma questo non é possibile perche il grado € non nullo). Tutte le sin-
golarita create dagli altri cubetti cattivi possono essere eliminate come
prima e inoltre la condizione:

deg(ug, x¢) = deg(u, x9) =d

& conseguenza della discussione precedente. La convergenza di x; —
xo € ovvia, sempre dalla dimostrazione. O

Mostriamo infine come sia possibile supporre che le mappe appros-
simanti siano zero omogenee vicino alle singolarita:

Lemma 4.24. Sia u € C®(Bg \ {0};S"~1) allora per ogni e > 0 esiste una
succesione di mappe vy, € C®(Bg \ {0};5"~1) tale che:

1. u = ol i, — 0

2. Esiste un raggio ry tale che vi(x) = u(rké—‘) in By, eu = vy in
Br \ By,

3. deg(u,0) = deg(v, 0)

Dimostrazione. Siccome:

R
/0 /aB |Du|PdH" Ydo < infty
Q
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possiamo trovare una succesione di raggi r, — 0 tale che:

lim 7 / IDulPdH"! = 0.
B,

k—o00 .

Definiamo:
u(x) x € Br\ By,
vk (x) = ;
“(T’km) x € By,
Ovviamente la mappa soddisfa il secondo ed il terzo punto della tesi,
per quanto riguarda il primo:

/ |u — ug|P + |Du — Duy|P < C|By,| +C/ |Du|p—|—C/ |Dog|P <
Bg By, By,

0(1)+Crk/ag IDulPdH™! = o(1)

Tk
O

Abbiamo ora tutti gli ingredienti per dimostrare 1'uguaglianza tra
| Det Du| e TV per mappe a valori in una sfera.

Teorema 4.25. Sia u € WYP(Q;S"1) tale che TV} (u, Q) < oo allora,
detta y la misura di Radon del teorema per ogni aperto A C Q) tale che
#(90A) = 0 abbiamo:

| Det Dul () = u(A)

Dimostrazione. Dalla discussione ad inizio capitolo sappiamo che u €
BnV e quindi Det Du = Y/" | wyd;dy,, inoltre, per ogni aperto U tale
che u(oU) = 0, abbiamo:

| Det Du(U)| < p(U).

Basta quindi dimostrare la disuguaglianza opposta.
Consideriamo la seguente famiglia di cubi:

F={QCA: uLQée W",u(dQ) = Det Du(9Q) = 0}

allora F & un ricoprmento fine di A e pertanto possiamo trovare un
sotto-ricoprimento disgiunto e numerabile {Q;} tale che:

p(A) = L Q).

Consideriamo un cubetto Q e supponiamo Det Du L Q = 0 allora
per la proposizione abbiamo che esiste una sucessione di mappe
up € C*®(Q;S" 1) che approssimano u nella topologia forte di W1?
quindi, essendo 'immagine delle uy (n — 1)-dimensionale:

Q) = TV (1, Q) < TV (1,Q)
< liminf/Q|detDuk| =0 = | Det Du|(Q).

k—o0
Viceversa supponiamo Det Du L Q = w;ddy, dove d = deg(u, xp) allo-
ra, sempre dalla proposizione sappiamo che esiste una sucessione
di mappe u; € C*®(Q\ {x¢};5" ") che tendono ad u nella topologia
forte, per il lemma possiamo inoltre supporre che esista un raggio
ry tale che u L B(xg, 1) = u(rkﬁ).

Siccome la mappa @ liscia al di fuori di B(x,7¢) e a valori in §"~!
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abbiamo, sfruttando la semicontinuita inferiore di TVY e il teorema
4-15]

#(Q) = TViy(u, Q) < TVY (4, Q) < iminf TV (u, B(xy, 7)) =
wn] deg (g, 1¢)| = wn| deg (1, x0)| = | Det Dul(Q).

Siccome possiamo sempre ridurci, per ognuno dei cubi del ricopri-
mento, ad uno dei due casi precedenti, abbiamo:

n(A) =3 pu(Q)) = }_|Det Du|(Q)

= | Det Du|(|_J Q;) < |Det Du|(A)

da cui la tesi. O
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MAPPE CHE PRESERVANO L'"ORIENTAZIONE IN
SENSO DEBOLE

In questo capitolo mostriamo un altro caso in cui si ha uguaglianza
tra TV}, e | Det Du|. Come suggeriscono gli esempi precedentemente
esposti e necessario imporre qualche tipo di ipotesi su u.

Le condizioni che mettiamo sembrano essere ottimali con 1’eccezione
della richiesta di continuita quasi ovunque (vedi teorema|5.8). Tuttavia
nell’ultima sezione, ispirandoci a [40], introduciamo una classe di map-
pe che abbiamo chiamato debolmente monotone per la quale sono sod-
disfatte tutte le ipotesi del teorema. Queste funzioni sembrano essere
una classe ragionevole in cui cercare minimi per problemi variazionali
legati all’elasticita non lineare.

5.1 GRADO DI BROUWER E DETERMINANTE DISTRIBUZIONALE

Per prima cosa diamo una definizione di grado di Browuer per map-
pe discontinue che mantiene le proprieta topologiche che lo caratteriz-
zano per le mappe continue. Questa definizione & stata introdotta per
la prima volta in [39] (confonta anche [19} 25, [40].

Nel seguito quando scriveremo che u € W?(aD), D dominio con
bordo lipschitziano e p > n — 1 supporemo sempre di prendere il
rappresentane continuo su dD.

Definizione 5.1. Sia u € W'/7(Q,R*")NL®, p € (n— 1,n) definiamo,
per ogni D CC Q con bordo lipschitziano tale che u € WF(aD), il
grado di u su D Deg(u,D,y) come 'unica funzione BV(RR",Z) tale
che per ogni campo ¢ € C'(R"; R") N W' si ha:

. _ : . n—1
[ Des(u,D,y)divg(n)dy = | g(u(x)ad Du-vopd'™! (5.1)

Per prima cosa mostriamo che & una buona definizione. Sia v una
mappa liscia allora sappiamo che (confronta [2.3):

/ deg(v, D,y) div, g(y) dy :/ divy g(v(x))det Dv(x) dx

—/ 2 )) det Du(x) dx =

))8;m det Do(x) dx

_/Di§k gjm( ( ))Tm(x)(adev(x));;dx
/D = axk 0(x))) (adj Do(x))} dx

_/ Zaxk (&'(@(x))(adj Do(x))} ) dx
—/ divy (g(v(x)) adj Do(x)) dx = /aDg(v(x))adj Do(x) - vypdH" 1.
Quindi:

deg(v, D, y) di dy < 00/ diDv| < C(n, OO/D”
., deg(o,D,y) div gy < gl [ laciDel < Clnplgle [ Dol
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In particolare abbiamo che deg(v, D,y) € BV(IR", Z) e che, indican-
do con D deg(v, D, y) la sua derivata distribuzionale:

[Ddeg(e, D,y)|(R") < Cn,p) [ Dol (52)

Consideriamo ora una successione di mappe lisce v che converge
a u in W'?(aD), in particolare uniformemente, allora indicando con
dy(y) = deg(vy, D,y) abbiamo, grazie alla (5.2), che

sup [Dd|(R") < C,
k

inoltre vx (D) C B(0,R) per un qualche raggio abbastanza grande e in-
dipendente da k, pertanto di sono tutte nulle al di fuori di un compat-
to. Applicando la disuguaglianza di Poincare otteniamo quindi anche
'equilimitatezza di ||d|| ;1.

Esiste quindi una sottosuccessione, non rinominata, e una funzione
¢(y) € BV(R",Z) tale che

dy — ¢ in LY(R™).

Passando al limite nella 5.1]abbiamo che ¢ = Deg(u, D, y). In maniera
analoga si mostra 1'unicita.

Osserviamo che Deg(u, oD, y) dipende solo da u LdD e che coincide
col grado di Brouwer di una qualsiasi funzione continua che coincide
con u su dD. Infatti si a w una tale funzione, ricordiamo che:

deg(w, D, y) = lim deg(wy, D, )

dove w; € C'(Q;R") convergono a w uniformemente. Modificando
opportunamente la successione si puod anche supporre che

W LD — uLdD =wLdD in WP(aD).

Per quanto mostrato prima deg(wy, D,y) — Deg(u, D,y) in L'(R") da
cui la tesi.

Alla luce di questo fatto il teorema e 'esempio [3.2] si leggono
come:

DetDu = / Deg(u, B, y)dydy
an

TV(u,B) = /11{" | deg(u, B, y)|dydy

se #: B — R" & una mappa 0-omogenea.

Possiamo dare a Deg(u, D, y) la seguente interpretazione geometri-
ca, definiamo la corrente S = u4[0D]* che si vede facilmente appar-
tenere a R"~!(IR") e essere a bordo nullo. Esiste allora una corrente
T € R"(R") tale che S = 9T e quindi, confronta la sezione trovia-
mo un’unica funzione ¢ € BV(R";Z) tale che T = L" L ¢. Ragionan-
do per approssimazione come prima si verifica che ¢ = Deg(u, D, y).
Pitt precisamente applicando la formula dell’area abbiamo che:

uy[dD] = (K" Lu(dD)) Lxv(y)

dove:
adj Du - vyp

o(y) = adjDu - vyp)|

{x: u(x)=y | adj Du-vyp|#0} |

In effetti noi abbiamo definito il push-forward di una corrente solo per mappe lipschi-
tziane ma pud essere definito anche in questo caso mediante un procedimento di
approssimazione
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e x ¢ l'operartore di Hodge (vedi [26]). Di conseguenza indicando con
T = L" ¢ abbiamo:

oT = (K" ' Lu(dD)) Lxv(y)

in particolare abbiamo che sptdT = spt D Deg(u, D,y) C u(dD), inol-
tre la formula dell’area e il fatto che p > 1 — 1 implica che H"~!(u(9D))
é nulla.

Conseguenza di quest’ultima osservazione & che Deg(u,D,y) & co-
stante su ogni componente connessa di R" \ u(dD).

Vale anche, come nel caso regolare, una formula di addizione per il
grado. Supponiamo infatti A e B CC A siano insiemi con bordo liscio,
allora se u € WP (dA) N WP (9B) vale:

Deg(u, A,y) = Deg(u, B,y) + Deg(u, A\ B,y). (5:3)

Per mostrarlo osserviamo che scrvendo la per A e B e sottraen-
do abbiamo:

/.., (Deg(u, A,y) = Deg(u, B,y)) div g(y)dy

= /BA g(u(x))adjDu - vy d H" ! — /Z)B g(u(x))adjDu - vygdH"*
ma, tenendo conto delle orientazioni:

/i)Ag(u(x)) adj Du - vyadH" 1 — /83 g(u(x))adjDu - vypdH" !

= /B(A\B) ¢(u(x))adjDu - ua(A\B)danl

= /IR Deg(u, A\ B,y) divg(y)dy

da cui, siccome ogni funzione ¢ € CP(IR") & una divergenza, la (5.3).
II grado appena definito risulta continuo rispetto alla convergenza
debole in W!* come mostrato dalla seguente:

Proposizione 5.2. Siau € WP (Q,R")NL®, n—1<p <n,D C Qcon
bordo lipschitziano tale che u € WP (9D), sia uy una sucessione di mappe
che converge a u debole in WV (D) e tale che sup ||u| < C allora:

Deg(uy, D,-) — Deg(u,D,-)  in L}(R").

Dimostrazione. Ragionando come prima la successione {Deg(u, D, y)}
e equilimitata in BV (IR") e pertanto possiamo estrarne una sottosuces-
sione convergente ad una funzione ¢(y). Sia ¢ € C!(R";R") N W
abbiamo, sfruttando la equilimitatezza della sucessione, che g(uy) —
g(u) in L1(aD) per q € [1,00) e pertanto, siccome adj Duy — adj Du in
L#1(dD)>:

/ , $(y) divg(y)dy = lim /]R Deg(uy, D, y) div g(y)

— lim [ g(uk)aoljDuk~1/3Dd7-[”_1:/a ¢(u) adj Du - vypdH"
D D

k—o0 Jo

= /m Deg(u, D, y) div g(y).

O

Passiamo ora a discutere la prima ipotesi che ci garantira l'ugua-
glianza tra | Det Du| e TV.

Per prima cosa osserviamo che se considerimo per ogni x € () la
famiglia di palle centrate in x {B(x,7)},~0, o di quadrati {Q(x,r)},

2 Quest’ultima affermazione non discende direttamente dal teorema ma una volta
resa la frontiera localmente piatta la dimostrazione procede sulla stessa linea, vedi [Z1]
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abbiamo che le ipotesi della definizione [5.1|sono soddisfatte per quasi
ogni r.

Definizione 5.3. Diremo che una mappa u € W7 (Q) conserva I'orien-
tazione in senso debole e scriveremo u € WOP(Q)) se per ogni x € Q) e
per quasi ogni raggio r abbiamo che Deg(u, B(x,r),y) > 0 per quasi
ogni y € R".

Notiamo che se u & liscia allora abbiamo che u € WOP se e solo se
det Du > 0, confronta la proposizione

La condizione WOP ¢ piu forte di det Du > 0 quasi ovunque, so-
stanzialmente si richiede di conservare l’orientamento anche vicino
agli eventuali punti di discontinuita.

Esempio 5.4. Si consideri la mappa u : B(0,1) — R™:

allora det Du > 0 quasi ovunque, ma Deg(u, B(0,7),y) < 0, infatti una
mappa continua che coincide con u su 0B(0,r) ¢ la funzione affine:

w(x) = (1—r)((=x%,...,x")
che per cui deg(w, B(0,7),y) < 0.

Osserviamo che la classe WOP N {||u|lcc < C} & debolmente chiusa,
questa ¢ immediata conseguenza del seguente lemma e della continui-
ta del grado:

Lemma 5.5. Sia {u} C WYP(Q), up — u allora per ogni x € Q) e quasi
ogni r € (0,dist(x,0Q))) esiste una sottosuccessione, dipendente da x e da r,
tale che u, — u in WLP(3B(x,r)), in particolare uniformemente.

Dimostrazione. La convergenza di uy LdB(x,r) a uLdB(x,r) in LV &
facile conseguenza della formula di coarea, inoltre abbiamo:

dist(x,0Q2)
/ [ ipwl < [ pulr < c
0 9B (x,r) Q

quindi, detta:
r)= Duy|P
fil)= [ 1Dwd
grazie al lemma di Fatou:

dist(x,002) dist(x,002)
/ li}{n inf fi(r) < liminf fr(r) < o0
0 — 00

k—o00 0

da cui f(r) = liminfy . fx(7) @ finito per quasi ogni r. Fissato uno di
questi raggi scgliamo una sottosucessione fk]. (r) tale che:

lim fi,(r) = £(r)

j—oo

allora abbiamo che uy; — u in WLP(3B(x,r)), la convergenza uniforme

& conseguenza del teorema di immersione di Sobolev. O
Possiamo ora dimostrare:

Proposizione 5.6. Sia u € WOP(Q) N WP N L allora:

1. Det Du ¢ una misura di Radon positiva

2. Per ogni x e quasi ogni r:

Det Du(B(x, 7)) = /R Deg(u, B(x, 1), y)dy
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Dimostrazione. Per dimostrare il primo punto basta far vedere che che
(Det Du * g¢)(x) > 0 dove g, € una famiglia di mollificatori. Scegliamo

una funzione f € C%®([0,1)) con f' < 0 tale che g¢(x) = & (@)
soddisfi alle usuali proprieta dei mollificatori.

(Det Du * 0¢)(x) = (Det Du, 0¢(+ — x))
=~ e,y )2 Duty)Dac(x ~ )y

n

_1 T ; . n—1
n/o f(s)/aB(x’s)uad]Du vdH" ds

= — /Orf’(s) Deg(u, B(x,s),y)ds > 0.

Dove nell’'ultimo passaggio abbiamo applicato I'equazione [5.1|al cam-

pog(y) =3
Per quanto riguarda il secondo punto scegliamo:

1 o<r—2¢
file) =5 r—d<ae<r
0 o>

allora per quasi ogni r:

Det Du(B(x,r)) = lim (Det Du, f(| - —x|))

= tim 0 [ uly)adi Duly)Ds(| - ~x|)dy

.
= lim 11 / / uadj Du - vdH" " 'ds
6—0 16 Jr—5 JaB(x,s)

= 5 )uadeu-val’l—[”_1 :/Deg(u,B(x,r),y)dy.

O

Osserviamo che se Det Du = det DudL" 4 us la proposizione pre-
cedente ci garantisce che, come nel caso di mappe lisce, det Du > 0
quasi ovunque.

In generale lesempio [5.4| mostra che non & possibile invertire questa
implicazione. Un altro esempio si ha considerando u(x) = cp(l%‘)
con ¢: §" 1 — §"~1 con grado negativo; & immediato verificare che
det Du = 0 ma Deg(u, B(0,7),y) = deg(¢)1p(o,1)(y)-

Nella definizione della classe WOP potrebbe sembrare arbitraria la
scelta di considerare il grado solo delle mappe ristrette a palle, la pro-
posizione che segue mostra come in effetti avremmo potuto scegliere
qualsiasi altro insieme con bordo liscio (o con modifiche minime liscio
a tratti).

Per prima cosa fissiamo alcune notazioni, sia D un insieme aperto
con bordo liscio, possiamo considerare la funzione:

d(x) = dist(x,0D) sex € Q\D
| —dist(x,aD) sexeD

allora, grazie alla regolarita di dD, esiste un gg tale che d ristretta a
{x: dist(x,0D) < gg} & liscia. Definiamo, per ogni ¢ € (—¢p, €p):

D, ={x e Q:d(x) < ¢}

allora grazie alle osservazioni precedenti e al lemma di Sard D, sono
aperti con bordo liscio per quasi ogni ¢, inoltre vp, = Dd.
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Proposizione 5.7. Sia u € W'7(Q) N L® NWOP e D un insieme con bor-
do liscio allora per quasi ogni e abbastanza piccolo abbiamo che u € W7 (D)
e

Deg(u, D¢, y) > 0.

Dimostrazione. 1l fatto che u € WP (D) per quasi ogni ¢ & conseguenza
della formula di coarea. Inoltre, ragionando come nella proposizione
si vede che, sempre per quasi ogni &

Det Du(D;) = / Deg (1, D¢, y)dy.

Sia ® € CP(R"), 9 > 0 e g € C®°(R") tale che divg = 9, definiamo
la distribuzione:

To(p) = [ g(u)adj Du-Dg)
che si vede facilmente essere ben definita. Ragionando sempre come
nella proposizione [5.6, otteniamo che:
1. Ty € una misura di Radon positiva,

2. per quasi ogni & abbiamo:
Ty(De) = [ ¥(y) Deg(u, De,y)dy.

Mostriamo per prima cosa che queste misure sono assolutamente con-
tinue rispetto a Det Du. Sia E un insieme tale che Det Du(E) = 0 e
A D E un aperto per cui Det Du(A) < o, grazie al teorema di Besico-
vitch possiamo trovare una famiglia disgiunta B di palle contenute in
A e per cui vale:

1. Ta(A) = Lpen To(B)

2. Ty(B) = [ 9(y) Deg(u, B,y)dy per ogni B € B
3. DetDu(B) = [ Deg(u, B,y)dy per ogni B € B.
Bbbiamo allora che:

Ty(E) < Ty(A) = Y Ty(B)

BeB
Y. [ 0Deg(u,B,y)dy < |9 X [ Deg(u, B,y)dy
BeB BeB

= [[8]l ) DetDu(B) < |8l Det Du(A) <[]0
BeB

e per l'arbitrarieta di o la tesi.
Consideriamo ora un insieme ® denso e numerabile in C°(IR", [0, +-0))
e sia ¢ tale che:

To(De) = [ 8(y) Deg(u, De,y)dy.

per ogni © € O, osserviamo che questo € vero per quasi ogni € grazie
alla numerabilita di ©.

Grazie al teorema di Besicovitch possiamo trovare una famiglia palle
disgiunte C contenute in D, per cui vale:

1. DetDu(D¢ \ | J B) =0
BeC

2. Ty(B) = [ 8(y) Deg(u, B, y)dy per ogni B € C e per ogni ¢ € ©.

Grazie all’assoluta continuita delle Ty rispetto a Det Du abbiamo an-

che:
= Y To(B)+ To(D:\ |J B) = ¥ To(B)

BeC BeC BeC
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per cui:

| () Deg(u, De,y)dy = To(De) = X Ta(B) =

BeC
)3 / 9(y) Deg(u, B,y)dy = / 9(y) ) Deg(u, B, y)dy.
BeC BeC

per ogni ¥ € O. Sia ¥ € CX(R": [0,400)) e ¥, € © una successio-
ne convergente uniformemente a ¢, allora, utilizzando il teorema di
Lebesgue e il lemma di Fatou:

/ ¢(y) Deg(u, De,y)dy = lim / On(y) Deg(u, De, y)dy

= lim / 8,(y) ) Deg(u, B, y)dy
—® BeC

> /hminfﬂh(y) Y Deg(u, B,y)dy > 0.
h —oo BeC

da cui Deg(u, D¢, i) > 0 per quasi ogni y. O
Passiamo ora a dimostrare il teorema principale di questa sezione:
Teorema 5.8. Sia u € WP (Q)NLE®, p € (n —1,n) e supponiamo che:
1. n>3;
2. TV (u,Q) < oo;
3. u € WOP;
4. esiste un rappresentante di u continuo per quasi ogni x € (.

Allora detta y la misura del teorema |4.4| abbiamo che per ogni aperto A tale
che u(0A) = 0:
Det Du(A) = u(A)

Osserviamo che a differenza del teorema[4.25 non siamo in grado di
mostrare in questo caso che TVy, = T'V.

Prima di dimostrare il teorema vorremmo discuterne rapidamente
le ipotesi, la prima ci permette di utilizzare il Teorema di White ed
& sostanzialmente topologica, I'esempio illustra una mappa che
soddisfa tuttele ipotesi del teorema tranne la prima e per cui si ha
|Det| < TV.

La seconda serve ad applicare il teorema di Besicovitch, in effetti
dalla dimostrazione segue che TV} (1, Q) < oo per ogni cubetto ma da
questo non si pud dedurre che che TV (u,Q)) < oo.

Per quanto riguarda la terza 1'esempio [3.2] e il teorema suggeri-
scono che un’ipotesi del genere sia necessaria in generale per 'ugua-
glianza tra Det Du e TV.

L'ultima ipotesi viene usata solo nell'ultimo passaggio della dimo-
strazione, la condizione sembra esclusivamente tecnica ma al momento
non siamo in grado di toglierla. Nell'ultima sezione mostriamo tutta-
via come queste ipotesi siano soddisfatte da una classe ragionevole di
mappe.

Dimostrazione del teorema Ragionando come nel teorema pos-
siamo limitarci a mostrare che per ogni cubo Q C () di lato R:

TV} (u,Q) < Det Du(Q).

Consideriamo la mappa u e una sucessione di mappe liscie u;, —
u in WHP(Q) con |Juyllec < ||#t]|co, possiamo inoltre supporre che la

convergenza sia tale per cui Y, ||up]|jy1,, < o0
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Utilizzando il lemma [4.17] abbiamo quindi che possiamo trovere una
sucessione di raggi ry — 0 e una partizione di Q in ny = (C%) cubetti
Qik di lato 2ry tali per cui:

1. Det Du( = [ Deg(u, Q;,,y)dy
2. DetDu(UiaQik) =
M
3- ZfaQ;k [DulP < £ [o [Dul?
4. uy — uin WhP (| 8Q£k), in particolare uniformemente.

Possiamo quindi, grazie alla proposizione trovere per ogni k un
h(k) tale per cui:

1. [y — ull 1= (UA(QS,)) < ¢
2. [ |Deg(u, Qik,y) — deg(uh(k), Qik,y)| < lek peri=1,...,n.

Per ogni k e per ogni i = 1,...,n; applicando il corollario al-
la mappa Upy(k LQrk ottemamo, per ogni ¢ positivo, una mappa gk

lipschitziana e tale per cui gk = Uy SU aQ,k
; ; o4
L, 1detDgi] < [ |deg(ungo, Oy y)ldy + -
Tk
Deiniamo ora, su ogni cubetto Qik:

X—X;
Un(k) (rkm +xi) se 0k < |xX — Xiloo <7k

op(x) =19 .,
g () se ¥~ xilw < 04
dove x; & il baricentro del cubetto e g € una successione da scegliere in
seguito. Se invece Qik & un parallelepipedo della partizione procedia-
mo utilizzando la jauge gia introdotta nella dimostrazione del teorema
(le modifiche al seguito sono minime).
Innanzi tutto osserviamo che:

. e
/Q| d 1; ol | ]
_%C;k)”/ ’deth x)|dx = Z/ | det Dgt (x)|dx
i=1 Y% Qb k (30
ny 4 ' 1
<Y [, 1 deglune, QG y)ldy +0 < y. /., Desu, Qi w)dy +  +o
i=1 i=1

i S 1 1
=) DetDu(Q, )+ o= Det Du(Q) + cte
i=1

da cui passando al limite prima per k — o e poi per ¢ — 0 avremmo
la tesi se sapessimo mostrare che vy — u in W7(Q).

Mostriamo intanto che la successione € limitata. Per prima cosa no-
tiamo che essendo ||uy, || equi-limitata questo & vero anche per ||v||co,
infatti l'unico problema potrebbe essere vicino al centro dei quadratini
dove abbiamo le funzioni g;‘, ma ¢ immediato vedere che possiamo so-
stituirle con delle funzioni troncate in [—||u||co, ||#||c0]” sSenza aumentar-
ne 'area dell'immagine (confronta la dimostrazione della proposizione
[4.2). Abbiamo quindi:

[l < ull%IQl.
Q
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Per quanto riguarda i gradienti invece, ricordando che n; = O(%,,):
k
Ny .
/ﬁwazz:/immv

-L,

A L 4
+ "k(Q )P (0x)" o hax ip(g})

p

<’<>(Vk| §l| +x) )|

M
Ok \n—p
< ;?k/a ; |D“h(k)|p+c("/R)(a) 1e{I{}a§zk}Llp(gk)

<2VY'r Du(x)|” +C(n,R Qkym max Li
zk/J (WIP+CoLR)(F)" max  Lip(s})”

< 2/ |Du|? 4+ C(n, R)(f;:) e{I?ax }Llp(gk)
1 seee Mg

Scegliamo a questo punto g in modo da soodisfare:

n— . i
()" P maxieq,. gy Lip(gh)? — 0
2 3 | U?il i@k' < o

La prima proprieta ci assicura che limsup, , ||ok|lyy1, < M mentre
la seconda permette di applicare il lemma di Borel-Cantelli|1.3|e di af-
fermare che, con l'eccezione di un insieme di misura nulla, ogni punto
di Q appartiente a [J;*, o, solo per un numero finito di k.

Sia vy € una sottosucessmne debolmente convergente, che esiste per
la limitatezza delle norme, mostriamo che il limite & proprio u, questo
al solito ci garantira che tutta la successione converge ad u.

Per fare cid basta mostrare che vy — u quasi ovunque in Q, osser-
viamo che solo in questo passaggio usiamo il fatto che u sia continua
quasi ovunque.

Sia ¢ > 0 e scegliamo un punto xg in cui u € continua e che ap-
partiene solo ad un numero finito di J\¥, o, queste condizioni sono
soddisfatte da quasi ogni punto. Sia § > 0 tale che:

OSCB(XQ,&) u<e

esistera allora un k abbastanza grande per cuir, < Jdexg € Qik \ Qék -
B(xg,6), pertanto:

Lxﬁoo—i-x) —u(xo)’

|k (x0) — u(x0)| = ‘uh(k) (Tk|
X0 — X0 — Xi
S’u (ri—l—x)—u(ri—b—x-)‘
MO\ xg *leoo o —xilo
X0 —
+ ’u(r — tX ) X ‘
k |XO —x; |oo ( 0)
< < 1
> ||“h(k) - u||Loo(aQ;k) + 08Cp(xy,0) U < % te
e quindi, per k — o0 e ¢ — 0, la tesi. O
5.2 MAPPE DEBOLMENTE MONOTONE
Mostriamo ora come le ipotesi del teorema [5.8| siano soddisfatte da
una classe ragionevole di mappe.
Questa comprende l'insieme delle funzioni INV introdotto in [40]

(al quale rimandiamo per ulteriori dettagli) nello studio di problemi di
elasticita non lineare.
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Definizione 5.9. Sia u € W7 (B(x,r) N W"P(9B(x,r)) definiamo per
ogni raggio tale che u L B(x,r) & continua:

Imy(u,B(x,7)) = {y € R"\ u(0B(x,r)): Deg(u,B(x,r),y) # 0}
Quindi Im7(u, B(x,r)) € un insieme aperto e tale per cui3
0. Im7(u, B(x,7)) C u(dB(x,r)) modulo H" 1.
Essa rappresenta in un certo modo l'insieme “racchiuso” da u(9B(x, r)).

Definizione 5.10. Diremo che una mappa u € W7 (Q; R") & debolmen-
te monotona se vale per quasi ogni r € (0, dist(x,0Q))):

u(z) € Imp(u, (B(x,r)) Uu(oB(x,r)) per quasi ogni z € B(x, ).
(5-4)

Definizione 5.11. Diremo che u soddisfa la condizione INV se per
quasi ogni r € (0, dist(x,0Q))):

1. u(z) € Img(u, (B(x,r)) Uu(dB(x,r)) per quasi ogni z € B(x,r)
2. u(z) € R"\ Imr(u, (B(x,r)) per quasi ogni z € O\ B(x,r).

Possiamo dare alle due condizioni la seguente interpretazione fisica:
supponiamo che u stia descrivendo una deformazione del corpo ()
(eventualmente discontinua), allora la condizione (5.4) richiede che il
materiale che si trova all’interno di una palletta non venga portato da
u all’esterno del’'immagine della frontiera.

La condizione INV invece richiede anche che non ci sia interpene-
trazione della materia ossia che materiale inizialmente al di fuori non
venga portato all’interno.

Osserviamo perd che non tutte le mappe regolari soddisfano la con-
dizione INV come mostra la mappa u(x,y) = (x?,y). Viceversa & sod-
disfatta da ogni mappa regolare con det Du > 0, questa condizione
non é tuttavia necessaria come illustra la mappa v(x,y) = (x, xy).

Si puod mostrare, si veda [40]], che se u soodisfa INV abbiamo:

1. se det Du # 0 quasi ovunque allora Deg(u, B(x,r),y) € {—1, 0, 1}
2. se det Du > 0 quasi ovunque allora Deg(u, B(x,r),y) € { 0, 1}

3. se Deg(u,B(x,r),y) € { 0, 1} e det Du # 0 quasi ovunque allora
det Du > 0 quasi ovunque.

Inoltre se det Du > 0 quasi ovunque si ha che esiste un insieme )y
con |Q\ O] =0 e tale che u L () & iniettiva.

Per prima cosa mostriamo che le due proprieta sono chiuse rispetto
alla topologia debole W ?:

Proposizione 5.12. Sia uy una sucessione di mappe che soddisfano la condi-
zione @ (rispettivamente la condizione INV) e tali che uy — u, allora, se
p > n — 1, abbiamo che anche u soddisfa (5.4) (rispettivamente INV).

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione solo nel caso di mappe de-
bolmente monotone, essendo 'altra analoga. Scegliamo un raggio r
tale che:

1. la condizione [5.4]sia soddisfatta rispetto a B(x, r) per ogni k
2. U — u uniformemente su dB(x, r)

3. Uy, u sono continue su dB(x,r)

Se E & un insieme di perimetro finito indichiamo con dE la sua frontiera essenziale,
ossia l'insieme di salto di 1
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osserviamo che grazie al lemma |5.5quasi ogni r soddifa queste condi-
zioni a meno di sottosucessioni.

Grazie al teorema di Egoroff per ogni J esiste un compatto K C
B(x,r) con |B(x,r) \ K| < e per cui uy LK — u L K uniformemente.

Sia x € K, se u(x) € u(dB(x,r)) non c’® niente da dimostrare, altri-
menti grazie alla 2 e alla compatezza di u(dB(x,r)) abbiamo che esiste
un ¢ > 0 tale che u(dB(x, 7)) N B(u(x),e) = @ per k > k(¢) e, pertanto,
Deg(uy, B(x,r),y) € costante per ogni y € B(u(x),¢).

Grazie alla convergenza uniforme su K abbiamo quindi che u(x) €
B(u(x),¢) per k grande e, sfruttando la continuita del grado e il fatto
che & a valori interi e costante su ogni componente connessa di R" \
u(0B(x,r)):

Deg(u, B(x,r),u(x)) = Deg(uy, B(x,r),u(x))
= Deg(uy, B(x,r),ux(x)) #0

e quindi u(x) € Imp(u, B(x,7)) per ogni x € K. Larbitrarieta di ¢
conclude la dimostrazione. O

Mostriamo ora che se vale la condizione di monotonia, o analo-
gamente la condizione INV, unita alla condizione di preservare I'o-
rientamento allora vale una condizione di regolarita pit forte per il
rappresentante standard della classe di u.

Ricordiamo che questo & definito come:

. 1 1 qes .
a(x) = lim; o oy fB(x,r) u(y)dy se il limite esiste
0 altrimenti
e che detto P l'insieme in cui il limite non esiste si ha dimyP < n — p.

Allora abbiamo che se u soddisfa [5.4] per ogni x € Q) e quasi ogni

raggio:

u(y) € Imp(u, B(x,7)) Uu(oB(x,r)) per ogni y € B(x,r)\ P

Infatti supponiamo che #u(y) € R" \ Imy(u, B(x,r)) Uu(oB(x,r)), al-
lora, essendo questo insieme aperto, abbiamo che esiste una palla
B(i(y), €) tutta contenuta. Per s piccolo:

1
B(,9)] /B(y,s) u(z)dz € B(u(y),¢)
ma questo & possibile solo se [{z € B(y,s): u(z) € B(u(y),e)| > 0.
Scelto s tale che B(y,s) C B(x,r) si ha l'assurdo. In particolare
abbiamo che %(x) € Im7(B(x,r)) Uu(0B(x,r)) per ogni x € )\ P.
Notiamo che scelto il rappresentante standard 'insieme dei punti la
cui immagine non sta nell'immagine topologica non dipende pit dalla
palla.

Teorema 5.13. Sia u € WYP(Q;R"), p > n — 1 una mappa debolmente
monotona che soddisfa WOP, allora esiste un rappresentante u* di u ed un
insieme NC tale che u* é continua in ogni x € Q' \ NC, inoltre dimy NC <

n—p.
Per prima cosa dimostriamo un lemma.

Lemma 5.14. Sia u come nelle ipotesi del teorema x, z € Q allora,
per quasi ogni v € (0,dist(x,9Q2)), s € (0,dist(z,0B(x,r)), se B(x,r) C
B(z, s) abbiamo:

Imy(u, B(x,7) Uu(dB(x,r)) C Imy(u, B(z,s)) Uu(dB(z,s))
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Dimostrazione. Infatti gazie all’equazione (5.3) abbiamo che per quasi
ognires:

Deg(u, B(z,5),y) = Deg(u, B(x,),y) + Deg(u, B(z,5) \ B(x,7),7)
e quindi grazie alla proposizione [5.7e alla condizione WOP:
0 < Deg(u, B(x,r),y) < Deg(u, B(z,s),y)
Osservando che
R"\ Imt(u, B(z,s)) Uu(0B(z,s)) = {Deg(u, B(z,s),y) = 0}
abbiamo
Im7(u, B(x,7r)) C Imy(u, B(z,s)) Uu(dB(z,s)),

inoltre detto P = {w € B(zs): u(w) ¢ Imr(B(z,s)) Uu(dB(z,s))}
abbiamo che per quasi ogni r:

H"1(dB(x,r)NP) =0
e quindi per questi raggi:
u(0B(x,r)) C Imp(B(z,s)) Uu(aB(z,s))}
da cui la tesi. O

Chiamiamo, per ogni punto x € ), R(x) l'insieme dei raggi in
(0,dist(x,0Q))) in cui & soddisfatta la condizione e definiamo per
ogni ¥ € R(x) tale che u L0B(x,r) & continua:

F(B(x,r)) =Img(u, B(x,r)) Uu(aB(x,r)).

Si vede facilmente che F(B(x,r)) & un compatto non vuoto la cui fron-
tiera & contenuta in u(dB(x,)) e quindi diam(F(B(x,r)) < 0scyp(x ) U-
Definiamo inoltre per ogni x € ()

F(x)= (1] F(B(x,7))

reR(x)

che ¢ anche esso un compatto non vuoto essendo, grazie al lemma
precedente, F(B(x,r1)) C F(B(x,12)) sery < 1.

Dimostrazione del teorema Chiamiamo
NC := PU{x: diamF(x) > 0}
e definiamo il rappresentante di u:

0 (x) = u(x) sex € O\ NC
" | qualsiasi elemento di F(x) altrimenti

abbiamo che u*(x) € F(x) per ogni x € Q).
Sia x € O\ NC, allora

lim sup (diamF(B(x,7))) < diamF(x) =0

r—0

quindi, per ogni ¢, possiamo trovare un r tale che F(B(x,r)) C B(u*(x),¢).
Allora per ogni y € B(x,r) abbiamo, dal lemma precedente, che esiste
un raggio s, tale che:

F(B(y,sy)) C F(B(x,r) C B(u"(x),¢)
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la continuita si ottiene poi osservando che:

u*(y) € F(y) C F(B(y,sy))-

Passiamo ora a stimare la dimensione di Hausdorff di NC, per ottenere
la tesi basta mostrare che, detto D = {x: diamF(x) > 0}, questo ha
dimensione minore o uguale a n — p.

Sia x € D allora esiste un a(x) > 0 tale che per ogni ¢ € R(x):

0 < a(x) < diamF(x) < 0sCyp(y,q) U

ma per la disuguaglianza di Morrey:

==

_n1
0SCyp(x,0) 4 < C(n,p)o' ™ 7 </33(x N |D“\p>

da cui:
P<C pfnJrl/ Dul?
o <C@ [ ol
e integrando su (0,7) N R(x) abbiamo:
a(x)r P < / \Dul?
B(x,r)

da cui: .
D C {x: limsu —/ Dul? >0
{ BT B(x,r)‘ | }

e quest’ultimo insieme ha dimensione di Hausdorff minore di n — p, si
veda [46]. O
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LISTA DEI SIMBOLI

(M), {x: dist(x, M) < r}

1 Funzione indicatrice di E

ACCB A & un sottoinsieme compatto di B

B(x,r) Palla aperta di centro x e raggio r

cm(Q) Spazio delle funzioni m-volte derivabili con deri-
vata m-esima continua

() Q)N C"(Q)

Df Gradiente di f

v* Duale topologico di V

Lip f Costante di Lipschitz di f

gt oB

M(T) Massa di T

HE Misura di Hausdorff k-dimensionale

L Misura di Lebesgue n-dimensionale

RF(U) Correnti k-dimensionali rettificabili

uLE Restrizione della misura y ad E

oif % Derivata di f rispetto ad x'

fLE Restrizione della funzione f ad E

x j-esima coordinata di x

B B(0,1)

CY(X; RK) Spazio delle funzioni continue a supporto com-

patto da X in RF

D(U) Spazio delle funzioni test
Dk(U) Correnti k-dimensionali
Wy Misura di Lebesgue di B
E Chiusura di E

oE Frontiera topologica di E
x=(x1,..., ") Punto di R"

x-y (xy) Prodotto scalare tra x e y
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