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Università di Pisa

20.01.2022

Figure riprese da Wikipedia Commons con licenza CC BY-SA



Albert Einstein, 1904
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1915. Einstein pubblica la Teoria della relatività generale.
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L’algèbre n’est qu’une géométrie écrite,
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Segmento: [−1, 1] =
{
x ∈ R | − 1 ≤ x ≤ 1

}
.

Quadrato:

[−1, 1]2 = [−1, 1]× [−1, 1] =
{

(x , y) ∈ R2 | − 1 ≤ x , y ≤ 1
}
.

Cubo:

[−1, 1]3 =
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(x , y , z) ∈ R3 | − 1 ≤ x , y , z ≤ 1
}
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}
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Varietà (Manifold)

Whitney 1936: Una varietà n-dimensionale è uno spazio topologico
M dotato di un atlante A =

{
ϕi : Ui → Vi ⊂ Rn

}
formato da

carte ϕi tali che le funzioni di transizione ϕij siano lisce (cioè C∞).





Una varietà di dimensione 2 è una superficie:

Una superficie può non essere orientabile:
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Caratteristica di Eulero – Poincaré

χ = V − S + F = 2− 2g = 0



Triangolazione

Caratteristica di Eulero – Poincaré
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Teorema dei 4 colori?

Non è vero sul toro
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Congettura di Poincaré (1904)

L’unica varietà 3-dimensionale compatta e semplicemente connessa
è la sfera.
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Tensori

V spazio vettoriale di dimensione n

Definizione
Un tensore di tipo (0, 0) è uno scalare, cioè un numero reale.
Un tensore di tipo (1, 0) è un vettore, cioè un elemento di V .
Un tensore di tipo (0, 1) è una funzione lineare V → R.
Un tensore di tipo (0, k) è una funzione multilineare

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k

−→ R

Esempio

Il prodotto scalare in R2, R3 o Rn è un tensore di tipo (0, 2).

〈v ,w〉 =
n∑

i=1

viwi
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Tensore metrico

Definizione
Un tensore metrico su una varietà M è un campo tensoriale che è
in ogni punto un prodotto scalare non degenere.

Esempio (Spazio Euclideo)

Su R3 in ogni punto p usiamo il prodotto scalare usuale

〈v ,w〉 = v1w1 + v2w2 + v3w3 = vT

1 0 0
0 1 0
0 0 1

w .

Esempio (Spazio di Minkowski)

Su R4 in ogni punto p usiamo il prodotto scalare Lorentziano

〈v ,w〉 = −v1w1 + v2w2 + v3w3 + v4w4 = vT


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

w .
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Definizione
Una varietà Riemanniana è una n-varietà dotata di un tensore
metrico definito positivo.

Definizione
Una varietà Lorentziana è una n-varietà dotata di un tensore
metrico di segnatura (n − 1, 1).

Secondo la relatività generale, lo spaziotempo è una varietà
Lorentziana di dimensione 4.
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Con il tensore metrico possiamo definire molte nozioni geometriche
su una varietà M:

I Lunghezze di vettori e di curve, distanza fra punti (nel caso
Riemanniano)

I Volumi di zone di M

I Connessione di Levi–Civita −→ geodetiche

I Curvatura
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Area = 4π
8 = π

2 = differenza fra somma degli angoli e π
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Piano iperbolico

Il tensore metrico nel punto x del disco è riscalato di un fattore(
2

1− ‖x‖2

)2



Cerchio limite IV (Paradiso e inferno), Escher, 1960



Il tensore metrico nel punto x è riscalato del fattore 1
x2
n

.



Curvatura di una curva nel piano

C

P

r

Raggio di curvatura: r
Curvatura: k = 1/r
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Curvatura gaussiana

piani delle
curvature principali

vettore
normale

piano tangente

K = k1 · k2
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Superfici di curvatura negativa, nulla e positiva:



Teorema (Teorema Egregium di Gauss)

La curvatura dipende solo dal tensore metrico sulla superficie.

Più informalmente: la curvatura non cambia se pieghiamo una
superficie senza creare strappi.

Conseguenze:

I In qualsiasi carta geografica ci sono distorsioni.

I Si può mangiare un quarto di pizza con le mani.
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I Si può mangiare un quarto di pizza con le mani.



La curvatura gaussiana può essere definita in modo intrinseco per
qualsiasi superficie astratta

Area cerchio di raggio r : πr2 − πr4

12 K + O(r4).

Il cerchio di raggio r nel piano iperbolico ha area

4π sinh2(r/2) = π(er/2 − e−r/2)2 = π(er − 2 + e−r )

= 2π

(
r2

2!
+

r4

4!
+ o(r4)

)
= πr2 +

πr4

12
+ o(r4)
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Il toro nello spazio ha punti con curvatura variabile:



In questa versione il toro e la bottiglia di Klein hanno tutti i punti
con curvatura nulla:

Toro Klein



Teorema (Gauss – Bonnet)

Per qualsiasi superficie compatta S senza bordo vale l’uguaglianza∫
S
K = 2πχ(S).

χ = 2 0 − 2 − 4



Teorema (Gauss – Bonnet)

Per qualsiasi superficie compatta S senza bordo vale l’uguaglianza∫
S
K = 2πχ(S).

χ = 2 0 − 2 − 4



Tassellazioni



Tassellazioni con triangoli aventi angoli interni π/p, π/q, π/r :

(p, q, r) = (2, 3, 3) (2, 3, 4) (2, 3, 5)

(2, 3, 6) (2, 4, 4) (3, 3, 3)



Tassellazioni con triangoli aventi angoli interni π/p, π/q, π/r :

(p, q, r) = (2, 3, 3) (2, 3, 4) (2, 3, 5)

(2, 3, 6) (2, 4, 4) (3, 3, 3)



(2, 3, 7) (2, 4, 5) (3, 3, 4)



Tassellazione dello spazio in cubi



Tassellazione dello spazio iperbolico in dodecaedri retti



Trasporto parallelo (connessione)

N

S

A B

α



Tensore di Riemann di tipo (3, 1)

P
εu

εv
w

ε2z

R(u, v ,w) = z



Teorema (Uniformizzazione di Poincaré – Koebe)

Ogni superficie compatta ha una metrica Riemanniana a curvatura
costante 1, 0 oppure −1. In altre parole localmente ha la
geometria della sfera, del piano euclideo, o del piano iperbolico.

Teorema (Geometrizzazione di Thurston – Perelman)

Ogni 3-varietà compatta orientabile si decompone in pezzi,
ciascuno dei quali ha una metrica Riemanniana che ha localmente
uno di 8 tipi fissati di geometrie.

Corollario (Congettura di Poincaré)

Una 3-varietà compatta semplicemente connessa è una sfera.
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Ogni superficie compatta ha una metrica Riemanniana a curvatura
costante 1, 0 oppure −1. In altre parole localmente ha la
geometria della sfera, del piano euclideo, o del piano iperbolico.

Teorema (Geometrizzazione di Thurston – Perelman)
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