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ESERCIZI 27/10/2008

Esercizio 1. Sia V = R[z]4 lo spazio dei polinomi a coefficienti in R di grado
minore o uguale a 4. Sia

U={peV|p1)=0,p3) =0}
Dimostra che U ¢ un sottospazio vettoriale di V' e trova una base per U. Determina
un sottospazio W C V tale che V =U @ W.

Esercizio 2. La derivata di un polinomio
p(x) =anax™ + ...+ a1x + ag
a coefficienti in un campo qualsiasi K ¢ il polinomio
p(z) =naz" "t + (n—1)a" "2+ ... + 2002 + a;.

Sia V' = CJz]z lo spazio dei polinomi a coefficienti complessi di grado minore o
uguale a 2. Sia

U={peV|p()=0p(2) =0}
Dimostra che U ¢ un sottospazio vettoriale di V' e trova una base per U. Determina
un sottospazio W C V tale che V =U @ W.

Esercizio 3. Considera i sottospazi seguenti di R[z]s.
U= {1+azt+z?, W= (z+2%z+%.

Qui U; dipende da un parametro ¢t € R. Determina le dimensioni di U;, W, U; + W
e Uy N'W al variare di t. Determina una base di U_; N W. Completa questa base a
base di R[z]s.

Esercizio 4. Siano vy, ...,vg11 vettori di uno spazio vettoriale V. Dimostra
che

<U1,...,Uk> = <’Ul,...,’Uk-+1> <~ Vk+1 € <U1,...,Uk>.

Esercizio 5. Sia K un campo qualsiasi. Siano Uy, Uy, Uz sottospazi di K3 tutti
di dimensione 2. Mostra che esiste una base B = (v1, v2,v3) tale che

v1 € Uy NUs, ’UQEUgmUl, vy € Uy NUy
se e solo se Uy NU; N Uz = {0}.
Esercizio 6. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n. Dimostra che per ogni

0 < k < n esistono due sottospazi vettoriali U e W di dimensione rispettivamente
ken—ktaliche V=UaW.
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Esercizio 7. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Siano U, W sottospazi.
Sia dim W =n — 1. Allora

dim U se U CW,

dlmU”W_{ dimU —1 seU ¢ W.

Esercizio 8. Siano V e W due spazi vettoriali sullo stesso campo K. Sia
VxW={(vw)|veV,weW}
il prodotto cartesiano dei due insiemi V' e W. Dotiamo V e W di una somma
(v,w) + (v, w") = (v+v,w+w)
e di un prodotto per scalare
Av,w) = (v, Aw).

Mostra che V' x W con queste due operazioni ¢ uno spazio vettoriale. Mostra che
dim(V x W) =dimV 4+ dim W.

Esercizio 9. Sia V uno spazio vettoriale e B = (v1,...,v,) una sua base.
Mostra che le mosse seguenti trasformano B in un’altra base B':

(1) sostituire v; con Av; per qualche i e qualche A # 0,

(2) sostituire v; con v; + Av; per qualche i # j e qualche X\ # 0,

(3) scambiare v; e v; per qualche i # j.
Determinare come cambiano le coordinate di un vettore fissato v per ciascuna delle
mosse.

Esercizio 10. Sia V spazio vettoriale di dimensione n. Mostra che non esistono
Uy, ...,U,_1 sottospazi di dimensione n — 1 tali che Uy N...NU,_; = {0}.

Esercizio 11. Siano U,V C K™ due sottospazi
U= {(ml,...,xn) | a1z1 + ... + anzp zO},
V= {(xl,...,:z:n) | bz + ...+ bpxy :O}.
Sia W C K™ il sottospazio
W= {(a1,...,an), (b1,...,bn)).
Mostra che dimU NV =n —dim W.

Esercizio 12. Determina tre sottospazi Uy, Us, Us di R? tali che dim U; = 2 per
ogni i e U; @ U; = R* per ogni i # j. Riesci a determinarne pit di tre con le stesse
proprieta? Riesci a determinarne un numero infinito? Riesci a determinarne un
numero infinito in K4, dove K & un campo qualsiasi contenente un numero infinito
di elementi?

Esercizio 13. Sia V uno spazio vettoriale e S, S’ due insiemi finiti di vettori in
V. Quale delle due uguaglianze seguenti & sicuramente vera?

(SUs’) =(S)+(5),
(SN S = (YN (S").
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Esercizio 14. Sia V uno spazio vettoriale. Siano U e W sottospazi di V. Siano
By e By basi rispettivamente per U e W. Mostrare che i fatti seguenti sono tutti
equivalenti.

(1) UnWw = {0},
(2) dim(U + W) =dimU + dim W,
(3) By UByw ¢ una base per U + W.
Mostra che il fatto seguente non € pero equivalente ai precedenti
o BU N BW - @

fornendo un controesempio.

Esercizio 15. Siano U;,V C R* i sottospazi
U= T, 4205 +24 =0 vV — T +treo =0
1 —x3=0 o +23=0

Determinare una base di Uy, V, U, NV e Uy + V per ogni t € R.



