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Esercizio 1. Fissato n > 2, sia uy = () € R". Dativ = ( : > € R" e a € R, siano
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M, € M(n,R) e A,, € M(n+1,R) le matrici:
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Mv = . = . . . , Av,a = 0 .
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ntv nvy nuy - N,

Sia vt = {z € R"| 'vx = 0} Portogonale di v rispetto al prodotto scalare standard.

a) Al variare di v € R", determinare Im(M,), Ker(M,) e verificare che v ¢ autovettore
per M,.

b) Determinare i v € R™, A € R tali che Im(M, — ) = v,

c) Al variare di v € R™, calcolare la forma canonica di Jordan, il polinomio minimo e il
polinomio caratteristico di M,,.

d) Al variare di a € R, calcolare la forma canonica di Jordan di A, , nel caso in cui v # 0
i
€Uy € v,

e) Al variare di a € R\ {0}, calcolare la forma canonica di Jordan di A, , nel caso in cui
ug € vt.

Esercizio 2. Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n, b un prodotto scalare
non degenere su V.
Indichiamo con o(b) la segnatura di b e con ig(b) I'indice di nullita di b.

a) Mostrare che, se W C V' & un sottospazio vettoriale di dimensione k, allora
io(b|W) < min(k,n — k).

b) Mostrare che, se b non ¢ definito, per ogni 1 < k < n — 1 esiste W C V sottospazio
vettoriale di dimensione k tale che b|W e degenere.

c) Mostrare che, se esiste un iperpiano W C V tale che b|w e degenere, allora
o(b) = a(b|W) +(1,1,-1).

d) Mostrare che, se U C W C V sono due sottospazi vettoriali tali che dim W = dim U+1,
z'o(b|U) =1le b|W ¢ degenere, allora Rad(b|U) C Rad(b|W).

e) Mostrare che, se esiste un iperpiano W C V tale che b|W e degenere ed esiste U C W
un sottospazio vettoriale di dimensione n — 2 tale che b|U e semi-definito positivo e
io(b|U) =1, allora detb < 0 = o(b) = (n — 1,1,0).



