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Esercizio 1. Sia V = Rs[z] e sia W = {p(x) € V | p(1) = 0}.

a) Posto Zy, = Span(—2h — 2+ hx + 22* + 23, h — 2,2 — hx — 2*), si determinino i valori
di h € R per cui dim(Z, N W) = 1.

b) Sia ¢(z) = x* + x — 1. Si mostri che esiste f € End(V) che verifica le seguenti
proprieta:
(i) dimIm f <2,
(ii) esiste A € R tale che f(p) =Ap Vpe W,
(i) f(q) = .

¢) Si verifichi che l'insieme

E={fe€EndV)| dimIm f <2, 3\ € R tale che f(p) =A\p Vpe W}

¢ un sottospazio vettoriale di End(V') e se ne calcoli la dimensione.

Esercizio 2. Siano f, g € End(V) endomorfismi di uno spazio vettoriale V' tali che f? = 0,
g*=0, fog+go f=1id. Siproviche:

a) f(Kerg) =Kerf, g(Kerf)=Kerg, V =Kerf®Kerg,

b) V ha dimensione pari,

c) se dim V' = 2, esiste una base B di V tale che Mg(f) = (8 (1)) e Mgp(g) = ((1) 8)

Esercizio 3. Dire, giustificando la risposta, quali delle seguenti affermazioni sono vere e
quali false.

a) Al variare di h € R si considerino i punti
P =(2,1,0), Po=(1,0,—1), P;=(0,2,0), Qun=(3+hh—12h—2).

Sia L(Py, P) (risp. L(Ps,Qp)) la retta congiungente Py e P (risp. congiungente Pj e
Q). Per ogni h € R I'unico sottospazio affine di R? contenente L(P;, P») U L(P3, Qp,)
¢ R3 stesso.

b) Sia f: V — W un’applicazione lineare non nulla e siano Uy, U, sottospazi vettoriali
distinti di V' tali che U; N Uy = {0}. Se (U; + Us) NKer f = {0}, allora f(U; 4+ Us) =
f(U) @ f(Us).

c¢) Siano U, W sottospazi di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita tali che V =
UdW. Siano pry: V. — V e pryy: V. — V le proiezioni rispettivamente su U e W
indotte dalla decomposizione V. =U & W. Se pry e pry sono SD-equivalenti, allora
V' ha dimensione pari.

d) Sia C la base canonica di R%. Per ogni (a,b) € R? sia f,;: R? — R l'applicazione
definita da

— a b 2
fap(z,y) = det (x y) V(z,y) € R*.
Allora f,, € (R?*)* e per ogni (h, k) € R? esiste (a,b) € R? tale che le coordinate di

fap nella base duale C* siano Z
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Esercizio 1. Dire, giustificando la risposta, quali delle seguenti affermazioni sono vere e
quali false.

a) In R? sia r la retta congiungente i punti P, = (—2,3,0) e P, = (1,0,—1) e sia s la
retta congiungente i punti P3 = (0,2,0) e Qp, = (2+2h,h—1,h —1). Per ogni h € R
'unico sottospazio affine di R? contenente r U s & R? stesso.

b) Sia f: V — W un’applicazione lineare non nulla e siano Uy, U, sottospazi vettoriali
distinti di V' tali che U; N Uy = {0}. Se (Uy + Uy) NKer f = {0}, allora f(U; 4+ Us) =
f(U) @ f(Ua).

¢) Sia C la base canonica di R%. Per ogni (a,b) € R? sia f,;: R? — R I'applicazione
definita da

x
fustag) =t (3 1) ¥la) €
Allora f,;, € (R*)* e per ogni (u,v) € R? esiste (a,b) € R? tale che le coordinate di
fap nella base duale C* siano

d) Siano U, W sottospazi di uno spazio vettoriale V' di dimensione finita tali che V' =
UeW. Siano pry: V. — V e pryy: V. — V le proiezioni rispettivamente su U e W
indotte dalla decomposizione V.= U & W. Se pry e pry sono SD-equivalenti, allora
V' ha dimensione pari.

Esercizio 2. Sia V = Rs[z] e sia W = {p(z) € V | p(—1) = 0}.

a) Posto Z;, = Span(2 — 3h + hx + 32 + 23, h — 2,2 + hx + z?), si determinino i valori
di h € R per cui dim(Z, N W) = 1.

b) Sia g(z) = x® — 2z — 1. Si mostri che esiste f € End(V) che verifica le seguenti
proprieta:

(i) dimIm f < 2,

(ii) esiste A € R tale che f(p) =Ap Vpe W,
(i) £(g) = 3¢

c¢) Si verifichi che l'insieme

E={f€End(V) |3\ € R tale che f(p) =p Vpe W, dimlm f < 2}

¢ un sottospazio vettoriale di End(V') e se ne calcoli la dimensione.

Esercizio 3. Siano f, g € End(V) endomorfismi di uno spazio vettoriale V' tali che f? = 0,
¢>=0, fog+go f=rid. Siproviche:

a) f(Kerg) =Ker f, g(Kerf)=Kerg, V =Kerf®Keryg,

b) V ha dimensione pari,

c) se dimV = 2, esiste una base B di V' tale che Mg(f) = (8 (1]) e Mz(g) = ((1) 8)



