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1. Denotiamo con £! la misura di Lebesgue su R e consideriamo f : [a,b] — R con
—o0o0 < a<b< +oo.

(a)

(b)
()

Dall’Esercizio 9, Foglio di Esercizi 1, dedurre che ogni insieme di P(R) che
sia L'-misurabile ¢ anche (L£'L[a,b])-misurabile. Provare che d’altra parte il
viceversa non € vero.

Provare che i boreliani di [a, b] sono contenuti nei boreliani di R.

Considerare due possibili definizioni di assoluta continuita per f.

A) Per ogni € > 0 esiste § > 0 tale chesen e Nt ea <t <ty < -+ <ty <D

con Z?:l[t% — tgi_l] S (5, allora abbiamo Z?:l |f(t21) — f(tgi_1)| S E.

B) Per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se n € N* ¢
a§t1<t2§t3<t4§t5<t6---<t2n§b (].)

con » v [ta; — ta;—1] < 0, allora abbiamo > 7" | | f(te) — f(t2i1)| <e.

Provare che tali definizioni sono equivalenti.

Assumiamo che f sia crescente e assolutamente continua. Definiamo inoltre
per ogni A C [a,b], la funzione

— inf { ig(fj) . A c U{I, : j € N}, I intervallo di [a, b]} )
=0

ove ((I) = f(supI)— f(inf I) = sup f(I)—inf f(I) per ogni intervallo I C [a, b].
Provare le seguenti affermazioni.

i. La vy € una misura esterna su P([a,b]) che ¢ anche di Radon e limitata.
ii.*Se E C [a,b] e LY(E) = 0, allora vs(E) = 0.

ii. Ogni insieme £'-misurabile contenuto in [a, b] & anche v-misurabile.

iii. Sea <a < f <b, allora f(f /de’1

2. Consideriamo A, F C R" elemappe f : A - R™ e g: E — R™. Provare le seguenti
affermazioni.

(a)

(b)
()

()

Se f ha un differenziale L in z, ovvero f(y) — f(z) — L(y — z) = o(y — x) per
y€ Aey— x, ed inoltre x € AN D(A), allora L & unico.

Vale 'uguaglianza insiemistica D(A) N D(E) = D(AN E).

Sex € D(ANE)NANE, f ¢ differenziabile in z, ovvero f ha un differenziale
ed & unico, g & lipschitziana e g|ang = fang, allora g & differenziabile in z e
Dg(x) = Df(x).

Se A=FE, f =g L"-q.0. in A, g ed f sono differenziabili £L"-q.0. in A, allora
Df = Dg L"-q.0. in A.



