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1. Sia µ : A → [0,+∞] una misura sulla σ-algebra A e si consideri {Aj : j ∈ N} ⊂ A
con E =

⋃∞
j=0Aj.

(a) Confutare con un controesempio la implicazione µ(E) = lim sup
j→∞

µ(Aj).

(b) Se assumiamo inoltre che µ(Aj) < µ(Aj+1) < +∞ per ogni j ≥ 1, stabilire se
puó valere µ(E) = lim

j→∞
µ(Aj).

2. Mostrare che Ln è una misura d’insieme su Rn.

3. Siano x ∈ Rn e λ ∈ R \ {0}. Si mostri che per ogni S ⊂ Rn abbiamo

Ln(x+ S) = Ln(S) and Ln(λS) = |λ|nLn(S) .

Concludere che S è Ln misurabile se e solo se lo è x+ S e se e solo se lo è λS.

4. Sia µ una misura d’insieme su X, sia A ⊂ X. Provare che ogni insieme µ-misurabile
è anche µxA-misurabile.

5. Sia ζ : S → [0,+∞] una gauge su S ⊂ P(X) e sia λ > 0. Mostrare che la
corrispondente funzione d’insieme ζλ è una misura d’insieme su X.

6. Sia F ⊂ P(X) una classe non vuota e sia µ̃ : F → [0,+∞] tale che per ogni
A,Aj ∈ F ove j ∈ N e A ⊂ ∪Aj si abbia µ(A) ≤

∑
j≥0 µ(Aj), ∅ ∈ F e µ(∅) = 0. Si

definisca µ : P(X)→ [0,+∞] come segue

µ(S) = inf{µ̃(A) : A ∈ F , A ⊃ S} .

Osservare che µ è monotona rispetto all’inclusione e provare che se la restringiamo
ad F allora coincide con µ̃.

7. Sia µ una misura regolare su X e si consideri Ei ⊂ Ei+1 ⊂ X per ogni i ∈ N.
Mostrare che

µ
(⋃
j∈N

Ej

)
= sup

i≥0
µ(Ei) .

8. Provare che l’estensione µ di una misura µ̃ : A → [0,+∞] su una σ-algebra A è
unica nel senso seguente. Se ν è una misura A-regolare su X e ν|A = µ̃, allora
ν = µ.

9. Sia µ una misura su X e sia A ⊂ P(X) una σ-algebra. Provare che se µ è A-regolare
e A ∈ A, allora anche la restrizione µxA è A-regolare.


