Universita degli Studi di Pisa-Anno Accademico 1993-1994
Facolta di Scienze Matematiche Fisiche e Naturali

Tesi di Laurea in Matematica

Formula trisecante e equazioni K.P.

Candidato: Andrea Maffei
Relatore: Prof. C. De Concini

Controrelatore: Prof. F. Lazzeri



Indice

1 Il formalismo Grassmanniano 2
1.1 Lospazio H . . . . . . . . . . 3
1.2 La Grassmanniana . . . . . . . . . . . .. 7
1.3 I fibrati lineari det edet* . . . . . . . . . . . . ... ... ... 11
1.4 Tlgruppo G . . . . . . . 13
1.5 T gruppi FT), '™ e il gruppo A . ..o 15
1.6 Lafunzione 7 . . . . . . . . . . ... ... 22
1.7 A, TW, reladualith, ... ... 23
2 La funzione V¥ e ’equazione K.P. a n componenti nella forma
bilineare di Hirota 25
2.1 Lafunzione W . . . . . . . . . . . ... 25
2.2 L’equazione di Hirotaperlar . . . .. .. ... .. ... ... 29
3 Alcuni richiami sulle superfici di Riemann 32
3.1 Ifibrati Ly . . . . . . ..o 33
3.2 Alcuni richiami sulla funzione 8 . . . . . . . . . .. ... ... 35
3.3 Lafunzionen . .. .. ... ... 37
4 La costruzione di Krichever nel caso di n punti 40
4.1 La costruzione di Krichever . . . . . . . ... ... ... ... 40
4.2 L’azione di A e FT) sulla Jacobiana . . . . . . ... ... ... 42
4.3 La funzione 7 e la funzione 6 . . . . . . . ... ... ... ... 44
4.4 Le funzioni 7y e la funzione 60 . . . . . . ... ... ... ... 51
5 La formula trisecante 54
5.1 Un’osservazione preliminare sugliay, . . . . .. .. .. .. .. 54
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Capitolo 1

Il formalismo Grassmanniano

In questo capitolo dard una generalizzazione della definizione di grassman-
niana per uno spazio di dimensione finita H. Cercando di sviluppare un
parallelismo con il caso di dimensione finita introdurro anche i fibrati lineari
det e det* e di quest’ultimo studiero le sezioni.

Poiché a differenza del caso di dimensione finita il gruppo GL(H) =
{automor fismi lineari e continui di H} non agisce sulla grassman-
niana, mi serviro allora di un suo sottogruppo G e di una sua estensione
centrale 1 — C* — G — G — 1 e vedremo come G agisca sulla grassmanni-
ana e G su det* in modo compatibile. Studierd anche i sottogruppi G4 e G_
di G che ammettono sezioni su G.

Introdurro quindi una decomposizione di H e ad essa associata un sot-
togruppo FS:L) di G e un sottogruppo discreto A di G.

Definiremo finalmente la funzione 7 e le funzioni 7, , per A € A, definite
su G, e forniremo una formula per il loro calcolo esplicito.

Se si esclude l'introduzione del gruppo A la costruzione della grassman-
niana e fatta secondo la traccia data da Segal e Wilson e da Arbarello e De
Concini.

Limitero le dimostrazioni essenzialmente, al paragrafo relativoa A e a FT)
e enuncero i lemmi necessari alla costruzione dela grassmanniana cercando
di rendere chiare le definizioni.



1.1 Lo spazio H

Siano:

H™ = B4 H™
H" = {f€0O(C)e f(0)=0}"
H™ = C{z"}" i germi di funzioni olomorfe in z = oo

Osservazione 1.1 H™ ~ H = H' ¢ l'isomorfismo, dato da (f1,..., f) —
27+ -+ fu(2M), porta HJ(:L) in Hy e H™ in H_. Esporro quindi
la teoria per H, osservando come si traformano le formule quando vengono
lette in H™.

Pongo v; = 27 e osservo che Hy, = <{v; j >0} >e H_ = < {v; j <0} >.
Indichero sempre con z la variabile di f € H.

Definizione 1.1 Siano:

D. = {z€8%: |z <¢}
D; = D.— {OO}
H_. = O(D_e) = {f € O(De) N CO(De)}
H,, = {f€O(C - D.)nL*0D.) e f(0) = 0)

Su H,. metto la topologia L? e osservo che per la formula di Cauchy e
il teorema di Lebesgue H.,. & chiuso di L? quindi spazio di Hilbert . Allora
H, =lim. ., H,. ¢ spazio di Fréchet.

H_. ¢ invece spazio di Banach con la norma di L>* e su H_ = lim._,c H_.
metto la topologia limite diretto ed e quindi SV Tlec.

H munito della topologia prodotto risulta essere un SVTlc.

Introduco ora le seguenti notazioni:

By =L(H Hy) B =L(H-, Hy)

B_+ :L(H+,H_) B__ :L(H_,H_)

Sia H,, linsieme costituito dai germi delle funzioni f olomorfe nell’
intorno di C x {co} e tali che f(0,w) = 0.

3



Siano inoltre:

Hiie ={f(z,w) e O(Cx D.)e f=0in {0} x S>—{0}}

H._ = {fe0O(Ce f(2,0)= f(0,2) = 0Vz}
H.. = {f€eO(C*-D.xD.)NL*(J(D: x D.)) e f(z,0) = f(0,2) =0Vz}

H, = C{z hw'}
H.,. = OD.xD,)

H__ = {germi di olomorfe di {oc} x C in S* x C}
H . = O(D.xC)

Osservo che :

1. H,) = lim._,o H ). dove il limite si deve intendere diretto o indiretto a
seconda dei casi.

2. H,_. e Hilbert e quindi H,_ e uno spazio di Frechet.

3. H_,. ¢ uno spazio di Banach e munisco H_, della topologia di limite
diretto. H_, & quindi un SVTlec.

Analogamente si possono introdurre delle topologie su H,, e su H__, 'unica
topologia che pero realmente useremo ¢ quella di H_, .

L’introduzione degli spazi H,, ¢ giustificata dalla loro relazione con gli
spazi B,,x. Data g(z, w) € H, costruiamo un operatore T, € B, nel seguente
modo:

Ty(£)(2) = Resuneg(z,w) f(1w)du™

Verifichiamo che € una buona definizione nel caso di H_.
Sia fe Hiege H 4 con f(z) =Y a2’ e g(z,w) = Yooy hi(z)w™.
Sia ora U = D, x D, un intorno di (oo, 00) in cui ¢ definita g e quindi sia
D, x 8D% cU.



Ora

- 1 _
Resy—oog(z,w) f(w)dw™" = =5 . g(z,w) fw)dw™!

e quindi
T,(f) € T(D.,0) = T,(f) € C{z""}

inoltre osserviamo che
(o] o
g(z ZZaJhZ Yw! !
=0 j=1

e quindi

Resy—oog(z, w) f(w)dw ™ = Zaj j—1(

Si puo dimostrare che 'applicazione di H ux in By, che manda g in T
¢ un isomorfismo di spazi vettoriali. Indichero, per T' € By, con Krp il
corrispettivo elemento di H,,)

Il seguente lemma sullo spazio H,y e B,y sara molto utile

Lemma 1.1

1. Clz7tw™!] ¢ denso in H_.

2. Seue H ., ve H, e f e H,, é Fredholm allora F +vu é Fredholm
e indice(F + vu)= indice(F)

La scelta di H fatta permette di dare una definizione di traccia e di deter-
minante per particolari ideali di B, e B__.

Definizione 1.2 Siano v € B,_ ev € B_,. Definisco:
tr(uv) = tr(vu) = Res .~ oo Ky (z,w)Ky(z,w)dz ' dw™*
w = 00

definisco inoltre

T, ={teB, et=uwconueB,_cveB_,}
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T ={teB__et=vuconueB,_ecveB_,}
Ay ={1+t:teTy} A ={1+t:teT}

A={w:H,— H : myow: Hy— H, € Aie w éun isomorfismo con la sua immagine}

La dimostrazione della seguente fondamentale proposizione si puo trovare
in Arbarello-De Concini

Proposizione 1.1 Siaa € A, et =a—1; allora

1. ¥i > 1 & definito Tr(N\'t) dove Nt : N Hy— N\ Hy
Deta=1+32 Tr(\ a) converge
Deta # 0 <=> a invertibile

Per g € B, e g invertibile Tr(gtg™') = Trt e Det(tat™') = Deta

A

Det coincide coincide con il determinante usuale nel caso in cui t € a
rango finito

Dato un elemento b € B, introduco l'insieme
Yy = {y € By, invertibileeby ' € A}

e osservo che ¥,%, = ¥, e che ¥ = {y € A, : yinvertibile}. Inoltre se
q € Xy allora ¢X; = Y e se b & Fredholm allora X, # 0.

Per sviluppare la teoria e fondamentale la seguente definizione che gius-
tifica la scelta del nostro H. La diamo nel caso di H™.

Definizione 1.3 Dati f,g € H™ ¢ ben definita (e si puo vedere come nel
caso della costruzione di T,) la forma bilineare

(f39) = Res.—o(f(2)]g(2))dz"" = Res.—oc Z fi2)gi(z)dz""

dove f = (f1,...s fn), 9= (g1,...,9n). Se V C H indichero sempre con V+
l’ortogonale rispetto a questa forma bilineare.

Lemma 1.2



1. HJ(F") e Hgn) sono sottospazi totalmente isotropi
2. (; ) fornisce una dualita perfetta fra HJ(:L) e H™.

Osservazione 1.2 La forma (; ) dipende da n; non é cioé la rilettura della
forma definita in HY mediante Uisomorfismo definito nell’osservazione 1.

1.2 La Grassmanniana
Diamo finalmente la definizione della Grassmanniana

Gr ={W : W ¢ un sottospazio chiuso di H e, |w ¢ Fredholm di indice 0}

dove 7, H — H, ¢ la proiezione di nucleo H_. Iniziamo lo studio della
Grassmanniana costruendo alcuni particolari elementi di Gr. Sia

To={ICZN : I=\(iiy,...)ei <iy <...ei=ldefinitivamente}

eper I eTysia Hi=<{e; : jel} >e H_=<{e; : j¢1}>. E facile
verificare che H; € Gr,che Hy~ H,, H_ ~H_eche H=H; @ H,_.
Dato A € L(Hy, Hy_) osserviamo che GraficoA =W € Gr.
Introduco quindi i seguenti sottoinsiemi di Gr:

Wy ={W: W eil grafico di A con A€ L(H;,H;_)}
Si puo osservare che :

L. Wy ={W 7y : W Hy & un isomorfismo} dove n; : H+— Hjela
proiezione di nucleo Hj.

2. Wy CGr VI €Iy eche Gr = Uer, Wi
3. W] ~ E(H[,H[_) ~ B_+.

Possiamo quindi munire W; della topologia di H_,.
Prima di esplicitare la mappa, introduco alcune notazioni che saranno
utili anche in seguito .



Definizione 1.4 Sia W € Gr. Sia
AW) ={w : H. — W wiso. di sp. vett. top.ew, =m ow € A}
W = {f e Wtcm.(f) € Clz]}

I seguenti lemmi sono di facile dimostrazione:

Lemma 1.3 Sia W € Gr; allora W =W,

Lemma 1.4 Sia W € Gr; allora 3w : H, — H tale che W = w(H,) e
Trow=wy=1=rconr : H +— Hy arango finito e quindi A(W) # ().

Un elemento di A(W) si dice base ammissibile di W; infatti dato un
w € A(W) e posto w; = w(e;) per ¢ > 1 si ha che < {w;} > = W. L’in-
sieme A introdotto nel paragrafo precedente si dira quindi 'insieme delle basi
ammissibili.

Descrivo ora le mappe tra Wy e B_,. Dato W € Gr e w € A(W) osservo
che W € Wy se e solo se myow : H, +— Hj ¢ invertibile e che dato W € Wy
A{,V =nr_owo (mrow) ! : Hy— H;_ & indipendente dalla scelta di w ed
¢ l'unica aplicazione tale che Grafico AL, = W.

Scelgo l'isomorfismo tra H, e Hj nel seguente modo: mando ¢; in e;, e
analogamente per H;_ e H_ e ottengo quindi un isomorfismo tra £(Hy, H;_)
e B_,. Indico con ®; la mappa da Wy a B_ che associa a W I'immagine di
AL, mediante questo isomorfismo.

G risulta essere una varieta olomorfa modellata su H_ .

Malgrado G non sia ovviamente compatta si puo dimostrare che le uniche
sezioni di Gr sono le costanti.

Proposizione 1.2

I(Gr; O)=C

Dimostrazione: Do la dimostrazione soprattutto per mostrare una impor-
tante costruzione che useremo anche in seguito. Per n > 1 sia

X, ={WeGr:"H CcWCz"H,}

. —nf
. Osserviamo che X,, C X, 41 e che X,, ~ Gr(2n; Zan:

dato da W — Z,}’}; e quindi X, & varieta olomorfa di dimensione finita.

) e lisomorfismo e




Per dimostrare il lemma basta quindi dimostrare che | J, .y X ¢ un denso
di Gr. A questo fine basta dimostrare che | J,, .y X, N Wr € denso in Wy per
ogni I € 7. Daro la traccia della verifica solo nel caso I = N.

In realta tale verifica e sufficiente perché come sara evidente i WW; sono
aperti densi di Gr.

Abbiamo che W = Wy e isomorfo a B_; e sia ® : W +— B_, l'isomor-
fismo.

Devo quindi dimostrare che, se pongo B, = ®(W N X,,), ho che |, B, &
denso in B_.

SiaT : Ho—H_eT =% 27", Z;’il aije—ij dove e;j(vy) = djp0;.

Vale

GraficoT C z7"Hy <=> a;; =0peri>mn

GraficoT D 2"H, <=> a;; =0perj>n

quindi
n—1 n

TeB, <=>T= Z Zaije_lj.

=0 j=1

Sia quindi h;(2) = Z?:_()l aij+12 "perj=0,...,n—1;sihache Kr(z,w) =
Z?;ol h;(z)w™7. Quindi

TeB, <=> Kp(z"',w™) € Clz,w]eil gradodi Ky inzeinwe <n—1

Rimane da dimostrare che i polinomi in z=*

,w~! sono densi in C{z7!, w™1};
questo e assicurato dal lemma 1. [ ]

Vediamo infine come si comporta Gr rispetto all’applicazione che manda W

in W+,
Proposizione 1.3
1. WeGr =>WteaGr
2. Se
0—>KW—>W7T—+>HJ(:L)—>CW—>O

0— Kyr — W — H" = Cpr — 0

allora Ky ~ Cy, e Cyr ~ Ky, dove la dualita é data da ().
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Dimostrazione:
1% osservazione.

Se T : Vi — V, e Fredholm allora 7% : Vy +— V;* & Fredholm e
indice T'= —indice T*. Inoltre vale (KerT)° = ImT*, KerT* = (ImT)°,
(KerT)* ~ coKerT* ¢ KerT* ~ (coKerT)*.

Infatti sia Vi = KP X, Vo =Y PC conY =ImT, K = KerT,; sia
inoltre S = T'|x : X — Y un isomorfismo; siap : Vi +— X ei : Y — V.
SihaT=i0Sop, T =p*oS*oi*.

Ora l'osservazione ¢ vera per ¢*. Innanzitutto notiamo che i* ¢ surgettiva.
Infatti se y* € Y* possiamo definire v3 € V5 ponendo v; =0 su C e v; = y*
su Y: vale allora i*(v}) = y*.

D’altra parte, come si verifica immediatamente, Keri* =Y° =
={vieVy  :vs(Y)=0}eY°~(C"

Inoltre, l'osservazione e vera per p* data l'iniettivita di p* e la ovvia
relazione Imp* = (Ker p)° da cui ricaviamo Kerp = (Imp*)° e (Kerp)* ~
coKer p*. Infine l'osservazione e vera anche per S* perche € un isomorfismo

e dunque e vera per T
HN\*
~ Wt
()

2% osservazione.
: S 1 am\" . H"
Definisco la seguente applicazione ® da W a (7) cserm: H™ — e
e la proiezione, poniamo < ®(w) ; m(u) >=< w; u >. Si ha banalmente che
® ¢ ben definita e iniettiva.

® e anche surgettiva; infatti se v € (

H®)
w

tale che (ug; u) = y(m(u)) per ogni u € H™. vale ug € W+ e ®(ug) = 7.

) , possiamo scegliere uy € H™

Sia ora
o H™ x W — H®

o(u,w) =u+w

e sia

H®)

p=mop : H" —

Notiamo che ¢ e ¢ sono operatori di Fredholm e che Ker ¢ = Ky e coKer ¢ =
Cw.
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Ora usando 'osservazione 2 e la relazione (H (_"))* = HJ(F") troviamo che
@ : Wt H™ & di Fredholm.
Basta quindi osservare che ¢* = 7, ; cio segue direttamente per costruzione

e per il fatto che H™ & totalmente isotropo.
]

Definizione 1.5 Posso quindi definire 'applicazione i : Gr — Gr tale che
p(W) =w+

Osservo infine che per w : H,; — H tale che w : Hy — w(H,) & un
isomorfismo e w, = m; o w & Fredholm di indice 0 si ha che w(H, ) € Gr.
In particolare, per w € A = linsieme delle basi ammissibili ha che

w(Hy) =W € Gr e w € A(W). Poiché per w,w € A vale
w(Hy) =w(Hy) <=>w=wacona € A, = A(H,)

abbiamo

A

e —
Ay

dove A, agisce su A a destra per composizione.

G

1.3 1 fibrati lineari det e det*

L’ultima caratterizzazione data di Gr permette di definire facilmente il fibra-
to det ed il suo duale det*.

Definizione 1.6

AxC

~

det =

dove ~ ¢ la sequente relazione di equivalenza in A x C:
peruc Aete Ay (ut;d) ~ (u;d Dett). Risultera quindi essere

C
det™ = AXI ,

(ut;0) ~' (u;6Dett™) peruec Aete A,.
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Osservo che det non ammette sezioni. Infatti osserviamo che det|y, , dove X,
sono gli spazi introdotti nella dimostrazione della Proposizione 2, & isomorfo
all’'usuale fibrato lineare det definito sulla grassmanniana di dimensione finita,
il quale non ammette sezioni.

Sara invece essenziale per lo svilupo della teoria ’esistenza di sezioni per il
fibrato det*. Osservo quindi che posto J; : H, — Hj l'isomorfismo che
manda ¢; in e;, e preso u € A abbiamo che w; = JI_1 omjou € A,. Posso
quindi dare la seguente

Definizione 1.7 Sia I € Zy, oy : W — det* ¢ cosi definita

or(u) = (w;detwy)

Pongo inoltre o0 = oy.

La definizione & ben data, infatti o;(wt) = (wt;detwt) ~ (w;detwy) per
t € A,. Osserviamo che w € W; & or(w) # 0.

Vediamo ora come si comporta la dualita rispetto al line bundle det*.
Seguendo Arbarello e De Concini enunciamo il seguente

Lemma 1.5 Sia 0 —» Ky — W = H, — Cy — 0.

max max max max

Allora det}},%Hom(/\ Kw; A\ C’W) = A Kjp® A Cwx

Dato W = Ky @ W' e H. = n,(W)® Cw e o : Ky — Cy iso e

P: W—=W eQ: W — Ky lisomorfismo é dato assegnando [’azione di
max max max

m=u N\ o € Hom| N Kw; A\ C'W) su det nel sequente modo

< (w;A);m > = Audet ((my 0o P+ ¢ 0 Q) ow)

(osservo che (my 0o P+ @goQ)ow = wy +r conr arango finito e quindi
€ Ay). L’isomorfismo cosi costruito é indipendente dalle scelte fatte.
Osserviamo quindi che dety,, = A K. ®@ A Cyr £\ Cw® A Kjye
quindi che detj,, = detj;, in modo canonico.

Quindi abbiamo che il pull back (u*det*) di det* tramite p € isomorfo a det*.
Si puo quindi definire fi : det* — det* sollevamento di p. Lo stesso risultato
si puo ottenere per det. In seguito ci sara pero utile ’enunciato per det* . In
particolare usero la seguente proposizione
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Proposizione 1.4
1) p? = Id
2)ﬂ|det;1+ = Id
3)ioco = ogopu.

1.4 1l gruppo G

Nel caso di dimensione finita GL(H) agisce sulla grassmanniana.
Nel caso di dimensione infinita bisogna sostituire GL(H) con un altro

gruppo.
Gli elementi ¢ di L(H) = gl(H) = {¢ : H — H lineari e continue} i
penseremo decomposti secondo la decomposizione di H = H, @ H_ cioe

_ [ P++ P+
()

con py, € By,
Definizione 1.8
GL(H) ={¢ € gl(H) : ¢ ¢é invertibile}
G={peGL(H) : pii & Fredholm di indice 0}
Gi={peG:p =0 e @, invertibile}
G_={peG: v, =0 e @y invertibile}
E=1{(g9,q9) - g€ Geqe X, omwerogqg ' —1€T,}

Osserviamo che ¥; agisce su £ a sinistra con t(g, q) = (g,tq) e, posto X1 =
{t € ¥; : dett =1} definisco
~ &
G=_"_
Y11
Rimane subito definita una proiezione da GinG.
Usero frequentemente la seguente notazione: per g € G indichero con g
un elemento di G della forma (g, q).
Il seguente lemma racchiude le semplici verifiche che danno senso alle
definizioni precedenti e descrive ’azione di G su Gr e di G su det e det*.
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Lemma 1.6

~

. G ¢ sottogruppo di GL(H)

NS

. G agisce su Gr

Lo

Vale la sequente successione esatta di gruppi:

1 -C" -G -G —1

~

4. G agisce su det e l'azione ¢ data, per (g,q) € G e (w,9) € det, da
(9,9)(w,0) = (gwq™",0)

5. La corrispondente azione su det* ¢ (g, q)(w,0*) = (qwg™t, 6%)

Dimostrazione:
1. Siano p, ¢ € G; (p¥) 4+ = Y4141 +e4_1_4 perillemma 1 ¢ Fredholm

di indice 0.
Per verificare che I'inverso appartiene a GG osserviamo che, se ¢ € G

et = ot allora oy, =1 -0 Yy = Fie o =1—
Yy _p_, = F;, sono Fredholm di indice 0.

Se ¢, fosse invertibile si avrebbe subito la tesi. Altrimenti bisogna
decomporre H in sottospazi in cui ¢4, F, F5 risultino invertibili e si
ottiene, con leggero maggior sforzo, la tesi.

2. La verifica e analoga alla precedente.

3., 4. e 5. sono banali; basta osservare che se w € A allora gwg=! € A
[ |

Osservo infine che i sottogruppi G+ e G_ ammettono una sezione su @Jr
e G_ededatada ¢ — (p,01y).
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1.5 1 gruppi Fin), ™ e il gruppo A

Osservo che H = lim._,o O (D?) e quindi H ha una struttura di anello indotta
dall’'usuale prodotto di funzioni olomorfe e che tale prodotto risulta essere
un’applicazione bilineare e continua. Quindi gl(n, H) agisce in modo naturale
su H™ e si immerge cosi in glc(H™) e GL(n,H) in GLc(H™) . Tali
immersioni sono monomorfismi di gruppi.

In analogia con quanto fatto per v; = 2! introduco le seguenti notazioni e
definizioni.
Definizione 1.9 Sia vl(i) =(0,...,2,...,0) e sia e,(flj)vy(g) = 5hj51mv,(;). Per
)

Uisomorfismo descritto tra HV e H™

e\ = eipnie—1)ganio1)-

Sia inoltre H; = {(0, f;,0) : fi € H}.
Sia infine Ey, = > 1, el(,i]).

) abbiamo che vl(z = Vipn@-1) € che

Per una matrice A € Mat,(C) ha senso parlare di AEj; pensando A

come applicazione da < v},...,vp > in < v},...,v" >. Osservo che se
Yoo JARZ™ € gl(n,H) con A,, € Mat,(C) il corrispettivo elemento di

gl(H™) e >0 >0 Ak Ey e viceversa tutti gli elementi di questo tipo
derivano da H-omomorfismi.

Osservazione 1.3 ¢ € GL(n, H) non implica ¢ € G. Per esempio nel caso
n=1ep=2zsihache zH, & Gr.

Osserviamo pero che se ¢ = Y > Ap,2™ e Ay & invertibile allora ¢ €
G,. Infatti o4y e invertibile e quindi Fredholm di indice zero e p_ = 0.

Introduco quindi i seguenti sottogruppi di G4 e G_.

Definizione 1.10

fi 0 fi

I’ ={e* con A= e | ey
0 Jn fa
fi 0 fi

r'™ ={e* con A= e | e H™Y
0 Jn fa
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Indichero questi elementi con e .
Definisco inoltre

A={A=(0,.... ) €EZ" M+...+), =0}

Pensero A come sottogruppo discreto di GL(n, H); indichero infatti per A € A
A1
z 0

con ZA =

0 2An
Lemma 1.7

AeA — Ped

Dimostrazione: Bisogna verificare che (2*),, & Fredholm di indice zero.

Supponiamo che siano Ay, ..., As > e Agi1,..., A\, < 0. Sia K il nucleo di
(2))4+ e R 'immagine.

Abbiamo K =< {vl(i) o die{s+1,...,ntel <1< —=)\} > e quindi
dim K = — Z?:s—f—l )\z

R=2"H,®.. ®z%H, G&Hy1,®...®H,, &chiusodi H™. Un suo
complementare ¢ dato da C' = {vl(i) ie{l...stel <1< N} > e quindi
dim C' =577 .

Da > " | A; = 0 si ottiene la tesi.

Quindi 2*ef € G Vf e H, VA€ A R
Studio ora come si comportano questi gruppi rispetto all’estensione G

di G. Poiché TS:L) C (G esiste una sezione di Fgf) su G e analogamente si
ragione per .
Quindi Ff) e ™ agiscono su det e det*. Per ef € 1"@ oef € '™ indico

con ef il corrispettivo automorfismo di det*.

Proposizione 1.5 Sia f € HJ(F") e fe H™ allora:
elel = SUDefel

con

SN =gm [ <hP>i=go [ Sp e

271 271 lz=1|<e —1
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Dimostrazione: Sia (w,0*) € det* g = e/ = <a b) g =¢ =

( a 0 ) .
.~ | otteniamo.
¢ d

99 = (ggwa~'a™', &%)

99 = (9qwa™'a"'g,o")

Da gg = gg si ricava che aa+bé = aa e quindi che daa ta™! = 1+béata™! €
A, da cui

tr|a,al

3 = det(aod a5 = "5

.DovefZ((g?) f= (f;g)efi=<%i %)eﬁ:(iﬁg)
Quindi tr|a, O‘] Z tr[&u%] Z szl Ziozm a;z ;7,: Zz ZZO=1 h aﬁ;bﬁ;

dove fi => 7" lahz e fi=S0 bz
E infine S(f, f) =trlo,a] = >, Reso f] fi u

Non esistono invece sezioni che siano omomorfismi di gruppi per A C G.
Studio quindi come A agisce su det*, e definiro una sezione (che sara soltanto
una funzione di insiemi) che considerero fissata. Indichero con Gd I'immagine
di G negli automorfismi di det*.

Definizione 1.11 per 1 <i <n sia 6; = (0,...,1,...,0)
esiaperl <i,7<n X\;=0—79;

Proposizione 1.6 Sza f €eH, o f eEH eleA
Quindie! € G e el € Gd e sia 2 I’ immagine in Gd di (2}, q) € G. Allora

Dimostrazione: Divido la dimostrazione in vari passaggi.

1° Passo Raglonando come nella proposmone precedente si ricava che

el = ct (), f)z)‘ef e ct(\, f) =det(agatqt)

2° Passo Dalla formula precedente ¢ immediato verificare che ¢t ¢ un
bi-omomorfismo a valori in C*

Basta quindi dimostrare la proposizione nel caso A = \;; con ¢ # j e
f=(t1z™,... t,z"). Studio il caso f € H ovvero my, > 0.

17



A_+ -

Naturalmente la regola di commutazione ¢ indipendente dalla scelta di q.

Io sciegliero

S 93 St
m) l+mlml
h=1 l=1 m=0
n 0 o) m
hh)
( - Z l(—l—mhml

Z Z o) | Z em+1m+ Z €m1m

h#1,j m=—00 m=—o00 m=—o00

>3 Z Comtim

h#i,j m=1
(i2)

€1,0

(49)

€0,1

o

[e o]

(]J)

Cm— 1,m
m=2

q= Ay + Ao
Ora osservo che da z e/ = ef 27  siricava atA, ;o™ =
e che ¢g7! = 1.
Quindi gagla™! = q(*A, L —b'A, _a P +atApat) =T+ qlatAga™?
AO —b tAJr,ail) .
atApat = aelaq ! = Yo CRCY)
0 11 m=0 m! “1+m;m,1
_ ot (i
b'Ay ot = 5601 =D =i P egni)m,l

Aoa, tAo(l
AO tAQ = 611
AgbtA,_a~

A++a, tAoa,i =

A++ tAO — 0

A++btA+7a_1 = ZOO

quindi

tA -1
—euaAa

(i2)

= €11

1= o b’fAJr a =0

t g
S e
m=1 m!

(417)

mjm,1

t
m=1 m!

(47)
€1+m¢m,1

18
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mJ T 43
qaq_la_l = [_'_egl)_egl O+Zm 1 Jml 7(7J’LJm 1 —0- Em 1 ml g—l—)mim,l
da cui
det(qag ta™') =1

La dimostrazione nel caso di f € H\" ™) & analoga, salvo per una piccola
complicazione dovuta al caso m, = 0 , per il quale la formula per b va
interpretata opportunamente.

|

Proposizione 1.7 Se \,u € A ¢ se zA)‘, 2 sono immagine in Gd di (22, q\)
e di (2,q,) € G allora
Ak = (=1)"PAZR A

Dimostrazione: Procedendo come nelle proposiioni precedenti si ottiene
22zl = (N, p)zkzA

dove ¢(\, pu) = det(q,\qqulqgl) ¢ quindi una funzione bimoltiplicativa.
Basta quindi dimostrare che c¢();j, Ay, = (—1)%k T0mF05kF05n

Pongo
= Y Zm,_oo i+ oo Cont L Soeoo it
El;ﬁ”Ei 1 Efnim + Do £rzzz+1m + D s g‘]lm
A+— = 61 o
Ay = e((f{)
Ay = 611)
(JA =q=A+ +4
= Zl;ﬁhkzm—_oo o+ Zm—_oo gzl-]i)lm + Zm—_oo m )1m
B++ = le;ﬁhkz -1 Ebm Do m+1m + D s gjklm
By = 61 o
B_; = et()kf)
By = egﬁk)
qu=p=Biy+ By
Abbiamo:
ApBy = ]hegzlk)
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B el se j £ bk
AByy =el{Biy =4 0 sej=h
6522]) sej=Fk

e seh#i,j

A++BO A++€(hk) — 0 se h — j
(hk) i
ey seh=1

Ora da z*z* = zM2* si ricava

AiiBiy "ALy "By = By Ay "AL "By + B AL TALL By —
A B TAL By
e A tA =T—eeB B, =1—e"™ dunque
I— ey{h) — eglf) se 1 # h,k

B++A++tA++tB++ = J— 6( h) —B++€§1)tB++ I — €Y1Lh) — 65121) sei=nh
-t =k
€11 se 1 =

By AL TA By = eg%h e((lej "Ai 'Biy = e10 0 ‘Byy =0

Ay B TA "By = gzoz 01 A++ By = 5zk€12 ‘Biy = 5zk€11
Dividiamo in casi

1 =7 0 jJ =k ¢ banale

it=hej=kosei=kej=h e banale

rimangono i casi

1=hej#k
1=kej#h
j=kei#h
j=hei#k

Completo i calcoli solo nel secondo caso essendo gli altri del tutto analoghi:

qpq_lp_l = (A++B+++A++Bo+AOB+++AoBo)(tA++tB+++tA++tB(]+tA0tB+++tAOtBO =

= (Aps By + 17 + 7 + 0)("Ary 'Byy + €] )+0+0)
ih) | (hk i) _(jh
= A By A B+++A++B++€(j "tell )tA JBi el A++tB+++€§1 el +elel =

e quindi det(qpq* pH=-1
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Proposizione 1.8 Siano uy,A € A f € HJ(:L) fe H™ ¢ siano 2/3‘, Zh, efef
loro sollevati in Gd
Dol el = (—1)t“’\ SUD Zief Aot

dove

S D) = 5 /1< e e— >t Jid

2mi 270 1< —
Dimostrazione: E una conseguenza immediata delle precedenti tre propo-
sizioni
|

Le relazioni ricavate mi permettono di definire un modo canonico di
sollevare A a G e quindi a Gd.

Definizione 1.12 - A -
Sia 2o Uimmagine in Gd dell’elemento di G dato da (29, (2%9) 4 + €{)
Definisco per X = (A1,...,\n) € A

~ —2 ——2
A= e M

Sia wnoltre € la forma bimoltiplicativa definita su Z x 7 da:

1 se1 >3
set < g

3 (52, 5]) = { 1
La seguente proposizione ¢ una conseguenza delle proposizioni precedenti
Proposizione 1.9 Per \,u € A si ha
= g(\, p) 2k
Osservo infine come si comporta ef rispetto alla sezione o .

Proposizione 1.10 Se f € H_ allora o(e!W) = el (W)

Dimostrazione: Sia ¢/ = ( (Z 2 ) e sia w = ( :ZJF ) € A(W) allora

o(efW) = ( ( cwfitlw_ ) a™ ', Det aw a™') = é}c(w, Det w,)
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1.6 La funzione 7

Definizione 1.13 Sia dj;, € detyy, con W € Gr e oy, #0
Sia XA € A\; definisco Tor, A FS:L) — C

o ole Tz W)
7‘5;{/,)\(6 ) = =

z e 1o},
e T‘S‘tv = 75%7.0\ ‘ \ ‘ . \ . o
Osservo e cio mi sara utile che T si puo definire anche con dominio G .
Indichero con Ty una 75, ; Tw € quindi definita a meno di costante.

Proposizione 1.11

1. 75%,)\(610) = TZ/_\M;V(ef)
a b

2. WGGT@UJEA(W)691:<O d

) € G, allora
Tw(g) = Det(wy +a tbw_)
3. SiaW eW eW = Grafico A e sia g come nel punto 2 e sia i # j;
allora
Towyn (9) = (85, 0,)(—1)22i% %00 det(T—e7 -0 Algjita=b(el) +(27) - Algyy))

dove qj; = (2%1) 44 + el?)
Dimostrazione:
1) e 2) seguono immediatamente dalla definizione
3) Devo calcolare T—— W) (g). Osservo che (I,A) € A(W)echeo(I,A) =

—

((1,A),1). Osservo inoltre che 2= = C(2%,¢;;) e pongo ( ZJF ) =
(1) gt Ottengor
z A | G engo:

wy = I—ef) + egjoj)A '

wo = el + (M) Alg;

22



Devo infine calcolare C
Sez-loy-lahaC—z

b Nt
7, %1%1)

Se j > i > 1 allora M= = (2
Mg \ 1z X\ 1 17 1
p="antn = (7)1 () () el () (M) e e e =
:(ZA)++(11)()+(11)+§J11)+0_

i 11 1i 1
_qﬂ—eﬁ) e§1)+e§ >+e§J1)

quindi ¢;;p~t =1 — egl) — eﬁ” + 61]11 eC=-1

. . —_—
Sei > j > 1allora 2= = 2N1zh = (2% q;1 q;1)

g1 = i e quindi C' =1

1.7 A, T 7 ela dualita.

4+

In quest’ultimo paragrafo del capitolo 1 studierd come si comportano gli
elementi di A, Fgf) e 7 rispetto alla dualita.

Lemma 1.8
1. Sia f € H™; allora (e/W)*+ = e /W+;
2. sia X\ € \; allora (XAW)+ = 272AW.

Dimostrazione: Basta osservare che (e/g1; g2) = (g1; €/ g2) e che (22g1; g2) =
(91527 g2) u

Lemma 1.9
1. Se fe H™, jioel =eoji

2. se N€N, fio = c()\)z/—\)‘ o fi dove ¢ € un carattere di A.
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Dimostrazione: 1) Per il lemma precedente fio ef o fio ef & un isomorfismo
di det* che lascia fissa la base. Quindi e un multiplo dell’identita. Per
dimostrare che ¢ proprio 'identita basta calcolare il suo valore in o(H).

S S I -
o att) = o () 1) = o) = o)
e ofio(Hy) = efo(H,) = o(H,)
2) Analogamente al caso precedente si ottiene che:

o~ —

fioz*=c(\)z7* o fi.

—_—
Sviluppando fi o z21+22 ¢i verifica immediatamente che ¢ & un carattere di
A

Da questi due lemmi si puo dedurre facilmente la seguente formula per
TwL.

Proposizione 1.12

Tasy, a(€7) = c(N)75:, —a(e™)

Dimostrazione:
olz"re W o((ref WL
Tga%,x(ef)z—/(\/\ ) = ¢(\ —((~A,\ ) —
e~f2=A i3, fiel 2255,
~ A fW ~ A fW
_eEeW) el W) (N7, (e ™)
fief 2263, fief 2265,
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Capitolo 2

La funzione ¥ e ’equazione
K.P. a n componenti nella
forma bilineare di Hirota

Ad ogni elemento W di Gr si puo associare una matrice n x n.~ Wy, a coeffi-
cienti in H funzione di A e di FT) . Per costruzione risultera che Wy, e Wyo

risolvono un’equazione nella variabile ¢ di TS:L).

Dimostrero quindi come la matrice Uy sia legata alla funzione 7, fornendo
una formula esplicita che esprime la ¥ in funzione della 7 . Sostituendo questo
risultato nell’equazione che risolvono Wy, e Wy, 1, dimostrero che la 7 risolve
I'equazione K.P. a n componenti.

2.1 La funzione V¥
Definizione 2.1 Sia W ¢ Gr e A€ A
FS:LV)V()\) ={g € FSTL) cg MW e W) = Ffﬁ,AW

Osservo che g € FS:LIZV()\) — o(g 1 27*W) # 0 e quindi che FS:LIEV()\)é un
denso aperto di FS:LV)V Definisco Uy () e Uy (N) : FS:LV)V()\) — gl(n, H) nel
sequente modo.
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sia g € F( " 0\ e siaperi=1...n U\ g) = : € gl MW

l'unico elemento della forma v( g + w; con w; € q",

Sia Wy () g) = (‘I’Q(A,g))
e sia Uy (N g) =g V(N g)

Osservazione 2.1 Osservo che

n n —1
£ T = (0

2. \iW(Avg> = \ig_lz—AW(Oa O)

Proposizione 2.1 Sia W € Gr \,y € A e g € FS:LI)V()\) eh € F%VLW)
allora

Resz:oo t\IIW()‘ag) \IIWL (:uv h) dz_l =0 (21)
1111]‘

Dimostrazione: Sia Uy ;(A, g) = : e analogamente definisco Wy 1 ;.
U,

Osservo che
Reszzoo t\I/W()‘ag) \IIWL(/% h) dzil = ( (\IIWZ()‘ g) \IIWL (Ma h)) )

La tesi segue allora osservando che Wy (X, g) € W e Uyui(u, h) € W
]

Osservazione 2.2 [ntroduciamo le sequenti notazioni che sono convenzion-
ali nel caso n = 1 Osserviamo che ogni elemento di Fgf) si scrive nella

Jorma Zz 121 1951 Uz .

Pensiamo, allora, Uy, Uy e Ty come funzioni delle variabili :L‘l(i) e scriviamo
Uy (A, x) per intendere Uy, (X, €**) dove
Zoo x(l)zl
e ! 0
erF = - € Fgf).
0 e e
Osservo inoltre che (N, x,2) = zI + 300 An(\2)z™™ con A, €
Mat,(C) e che U(\ x,2) = " 22U (\, x, 2)
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Definizione 2.2 Sia ¢:(2) =1—
1 0

i

e sia Q%(z) = qc(2) € Gy
1

0

Proposizione 2.2 Sia W e Gr Ae Aege F( " w(A) allora

\T LS. ) ,,T)\+)\ij<ng)
Uji(A, g,¢) = e(Aij, A) € (51751')(—1)5“@5“+5’1C5”W>C (2.2)
Dimostrazione:
19 passo
-
M €(Xijs A)Ty=1-amwn,; (QC) scegliendo 52_’\9_1W:U(Z’_>\g_1W)
m(9)
infatti
m(h) _ ol W) g olg 0 W) g Ty
T DR =Fe e TR RV If

—1
Se ora si pone oy = 2z go(z*g7W) € 0,-n 1 = o(z7*¢ W) si ha

I'uguaglianza richiesta per un qualsiasi h € G .
20 passo

Osservo che per l'osservazione 4 e per la formula del 1° passo basta
dimostrare che per W € W si ha:

Uy 44(0,0,¢) = (65, 5i)(_1)6i1i6i1+6j17-w,>\ij(Qé)
Supporremo quindi W = grafico A

3° passo
Sian: ( g Z) € G, e siano my ...m, > 0 allora
z—m 0
—mj — —-mj — z —
b : =| (= “161(2))+ e (z Jle(Z))Jr = chl(z)
z~mn
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e quindi a=b(fy ... f,) = L ) o,
4° passo

Ta(W)A () e(dj,0)(—1)° % +o det t

dove se i # jt = (I en + eljoj Algy + a—1b(€01 + (V) __Algy)) =

I+B+abCeq; = (2Y) 1 + eﬁ? secondo le convenzioni del paragrafo 6

del primo capitolo, mentre se i = j, t = I + a 'bA. '
Se i = j allora t = I +a~'bA; e poiché I'immagine di a~'b & generata da v\’
si ha
dett =1+ tr(a 'bA)

Osservo allora che per definizione di ¥ si ha che

At = (\iflj(z), () =2, \Iln](z)> e quindi

ailevgj) = <M) vgj) da cui

¢

U550

¢

Se i # j procedendo come nel caso precedente calcoliamo
B = o)+ e f? = ol — T (0}
a_1b0v§j) = a_lb(v@ + (2M9)__ Av%i)) =
—0+a'b <\i’1i(z), N (2) — 1. 2T (2) — 20(0), \ifm@)) -
= (T(€) = Wj(0))wy”
e quindi (B + a'0C)0\) = (I;,(¢) — 1)
Dett = V,;(()

dett =

v%j ) da cui
]

Usando le convenzioni introdotte nell’osservazione precedente la formula
(2.2) si puo riscrivere nel seguente modo:

(1) @ _ ¢ (n)
~ LS. ) T )\ij('r yeees L - T y L )
\IIJZ(A’g’C) _ 8()\ij,)\)5(5]',5i)(_1)6112611+611§6” + l T)\(lx) [ l

La formula espressa in questa forma ci sara utile per ricavare le equazioni
di Hirota per la 7.
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2.2 L’equazione di Hirota per la 7

La proposizione 14 ci permette di rileggere I'equazione (2.1) per la ¥ come
un’equazione per 7. Per rendere significativo questo risultato ho bisogno del
seguente lemma che esprime in forma compatta lo sviluppo in serie di Taylor
di una funzione f.

Lemma 2.1 Sia f una funzione olomorfa nelle variabili x1, o, . .. allora

For+ y w2+ s, ) = (€775 ) (x)

Riesprimiamo ora i risultati del primo paragrafo usando questo formalismo
e i risultati del paragrafo 7 del primo capitolo. Otteniamo

o z7! o)
- Zl:l 1 6u(j)
TN (u)

T)\<u)

Wi\ w, 2) = e(Nij, A)e(dy, 8;)(—1)%da+dn oA iy v

Wiy in (=, —v, 2) = e(Nij, p)e(65, Op) (—1)°m im0t e(— g 4 Apy)e(p) ™"
S o Ay
SOn T o= 202 o2 € b Tu=Xn; (’U)
Tu(v)
Estendo ora il carattere ¢ a tutto Z" e pongo x(j) = (—1)%c(—d;). Dalla
proposizione 13 e dalle formule precedenti ricaviamo, tirando fuori le costanti
e ponendo @« = A+ 9; e = — p,

Resicoe > X(1)e(8), 4 §) 200l Xl i)
7j=1

—1
B G e e D
e Gu 0y Tas, (W) Tg4s,(v) dz7' = 0.

Osserviamo che a differenza della formula (1.1)che vale solo per e** € FS:L&,()\)

(n)
+WL

u,v in HJ(F") e per ogni o, € Z" tali che (6la) = 1 e (§|f) = —1 dove
d=01+...40p .

epere el (—p) P'ultima formula, per I'analiticita di 7 vale per ogni
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Ponendo y=*3%e v = “'2”

oo (J)
Resz—co0 ZX 5]704 + ﬁ) (Ojla=h) 232 2

-2 T
e T ou’ Taes, (T + y)Tp1s,(x —y) dz™" =0

e esplicitando il calcolo del residuo si ottiene:

Z x(7)e(0;,a + B3) ((Z Se(2y") Sk-145;/a-p)( — % ) ))
j=1 k=0 Ay,
Ta—éj (.T _'_ y) T5+5j (.T - y)) = 0

dove Sk(yla - ) = Zp multindice e [p]=k ;%yp con [p] =p1+2p2+3p3s+ ...
ovvero eXi=1¥i# = 3" G (y)2!
Applicando di nuovo il lemma 1 ottengo:

n ad : 10
E x()e(6j,a + B) (( E Se(2yY) Sk-1+(;la—p)( — jay(j) )>
j=1 !

k=0

Ph=1 2202 1y(h)8
(e e E)Taféj(f“ru) Tﬁm(f‘?—u)) |u=0> =0

e quindi

:ie di,a+ B)x(y)

n oo h
2 h=1220 1?/1( )%

> ‘ 10 D Dpad
<< E Sk(Q?/(])) 5k—1+(6j\a—/3)( ) Je o ) Ta—6; (7 +u) TB+5; (- U)) |lu=0
k=0 Oy

Nell'ultima formula scritta per le 7 le y sono delle indeterminate. Svilup-
pando i prodotti si ottiene allora una equazione nelle 7 per ogni monomio
nelle y. In particolare nel cason =4, a = d, e 3 = 1 — o — d3 se si considera
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il termine noto ovvero il coefficiente di 3° si ottiene che esistono tre costanti
non nulle Ay, Ay, As tali che

AlT)\42T>\13 + A2T)\43T>\12 + A3TOT)\43+)\12 =0
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Capitolo 3

Alcuni richiami sulle superfici
di Riemann

Oltre a richiamare alcune definizioni e risultati relativi alla teoria delle super-
fici di Riemann in questo capitolo dimostrero alcuni lemmi e fissero alcune
notazioni necessarie per poter applicare il formalismo sviluppato nei primi
due capitoli allo studio della funzione . In particolare introdurro una fun-
zione 7 definita sulla Jacobiana di una superficie di Riemann e ne studiero
alcune semplici proprieta, facendo vedere come & collegata con la funzione 6.

Data X una superficie di Riemann di genere g, ¥ un suo sottoinsieme
chiuso ed L un fibrato lineare su X; indichero con

I'U;L): Y
O(Y;L):{ae (U; L) C U, U aperto}

Y

dove ~ e la classica relazione di equivalenza per i germi di funzioni; e con

O,(L) = O({p}; L)

le spighe del fascio associato ad L.

Indichero, inoltre, con ¢ : HY(X;O*) — Z la classe di Chern, ferma
restando Didentificazione di H'(X; O*) con i fibrati lineari su X.

Indicherd con A : HY(X;Z) x HY(X;Z) — Z il cap product ovvero:
wAo = [,wAo,esempre con A la sua estensione a H'(X;C) x H'(X;C).
Rispetto alle convenzioni usuali, una leggera variante sara adottata relativa-
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mente all’applicazione esponenziale nella successione
erp
0—-Z—-0-=0"—=0

exp infatti sard I'esponenziale semplice e non e*™. Il nucleo, che & 2mwiZ verra
identificato con Z.

3.1 1 fibrati L,

Siano X ed L come nel paragrafo precedente, e sia p € X. Sia U un intorno
aperto di x, sia z : U — D; = {|z| > 1}, una carta locale e sia Xy = X —{p}.
z fornisce cosl un isomorfismo tra H_ ed O,.

Definizione 3.1 Sia f € H, f sia definita in D} e sia Uy, = 271 (D?). Sup-
poniamo che sia f # 0 in D, allora definisco Ly, dando il relativo elemento
di H' ({Us; Xo}; OF) nel sequente modo

(Ly)oy = foz' €T (Us N Xo, OF)

Osservazione 3.1 Se f € |J,.y2"H-, 0 se [ = e con h € H, allora 3¢
tale che f # 0 in DZ: quindi si pud definire Ly

Proposizione 3.1 Sia f € H e supponiamo si possa definire Ly. Allora

=)= - [ L L[ Lg

2mi Jop, f o 2mi Jiyeen f

Dimostrazione: Sia U. = 27! (D.) e sia f definita in U, \ {p}. Posto
Uy = Xo\ Uy e U = Us, Ly & definito da

Loo = f € T (U N Uy, OF)
Siano
e rg:Uy—RT rp=1

o o : Uy =R roo=|f]? inUyNU, e sia 1y di classe C™
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Poiche § = ;-00logr; & ben definito e ¢(L) = [, & (vedi per esempio
Gunning [5]) si ha quindi

1 = 1 1
(L) = / b= —— d0logr; = —— dologr; = —— 0logre
X T Ju., 2 Ju, T Jou.,
1 1 1 d
= —— dlogr; = —— dlog|f|* = —=— df
21 Jou, 21 Jou, 2mi Jou., [
|

Proposizione 3.2

~

c(Leys) =0,VfeH.

L.n=—nP

Se f € H_ allora L.s é il fibrato banale.
Ly, = Ly ® L,.

Sia L € H' (X;0%) e sia c(L) = n allora 3f € Hy : L = Ln.s

Dimostrazione: 1) e 4) sono banali
2) Sia U, intorno di p. Sia hy, = 2" definita su Uy, e hg = 1 definita su
Xo. Ora hog = (L2n) g ho, quindi h definisce una sezione di L.~ , e

div (h) = —nP.
3) heo = el é definito su tutto Uy, e hy = 1 é definito su X,. Si ha che
heo = L.shg, quindi h definisce una sezione olomorfa priva di zeri, quindi L,
& banale.
5)Per il punti 4) e 2) basta dimostrare il caso in cui ¢ n = 0. Osservo che
X & una varietd affine, quindi L/X, ¢ triviale . Allora L = {Lyo} con
Leo € H' (XoNUx; O%). Orasia f = Lo € H, si ha L = Ly, e quindi
v(f) =0. Ma v(f) = 0 implica che g = log f & ben definito in Xy NU,. Sia
g=g9g++g_, con g, =m.g, allora, per i punti 3) e 4):

Lew = Loy = Ly = L.
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3.2 Alcuni richiami sulla funzione 6

E utile, e a volte necessario, fissare un marking della superficie X. Sia
Py;aq ... ay,B1 ... By marking di X, sia J la Jacobiana di X esia ® : X — J la
mappa di Abel di punto base Fy. Siano inoltre a; ...a,b; ...b, € H' (X, Z)
la base duale di a;...08, e x la matrice associata a A rispetto a questa
base. Scelgo inoltre una base ¢;...¢p, di H' (X,0). Sia Q : Z* — CY
la matrice associata a § : H' (X,Z) — H' (X, Q) rispetto a queste basi, e
indico sempre con  I'immagine di €. Posso quindi identificare H! (X, O)
con C9 e J con CY9/€Q). Queste scelte si possono fare in modo che risulti
X = < _OI é ) e Q = (I Q) e per il teorema di Riemann si ha Qy = 'Q
e Im§y > 0. Pongo inoltre: Qy = (w;ity), € = %wi7,~+g, e=t(e1...e5) €CY

e G=Px'P=(0,— Q) ", dove (&) = (0'Q) "
Definizione 3.2 Per x € C9:
9(1,) _ Z em’ tmQom + 2mi tma

mezZ9
0[1/] (l‘) _ Z 627ri(tu+tm)Qg(u+m)+27ri(tu+tm\2z)

meZ9

per v € 3729 /79. Siano inolire
0| —7—¢] = O(z—7—¢)
Ov| — 21 — 2] = Ov)(z —7—¢)
Piu che pensare 6 associata al suo divisore ©, la penseremo associata al
fattore di automorfia.

Definizione 3.3 Sia w; = "(wy;...wy) eT = (11 ...7,).
Sia &, 1 C9 x QZ*9 — C il fattore di automorfia definito da

Er(wijz) = {

Si ha che 0]0| — T —¢] genera linsieme delle funzioni relativamente automorfe
a &, e cheBlv|—T1—¢] genera lo spazio delle funzioni relativamente automorfe
a &2, In particolare 0 ¢ associato a &_. e O[v] a &*_. Possiamo quindi definire

©={zxeJ:0x)=0},0, ={zeJ:0(zr)=0}

1 set < g
e2m’(n,gf:v¢—g) sev > g+ 1
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Porré inoltre § = (0[v]) con 0 : J — CP¥~1. Tale mappa si dice mappa di

Kummer.

Vale il seguente fondamentale teorema di Lefchetz (vedi Mumford).
Teorema 3.1 Sia J = 0(J) allora 0 : J — J & una mappa 2 a 1

Sard inoltre utile la seguente identita:

Proposizione 3.3

Yo,y €CY Oz +y)f(z—y) = D Ol(@)0[](y)
a,be 379 /7.9
Dimostrazione:
0(x+y)0(x—y) _ Z em'(tana-{—tngb)+27ri((a+b|a:)+(a—b\y))
a,beZ9
> o(@)o(y) =
vize/ze

Z Z 627Ti(Zt (n+v)Q2 (n+v)+t (m+v)Q2 (m+v)+(2n+2v|z)+(2m+2v|y))

viz9/79 nmELI

L’applicazione a = n+m+2v, b = n—m tra i due insiemi Z9 x Z9 x 3 7.9 | 7.9

e 79 x 79 ¢ una bigezione. La tesi segue dunque dall’identita

a+b a+b a—2b a—2b

24 (n+v)Qa(n4v)+2 (m+v)Qa (m+v) = 2%( )2 ( )+2%(

2 2 2

=t CLQQ(I, + tbQQb

36

2

)



3.3 La funzione 7

Definizione 3.4 Sia h : H'(X,0) x HY(X,0) — C [l'unica forma hermi-
tiana tale che Ya,b € H'(X,Z) si ha

h(é(a),d(b)) — h(5(b),0(a))
21
dove ricordo che § : HY(X,Z) — HY(X, ).

= ImH(5(a),6(b)) = aAb

Osservazione 3.2 Sia H la matrice associata a h rispetto alla base scelta
con 'H = H. Abbiamo H = 2iG = —2iG = (ImQ,) "' e

1. e Imh (2,;Q,) = 'nxym Vn,m € Z*
2. e h(x;y) = 'xBy Vux,y € CI.
Definizione 3.5 Sia n: CY — C cosi definita

n(l_) _ Z (_1) tnme—% w5 h(n+Qam;n+Qom+-2z)

n,mez9I
SiaVw € Q, w =n + Qom, q(w) = 'nm, si pone

C(SL’,W) — (_1)q(w)e%ﬂh(w;w+2x).

Lemma 3.1
1. ¢ é fattore di automorfismo.
2. n e ben definita.
3. m e funzione relativamente automorfa per (.

Dimostrazione: 1) ¢ una verifica elementare
2) basta osservare che Imf)s > 0 e che quindi lo & anche H. Sia allora
twHw > alw|? con a > 0. La convergenza della serie deriva dalla stima

_r/2t _ 2
’6 w/2twHw <e /2 alw|

. 3) bisogna verificare che n(z + w) = ((x,w)n(z), ed anche questo ¢ un
conto elementare.
u
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I motivi che rendono conveniente l'introduzione della funzione n dipen-
dono dalle sue proprieta algebriche che sintetizzo nel seguente lemma:

Lemma 3.2
Dimostrazione:

n(z+w) = n(z)¢(x,w), quindi basta dimostrare n(0)((z, w) = n(w)e™ ),
Ma n(w) = 1(0)¢(0,w), quindi basta dimostrare ((x,w) = ¢(0;w)e™ @), In
effetti

C(x,w) = (_1)Q(w)€7r/2h(w7w+2a:) — (_1)q(w)€7r/2h(w7w) _ C(07w>€ﬂh(w7x)
|

Per studiare n faré uso dell’approccio classico allo studio dei fattori di
automorfia, cosicome si pué trovare in Gunning, Riemann surfaces and gen-
eralized Theta functions ([7]).

Osservazione 3.3 E immediato verificare che x(Q) = x = x(&-.). Cié di-
mostra che n e l'unica funzione relativamente automorfa a ¢ e che ( e &_.
differiscono per un fattore di automorfia piatto. Questa osservazione perme-
tte di dimostrare il sequente lemma che attraverso la formula 1 caratterizza
la funzione n.

Lemma 3.3 Sia C' = 1(0) #0, sia 7 : C9 — C e sia C € C tale che
VweQ Vel qz+w) = Cilz)ij(w)e™ @),
Allora

Ja: CY — C, C —lineare 33 € CY, A € C : 7i(x) = Ae®@n(z — B).

Ci() - |
Cn(z)’ Si ha che f(z+w) = f(x)f(w) per ogni

w € Q, quindi f, : © — C¢ & omomorfismo di gruppi. Sia allora f(w) = ")

Dimostrazione: Sia f(z) =
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con v : C9 — C R-lineare, y(z) = a(z) — nH(x;3), con o : C9 — C
C—lineare e § € C9.

—a(x) q(z+w)

Pongo g(z) = e @) e osservo che g(x + w) = g(z) per ogni w € Q e
quindi che e™*CFT)f(2 + B+ w) = ((z;w)e *@ij(z + B). Infine osservando
che n ¢ 'unica ( a meno di costanti) funzione automorfa relativamente a ¢ si
ha la tesi |

Vediamo infine come sono collegate n e 6. Abbiamo gia osservato che
differiscono per un fattore di automorfia piatto. Pongo allora

gp(x, w) = §($7 w){jg(x, w)

e osservo che p(x, w) = 27 @A) e2mio con A = —gQO4+(0; 1) ed; = (0...1...0)

€eo; = —%t@iGW per ¢ < g mentre g; = —%t@iGw +eig per 4i > g+ 1.
Voglio risolvere ¢(z;w) = h(z + w)e* @h(x)~! con h(z) = 27 wAvttbs,
Otteniamo una soluzione con A = —G/2, b = 0 e 5; = 0; —' wAw; =

o; +1/2'w;Gw;. Ovvero per i < g, poiche @; = w;

5 1t‘G + 1t‘G 0
o; = ——= Ww;Gw; — wW;Gw; =
2 2

mentre per ¢ > g+ 1
. L, : 0 —i . 1
0; = 3 (twi T wi) Guw; +Eig = Zt5i ([mQQ) (7 (ImQQ) ) Q5i+§wi,i—g = 0.

Abbiamo quindi la seguente proposizione

Proposizione 3.4
—miteGa

1. &~ C e l’equivalenza ¢ data dalla forma h(z) = e

2. n(z) = Ce ™1""G29(z).
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Capitolo 4

La costruzione di Krichever nel
caso di n punti

In questo capitolo generalizziamo la costruzione che fanno Segal e Wilson
(Loop groups and equations of KdV type, [9]) al caso di n punti. Il nome
e dovuto al fatto che nel caso n = 1 la costruzione serve a ricondurre al
formalismo grassmanniano la ricostruzione di soluzioni delle equazioni KdV
associate a una superficie di Riemann piu altri dati fatto da Krichever in
modo pitu diretto.

Ad un dato costituito da una superficie di Riemann X, un line bundle
L di grado g — 1 su X, n punti P,..., P, di X, z,...,2, coordinate lo-

cali attorno a Py,..., P, e ¢1,...,p, trivializzazione di L attorno ai punti
Py, ..., P, compatibili con z1, ..., z,, associeremo un elemento W della nostra
Grassmanniana.

Vedremo inoltre come all’azione di FS:L) e di A su Gr corrisponde in modo
naturale un azione sul nostro dato.

Vedremo infine come la funzione 7y sia collegata alla funzione 6 definita
sullo Jacobiano della nostra superficie di Riemann X.

4.1 La costruzione di Krichever
Sia X una superficie di Riemann. Sia L un line bundle su X di grado g — 1

e siano Pp,..., P, € X. L
Siano Uy, ..., U, intorni aperti di Py,..., P, esia U; NU; =) per i # j.
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Siano X; C Uy,..., X, C U, intorni chiusi di P,,..., P, e sia z : U; — S?
una carta locale e sia z; : X; — Do = Dy = {|2| > 1}.

Definisco X;. = z; '(D.) e Ui. = z; *(D.).

Sia Oy = D;. = 2 1(9D.). Sia Xo = X \ UP, e Xo. = X \ U X,z

Siano inoltre 1, ..., @, trivializzazioni di L in Uy, ..., U, cioé ¢; : L —
X; x Cesia g, = (m,¢;) dove 7 : L — X ¢ la proiezione e ¢;p ¢ lineare

VP e L

Xi-

Definizione 4.1 D ¢ l'insieme det dati X; L; Py, ..., Py 21,0, 20015+ -+, On
descritti sopra.
Definisco W : D — Gr nel sequente modo. Sia f € H definita in D}

f:(fl,...,fn)EW(X;L;Pl,...,Pn;Zl,...,Zn;gOl,...,gOn)

se e solo se esiste una funzione g € T'(Xo.; L) tale che glc,e = @; (Id; f;0 %)
ovvero ¢i(gle,.) = fio .

La definizione ha senso grazie alla seguente

Proposizione 4.1

W(X,L,Py,...; Py, 21, oy 20, 91, o, o) € GT

Dimostrazione: Ve > 0 abbiamo la seguente successione di Mayer-Vietoris
dove Uy, € un intorno “piccolo” di Xy, Uy, = Xo%

0— HYX,L) — H(Xo, L) ® H'(U1., L) & ... ® H(U,., L) >

B H(XoNU, L) & ... ® H(Xo N Uy, L) — HY(X,L) — 0
infatti H2(Up., L) = H2(U., L) = 0.

Notiamo inoltre che P.(0y, o1, ...,0,) = (00 — 01, ...00 —0,,) € P. & ovviamente
Fredholm.
Osservo che

H(Ui, L) 2T(D,) H°(XoNUg,L)=2T(D) HXo,L)=W

£
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e I'isomorfismo & dato in entrambi i casi da o — ¢; 00 0z ' . Quindi per
e — 0 abbiamoH*(Uy,, L) — H™ H(XyN Uy, L) — H™.
Quindi abbiamo

0 H(X,L)=WaeH™ L H™ _ HY(X, L) >0

e P e Fredholm. Ottengo quindi, poiché la mappa da H ™ in H™ & I'immer-
sione (o - 'immersione, a seconda della costruzione di Mayer-Vietoris fatta),
la seguente successione esatta

0—HYX,L) - WS H" - H(X,L)—0

e my ¢ Fredholm.
Infine indice(m, ) = dimH°(X, L) — dimH (X, L) =1—g+¢(L) =0. =

Osservazione 4.1 Notiamo che, come osservato nel corso della dimostrazione

del teorema, W (X, L, Py, z;, ;) = H°(X,, L).

4.2 L’azione di A e Fin) sulla Jacobiana

L’azione dei gruppi A e Ff) sulla grassmanniana corrisponde ad una azione
degli stessi gruppi su D.

Definizione 4.2 Siano f = (fi... f.) € HJ(F") e A € A definisco
Lix=L\,n®...Q0 L%,
dove Likiefi e il line bundle costruito come nel capitolo 3 attorno al punto P;.
Lemma 4.1 Vf € H™ e V\ € A si ha
1. ¢(Lyys) =0
2. Ly;=L; @031 \P)
3 Laarg, it fo = i opn @ Ling, o

Dimostrazione: Segue dalla proposizione 3.2.
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Quindi I'applicazione L : A ® H, — J = Pic" che abbiamo definito ¢ un
omomorfismo di gruppi surgettivo.

Osservazione 4.2 Alla costruzione di Ly corrisponde una trivializzazione
goi\’f .. .go;\b’f di Ly s tale che dati o; € I'(U;, O): i 0; definiscono un elemento
o € I'(X, Ly y) mediante o; 0 z; = ¢, Moo se e solo se o; = 2Melig

Proposizione 4.2 Sia (X, L, P;, z;, p;) € D. Allora
NI W(X, L, Py ziypi) = WX, L@ Ly, Py 2,05 @ 07

Dimostrazione:

Sia Wy = W (X, L, P, zi, 0:) € Wo = W(X, L ® Lys, P, 2,0 @ o).

La trivializzazione ¢; di [ definisce un elemento {L;} € H'(X,O*) con
Lip € T(X; N Xo,0%) e Lig = ¢ 0 ¢y ". Siaora @; = ¢; ® gol’-\’f trivializzazione
di L ® Ly; = L'. 1l corrispettivo elemento di H'(X,O*) & dato da L}, =
Lioefiz/\'

Sia ora g € Wyesia gioz = ¢joo conoe€I'(Xo,L).

o= <p0 o (pg o o definisce una sezione di I'( Xy, L) e ¢z 00 = gbngo og =
Ligogooo = (efizdig;) o z; e quindi e/ 2} g € W,

Analogamente si dimostra il viceversa

|

Osservazione 4.3 L’azione di HEL") su J (ovvero la funzione L : HEL") —J)
st puo sollevare ad una funzione Z : Hj(L") — HY(X,0) nel sequente modo.
Dato f € H" definisco

{Zp} € H(X,0) con Zy=fioz

Non esiste invece una costruzione altrettanto naturale per sollevare la
parte in A\ di L. Una volta operata delle scelte come nel paragrafo 2 del capi-
tolo 3 e definita ® : X — J = C9 la mappa di Abel, possiamo naturalmente
definire Zy = —2mi(MP(Py) + ...+ X (IJ(P )); dove P, ... P, son sollevati di
P ... P, sul rivestimento unwersale X di X.

11 271 dipende dal fatto che come abbiamo convenuto nel capitolo 3 nell’e-
sponenziale tra i fasci O e OF non abbiamo inserito il 2wi. Supporrremo al-
lora in sequito che ® = 2mwi® in modo che risulti che limmagine in Pic® = J
di ®(P) sia il divisore P.
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Osservazione 4.4 Nei pargrafi successivi identifichero le sezioni con le loro
trivializzazioni e scrivero per esempio g; = o|¢, per indicare g;0z; = ¢;00|c, .

Omettero spesso anche di scrivere le funzioni Z e L, e scrivero cosi
P per intendere ®(P) € C9, e .. \iP; per intendere il divisore di grado
0 Y, \NPel.

In accordo con le covenzioni introdotte da Segal e Wilson nel caso n =1
scivero, quando non ci saranno equivoci T(f) per intedere T(ef).

Una volta chiarite le definizioni e mostrato come si puo agire formalmente
mi sembra infatti che continuare a mantenere quel formalismo renda troppo
pesante e meno immediata la lettura delle formule.

4.3 La funzione 7 e la funzione ¢
In questo paragrafo Z e L indicheranno le loro restrizioni a HJ(F")

Definizione 4.3 Siano:

Ky, = KerZz
K = KerlL
vV = g™

Lemma 4.2 1. Ky e C-sottospazio vettoriale di HJ(:L)
2. K e sottogruppo con il + di HJ(:L)

3 Ko= (f € HY 30 e T(X00) ¢ £ € T(X) = T(Dx) i =
Jo+ fcgé)}
JoE={feH" :3pel(X,07) e f¥el(X) e =pe~}
Dimostrazione: 1) basta osservare che Z ¢ C-lineare su K.

2)basta ossevare che L & un omomorfismo di gruppi
3)f € Ko & Z; € BYX,0) ovvero se e solo se esistono g; € I'(X;, O) per

i=0...nefi= fio=gi— 9o
4)e analogo al punto 3 ]
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Osservazione 4.5 Per f € K si ha che fo — foo(00) € V' € univocamente
determinato. ,
Infatti, dato f € K e efi = pel>~ = 1/169&) con @, € T'(Xo, O%) ; osservo
che pp=1 = e~ Wl quindi che ! definisce un elemento di T'(X, O*).
Abbiamo allora pip~! = e~ Wl ¢y € C e quindi che fé? — gc@ =c=
182(00) = gi(00) da cui foo — fao(00) = gao — goo(00).
Definisco allora a : HEL") =V ocon a(f) = foo — foo(00).
Osservo che

1. a: Kg—V ¢ C-lineare

(@)

2. a:Kw—V e omomorfismo di gruppi

Lemma 4.3

K costituisce un insieme di generatori per HEL")

come R-spazio vettoriale.

Dimostrazione: Sia f € HJ(r"). Esistono Aj... Ay € R e vp...09 €
HY(X,Z) tali che Z(f) = >, \jv;. Sia v; = Z(k;) con k; € K (ricordo che Z
¢ bigettiva e che K = Z~Y(H'(Z))) e osservo che f — >, \jv; € Ky e quindi
che f = Zz )\zkz + k’o. |
Osservazione 4.6 Quindi posso estendere la funzione a in un modo unico
ad una funzione R-lineare definita su tutto HJ(:L). Indichero nel sequito sempre
con a questa estensione.

Osservazione 4.7 Abbiamo il sequente diagramma commutativo di gruppi
abeliani con righe e colonne esatte

quindi Im 1 = Ker Yo = I'm Y3
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e Im¥ = H(X,Z) eIm¥3= £ dacui H'(X,Z) = £

Sara pero utile mostrare esplicitamente un isomorfismo tra i due gruppi.
Per fare cio ho bisogno di reintrodurre il marking Fp; (aq ... 5y) = (71...729)
di X e gli elementi (a1...by) = (7} ...73,) € H'(X,Z) cosi come ho fatto
nel paragrafo 2 del capitolo 3.

Inoltre rappresentiamo X come ¥ dove Y & un sottoinsieme connesso di

X (il rivestimento universale di X) e 7 :Y— X —(J; ¢ un isomorfismo

Siano quindi @; le sollevate delle a; e A = 9Y = 64131641’1 .. .ﬁg_l enm(Q;) =
P en(Y;) =X,

Sia ora f € K esia ef = e/~ e fy = f — fo. Osservo che ¢ = o’ in
C; e che p e definita su tutto Yy e che per i = 1...n si ha che ﬁfa df = 0.
Quindi logp ¢ definito su tutto Yj ed in particolare f; e definito su tutto Yj.

Si ricava immediatamente che:

1. fo(i) — éj) = 2min;; conn; €74

2. Sia v = ~; per qualche i e sia v+ la curva asssociata a 7 che percorre
dY in senso antiorario, e v~ quella in senso orario; allora
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1060 0) = G @) = 2mini(f.7) e milf,) € Z
3. ni(f.7) = ny(f.v) =n(f.7)

4. n(f,v) non dipende dalla scelte di f., e ¢ e si puo porre anche fy =
f—=alf).

5. 2min(f, ;) = fm dfo
6. 2min(f,5) = [, dfo=— fai dfo

Definisco allora l'isomorfismo tra K% e H'(X,Z) nel seguente modo:

2n
ik % S (2 UI=Dontkoni perf € K

Il legame tra la funzione @ e la funzione 7 si basa sul seguente
Lemma 4.4 Vk, |l € K
S(k,a(l)) — S(l,a(k)) = S(k,ls) — S, ko) = 2mi[l] A [K]
comunque si scelgano ly, e ko compatibili conl e k.

Dimostrazione: La prima uguaglianza e evidente dimostro quindi la sec-
onda.

1
S(k,loo)—S(l,koo)——/ <Uok>— <k l>dz=
|2 1]=e

2
1 / / / 1 /
=5 </<;0,lo>+<l<;,l>+<k:oo,loo>dz:2—i < kg, lo > dz
T Jlzt|=e T J)z=1=e
infatti:

o [ <kl >dz=0 perchék,leH"

o [ <l Kk, >dz=0 perchék, €z2H" el ecH™
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Osservo inoltre che
/ ED19) = / KU 4 2ming, / D = / k1)
Cj Cj Cj &

e quindi che

1
i (' 70)
5 <k;0,l0>dz—— E / kg’ 1

|z~ t|=e

1) l(1 k:(l l
27?2 Z/ /A

g
(W/;(1) (m/5(1) W/ W01 _
2mZ/ kY /k: I +/a1k0 I +/61k0 iV =

h h

1 g / / . / / .
== / kI — / kS (150 F2min(an, 1)) + / kI — / kS (150 +2min( B, 1) =
h=1"%h “h

h Bn

1 < . (1y/ , (1)
_ -9 [ ky’ —2 [ ky' =
5 min(ap, )/ah 0 Tin (B, )/ 0

1 Bn

n(an, On(Bn, k) — n(an, k)n(Bn, 1) = 2mi[l] A [k]

271

- ¢

>

=1

Sia ora a = b+ ¢ con b C-lineare e ¢ C-antilineare. Si ha il seguente
Corollario 4.1

1.V,ke K  S(k,a(l)) — S(l,a(k)) € 2nZ

2.Vf.ge H"  S(f.alg) - S(g.a(f)) € iR

3. Vf.ge HY  S(f,b(g)) = S(g.b(f))

4. ¥fge HY  S(f.clg)) = S(g,c(f))
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Dimostrazione: 1) E evidente dal lemma precedente.
2) Segue dal punto 1) e dalla R-linearita di a

3)Sia A(f,g) = S(f,alg)) e B(f,g) = S(f,b(g))-
Siha che B(f,g)—B(g, f) = 5(A(f,9) — Alg, f))+5(A(ig,if) — A(if,ig)) €

iR Vf ge HJ(F") e poiché B e C-bilineare segue che B e simmetrico.
4)Sia C(f,g) = S(g,c(f)); procedendo come nel punto 3) si ottiene C(f, g) +
9

Clg, f) eR e C(f,9) = Clg,f) €iRVf,g €V equindi C(f,g) = Clg, f).
|

Sia ora h la forma Hermitiana definita nel capitolo 3.
Lemma 4.5 Vf,g € HEL")

S(f,e9)) = —mh(Zg, Zy)

Dimostrazione: Osservo che C(g, f) = S(f,c(g)) e —mh(Z,, Zy) sono due

forme hermitiane definite su HSF"). Per verificare che sono uguali basta allora
verificare che Im C' = Im (—mh) su K x K.

ImClg, f) = ——

3 (Clo. D) = CUJ.9) = —5(5(.alg)) - S(g.alf) =

= —7lgl Alf] = Im — mh(Z,, Zy)

Posso ora studiare la relazione tra 7 e # . Affrontero prima il caso in cui
L non sia un divisore speciale, ovvero in cui sia H°(X, L) = {0}. Osservo

infatti che HO(X,L) = {0} & H(Xo,L) N H™ = {0} & o(W) # 0. In
questo caso posso quindi scegliere dy = o (W).

Proposizione 4.3 Sia H(X, L) = {0}. AlloraVf € H" e Vk € K si ha:
Tw(f + k) = mw (f) Tw (k) e” 5D
Dimostrazione: Osservo che
T(f + k:)ge/—\kcr(W) =o(e fe W)
o 0, (W) =W e quindi e *W = e~ s "W

49



e SeleH™ (;\lcr(W) = o(e'W)
da cui ricavo
o(e e IW) = e-sWg (e f W) = 7(f) e—e®e—Fo (W) =
7(f)eSUal) e=Fe=a® (W) = (f)e~SFa) =T (e=e Py =

= r(f)r(k)eSFe®e=F ek ()

La tesi si ottiene quindi dalla prima e dall’'ultima uguaglianza osservando che
a(W) #0. u

Nel caso H°(X, L) = {0} poniamo allora
n(f) = (f)ers)
e verifichiamo che
L n(f+k) =7n(f) r(k) e 3Uek) per ogni f € HJ(rn) eke K
2. (f+k)=n(f) m(k) perogni f, k€ Ky
3. Jp: HJ(:L) — C C-lineare tale che 7 (k) = e**) Vi € K

pongo allora
2(f) = T(f)e PP = 7(f)erSERN o)

ottenendo cosi che:

1 n(f+k)=7n(f) VkeKoevfeH

eke K

3. 7'2(0) 7& 0

Quindi per il lemma 3 del capitolo 3 si ha
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Teorema 4.1 Se H°(X,L) = {0} ; allora
3C € C* e dayw : HEL") — C C —lineare e (€ CY tali che

Tw (f) = C e®wD=28ED) p(f — 3)

K

con 3 =L — %5 e 5 un theta charatheristic.

Dimostrazione: L’unica affermazione che devo dimostrare e quella relativa
a f.

Osservo che T (f) = 0 & o(e /W) =0 & HY(L® Ly) # {0} & f €
—Wot+ L—(9-1)R
echen(f-—p)=0&f-—pFec0=—Wy-1)+5& fe-Wil4p+5
quindi —W9 '+ 8+ 5 =-W9 '+ L—(g—1)PelettasuJ f=L—% m

Estendo ora il teorema al caso in cui H°(X, L) # {0}
Esiste g € HEL") tale che H°(X,L ® L,) = {0} e quindi poiché o (/W) # 0
posso porre df;, = e 9o (edW); allora
o(e W) o(eI=9eIW)

TW(f) = e/_\fe/\_go'<€9W) = 6/—f—\go-(egW) = TeHW(f + g) =

_ O e @+ E5(0b9) o (N+S@ANTESEE) p(f _ )
e quindi
Teorema 4.2
rw(f) = € e (D= 1SUUN 165 (7 _ )

con 3 =1L-—73.

4.4 Le funzioni 7, e la funzione 60

Operando come nell’ultima parte del paragrafo precedente si puo ottenere la
relazione tra le 7y, e la funzione 6.

Sia (X, L, P;, z;, p;) € D e W 'elemento della grassmanniana associato.
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Osservo che I'insieme dei g € HEL")

tali che o(efW) # 0 & un denso aperto
di HJ(F"). Quindi, poiché HJ(F") ¢ uno spazio di Frechet I'insieme dei g € HEL")
tali che o(e92 W) #0 VA € A & un denso di Hfrn). Scelgo uno di questi g e
pongo dy = e/—\ga(egW).

Sia ora A € A; allora:

ole 722 W)  oleTe 9e9272W)

TW,)\(f) = — = ——— =
e~z oy e~ fz7re 90 (esW)
=909 =AW/ o905 I
- e T W) A W) 02 = e (e ()
e f=90(z72eIW) e~ T=9272a(e9W)
Quindi

n

n(f) = Tegw<z/\)€azﬂegw(g)*%S(gvb(g))eazﬂegw(f)*S(g,b(f))*%S(f,b(f))TI(f_Z A\ P—B) =
i=1

CAeO‘O(f)e‘“(f)e_%s(f’b(f))n(f _ Z NP — ﬁ)
=1

Per rendere piu chiare le formule suppongo che si possa scegliere g = 0, os-
servando che i ragionamenti che faro si possono adattare al caso piti generale
procedendo come sopra. Osservo inoltre che la scelta g = 0 si puo effettuare
per un denso di Pic?"!'(X) = {line bundle di grado g—1suX} < J
e questo sara sufficiente per ricavare la formula trisecante.

Ho quindi che:

C\y = TW(Z_’\)

ax(f) = a,-x(f)

W) = CreN+aSEN Z AP — )
i=1
C\y = C)\eg(Zi i Pi+B,32; XiPi+B)
af) = axn(f) =200 NP+ B, f)
i=1

n(f) = C«Aedx(fH%S(fvb(f))+9(f,f)9(f _ Z NP — )

i=1

52



dove g(f,g) = —mitfGf e G = Px'P ¢ la forma introdotta nel paragrafo

2 del capitolo 3. Osservo inoltre che i C\ cosi definiti sono non nulli visto
che a(22W) # 0.

Introduco la seguente estensione della funzione a:

Sia Z: H" x A — HY(X,0) e Z(f,\) = Zs + Zy

esia L: H™ x A H'(X,0%) e L(f,\) = Ly .

Pongo K = Ker L e Ky = KerZ. '
Osservo che (A k) € K < Jdp € I'(Xo,0%) e 0 e ['(X;, O) tali che 2Meli =
2

Definisco a(\, f) = fég) _ féé)(O)
Per ricavare le proprieta degli ) sara utile la seguente generalizzazione

della proposizione precedente

Proposizione 4.4 Siano p, A€ A ek, f € HJ(F")
Sia ay : H™ — V dato da ax(g) = a(), g)
Sia (A k) € K allora

Tk + f) = e(p, \)e 500 o ()7 (k)

Dimostrazione:

—

Pasalh+ ) 2T T (W) = o7 ve W)

—

(k) 2 X6 ka(W) = a(z e W) = (e ®W) = cx® g (W)
quindi

—

o(z eI HW) = enBlo(e T2 W) = 7, (f) enBe Tz (W) =

= 1,(f) e SENE) T ZhearR g (W) = 1,(f)7a(k)e SEDEe=Fehz—nz—Ag(W) =
= e, N7 (f)7a(k)e ST ) =T ek =2 (1)

Dalla prima e dall’'ultima formula si ricava la tesi osservando che o(W) # 0
]
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Capitolo 5

La formula trisecante

La relazione tra la funzione 6 e la funzione 7, descritta nel capitolo precedente,
unita alle equazioni di Hirota ricavate per la 7 nel capitolo 2 permettono di
ricavare delle formule per 6. Alcune di queste hanno un significato geometrico
piu evidente, e in particolare si puo ricavare la formula trisecante nella sua
interpretazione attraverso la mappa di Kummer.

5.1 Un’osservazione preliminare sugli o)

In questo capitolo supporremo sempre che sia o(2*W) # 0 per ogni A € A. Ho
mostrato nel capitolo precedente come si posa aggirare tale ipotesi; quando
andro ad interpretare le formule per 6 tali ipotesi non risultera comunque sia
una limitazione.

Sia \,u € Aesiak € HEL") tale che Z(\, k) = 0. Un tale k esiste perché
come abbiamo visto f — Z; ¢ surgettiva. Dall’ultima formula del capitolo
precedente otteniamo allora

CAJru e+u(fHk) =3 S(f+kb(f+EK)) f Z P — ﬁ

£(j1, A)OrC e B+ an(F) =S(Fan (k) o= FS(0N = ES Kby 3)y(f — Z P—5)

da cui

a)\—i—u(f) - S(fa b(k)) - au(f) - S(fa a’)x(k))
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Se ora pongo p = 0 ottengo ay(f) = S(f,b(k)) = ao(f) — S(f,ax(k)) da cui

axiu(f) Fao(f) = au(f) + an(f)

Procedendo nello stesso modo o esprimendo le &, in funzione delle o, lo
stesso risultato si puo ricavare per le a, .

5.2 La formula trisecante

Riprendiamo ora le equazioni che abbiamo ricavato per la 7 nel capitolo 2.
In particolare ci interessa ’equazione puramente algebrica ricavata per la 7
nel caso n = 4:

A17'>\427'>\13 + AQT)\437_)\12 + A3707A43+)\12 =0.

Supponiamo ora di avere quattro punti distinti P, P, Ps, P, sulla superficie
X, Scelgo un line bunde L di grado g — 1 in modo che si possa porre g = 0
nelle costruzioni effettuate nel paragrafo 4 del capitolo precedente; ovvero
che sia 0(2*W) #0 VA € A. Come ho gia osservato un tale L esiste.

Sostituisco ora nella formula precedente ’espressione che fornisce la 7 in
funzione della 8 ottenedo cosi:

A1Cy, O,y a2 (D F0015 (D SUSNT20(E-D) g f — Py 1 Py— B)O(f — Py + Py — B) +

+A26A43 Cv)\126dx43(f)+dxlg (f)es(f,b(f))+2g(f,f)g(f_p4+p3_ﬁ)9(f_p1+p2_ﬁ) +

grazie all’osservazione fatta nel paragrafo precedente possiamo semplificare i
termini in cui f compare nell’esponenziale e ponendo P, = A P, = X Py =
Y P, = B si ottiene:

A1Cy,Crs0(t—B+X)0(t—A+Y) 4+ A,C,,,Ch,,0(t—B+Y)A(t—A+X) =

= —A3C)Chyr ()0t — A— B+ X +Y)

per ogni t € CY che e la formula trisecante.
Usando l'identita dimostrata nel paragrafo 2 del capitolo 3 otteniamo:
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0— Z (Cle[u](X_A_B+Y)+

2
vedza 79
X-A+B-Y X+A-B-Y X-A-B+Y
() 4 G (ST Y gl S P
e per la lineare indipendenza delle 0[v] si ottiene:
X—-A-B+Y X—-A+B-Y X+A-B-Y
C1o[v)( 5 )+Ca0V]( 5 )+Cs0[]( 5 )=0

per ogni v. da cui, poiché C'y #0 VA € A e quindi C}, Cs, C3 # 0 si ottiene:

_X—-A-B+Y ~_X—-A+B-Y - X4+A-B-Y
) ) e

sono allineati VA, B, X,Y € X

che ¢ la formula trisecante nella sua interpretazione attraverso la mappa
di Kummer.

Riesprimo infine I'ultimo risultato nella forma in cui viene utilizzato nel
criterio di Gunning citato nell'introduzione. Sia X, I'immagine di X in
H'(X,O) mediante la mappa di Abel.

Nella formula precedente ponendo W = X=A-B=Y

5 ottengo:

W +Y) O(W + B) O(W + A) sono allineati

Ovvero si ha il seguent teorema:

Teorema 5.1 VA, B,C € X e YWes(Xy—A—-B-C) siha

O(W + A) 6(W + B) oW +C) sono allineati
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