
Ri
hiami di 
al
olo di�erenziale lo
ale

In quel 
he segue "spazio vettoriale" signi�
her�a "spazio vettoriale reale di di-

mensione �nita". In ogni tale spazio verr�a utilizzata una norma s
elta 
omunque

tra quelle esistenti : tutto quanto verr�a dis
usso non dipender�a dalla parti
olare

norma utilizzata.

Gran parte dei risultati ri
hiamati in questo paragrafo rimangono validi an-


he per per spazi vettoriali reali di dimensione in�nita su 
ui sia stata �ssata una

norma rispetto alla quale essi siano 
ompleti: tali spazi vengono 
hiamati spazi

di Bana
h. Essi saranno studiati nel 
orso di Istituzioni di Analisi Superiore;

diversi esempi saranno introdotti pi�u avanti an
he in questo 
orso: un esempio

tipi
o sar�a dato dalla norma del sup sullo spazio vettoriale delle funzioni 
on-

tinue a valori reali de�nite su uno spazio 
ompatto. Per l'estensione del 
al
olo

lo
ale agli spazi di Bana
h bisogna ri
hiedere espli
itamente al
uni fatti 
he sono

automati
amente veri�
ati in dimensione �nita; pre
isamente ogni appli
azione

lineare � : E ! F deve essere supposta 
ontinua e talvolta, 
ome per i teo-

remi di inversione lo
ale, si deve supporre 
he il suo nu
leo abbia supplementare


hiuso, 
he la sua immagine sia 
hiusa e sia dotata an
h'essa di supplementare


hiuso.

Siano V;W spazi vettoriali, 
 � V un aperto, x

0

2 V e f : 
 ! W una

appli
azione. Ri
ordiamo 
he f �e detta di�erenziabile in x

0

se esiste L : V !W

lineare tale 
he posto per h 2 V 
on x

0

+ h 2 
 :

f(x

0

+ h) = f(x

0

) + L[h℄ +R(h)

si abbia

lim

h!0

R(h)

jjhjj

= 0

Si dimostra 
he di tali L ne esiste al pi�u uno; se esiste esso viene detto il dif-

ferenziale di f in x

0

ed �e indi
ato 
on df(x

0

) (Si noti l'uso di parentesi tonde

e quadre: in df(x

0

)[h℄ , x

0

�e il punto in 
ui si "di�erenzia" ed �e indi
ato en-

tro parentesi tonde; in parentesi quadre indi
hiamo inve
e gli "in
rementi", in

questo 
aso h, in 
ui il di�erenziale �e 
al
olato).

Se f �e di�erenziabile in ogni punto di 
, si ha una appli
azione

df : 
! L(V;W ) = Hom

R

(V;W )

Se tale appli
azione �e 
ontinua diremo 
he f �e di 
lasse C

1

su 
.

Induttivamente, per k intero � 2, diremo 
he f �e di 
lasse C

k

se �e C

1

e df �e

C

k�1

; diremo 
he f �e C

1

se essa �e C

k

per ogni k 2 N.

D'ora in poi il termine "di�erenziabile" signi�
her�a di 
lasse C

1

.
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Teorema 1 (di inversione lo
ale) Siano E;F spazi vettoriali, 
 un aperto

in V , f : 
! F di�erenziabile ed x 2 
.

Se df(x) : E ! F �e un isomor�smo, allora esiste un aperto U � E 
ontenente

x , tale 
he :

a. V = f(U) �e aperto in F

b. f : U ! V �e biunivo
a 
on inversa di�erenziabile.

La dimostrazione sar�a supposta nota (
orso di Analisi 2).

Def. Siano U � E e V � F aperti in spazi vettoriali. Una appli
azione f :

U ! V �e detta un di�eomor�smo se �e biunivo
a insieme alla sua inversa. Nelle

notazioni ed ipotesi del teorema pe
edente diremo 
he f �e un di�eomor�smo

lo
ale in x 2 
 od an
he 
he essa �e lo
almente invertibile

Un di�eomor�smo sar�a talvolta 
hiamato an
he 
ambiamento di 
oordinate.

Corollari del teorema di inversione lo
ale

Siano E;F spazi vettoriali, 
 � E un aperto, f : 
 ! F una appli
azione

di�erenziabile e sia 0 2 
, f(0) = 0.

a. supponiamo 
he df(0) : E ! F sia surgettiva.

Sia p : E ! K = ker(df(0)) una proiezione (asso
iata alla s
elta di un sup-

plementare di K in E). Allora l'appli
azione g : 
 ! F � H de�nita da

g(x) = (f(x); p(x)), �e lo
almente invertibile in 0. Essa rappresenta quindi un


ambiamento di 
oordinate in un intorno di 0; in tali 
oordinate la f diviene

lineare (pre
isamente la proiezione sul fattore F ).

b. supponiamo 
he df(x

0

) : E ! F sia iniettiva.

Sia H un supplementare in F dell'immagine di df(x

0

). Allora l'appli
azione

g : E � H ! F de�nita da g(x; h) = f(x) + h �e lo
almente invertibile in 0.

Essa de�nis
e quindi un 
ambiamento di 
oordinate nell'origine di F ; in tali


oordinate la f diviene lineare (pre
isamente l'in
lusione di E in E �H).

Integrali 
ontenenti un parametro

Siano E uno spazio vettoriale e f : [a; b℄ ! E 
ontinua. Esiste un uni
o I 2 E

detto integrale di f su [a; b℄ (e 
he verr�a indi
ato 
on

R

b

a

f(t)dt ) tale 
he per ogni

� > 0 , esista Æ > 0 tale 
he per ogni su

essione a = x

0

� x

1

� � � � � x

n

= b


on j x

i�1

; x

i

j� Æ per i = 1; : : : n, sia

j

n

X

1

f(x

i

) � (x

i

� x

i�1

)� I j< �

Se b < a de�niamo

R

b

a

f(t)dt = �

R

a

b

f(t)dt.

Proposizione 2 f !

R

b

a

f(t)dt �e una appli
azione lineare 
ontinua di C

0

([a; b℄)

in R la 
ui norma �e jb� aj (ossia k

R

b

a

f(t)dtk � j(b� a)j � sup

x2[a;b℄

kf(x)k)

Siano E;F spazi vettoriali, 
 � E un aperto, T uno spazio topologi
o. Le

appli
azioni f : 
�T ! F possono essere pensate 
ome famiglie di appli
azioni

da 
 in F parametrizzate da T . Useremo in tal 
aso la notazione f(x; t) = f

t

(x)

per (x; t) 2 
 � T: La notazione df

t

(x) indi
her�a quindi il di�erenziale della

funzione f

t

: 
! F nel punto x 2 
.
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Def. C

1

T

(
; F ) �e l'insieme delle f : 
 � T ! F 
he sono 
ontinue, tali 
he

per ogni t 2 T; f

t

: 
 ! F sia di�erenziabile e tali 
he df

t

: 
 � T ! L(E;F )

sia 
ontinua. Analogamente si de�nis
ono le C

k

T

(
; F ) per k � 2 o k =1:

Teorema 3 Siano a < b e f 2 C

1

[a;b℄

(
; F ). Allora la funzione g : 
 ! F

de�nita da g(x) =

R

b

a

f(x; t)dt �e di 
lasse C

1

ed il suo di�erenziale �e dg =

R

b

a

df(x; t)dt (l'integrale al se
ondo membro �e fatto in L(E;F )).

Corollario 4 Se nel teorema pre
edente si suppone f 2 C

k

[a;b℄

(
; F ); k � 1

allora g 2 C

k

(
; F ).

dim. del teorema

Continuit�a di g : siano x

0

2 
 e � > 0. Vogliamo trovare un intorno U

di x

0

in 
 tale 
he per x 2 U sia jg(x) � g(x

0

)j < �. Essendo f 
ontinua su


 � [a; b℄,per ogni t 2 [a; b℄ esiste un intorno A

t

di (x

0

; t) in 
 � [a; b℄ tale 
he

per (y; s) 2 A

t

sia jf(y; s)� f(x

0

; t)j <

�

b�a

.

Ora tale intorno pu�o supporsi del tipo U

t

� I

t


on U

t

; I

t

aperti negli spazi 


e [a; b℄. Per 
ompattezza di [a; b℄, esistono t

1

; � � � ; t

r

tali 
he I

1

[ � � � [ I

r

= [a; b℄.

Allora per x 2 U = U

t

1

\ � � � \ U

t

r

e qualsiasi t 2 [a; b℄ si ha :

jg(x)� g(x

o

)j =

R

b

a

jf(x; t)� f(x

0

; t) < (b� a)�

�

b� a

= �.

Di�erenziabilit�a di g : bisogna mostrare 
he g �e di�erenziabile nel punto

x

0

2 
 e 
he il suo di�erenziale �e

R

b

a

df(x

0

; t)dt. Ci�o signi�
a 
he :

lim

x

0

+h2


h!0

R

b

a

(f(x

0

+ h; t)� f(x

0

; t))dt� (

R

b

a

df

t

(x

0

)dt)[h℄

khk

= 0

Ora si ha :

(

Z

b

a

df

t

(x

0

)dt)[h℄ =

Z

b

a

df

t

(x

0

)[h℄dt

(si noti 
he l'integrale nel membro di sinistra �e fatto in L(E;F ) mentre quello

a destra �e fatto in F )

Quindi si deve mostrare 
he va a zero l'integrale

Z

b

a

(

f(x

0

+ h; t)� f(x

0

; t)� df

t

(x

0

)[h℄

khk

)

Consideriamo la funzione � : [0; 1℄ ! U de�nita da �(t) = x

0

+ th. Allora

(teorema di Torri
elli) si ha :

f(x

0

+ h)� f(x

0

) = f Æ �(1)� f Æ �(0) =

Z

1

0

d(f Æ �) =

=

Z

1

0

df

t

(x

0

+ sh) � �

0

(s)ds =

Z

1

0

df

t

(x

0

+ sh)[h℄ds

Sostituendo nell'espressione pre
edente 
i si ridu
e a mostrare 
he va a zero

l'espressione:

1

jjhjj

Z

b

a

(

Z

1

0

(df

t

(x

0

+ sh)� df

t

(x

0

))ds)dt[h℄
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Essendo df

t

(x) 
ontinua su 
 � [a; b℄ , lo stesso ragionamento utilizzato per

mostrare la 
ontinuit�a di g , mostra 
he la norma di df

t

(x

0

+ sh) � df

t

(x

0

) �e

maggiorata da una qualsiasi pre�ssata 
ostante positiva per h in qual
he intorno

dell'origine e da 
i�o segue fa
ilmente 
he tutto l'integrale va a zero.

Teorema di divisione elementare

Siano E;F spazi vettoriali ; un aperto 
 in E � F �e detto stellato rispetto ad

E se per ogni (x

0

; y

0

) 2 
, tutto il segmento [(x

0

; 0); (x

0

; y

0

)℄ �e 
ontenuto in 
.

Teorema 5 (divisione elementare) Siano 
 � E � F un aperto stellato

rispetto a E ed f : 
! G una appli
azione di�erenziabile nulla su 
\E�f0g;

(ossia tale 
he f(x

0

; 0) = 0 per ogni (x

0

; 0) 2 
). Esiste allora una appli
azione

di�erenziabile g : 
! L(F;G) tale 
he per (x; y) 2 
 sia f(x; y) = g(x; y)[y℄

dim. Sia (x

0

; y

0

) 2 
 �ssato. Consideriamo la funzione

~

f : [0; 1℄ ! G

de�nita da

~

f(t) = f(x

0

; ty

0

): Per il teorema di Torri
elli, si ha:

f(x

0

; y

0

) =

~

f(1)�

~

f(0) =

Z

1

0

d

~

f =

Z

1

0

(df

x

(x

0

; ty

0

)[y

0

℄) =

= (

Z

1

0

df

x

(x

0

; ty

0

))[y

0

℄ = g(x

0

; y

0

)[y

0

℄

ove df

x

dipende di�erenziabilmente da x

o

; y

0

; t; i risultati del paragrafo pre
e-

dente assi
urano quindi 
he g �e di�erenziabile.
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Appli
azioni polinomiali

Siano E;F spazi vettoriali. Una appli
azione � : E ! F �e detta un polinomio

omogeneo di grado p se esiste una b : E

p

! F p�lineare tale 
he per ogni

x 2 E sia �(x) = b(x; � � � ; x). Diremo 
he � �e la 
ontrazione di b. Si veri�
a

fa
ilmente (fa
endo una media su permutazioni delle variabili) 
he se � �e un tale

polinomio, fra tutte le p�lineari di 
ui esso �e 
ontrazione, ve ne �e esattamente

una 
he sia simmetri
a : essa verr�a detta la polarizzazione di �

Ne segue 
he L

p

(E;F ) =fpolinomi omogenei di grado p da E a F g �e uno

spazio vettoriale (�e in 
orrispondenza biunivo
a 
on le appli
azioni p�lineari

simmetri
he da E ad F ).

Una appli
azione � : E ! F �e detta un polinomio di grado � n se � =

�

0

+ �

1

+ � � �+ �

p

ove �

i

: E ! F �e un polinimio omogeneo di grado p.

Se 
 �e un aperto in E � F e g : 
 ! L

p

(F;G) �e di�erenziabile, allora

(x; y) ! g(x; y)[y℄ (
he �e ovviamente di�erenziabile) sar�a detta un polinomio

omogeneo di grado p in y a 
oeÆ
ienti funzioni C

1

su 
.

Sviluppi di Taylor

Siano 
 un aperto in E � F stellato rispetto ad E; 


0

= 
 \ E � f0g e sia

f : 
! G di�erenziabile. Allora f(x; y)�f(x; o) : 
! G �e nulla su 


0

; quindi

per il teorema pre
edente, esiste R

0

: 
! L

1

(F;G) tale 
he f(x; y)� f(x; 0) =

R

0

(x; y)[y℄: Posto f(x; 0) = �

0

(x) questa relazione si s
rive:

(1) f(x; y) = �

0

(x) +R

0

(x; y)[y℄


he verr�a 
hiamata sviluppo di Taylor d'ordine 0 di f rispetto a y. Svilup-

pando d'ordine zero R

0

, si ottiene una relazione del tipo R

0

(x; y) = �

1

(x; y) +

R

0

(x; y)[y℄ ove �

1

: 


0

! L

1

(F;G);

~

R

0

: 
! L

1

(F;L

1

(F;G)): Quindi

~

R

0

asso-


ia ad ogni punto (x

0

; y

0

) di 
, una appli
azione bilineare su F a valori in G la


ui 
ontrazione �e un polinomio omogeneo di grado due da F a G 
he indi
heremo


on R

1

(x; y). sostituendo nella (1) si ottiene ;

f(x; y) = �

0

(x) + �

1

(x)[y℄ + (R

1

(x; y)[y℄


he �e lo sviluppo di Taylor d'ordine 1: di
e 
he f �e un polinomio di grado

uno in y a 
oeÆ
ienti C

1

in x pi�u un resto 
he �e un polinomio omogeneo di

grado due in y a 
oeÆ
ienti funzioni C

1

in x; y.

Proseguendo 
os�� si ottiene il seguente :

Teorema 6 (Sviluppo di Taylor) Se 
 e f sono 
ome sopra, esistono appli-


azioni di�erenziabili �

p

: 


0

! L

p

(F;G) e R

p

: 
 ! L

p

(F;G) per p 2 N tali


he per n 2 N sia :

(2) f(x; y) =

n

X

h=0

�

h

(x)[y℄ +R

n+1

(x; y)[y℄:

Nota. Derivando su

essivamente ambo i membri di (2) e 
al
olando per y = 0

si ottiene 
he �

p

(x) =

1

p!

d

p

f

x

(0) (attenzione alle notazioni 
he possono trarre

in inganno: si ri
ordi 
he f

x

(y) �e per de�nizione f(x; y)). Ne segue 
he le �

h

in

(2) sono univo
amente determinate. Per quanto riguarda i resti R

n+1

(x; y)[y℄,

essi non sono univo
amente determinati dalle ri
hieste fatte (lo sarebbero se si


hiedesse una propriet�a supplettiva 
he qui non espli
itiamo per
h�e non avremo

ne
essit�a di avvaler
ene). Ci�o a

ade per
h�e un polinomio omogeneo a 
oeÆ
i-

enti C

1

non (formalmente) nullo pu�o rappresentare la funzione identi
amente
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nulla, a di�erenza di quel 
he a

ade per polinomi a 
oeÆ
ienti 
ostanti (ad

esempio h

1

(x

1

; x

2

)x

1

+ h

2

(x

1

; x

2

)x

2

ove h

1

(x

1

; x

2

) = x

2

e h

2

(x

1

; x

2

) = �x

1

).

Quel 
he spesso �e suÆ
iente sapere dei resti R

n

�e pre
isato dalla seguente:

Proposizione 7 Se 
; f sono 
ome sopra, ogni (x

0

; 0) 2 
 ha un intorno

aperto U = A�B � 
 , 
on A;B aperti in E;F , tale 
he

lim

y!0

R

n+1

(x; y)[y℄

kyk

n

= 0 uniformemente per x 2 A.

dim. Siano infatti U un aperto in 
 edM un numero reale tali 
he kR

n+1

(x; y)k �

M per (x; y) 2 U . Allora, essendo R

n+1

un polinomio omogeneo di grado n+1,

si ha 
he:

R

n+1

(x; y)[y℄

kyk

n

= kykR

n+1

(x; y)[

y

kyk

℄

avr�a norma � kykM .

S
ritture in termini di 
oordinate

Se x

1

; : : : ; x

n

sono le 
oordinate su E = R

n

, un polinomio omogeneo

� : E ! R di grado d si s
rive ordinariamente nel seguente modo:

�(x) =

X

jIj=d

a

I

� x

I

ove per le usuali 
onvenzioni di multiindi
i: se x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 R

n

e

I = (i

1

; : : : ; i

n

) 2 N

n

, si pone jI j = i

1

+ � � �+ i

n

e x

I

= x

i

1

1

� : : : � x

i

n

n

.

Nello sviluppo di Taylor di una funzione di�erenziabile f : R

n

! R, si ha

una somma di tali polinomi omogenei pi�u un ultimo termine R

n+1

, il "resto",


he �e an
ora espresso da una s
rittura dello stesso tipo 
on la sola di�erenza 
he

i "
oeÆ
ienti" a

I

inve
e 
he 
ostanti sono funzioni di�erenziabili:

R

n+1

=

X

jIj=d

a

I

(x) � x

I

Utilizzo del linguaggio algebri
o

Sia 
 � R

n

un aperto; l'insieme delle funzioni di�erenziabili f : 
 ! R dotato

delle ovvie operazioni di somma e prodotto 
ostituis
e un anello 
ommutativo


he indi
heremo 
on E(
). Per x

0

2 
 si ha un omomor�smo

E(
) 3 f

�

7! f(x

0

) 2 R

il 
ui nu
leo �e un ideale massimale 
he indi
heremo 
on m

x

0

(
).

Si ha quindi una su

essione esatta :

0! m

x

0

(
)! E(
)

�

! R ! 0

la quale spezza ossia esiste un omomor�smo j : R ! E(
) tale 
he � Æ j = id

R

:

quello 
he asso
ia allo s
alare � la funzione 
he vale � su tutto 
.

Per sempli
it�a di notazioni supponiamo x

0

= 0. Per il teorema di divisione

elementare sappiamo 
he se 
 �e stellato in 0 allora l'ideale m

0

(
) �e generato
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dalle funzioni x

1

; : : : ; x

n

; da 
i�o si dedu
ono formalmente gli sviluppi di Taylor

di ordine �nito per ogni elemento in E(
).

Si esamini per eser
izio se 
i�o rimane valido an
he nel 
aso 
he 
 non sia

stellato in 0.

Il linguaggio dei germi

Consideriamo la totalit�a delle 
oppie (U; f) ove U � R

n

�e un aperto 
ontenente

l'origine ed f : U ! R �e di�erenziabile; due tali 
oppie (U; f); (U

0

; f

0

) saranno

dette equivalenti se esiste un altro aperto V � R

n


ontenente l'origine e tale


he V � U \ U

0

e f

jV

= f

0

jV

. Le 
lassi di equivalenza saranno dette germi

di funzioni di�erenziabili all'origine in R

n

e l'insieme da esse 
ostituito verr�a

indi
ato 
on E(n). E' 
hiaro 
he la somma e il prodotto di funzioni indu
ono

operazioni su E(n) 
on le quali esso diviene un anello 
ommutativo. Si ha an
ora

una su

essione esatta 
he spezza:

o! m(n)! E(n)

�

! R ! 0

ove � asso
ia alla 
lasse di equivalenza di (U; f) il valore di f in 0 e 
on-

seguentemente m(n) �e l'ideale dei germi "nulli" in 0. Ogni sistema di 
oordinate

all'intorno dell'origine in R

n

fornis
e un sistema �nito di generatori per m(n).

Si dimostri per eser
izio 
he inversamente ogni sistema di generatori per m(n)


ontiene un sistema di 
oordinate lo
ali per qual
he intorno dell'origine di R

n

.

Risultati ottenuti 
on metodi elementari

Siano E = E(n) l'insieme dei germi di funzioni di�erenziabili in 0 di R

n

e m =

m(n) il suo ideale massimale.

Per f 2 E , indi
heremo 
on J = J(f) l'ideale generato in E dalle �f=�x

i

per i = 1; : : : ; n : esso sar�a detto ideale ia
obiano di f .

Nota. Apparentemente l'ideale ia
obiano di f dipende dalle 
oordinate utilizzare

per 
al
olare le derivate; ma �e fa
ile dimostrare 
he 
on un altro sistema di


oordinate, si ottiene lo stesso ideale (an
he se ovviamente le nuove derivate

saranno in generale diverse: esse forniranno un nuovo sistema di generatori di

tale ideale).

Diremo 
he f �e singolare se J 6= E ossia J �e propriamente 
ontenuto in E ;

diremo 
he f ha una singolarit�a isolata se �e singolare ed esiste k 2 N tale 
he

J � m

k

. Due germi f

0

; f

1

2 E sono detti equivalenti se esiste un (germe di)

di�eomor�smo  di (R

n

; 0) in se tale 
he f

1

= f

0

Æ . Una f singolare �e detta di

determinazione �nita se esiste un intero naturale p tale 
he ogni g di�erenziabile


he ha lo stesso sviluppo di Taylor d'ordine p di f , �e equivalente ad f . In tal


aso diremo an
he 
he f �e p�determinata.

Teorema 8 Siano f; g 2 E 
on f singolare e g 2 J(f)

2

m . Allora f �e equiva-

lente a f + g.

Corollario 9 Ogni singolarit�a isolata �e di determinazione �nita. Pi�u pre
isa-

mente se f 2 E �e tale 
he J(f) � m

2

allora f �e 2k�determinata.

Dim. (del 
orollario) Nelle ipotesi fatte sia

~

f = f + g 
on g 2 m

2k+1

. Essendo

J(f) � m

k

si ha J(f)

2

� m

2k

e quindi g 2 m

2k+1

� J(f)

2

m e si appli
a il

teorema pre
edente.
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Prima di dimostrare il teorema, fa

iamo vedere 
ome se ne pu�o dedurre

fa
ilmente il lemma di Morse.

Premettiamo il seguente :

Lemma 10 Sia f 2 E singolare. Allora det(�

2

f(0)=�x

i

�x

j

) 6= 0 se e solo se

J(f) = m.

(In tal 
aso f �e detta di Morse o non degenere)

Dim. Sia det(�

2

f(0)=�x

i

�x

j

) 6= 0 ; allora l'appli
azione (x

1

; : : : ; x

n

)! (�f=�x

1

; : : : ; �f=�x

n

)

di (R

n

; 0) in se �e lo
almente invertibile. Quindi

esistono funzioni di�erenziabili F

1

; : : : ; F

n

nulle in 0 e tali 
he

x

i

= F

i

(�f=�x

1

; : : : ; �f=�x

n

) per i = 1; : : : ; n. Essendo F

i

(y

1

; : : : ; y

n

) =

P

n

j=1

G

ij

y

j

(sviluppo di Taylor) si ottiene x

i

=

P

n

j=1

G

ij

y

j

e quindi

m � J(f); l'in
lusione J(f) � m �e assi
urata dal fatto 
he f �e singolare.

Vi
eversa se J(f) = m , allora si ha x

i

=

P

n

j=1

G

ih

�f=�x

h

. Derivando

rispetto a x

j

e 
al
olando per x = 0 si ha Æ

ij

=

P

n

h=1

G

ih

(0)�

2

f(0)=�x

h

�x

j

il


he mostra l'invertibilit�a di �

2

f(0)=�x

i

�x

j

.

Da questo lemma e dal pre
edente 
orollario si ottiene il seguente:

Corollario 11 Se f �e di Morse e g 2 m

3

, allora f �e equivalente a f + g . In

parti
olare f �e equivalente al proprio sviluppo di Taylor d'ordine due.

Dim. (del teorema) Sia U un aperto 
ontenente 0 2 R

n

su 
ui f e g sono de�nite

e si 
onsideri la funzione f(x) + tg(x) de�nita su U � R � R

n

� R. Per ogni

t

0

2 R , restringendo tale funzione a t = t

0

, si ottiene un germe di funzione

f(x) + t

0

g(x) in 0 2 R

n


he indi
heremo 
on f

t

0

. Mostreremo 
he per ogni

t

0

2 R , f

t

0

�e equivalente a tutte le f

t


on t suÆ
ientemente vi
ino a t

0

. Ne

seguir�a 
he tutte le f

t

sono equivalenti tra loro .

Esaminiamo dapprima il 
aso t

0

= 0

Consideriamo un (germe di) 
ampo di vettori all'origine di R

n

� R del tipo

(X(x; t); 1) 
on X(0; t) = 0; seguendo le linee integrali di tale 
ampo otteniamo

un germe  

t

: (R

n

; 0)� R ! (R

n

; 0) de�nito da :  

t

(x) = posizione al tempo t

partendo per t = 0 da (x; 0) e per t pi

olo  

t

�e un 
ambiamento di 
oordinate

lo
ali all'origine di R

n

. Cer
heremo di 
ostruire X(x; t) in modo 
he le  

t

trasformino le f+tg nella f ; 
i�o equivale a ri
hiedere 
he la funzione (f+tg)Æ 

t

non dipenda da t, o in altri termini 
he

�

�t

((f + tg) Æ  

t

) = 0 
he si s
rive:

< 5f + t5 g;X > +g = 0

Espli
itamente vogliamo delle X

i

(x; t) per i = 1; : : : ; n tali 
he X

i

(0; t) = 0 e

n

X

i=1

X

i

(x; t)(

�f

�x

i

(x) + t

�g

�x

i

(x) +�g(x)

Per dimostrare 
he tali X

i

esistono , ri
ordiamo 
he per ipotesi g 2 mJ

2


osi

h�e

�f

�x

i

+ t

�g

�x

i

=

n

X

i=1

(Æ

ij

+ tm

ij

)

�f

�x

j

8



Tale relazione �e invertibile in un intorno dell'origine (per
h�e det(Æ

ij

+ tm

ij

= 1

per x = 0) . Quindi

�f

�x

i

=

n

X

j=1

h

ij

(

�f

�x

j

+ t

�g

�x

j

)

ove le h

ij

sono funzioni di�erenziabili de�nite vi
ino all'origine di R

n

� R. Si
-


ome per ipotesi g 2 mJ(f) si avr�a una eguaglianza del tipo

g =

n

X

i=1

n

i

(x)

�f

�x

i


on le n

i

(0) = 0 . Assieme alla relazione pre
edente si ottiene quindi

�g(x) =

n

X

i;j=1

�n

i

(x)h

ij

(x; t)(

�f

�x

j

(x) + t

�g

�x

j

(x))

Questa relazione pu�o essere an
he s
ritta :

�g =

n

X

j=1

X

j

(x; t)(

�f

�x

j

(x) + t

�g

�x

j

(x))

ove le X

j

=

P

n

i=1

n(x)h

ij

(x; t) sono nulle per x = 0 e quindi sono le 
omponenti

di un 
ampo avente le propriet�a ri
hieste.

Sia ora t

0

2 R qualsiasi; baster�a esaminare la famiglia f+(t

0

+ t)g = (f+ t

0

g)+

tg = f

t

0

+ tg vi
ino a t = 0. Se mostriamo 
he f e f

t

0

hanno lo stesso ideale

ja
obiano, saranno riappli
abili le argomentazioni svolte sopra per il 
aso t

0

= 0

e la dimostrazione sar�a 
on
lusa.

Osserviamo 
he da g 2 J

2

(f) � m , ri
ordando 
he J(f) � m, si ha �g=�x

i

2

J(f) �m. Da 
i�o seguono relazioni

�g

�x

i

=

n

X

1

mij

�f

�x

j

ove le m

ij

sono nulle per x = 0 e quindi:

�f

�x

i

+ t

0

�g

�x

i

=

n

X

1

(Æ

ij

+ t

0

m

ij

)

�f

�x

j

per 
ui J(f

t

0

) � J(f); la relazione inversa �e 
onseguenza del fatto 
he la matri
e

(Æ

ij

+ t

0

m

ij

) ha determinante 
he vale 1 all'origine ed �e quindi invertibile.

Mostriamo ora un altro risultato detto an
ora lemma di Morse (o teorema

Babilonese o splitting lemma) per la 
ui dimostrazione utilizzeremo il seguente

lemma (
he �e un teorema di divisione elementare)

Lemma 12 Sia k : (R

n

� R

m

; 0) ! (R

n

; 0) un germe di appli
azione dif-

ferenziabile tale 
he x ! k(x; 0) sia un di�eomor�smo lo
ale. Allora per ogni

� 2 E(n+m) esistono a : (R

n

� R

m

; 0)! (R

n

; 0) e b 2 E(m) tali 
he

�(x; y) =< k(x; y); a(x; y) > �b(y)

9



Dim. Sia � : (R

n

� R

m

; 0) ! (R

n

; 0) tale 
he �(k(x; y); y) = x (per 
ostruirla

si inverta (x; y) ! (k(x; y); y)). Quindi si ha �(x; y) = �(�(k(x; y); y); y) . Sia

�(z; y) 2 E(n+m) de�nita da �(z; y) = �(�(k(z; y); y); y). Si ha

�(z; y) = �(0; y)+ < �(z; y); z >


on �(z; y) : (R

n

� R

m

; 0)! (R

n

; 0). Ponendo z = k(x; y) si ha

�(x; y) = �(k(x; y); y) = �(0; y)+ < �(k(x; y); y); k(x; y) >

Teorema 13 Sia f 2 E(m) singolare e tale 
he

rk(

�

2

f

�x

i

�x

j

(0) = n

Allora, modulo un 
ambiamento di 
oordinate

(R

m

; 0) ' (R

a

� R

b

� R




; 0) = f(x; y; z)g

si ha f(x; y; z) = jjxjj

2

� jjyjj

2

+ g(z) ove a+ b = n e g 2 m

3

(
).

Dim. Sia f de�nita su R

n

�R

p

�R = f(x; �; t)g e sia dato un 
ampo di vettori

_x = a(x; �; t) ;

_

� = 0 ;

_

t = 1. Integrando si ottiene un di�eomor�smo di R

n+p+1

in se : quello 
he ad (x; �; t) asso
ia il punto (�(x; �; t); �; t) in 
ui arriva (x; �; 0)

dopo un tempo t. Si ha

�

�t

f(�(x; �; t); �; t) =<5

x

f; a > +

�f

�t

= b(�(x; �; t); �t)

ove tutto �e 
al
olato in �(x; �; t). Supponiamo 
he a(x; �; t) sia tale 
he b(x; �; t)

non dipenda da x e si 
ostruis
aB(�; t) di modo 
he sia B(�; 0) = 0 e

�B

�t

(�; t) =

b

0

(�; t): Allora f(�(x; �; t); �; t)�B(�; t) non dipende da t , quindi 
oin
ide 
on

f(x; �; 0) . Si ha 
os��

f(x; �; 0) +B(�t) = f(�(x; �; t); �; t)

e quindi f �e equivalente a f(x; �; 0) +B(�; t):

Sia ora data f 
ome nelle ipotesi del teorema ; si s
elgano 
oordinate

x

1

; : : : ; x

n

; �

1

; : : : ; �

p

; t in R

m


on n massimale di modo 
he la matri
e

�

2

f

�x

i

�x

j

(0) sia non singolare. Allora il lemma pre
edente assi
ura l'esistenza

di una funzione a 
ome sopra di modo 
he f(x; �; t) �e equivalente a f(x; �; 0) +

B(�; t) per qual
he funzione B. Questa 
ostruzione si pu�o appli
are nuovamente

alla funzione f(x; �; 0) (
hiamando t una delle �

i

) e 
os�� pro
edendo si arriva a

dimostrare 
he f �e equivalente a f(x; 0; 0)+ una funzione delle altre variabili. E'


hiaro allora 
ome la dimostrazione possa essere 
on
lusa utilizzando il lemma

di Morse ordinario.

Deformazioni versali

I risultati esposti nel pre
edente paragrafo possono essere 
onsiderati teoremi

di rappresentazione lo
ale (
io�e 
ome �e fatta la funzione in qual
he intorno
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del punto in esame) a partire da informazioni puntuali (ossia la 
onos
enza del

valore di al
une sue derivate nel punto). Essi mostrano infatti 
asi in 
ui avendo


erte informazioni sullo sviluppo di Taylor in un punto, si ries
e a 
onos
ere il


omportamento qualitativo della funzione.

Esaminiamo adesso un'altra problemati
a : data f 2 E(n) , 
ome sono fatte

le

~

f \vi
ine" a f ? Pre
isiamo il \vi
ine" nel seguente modo.

Una deformazione a p -parametri di un germe f

0

2 E(n) �e una f 2 E(n+ p)


he estende la f

0

: ossia f(x; u) �e tale 
he f(x; 0) = f

0

(x) , ove (x; u) sono le

variabili in R

n

� R

p

. Se f(x; u) �e una deformazione a p - parametri di f

0

e u =

�(v) �e un germe di appli
azione di�erenziabile di (R

n

; 0) in (R

p

; 0) , indi
heremo


on �

�

(f) la deformazione a q -parametri de�nita da �

�

(f)(x; v) = f(x; �(v)) .

Essa verr�a detta deformazione indotta da f per il 
ambiamento di parametri �

. Diremo isomorfe due deformazioni di f

0

nello stesso numero di parametri p ,


he siano ottenibili l'una dall'altra per 
omposizione 
on un di�eomor�smo di

(R

n

� R

p

; 0) in se del tipo (x; u)! (�(x; u); u) 
on �(x; 0) = x.

Una deformazione sar�a detta banale se �e isomorfa alla deformazione 
ostante

f(x; u) = f

0

(x) . Una deformazione f di f

0

�e detta versale se ogni altra de-

formazione di f

0

�e isomorfa ad una indotta da f per qual
he 
ambiamento di

parametri.

Cer
heremo ora di determinare quando una deformazione di f

0

�e versale.

Sia f(x; u) una deformazione a p -parametri di f

0

. Le funzioni f

i

=

�f

�u

i

(x; 0)

sono dette velo
it�a iniziali della deformazione nelle direzioni u

1

; : : : ; u

p

. Diremo


he f �e formalmente versale se A(f

0

) = E(n)=J(f

0

) �e generato , 
ome spazio

vettoriale su R , dalle velo
it�a iniziali di f

0

.

Teorema 14 Una deformazione versale �e formalmente versale.

Dim. Sia f(x; u

1

; : : : ; u

p

) versale per f

0

. Data una qualsiasi g 2 E(n) , f

0

(x) +

tg(x) �e una deformazione ad un parametro di f

0

. Quindi essa deve essere iso-

morfa ad una ottenuta da f per 
ambiamento di parametro. Osia devono esistere

u

1

(t); : : : ; u

p

(t) 2 E(1) , 
on u

i

(0) = 0 , tali 
he f(x; u

1

(t); : : : ; u

p

(t)) sia iso-

morfa a f

0

(x) + tg(x) ; quindi deve esistere �(x; t) : (R

n

� R

p

; 0)! (R

n

; o) 
on

�(x; 0) = x e tale 
he f(�(x; t); u

1

(t); : : : ; u

p

(t)) = f

0

(x) + tg(x). Derivando

rispetto a t e 
al
olando per t = 0 si ottiene :

n

X

i=1

�f

�x

i

(x; 0)

��

i

�t

(x; 0) +

p

X

i=1

�f

�u

i

(x; 0) _u

i

(0) = g(x)

quindi g �e somma di un elemento di J(f

0

) 
on una 
ombinazione lineare (a


oeÆ
ienti 
ostanti) delle velo
it�a iniziali (si noti 
he

�f

�x

i

(x; 0) =

�f

0

�x

i

(x)).

Teorema 15 Una deformazione formalmente versale �e versale.

Dim. Sia f 2 E(n + p) una deformazione formalmente versale di f

0

(x) 2 E(n).

Quindi f(x; 0) = f

0

(x) e

�f

�u

1

(x; 0); : : : ;

�f

�u

p

(x; 0) generano E(n)=J(f

0

) su R.

Sia g(x; v) 2 E(n + q) una deformazione qualsiasi di f

0

(x). Consideriamo la

deformazione somma di f e g : F (x; u; v) 2 E(n+p+q) de�nita da F (x; u; v) =

f(x; u)+g(x; v)�f

0

(x). Tale F \
ontiene" sia f 
he g (
ome restrizioni a v = 0

e u = 0 rispettivamente). Quindi per mostrare 
he g �e isomorfa ad una ottenuta

da f per 
ambiamento di parametri, sar�a suÆ
iente mostrare 
he F �e isomorfa

11



ad una indotta da f per 
ambiamento di parametri. Il teorema pre
edente sar�a


os�� dimostrato dal seguente lemma appli
ato q volte.

Lemma 16 Sia F (x; u

1

; : : : ; u

m

; t) 2 E(n+m+ 1) una deformazione a m+ 1

parametri di f

0

(x) 2 E(n) , tale 
he �F=�u

1

(x; 0; 0); : : : ; �F=�u

m

(x; 0; 0) gener-

ino E(n)=J(f

0

) su R. Detta F

0

(x; u) la deformazione a m parametri indotta da

F per t = 0 (ossia F

0

(x; u) = F (x; u; 0)), esiste un germe di�erenziabile (una

retrazione) h : (R

m

� R; 0) ! (R

m

; 0) 
on h(u; 0) = u e tale 
he F �e isomorfa

alla deformazione indotta da F

0

tramite h.

Dim. Cer
hiamo germi a(u; t) e b(x; u; t) tali 
he detta �(x; u; t); h(u; t); t) la

posizione ove 
ui arriva il punto (x; u; 0) dopo aver seguito per un tempo t il


ampo

_

t = 1 , _u = a(u; t) _x = b(x; u; t) , si abbia

(1)

�

�t

F (�(x; u; t); h(u; t); t) � 0


osi

h�e

F (�(x; u; t); h(u; t); t) = F (x; u; 0)

Quindi 
ambiando parametri in F (x; u; t) 
on la (u; t) ! (h(u; t); t) si ottiene

una deformazione isomorfa a F (x; u; 0).

La 
ondizione (1) equivale alla :

(2)

n

X

i=1

�F

�x

i

(x; u; t)b

i

(x; u; t) +

m

X

j=1

�F

�u

j

(x; u; t)a

j

(u; t) +

�F

�t

(x; u; t) = 0

Dobbiamo quindi dimostrare 
he la (2) , 
onsiderata 
ome equazione nelle a

j

; b

i

, �e risolubile. Quel 
he sappiamo �e 
he \ridu
endo" modulo le u; t tale equazione

diviene risolubile; ossia ponendo eguali a zero nella (2) le u; t , si ottiene una

equazione in in
ognite b

i

funzioni (germi) nelle x e a

j


ostanti la 
ui risolubilit�a

�e pre
isamente l'ipotesi del teorema. La dimostrazione sar�a quindi 
ompleta

se dimostriamo il teorema 
he segue: siano (x; u) le variabili in R

n

� R

p

;

per ogni f 2 E(n + p) indi
hiamo 
on

�

f 2 E(n) il germe di funzione de�nito

da

�

f(x) = f(x; 0). Evidentemente f !

�

f �e un omomor�smo surgettivo. Se

I � E(n+ p) �e un ideale, indi
hiamo 
on

�

I la sua immagine in E(n) (si veri�
a

subito 
he

�

I �e un ideale in E(n) per
h�e l'omomor�smo E(n + p) ! E(n) �e

surgettivo).

Teorema 17 Siano g

1

; : : : ; g

r

2 E(n + p) e sia I un ideale in E(n + p). Sono

fatti equivalenti :

a)

�

I + R�g

1

+ � � �+ R�g

r

= E(n)

b) I + E(p)g

1

+ � � �+ E(p)g

r

= E(n+ p)

La dimostrazione di questo teorema sar�a ri
ondotta nel prossimo paragrafo

ad un risultato (detto teorema di divisione) 
he sar�a dimostrato dopo aver in-

trodotto le funzioni di variabile 
omplessa.

Si noti 
he la 
aratterizzazione trovata delle deformazioni versali pu�o es-

sere riassunta nella seguente \ri
etta" per 
ostruirle: sia f

0

2 E(n) un germe

singolare; aÆn
h�e esso possieda una deformazione versale, l'anello A(f

0

) deve

essere uno spazio vettoriale di dimensione �nita su R. Se 
os�� �e , si s
elgano

g

1

; � � � ; g

p

2 E(n) le 
ui 
lassi in E(n)=J(f

0

) siano un sistema di generatori su

12



R. Allora f(x; u

1

; : : : ; u

p

) = f

0

(x)+u

1

g

1

(x)+ : : :+u

p

g

p

)x) �e una deformazione

versale di f

0

. Si dedu
e an
he 
he la dimensione di A(f

0

) 
ome spazio vettori-

ale su R , �e la dimensione minimale d'una deformazione versale e 
he ogni due

deformazioni versali della stessa f

0

aventi lo stesso numero di parametri, sono

isomorfe.

Il teorema di preparazione

Diremo 
he f(x; t) 2 E(n+ 1) �e p�regolare in t per p 2 N se

f(0; 0) =

�f

�t

(0; 0) = � � � =

�

p�1

f

�t

p�1

(0; 0) e

�

p

f

�t

p

(0; 0) 6= 0

ossia se la restrizione di f all'asse t si annulla d'ordine esattamente p.

Teorema 18 Siano f(x; t); g(x; t) 2 E(n+ 1) germi 
on f 
he �e p�regolare in

t. Allora esistono Q(x; t) 2 E(n+ 1) e h

j

(x) 2 E(n), j = 1; : : : ; p tali 
he:

g(x; t) = Q(x; t) � f(x; t) + h

1

(x)t

p�1

+ � � �+ h

p

(x)

Ossia si pu�o "dividere" g per f ottenendo per resto un polinomio in t di grado

p� 1 a 
oeÆ
ienti in E(n).

O an
ora in altri termini : E(n + 1)/ideale generato da f �e generato 
ome

modulo su E(n) da 1; t; : : : ; t

p�1

Nota. Questo risultato �e l'uni
o di questo 
apitolo 
he non verr�a dimostrato.

Una dimostrazione dell'analogo 
aso analiti
o sar�a fatta pi�u avanti nel 
apitolo

sulle funzioni di pi�u variabili 
omplesse; in tale o

asione verranno an
he indi-


ate le modi�
he ne
essarie per rendere valida tale dimostrazione an
he nel 
aso

C

1

.

Corollario 19 Sia f(x; t) 2 E(n+1) un germe p�regolare in t. Esistono germi

u

1

(x); : : : ; u

p

(x) 2 E(n) e Q(x; t) 2 E(n + 1) tali 
he u

i

(0) = 0 per i = 1; : : : ; p

, Q(0; 0) 6= 0 e per 
ui :

f(x; t) = Q(x; t)(t

p

+ u

1

(x)t

p�1

+ � � �+ u

p

(x))

Dim. E' ottenuta (a meno di segni) dividendo 
ome nel pre
edente teorema la

funzione g(x; t) = t

p

per f .

Des
riviamo ora una formulazione pi�u algebri
a del teorema di preparazione,


he viene detta teorema di preparazione nella forma di J.Mather

Sia k un 
orpo. Una k-algebra lo
ale �e il dato di un anello 
ommutativo


on identit�a A 
he 
ontiene k, avente un uni
o ideale massimale m

A

e tale


he l'omomor�smo A ! A=m

A

indu
a un isomor�smo tra k e A=m

A

, 
osi

h�e

l'in
lusione di k in A fornis
e una spezzamento della su

essione esatta:

0! m

A

! A! A=m

A

= k ! 0

Ad esempio gli anelli E(n) sono R�algebre lo
ali 
os�� 
ome i loro quozienti; al


ontrario se K � k �e una estensione propria (ad esempio R � Q) allora K �e un

anello lo
ale, per
h�e ha un uni
o ideale massimale (lo (0)) ed �e una k�algebra

ma non �e una k�algebra lo
ale.
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Un omomor�smo di k�algebre lo
ali A , B �e un omomor�smo � : A ! B


he sia l'identit�a su K e tale 
he sia "lo
ale" nel senso 
he appli
hi l'ideale

massimale di A entro l'ideale massimale di B (ossia �(m

A

) � m

B

)

Oss. Si noti 
he k �e una k�algebra lo
ale e 
he ogni automor�smo di k


ome 
orpo 
he non sia l'identit�a non �e un omomor�smo di k�algebre an
he se

�e un mor�smo di anelli lo
ali. Ci�o mostra 
he la ri
hiesta 
he � sia l'identit�a

su k non pu�o essere eliminata. Essa �e per�o suÆ
iente: siano infatti A e B

due k�algebre lo
ali e sia � : A ! B un omomor�smo di anelli 
he indu
e

l'identit�a su k. Allora �(m

A

) � m

B

; in altri termini ogni mor�smo di k�algebre

�e automati
amente un mor�smo di k�algebre lo
ali. Infatti se a 2 m

A

sia � 2 k

tale 
he �(a) � � 2 m

B

. Se fosse � 6= 0, allora a � � sarebbe invertibile in A

e quindi �(a � �) = �(a) � � lo sarebbe in B il 
he �e assurdo per
h�e esso st�a

nell'ideale massimale. Quindi � = 0 ossia �(a) 2 m

B

.

Sia A un anello (
ommutativo 
on identit�a 
ome tutti gli anelli di 
ui trat-

teremo). Un modulo su A �e il dato di un insieme X dotato d'una struttura di

gruppo abeliano e di una moltipli
azione A�X ! X indi
ata 
on (a; x)! a �x


he sia distributiva a sinistra e a destra rispetto alle somme su A e X , sia

asso
iativa, ed unitaria nel senso 
he 1 � x = x per ogni x 2 X .

Dato un insieme S, l'insieme A

S

delle appli
azioni � : S ! A ha una strut-

tura ovvia di A modulo. Il sottomodulo A(S) delle � : S ! A 
he sono nulle

tranne un numero �nito di s 2 S, �e detto A�modulo libero generato da S (o

su S; vedremo nel seguito una de�nizione pi�u 
on
ettuale di A�modulo libero

generato da un insieme).

Per r 2 N indi
heremo 
on A

r

l'A�modulo libero su S = f1; : : : ; rg.

Un A�modulo �e detto �nito se �e �nitamente generato, ossia se �e isomorfo

ad un quoziente di A

r

per qual
he r 2 N.

Supponiamo 
he A sia una k�algebra lo
ale e 
he X sia un A�modulo.

Diremo 
he X �e formalmente �nito su A se X=(m

A

�X) �e uno spazio vettoriale

di dimensione �nita su k. Qui la notazione m

A

� X indi
a il sotto A�modulo

di X generato dai prodotti di un elemento di m

A

per un elemento di X ; si

noti 
he il quoziente X=(m

A

� X) �e un A�modulo e 
he ogni elemento di m

A

annulla tutto tale modulo, 
osi

h�e esso pu�o essere 
onsiderato 
ome un modulo

su k = A=m

A

.

E' fa
ile veri�
are 
he se un A�modulo �e �nito esso �e an
he formalmente

�nito. Anzi, se x

1

; : : : ; x

n

sono generatori di X su A, allora le loro immagini

in X=(m

A

�X) sono generatori di tale spazio vettoriale su k. Infatti se x 2 X ,

si ha x = a

1

x

1

+ : : : + a

n

x

n

; posto a

i

= �

i

+m

i


on �

i

2 k e m

i

2 m

A

per

i = 1; : : : ; n, si avr�a

x = �

1

x

1

+ : : :+ �

n

x

n

+m

1

x

1

+ : : :+m

n

x

n

Il vi
eversa in generale �e falso; ossia in generale vi sono A�moduli formal-

mente �niti 
he non sono �niti.

Ad esempio, se m �e l'ideale massimale di E(n), n � 1, l'ideale m

1

= \

h�1

m

h

�e formalmente �nito ma non �nito.

Altro esempio: A = kfxg e X = k[[x℄℄ gli anelli rispettivamente delle serie


onvergenti e di quelle formali su di un 
orpo valutato 
ompleto (
ome R o C ).

La veri�
a di quanto asserito per questi esempi si avvale del seguente risul-

tato:
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Lemma 20 (di Nakayama) Sia A una R�algebra lo
ale 
on ideale massimale

m. Se X �e un A�modulo �nito tale 
he m � X = X, allora X �e 
ostituito dal

solo 0.

Dim. Siano x

1

; : : : ; x

r

generatori di X . Allora ogni x

i

2 m � X e quindi x

i

=

P

r

i=1

h

ij

x

j


on h

ij

2 m.

Tale relazione pu�o essere s
ritta (I �H) � �x = 0 ove I e H sono le matri
i Æ

ij

e

h

ij

ed �x �e il vettore 
olonna di 
omponenti x

1

; : : : ; x

r

.

Se dimostriamo 
he la matri
e I �H �e invertibile ne seguir�a 
he �x = 0 e quindi

X = (0). Ed infatti det(I�H) = 1+h 
on h 2 m e quindi 1+h =2 m �e invertibile

in A (per
h�e �e un anello lo
ale) 
osi

h�e I �H �e invertibile.

La seguente 
onseguenza �e spesso utile:

Teorema 21 Sia A una R�algebra lo
ale e X un A�modulo �nito. AÆn
h�e

x

1

; : : : ; x

r

2 X siano generatori di X su A �e ne
essario e suÆ
iente 
he essi

indu
ano generatori di X=(m �X) in quanto spazio vettoriale su R

Dim. Sia

~

X il quoziente di X per il sotto-A-modulo generato dagli x

1

; : : : ; x

r

.

Se essi indu
ono generatori di X=(m �X) su R, allora m �

~

X =

~

X. Essendo questo

�nitamente generato il lemma pre
edente assi
ura 
he esso �e nullo.

Nel primo degli esempi pre
edenti si ha m

1

= m � m

1

; quindi se m

1

fosse

�nitamente generato su E(n), esso sarebbe nullo. Baster�a quindi mostrare 
he

esiste un germe di funzione C

1

non nullo ma 
on sviluppo di Taylor identi
a-

mente nullo.

Per il se
ondo si ha 
he se m indi
a l'ideale massimale di Rfxg alloram�R[[x℄℄

�e l'ideale massimale di R[[x℄℄ (entrambi tali ideali massimali sono infatti generati

da x

1

; : : : ; x

n

). Se R[[x℄℄ fosse �nito su Rfxg per il teorema pre
edente esso

sarebbe generato da 1, ossia 
oin
iderebbe 
on Rfxg.

Quindi baster�a esibire una serie formale 
he non sia 
onvergente in nessun in-

torno dell'origine.

Nota. Dal lemma di Nakayama si dedu
e fa
ilmente 
he la 
ondizione di es-

istenza di una deformazione versale per f , ossia il fatto 
he E(f)=J(f) abbia

dimensione �nita 
ome spazio vettoriale su R equivale al fatto 
he f abbia

in 0 una singolarit�a isolata, ossia 
he l'ideale ja
obiano J(f) 
ontenga qual
he

potenza dell'ideale massimale di E(n), 
he �e la 
ondizione per un germe f 2 E(n)

di essere di determinazione �nita.

Il teorema di preparazione nella forma di J.Mather, assi
ura 
he in 
erti 
asi,

un modulo formalmente �nito �e �nito.

Premettiamo an
ora qual
he de�nizione:

Sia � : A ! B un omomor�smo di anelli (supporremo sempre 
he gli omo-

mor�smi siano unitari, ossia �(1

A

) = 1

B

). Se X �e un B�modulo, esso pu�o

essere 
onsiderato an
he 
ome A�modulo tramite �: de�niamo il prodotto tra

un x 2 A ed un x 2 X 
on la formula a � x = �(a) � x.

Def. Un omomor�smo � : A ! B di R�algebre �e detto preparabile se ogni

modulo �nito su B 
he sia formalmente �nito su A �e an
he �nito su A.

Teorema 22 Ogni omomor�smo � : E(n) ! E(m) ottenuto da un germe dif-

ferenziabile f : (R

m

; 0)! (R

n

; 0) de�nendo �(g) = g Æ f , �e preparabile.
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Osservazioni.

1. Se � : A! B �e surgettiva, essa �e preparabile; anzi i generatori di X su B


ostituis
ono an
he un sistema di generatori per X su A.

2. Se � : A! B e  : B ! C sono preparabili, an
he  Æ � : A! C

lo �e. Infatti in tal 
aso se X �e un C�modulo, si ha m

A

�X � m

B

�X

per
h�e �(m

A

) � m

B

, e quindi dim

R

X=(m

A

�X) � dim

R

X=(m

B

�X).

Quindi se X �e �nito su C e formalmente �nito su A, �e an
he formalmente

�nito su B, quindi essendo  preparabile �e �nito su B. Essendo poi �

preparabile, esso sar�a �nito su A.

Le osservazioni pre
edenti permettono di limitare la dimostrazione del pre
e-

dente teorema al solo 
aso 
he f sia la proiezione p : R

n

� R ! R

n

(os-

sia p(x; t) = x). Infatti ogni (germe in 0 di) appli
azione f : R

n

! R

m

, �e


omposizione della g : R

n

! R

n

� R

m

de�nita da g(x) = (x; f(x)) 
on la

proiezione h di R

n

� R

m

sul se
ondo fattore. Coseguentemente l'omomor�smo

f

�

: E(m) ! E(n) indotto da f sar�a 
omposizione di h

�


on g

�

. Se mostriamo


he p

�

�e preparabile, allora an
he h

�

lo sar�a (per
h�e 
omposizione di n fattori

del tipo di p

�

). Per quanto riguarda g

�

essa �e 
ertamente preparabile per
h�e

surgettiva; infatti 
on un opportuno 
ambiamento di 
oordinate nel 
odominio,

g diviene l'in
lusione R

n

3 x! (x; 0) 2 R

n

� R

m

.

Esaminiamo quindi la seguente situazione: X un modulo sull'anello dei germi

in (x; t) 2 R

n

� R �nitamente generato di
iamo da x

1

; : : : ; x

r

2 X e tale 
he

quozientandolo per l'E(n)�modulo m(n) � X generato dai prodotti di germi in

x nulli all'origine per elementi di X , si ottenga uno spazio vettoriale su R di

dimensione �nita; allargando eventualmente il sistema di generatori di X su

E(n + 1), possiamo supporre 
he un suo sistema di generatori di tale spazio

vettoriale sia fornito dalle immagini in esso di x

1

; : : : ; x

r

.

Quindi ogni x 2 X si pu�o s
rivere

x =

r

X

j=1




j

x

j

+

r

X

j=1

z

j

x

j


on 


j

2 R e le z

j

somme di prodotti di germi in x nulli in 0 per germi in x; t.

In parti
olare per i = 1; : : : ; r si ha

tx

i

=

r

X

j=1

(


ij

+ z

ij

)x

j

ossia

r

X

j=1

(tÆ

ij

� 


ij

� z

ij

)x

j

=

r

X

j=1

b

ij

x

j

= 0

Indi
hiamo 
on �(x; t) 2 E(n + 1) il determinante della matri
e (b

ij

) e sia B

ij

una matri
e ( a 
oeÆ
ienti in E(n + 1)) il 
ui prodotto 
on la matri
e (b

ij

) sia

la matri
e identit�a moltipli
ata per �(x; t). Si ha allora � � �x = 0, essendo

�x il vettore verti
ale di 
omponenti x

1

; : : : ; x

r

. Quindi � annulla tutti gli x

i

ed essendo questi generatori di X esso annulla tutto X . Ne segue 
he X �e

un modulo (�nitamente generato) sull'anello quoziente di E(n + 1) per l'ideale

generato da �. Mostreremo ora 
he tale quoziente �e �nitamente generato 
ome

modulo su E(n) ossia sull'anello dei germi in x 2 R

n

; ne seguir�a 
he an
he X �e

�nito su E(n) e la dimostrazione sar�a 
on
lusa.
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Osserviamo per prima 
osa 
he �(x; t) �e q�regolare rispetto a t per qual
he

q tra 1 e r: infatti �(0; t) �e essenzialmente il polinomio 
aratteristi
o della

matri
e (


ij

) 
he �e un polinomio moni
o di grado r.

Il teorema di divisione assi
ura allora 
he E(n+1)=(�) �e un modulo su E(n)

generato da 1; t; : : : ; t

q�1

: infatti per ogni g(x; t) 2 E(n+ 1) si ha una relazione

g(x; t) = Q(x; t)�(x; t) + �

1

(x)t

q�1

+ : : :+ �

q

(x)

e quindi

g(x; t) � �

1

(x)t

q�1

+ : : :+ �

q

(x) (mod(�))

Germi pari

Un germe f 2 E(n) �e detto pari se veri�
a la 
ondizione f(x) = f(�x): sar�a

detto inve
e dispari se si ha f(�x) = �f(x).

E' fa
ile 
onvin
ersi 
he se f 2 R[x

1

; : : : ; x

n

℄ �e un polinomio, allora esso �e

pari se e solo se "�e" un polinomio nelle x

i

x

j

per 1 � i � j � n.

Vediamo 
he 
i�o �e vero an
he per funzioni di�erenziabili, nel senso pre
isato dal

seguente:

Teorema 23 Sia f 2 E(n) un germe pari. Esiste allora qual
he (germe di)

funzione F di�erenziabile nelle m = n(n+ 1)=2 variabili Y

ij

per 1 � i � j � n

tale 
he f �e ottenuta da F sostituendo le x

i

x

j

alle Y

ij

.

Dim. Consideriamo l'appli
azione � : (R

n

; 0)! (R

m

; 0) le 
ui 
omponenti sono

i monomi x

i

x

j

per 1 � i � j � n e sia � : E(m)! E(n) l'omomor�smo ad essa

asso
iato. E' 
hiaro 
he l'ideale �(m(m)) � E(n) 
oin
ide 
on il quadrato m

2

(n)

dell'ideale massimale di E(n). Ne segue 
he E(n) �e un E(m) modulo quasi �nito

ed �e quindi �nito per il teorema di preparazione. Anzi possiamo an
he dedurne


he esso �e generato 
ome E(m)�modulo da 1 e x

1

; : : : ; x

n

. In altre parole ogni

f 2 E(n) si pu�o s
rivere

f = g +

N

X

1

h

r

x

r

ove g e le h

r

sono ottenute da funzioni in E(m) (tale s
rittura non �e univo
amente

determinata: ad esempio x

2

1

x

2

pu�o s
rversi sia (x

2

1

) � x

2


he (x

1

x

2

) � x

1

).

Tale eguaglianza esprime f 
ome somma di una funzione pari e una dispari ed

�e quindi 
hiaro 
he se f �e pari, dovr�a essere f = g. Si noti 
he in questo modo

si vede an
he 
he ogni f dispari �e esprimibile 
ome 
ombinazione di x

1

; : : : ; x

n

a 
oeÆ
ienti funzioni pari.

In modo del tutto analogo si dimostra 
he se un germe in E(n) 
ambia segno

ogni volta 
he si 
ambia segno ad una sua variabile, allora pu�o essere espresso


ome una funzione di�erenziabile dei quadrati x

2

i

delle 
oordinate.

Germi simmetri
i

Un germe f 2 E(n) �e detto simmetri
o se per ogni permutazione �

dell'insieme f1; : : : ; ng si ha :

f(x

1

; : : : ; x

n

) = f(x

�(1)

; : : : ; x

�(n)

)
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E' noto dall'algebra 
he l'insieme dei polinomi P 2 R[X

1

; : : : ; X

n

℄ 
he sono

simmetri
i 
ostituis
ono una sottoalgebra isomorfa all'anello dei polinomi in n

variabili. Ad esempio un sistema di generatori indipendenti �e 
ostituito dai

polinomi P

k

= x

k

1

+ : : :+ x

k

n

per 1 � k � n. In altri termini si dimostra 
he per

ogni polinomio P simmetri
o nelle x

1

; : : : ; x

n

esiste uno ed un sol polinomio Q

in n variabili tale 
he:

P (X

1

; : : : ; X

n

) = Q(P

1

(X

1

; : : : ; X

n

); : : : ; P

n

(X

1

; : : : ; X

n

))

Un altra lista di polinomi simmetri
i 
he genera in modo indipendente tutti

gli altri, �e quella 
ostituita dai polinomi simmetri
i elementari (da preferirsi

all'altra in molte o

asioni, tra l'altro per
h�e funziona an
he in 
aratteristi
a

positiva) 
he sono 
ostruiti svolgendo il prodotto:

(t�X

1

) � : : : � (t�X

n

) =

n

X

0

t

i

�

n�i

(x)

e prendendo i polinomi (�1)

i

�

i

(x) per i = 1; : : : ; n.

In parti
olare �

1

(x) = x

1

+ : : :+ x

n

e �

n

(x) = x

1

� : : : � x

n

.

In altre parole i polinomi (o funzioni, 
ome pi�u spesso vengono 
hiamati) sim-

metri
he elementari 
al
olate in x

1

; : : : ; x

n

sono (a parte i segni) i 
oeÆ
ienti

dell'uni
o polinomio moni
o di grado n 
he ha 
ome radi
i x

1

; : : : ; x

n

.

Per j 2 f1; : : : ; ng si ha quindi:

n

X

0

x

i

j

�

n�i

(x) = 0


he pu�o essere s
ritta an
he:

x

n

j

=

n

X

1

x

i

j

�

n�i

Da 
i�o si dedu
e 
he detta � : (R

n

; 0) ! (R

n

; 0) l'appli
azione 
on 
omponenti

�

i

, e detto �

�

: E(n)! E(n) l'omomor�smo asso
iato, Sia si ha:

x

n

j

2 �

�

(m(n)) � E(n)

per ogni j 2 f1; : : : ; ng. In parti
olare ogni monomio di grado almeno n

n

appartiene a tale ideale 
osi

h�e per k suÆ
ientemente alto si ha

m(n)

k

� �

�

(m(n)) � E(n)

Ne segue 
he E(n) �e �nitamente generato 
ome modulo sulla algebra delle fun-

zioni simmetri
he ed anzi 
he �e generato da un numero �nito di polinomi (ad

esempio dai monomi di grado inferiore a n

n

). Se f 2 E(n) �e un germe simmet-

ri
o, esso si pu�o quindi s
rivere :

f(x) =

N

X

1

Q

r

(x) � F

r

(�

1

(x); : : : ; �

n

(x))

ove le Q

r

sono polinomi e le F

r

germi di�erenziabili. Fa
endo operare il gruppo

simmetri
o si pu�o supporre 
he an
he i Q

r

siano simmetri
i; appli
ando allora

il risultato di algebra ri
hiamato sopra, si dedu
e 
he an
he esse possono essere

s
ritte some funzioni (polinomiali) delle �

i

; si �e quindi dimostrato 
he ogni germe

simmetri
o pu�o essere s
ritto 
ome una funzione di�erenziabile delle funzioni

simmetri
he elementari.
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Variet�a immerse

Sia H � R

N

un sottoinsieme. Una funzione f : H ! R �e detta di�erenziabile

se per ogni x

0

2 H esistono un suo intorno aperto U ed una F : U ! R

di�erenziabile tali 
he per ogni x 2 U \H sia f(x) = F (x).

Se H � R

N

e K � R

M

, una f : H ! K �e detta di�erenziabile se tali sono

le sue M 
omponenti in quanto funzioni di H in R.

Diremo 
he f : H ! K �e un di�eomor�smo se f �e biunivo
a e di�erenziabile

assieme alla sua inversa.

SianoH � R

N

e x

0

2 H ; lo spazio tangente adH in x

0

�e l'insieme T (H)

x

0

dei

v 2 R

N

tali 
he per ogni apertoU in R

N


he 
ontiene x

0

e funzione di�erenziabile

h : U ! R 
he sia nulla su U \H si abbia dh(x

0

)[v℄ = 0. E' 
hiaro 
he T (H)

x

0

�e un sottospazio vettoriale di R

N

.

Siano H � R

N

, K � R

M

, f : H ! K di�erenziabile e x

0

2 H .

Per de�nizione esistono un aperto U in R

N


ontenente x

0

ed una F : U ! R

M

di�erenziabile 
he 
oin
ide 
on f su U \H . Si veri�
hi per eser
izio 
he dF (x

0

)

appli
a T (H)

x

0

� R

N

in T (K)

f(x

0

)

� R

M

ed indu
e quindi una appli
azione

lineare � : T (H)

x

0

! T (K)

f(x

0

)

. Inoltre tale � non dipende dalla parti
o-

lare estensione F s
elta; ossia se U

0

�e un altro aperto in R

N


ontenente x

0

e

F

0

: U

0

! R

M

�e di�erenziabile e tale 
he per x 2 U

0

\ H sia F

0

(x) = f(x) ,

allora per v 2 T (H)

x

0

si ha dF (x

0

)[v℄ = dF

0

(x

0

)[v℄.

Si ottiene 
os�� una ben de�nita appli
azione lineare df(x

0

) : T (H)

x

0

! T (K)

f(x

0

)


he sar�a detta il di�erenziale di f in x

0

.

Def. Un sottoinsieme H � R

N

�e detto una variet�a di�erenziabile di dimen-

sione n se ogni suo punto ha un intorno aperto di�eomorfo ad un aperto di R

n

.

Diremo inve
e 
heH �e una variet�a di�erenziabile a bordo di dimensione n se ogni

suo punto ha un intorno aperto di�eomorfo ad un aperto di [0;+1[�R

n�1

� R

n

.

Esempi (de�nizioni,eser
izi,
omplementi)

1. Consideriamo la variet�a a bordo X = [0;=1℄� R

n�1

e poniamo

�X = f0g� R

n�1

. Si veri�
hi 
he ogni di�eomor�smo f : U ! V tra aperti di

X appli
a U \ �X in V \ �X . Ci�o permette di de�nire il bordo �X per ogni

variet�a a bordo X di dimensione n e di dimostrare 
he esso �e una variet�a (senza

bordo) di dimensione n � 1. Ad esempio D

n

= fx 2 R

n

: jjxjj � 1g �e una

variet�a 
ompatta a bordo (detta il dis
o di dimensione n) il 
ui bordo �e S

n�1

(la sfera di dimensione n� 1).

2. Siano 
 � R

n

un aperto ed f : 
 ! R

p

una appli
azione di�erenziabile.

Allora X = f(x; y) 2 R

n

�R

p

: x 2 
 ; y = f(x)g �e una variet�a di�erenziabile

di dimensione n (infatti x 7! (x; f(x)) �e un di�eomor�smo tra 
 ed X).

3. Siano X , Y variet�a di�erenziabili di dimensioni p e q; allora X�Y �e una

variet�a di�erenziabile di dimensione p+ q. Se una delle due �e a bordo an
he il

prodotto lo �e. Se entrambi hanno il bordo non vuoto, X �Y non �e una variet�a.

4. Sia f : X ! Y una appli
azione di�erenziabile tra variet�a. Diremo 
he

x 2 X �e un punto 
riti
o per f se df(x) : T (X)

x

! T (Y (

f(x)

non �e surgettiva;

altrimenti diremo 
he x �e un punto regolare.

Diremo 
he y 2 Y �e un valore 
riti
o per f se �e immagine di qual
he punto


riti
o. Altrimenti esso sar�a detto un valore regolare.

Si dimostri 
he l'insieme dei punti 
riti
i �e un 
hiuso in X e 
he l'insieme dei

valori 
riti
i pu�o non essere un 
hiuso in Y.

5. Sia f : X ! Y di�erenziabile tra variet�a di dimensione n+ p e p.
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Si dimostri 
he se y 2 Y �e un valore regolare allora X

0

= f

�1

(y) �e una sottova-

riet�a di X di dimensine n. Se 
i�o a

ade ed �e Y = R

p

e y = 0 , diremo 
he f �e

una equazione (globale) di de�nizione per X

0

in X .

Si dimostri 
he se X

0

�e una sottovariet�a di X , ogni x 2 X

0

ha un intorno

aperto U sul quale esiste una equazione di de�nizione h per X

0

\ U .

Una 
oppia del tipo (U; h) sar�a detta una equazione lo
ale di de�nizione per

X

0

in X .

6. Una appli
azione di�erenziabile f : X ! Y tra variet�a �e detta un prodotto

se esistono una variet�a F ed un di�eomor�smo h : X ! F � Y tale 
he detta

p : F � Y ! Y la proiezione 
anoni
a si abbia p Æ h = f . Ne
essariamente una

tale f �e priva di punti 
riti
i.

Vi
eversa se f : X ! Y �e di�erenziabile ed x 2 X �e regolare, allora x ha un

intorno aperto U in X tale 
he f(U) �e aperto in Y e la restrizione di f da U in

f(U) �e un prodotto.

7. Sia 0 un valore regolare per f : X ! R; allora M = fx 2 X : f(x) � 0g

�e una variet�a a bordo 
on �M = f

�1

(0). Si dimostri inoltre 
he in tal 
aso

f(x; y) 2 X � R

n

: jjyjj

2

= f(x)g �e una ipersuper�
ie (ossia una sottovariet�a

di dimensione uno meno di quella dell'ambiente) in X � R

n

.

8. Una appli
azione di�erenziabile � : X ! Y tra variet�a �e detta una

immersion se il suo di�erenziale d�(x) �e iniettivo per ogni x 2 X . Diremo

inve
e 
he �e un embedding se �e un di�eomor�smo tra X e la sua immagine; 
i�o

equivale a dire 
he �e una immersion ed �e un omeomor�smo. Diremo 
he una

variet�a X di dimensione n ha 
odimensione di embedding p se esiste un suo

embedding in R

n+p

. Ad esempio la sfera S

n

ha 
odimensione di embedding

uno. Analoga de�nizione per la nozione di immersion.

E' fa
ile dimostrare 
he per S

1

non esiste al
una immersion in R.

Si dimostri pi�u in generale 
he una variet�a 
ompatta non vuota di dimensione

n non ha al
una immersion (e quindi neppure un embedding) in R

n

.

9. Sia � una appli
azione di�erenziabile di una variet�a a bordo X in una

variet�a (senza bordo) Y . Un punto x

0

2 X �e detto regolare per � se o x

0

2 �X

ed x

0

�e un punto regolare per la restrizione di � a X � �X , oppure x

0

2 �X ed

allora x

0

�e regolare per la restrizione di � a �X .

Si dimostri 
he se x

0

2 �X �e regolare per � : X ! R

n

, allora esiste un

intorno aperto U di x

0

in X ed un di�eomor�smo h (un sistema di 
oordinate

lo
ali) tra U e D

+

= fx 2 R

n+p

: jjxjj � 1 ; x

n+p

� 0g per 
ui h(0) = 0 e

l'appli
azione � diviene (x

1

; : : : ; x

n+p

7! (x

1

; : : : ; x

n

).

Ci�o pu�o essere riformulato 
ome segue: sia X una sottovariet�a a bordo di

una variet�a a bordo Y ; diremo 
he X �e ben messa in Y se si ha:

�X = X \ �Y

e se per ogni x 2 �X si ha:

T

x

(�X) = T

x

(X) \ T

x

(�Y )

Da quanto sopra detto si ottiene 
he se � : M ! N �e una appli
azione

di�erenziabile di una variet�a a bordo M in una variet�a (senza bordo) N , allora

la �bra X di � su un valore regolare, �e una sottovariet�a a bordo ben messa inM .
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Spazi para
ompatti e partizioni dell'unit�a

Nel seguito ogni spazio topologi
o �e supposto (se non espli
itamente di
hiarato)

separato ed a base numerabile.

De�nizioni:

- Una famigliaF di sottoinsiemi di uno spazio topologi
oX �e detta puntualmente

�nita se ogni x 2 X appartiene solo ad un numero �nito di elementi di F ; �e

detta lo
almente �nita se ogni x 2 X possiede un intorno 
he in
ontra solo un

numero �nito di elementi di F .

- Una famiglia F �e pi�u �ne di una famiglia G se ogni elemento di F �e 
ontenuto

in qual
he elemento di G.

- Uno spazio topologi
o X �e detto lo
almente 
ompatto se ogni punto possiede

almeno un intorno 
ompatto. E' fa
ile veri�
are 
he allora gli intorni 
ompatti

di un punto 
ostituis
ono un suo sistema fondamentale di intorni.

- Uno spazio topologi
o X �e detto para
ompatto se per ogni ogni ri
oprimento

aperto U di X esiste un ri
oprimento aperto V di X 
he sia lo
almente �nito e

pi�u �ne di U (in generale V non �e 
ostruibile 
ome una sottofamiglia di U ; si

prenda ad esempio per U la famiglia delle palle di 
entro l'origine in R

n

).

- Uno spazio topologi
o X �e detto numerabile all'in�nito se �e ri
opribile 
on

una su

essione (numerabile) di 
ompatti ognuno 
ontenuto nella parte interna

del su

essivo; una tale su

essione di 
ompatti verr�a detta esaustiva .

Proposizione 24 Ogni spazio lo
almente 
ompatto �e numerabile all'in�nito

Dim. Sia (B

n

)

n2N

una base numerabile di X ; possiamo supporre 
he ogni B

n

abbia 
hiusura 
ompatta (infatti gli elementi della base originaria 
he hanno tale

propriet�a 
ostituis
ono an
ora una base). Per ogni intero r sia H

r

la 
hiusura

di B

0

[ : : :[B

r

. Per ogni intero r esiste un intero s > r tale 
he H

r

�e 
ontenuto

nella parte interna di H

s

e 
i�o dimostra 
he eliminando al
uni degli H

i

resta

una su

essione esaustiva di 
ompatti per X .

Proposizione 25 Ogni spazio lo
almente 
ompatto �e para
ompatto

Sia (K

n

)

n2N

una su

essione esaustiva di 
ompatti per X . Per ogni intero n � 1

sia 


n

l'aperto ottenuto togliendo alla parte interna di K

n+1

il 
ompatto K

n

.

La famiglia 


n

)

n�1

�e un ri
oprimento aperto di X 
he �e numerabile, lo
almente

�nito ed i 
ui elementi sono relativamente 
ompatti.

Sia allora U = (U

i

)

i2I

un ri
oprimento aperto qualsiasi di X ; per ogni intero

positivo n esiste I

n

� I �nito tale 
he 


n

sia 
ontenuto nell'unione degli U

i

per i 2 I

n

; ne segue 
he la famiglia degli 


n

\ U

i

per n intero positivo ed

i 2 I

n


ostituis
e un ri
oprimento aperto V lo
almente �nito pi�u �ne di U . Si

noti 
he tale V �e inoltre numerabile ma d'altra parte si noti an
he 
he in ogni

ri
oprimento aperto lo
almente �nito di X gli aperti non vuoti sono al pi�u una

in�nit�a numerabile.

Partizioni dell'unit�a

Diremo 
he una funzione f a valori reali su uno spazio topologi
oX �e lo
almente

nulla in x 2 X se essa �e identi
amente nulla su qual
he intorno di x. L'insieme

dei punti x 2 X nei quali f non �e lo
almente nulla 
ostituis
e un 
hiuso 
he

viene detto il supporto di f . Una famiglia (f

i

)

i2I

di funzioni su X �e detta

lo
almente �nita se tale �e la famiglia dei suoi supporti.

21



Una partizione dell'unit�a sullo spazio topologi
oX �e una famiglia lo
almente

�nita (f

i

)

i2I

di funzioni 
ontinue su X tale 
he

P

i2I

f

i

(x) = 1 per ogni x 2 I .

Tale partizione �e detta pi�u �ne di un ri
oprimento U = (U

j

)

j2J

se 
os�� �e la

famiglia dei supporti delle f

i

. Se inoltre a

ade 
he I = J e per ogni i 2 I il

supporto di f

i

�e 
ontenuto in U

i

allora diremo 
he la partizione �e subordinata

ad U .

Lemma 26 Sia U = (U

i

)

i2I

un ri
oprimento aperto di X. Se esiste una par-

tizione (f

j

)

j2J

su X pi�u �ne di U allora ne esiste an
he una (F

i

)

i2I

subordinata

ad U

Dim. Per ipotesi esiste � : J ! I tale 
he per ogni j 2 J il supporto di f

j

sia 
ontenuto U

�(j)

. Per ogni i 2 I si de�nis
a F

i

=

P

j2�

�1

(i)

f

j

; si veri�
a 
on

un po(
o) di lavoro 
he (F

i

)

i2I

�e una partizione dell'unit�a subordinata ad U .

Teorema 27 Su uno spazio lo
almente 
ompatto ogni ri
oprimento aperto ha

partizioni dell'unit�a a lui subordinate

Dim.

La dimostrazione si avvale del teorema di esistenza di funzioni 
ontinue detto

lemma di Uhrison. Per evitarne l'uso e per trattare allo stesso tempo gli analoghi

risultati nel 
aso di�erenziabile, si pu�o supporre 
he su X sia assegnata una

famiglia F di funzioni 
ontinue 
he abbia la seguente propriet�a:

- dati 
omunque x 2 X ed un intorno U di x esiste una f 2 F non nulla

in x ed avente supporto 
ontenuto in U .

Se X �e una variet�a topologi
a (o di�erenziabile) si possono 
ostruire famiglie

si�atte trasportando tramite 
arte lo
ali su X delle funzioni standard su R

n

;

oppure se X �e metri
o si 
ostruis
ono fa
ilmente funzioni 
ontinue 
on tale

propriet�a utilizzando la metri
a stessa. Passando ai quadrati si pu�o supporre


he gli elementi di F siano funzioni positive.

Veniamo alla dimostrazione. Per quanto visto avanti si pu�o supporre 
he il ri
o-

primento dato sia numerabile, lo
almente �nito e 
ostituito da aperti lo
almente


ompatti. Sia esso U = (U

n

)

n2N

. Vogliamo de�nire induttivamente funzioni


ontinue g

n

: X ! R ed aperti V

n

� X per n 2 N soddisfa
enti le 
ondizioni:

- il supporto di g

n


ontiene V

n

ed �e 
ontenuto in U

n

- V

0

; : : : ; V

n

assieme a tutti gli U

i

per i > n ri
oprono X

operiamo 
os�� : sia F il 
omplementare di

S

n>0

U

n

; esso �e un 
ompatto 
on-

tenuto in U

0

ed utilizzando l' esistenza di funzioni lo
ali si pu�o 
ostruire una

funzione 
ontinua g

0

strettamente positiva su F ed il 
ui supporto sia 
ontenuto

in U

0

. Si s
elga quindi per V

0

un intorno aperto di F 
ontenuto nel supporto

di g

0

. Supposti 
ostruiti g

0

; : : : g

n

e V

0

; : : : V

n

si 
onsidera il 
omplementare F

dell'unione di V

0

; : : : V

n


on gli U

r

per r > n+1 e si ripete la 
ostruzione pre
e-

dente ottenendo una g

n+1

ed un V

n+1

. Evidentemente la funzione g =

P

n2N

g

n

�e positiva strettamente e le f

n

= g

n

=g formano una partizione dell'unit�a subor-

dinata al ri
oprimento U .

Nota. E' 
hiaro 
he se X �e una variet�a di�erenziabile tutta la 
ostruzione pu�o

essere fatta utilizzando funzioni di�erenziabli su X .
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Appli
azioni proprie

In questa appendi
e ogni spazio topologi
o �e supposto oltre 
he separato ed a

base numerabile an
he lo
almente 
ompatto.

De�nizioni

- Una appli
azione f : X ! Y tra spazi topologi
i �e detta 
hiusa se trasforma


hiusi di X in 
hiusi di Y . E' detta propria se �e 
ontinua e se f

�1

trasforma


ompatti di Y in 
ompatti di X .

- Diremo 
he una su

essione (x

n

)

n2N

in uno spazio topologi
o X diverge od

an
he 
he tende all'1 se per ogni 
ompatto K � X esiste n

0

2 N tale 
he

x

n

=2 K per n � n

0

. Per le ipotesi fatte su X 
i�o equivale al non possedere

sottosu

essioni 
onvergenti ossia a non avere punti aderenti.

Proposizione 28 Sia f : X ! Y 
ontinua. Sono equivalenti le 
ondizioni:

(a) f �e propria

(b) f �e 
hiusa ed f

�1

(y) �e 
ompatto per ogni y 2 Y

(
) f trasforma su

essioni divergenti in X in su

essioni divergenti in Y

Dim.(a)) (b) : Evidentemente le �bre di f sono 
ompatte. Mostriamo 
he se

C �e 
hiuso in X allora f(C) �e 
hiuso in Y . Sia y in Y � f(C) e 
onsideriamo

la famiglia K degli intorni 
ompatti di y. Essendo Y lo
almente 
ompatto si ha

T

K2K

K = ;. Allora

T

K2K

f

�1

(K)\C = ; ed essendo tali insiemi 
ompatti in

X , l'intersezione di un numero �nito di essi �e vuota. Si ottiene quindi l'esistenza

di un K 2 K per il quale f

�1

(K)\C = ; e 
i�o impli
a 
he K\f(C) = ;; Quindi

f

�1

(C) �e 
hiuso per
h�e ogni punto 
he non gli appartiene possiede un intorno


he non lo interse
a.

(b))(
) : Se (
) non �e veri�
ata esiste una su

essione (x

n

) divergente in X

e tale 
he f(x

n

) 
onverge ad un y 2 Y . Essendo (x

n

) divergente, l'insieme

fx

n

: n 2 Ng �e 
hiuso in X ; per (b) quindi ff(x

n

) : n 2 Ng �e 
hiuso in Y . Se

ne dedu
e 
he y deve essere uno degli f(x

n

); anzi, si

ome 
i�o deve rimanere

vero per ogni sottosu

essione deve esistere n

0

2 N tale 
he f(x

n

) = y per ogni

n � n

0

. Quindi la su

essione (x

n

)

n�n

0

�e 
ontenuta in f

�1

(y) 
he per ipotesi �e


ompatto e non pu�o essere divergente 
ontrariamente all'ipotesi fatta.

(
)) (a) : Sia K un 
ompatto in Y . Se per assurdo f

�1

(K) non fosse 
om-

patto in X , esso 
onterrebbe una su

essione (x

n

) divergente in f

�1

(K) ma

divergente an
he in X per
h�e esso �e 
hiuso in X . Ma (f(x

n

)) �e una su

essione

nel 
ompatto K e non pu�o quindi essere divergente; si �e 
os�� 
ontraddetto la (
)

e la dimostrazione �e 
on
lusa.

Proposizione 29 Sia f : X ! Y una appli
azione propria. Se y 2 Y ed U �e

un aperto di X 
he 
ontiene f

�1

(y) , esiste un intorno V di y in Y tale 
he

f

�1

(V ) � U .

In altri termini : le immagini inverse di intorni di y 
ostituis
ono un sistema

fondamentale di intorni per la �bra f

�1

(y)

Dim. Sia K la famiglia degli intorni 
ompatti di y in Y ; si ha allora

T

K2K

f

�1

(K) � U = ;. Essendo questa una famiglia di 
ompatti, 
hiusa per

intersezioni �nite, se ne dedu
e l'esistenza di un K 2 K tale 
he f

�1

(K)�U = ;

ossia f

�1

(K) � U .
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Variet�a astratte

Chiameremo variet�a topologi
a di dimensione n , ogni spazio topologi
o 
he sia

di Hausdor�, a base numerabile ed in 
ui ogni punto abbia un intorno omeo-

morfo ad un aperto di R

n

. Fissare su X una struttura di variet�a di�erenziabile

(astratta) equivale ad aver s
elto per ogni aperto U � X una sottoalgebra

E(U) dell'algebra C(U) delle funzioni 
ontinue a valori reali su U , i 
ui ele-

menti saranno detti funzioni di�erenziabili o regolari su U , di modo 
he siano

soddisfatte le seguenti propriet�a:

1. se (U

i

)

i2I

�e una famiglia di aperti di X la 
ui unione �e U ed f : U ! R

�e una funzione, allora f 2 E(U) se e solo se f

jU

i

2 E(U

i

) per ogni i 2 I .

2. ogni x 2 X ha un intorno aperto U 
he ammette un omeomor�smo


on un aperto V di R

n


he trasforma l'algebra E(U) nell'algebra delle funzioni

di�erenziabili (nel senso usuale) su V . Una 
oppia (U; h) si�atta sar�a detta una


arta regolare su X .

Queste variet�a saranno dette astratte mentre quelle de�nite nel pre
edente

paragrafo saranno dette immerse.

Nota. Il signi�
ato di "immersione " �e quello di "embedding" de�nito in un

pre
edente eser
izio. Purtroppo l'utilizzo di un termine inglese ha l'in
onveniente

di non poter essere de
linato in modo italiano; ad esempio il plurale dovrebbe

essere "embeddings" e si dovr�a a volte usare il verbo "to embed" 
he verrebbe

voglia di tradurre "embeddare" 
ome talvolta si fa tra addetti ai lavori. Il prob-

lema linguisti
o si pone per
h�e in inglese si hanno due termini "immersion"

e "embedding" 
he vengono utilizzati 
ome des
ritto prima. In fran
ese sono

state trovate due parole "immersion" e "plongement" ; in italiano potremmo

utilizzare la parole "immersione" e "prolungamento" 
he per�o non �e a�atto la

traduzione del termine fran
ese 
he signi�
a an
ora "immersione" mentre pro-

lungamento �e quel 
he in fran
ese si di
e "prolongement". Potremmo utilizzare,

a buon diritto, il termine "immissione" e parallelamente utilizzare i verbi "im-

mergere" e "immettere" per distinguere i due 
on
etti . Ma 
os�� non viene fatto

da 
hi usa questi termini in Italia ed �e inve
e pi�u frequente udire l'utilizzo di

termini inglesi o di altre lingue straniere de
linati all'italiana, 
osa 
he faremo

an
he noi nel seguito in diverse altre o

asioni, rispettando quella 
he sembra

essere una prassi ormai 
onsolidata nell'uso volgare della lingua, spesso an
he

in assenza di giusti�
azioni di natura te
ni
a.

E' 
hiaro 
he ogni variet�a immersa ha una struttura naturale di variet�a

astratta. Il teorema di immersione di Whitney, 
he sar�a dis
usso tra po
o

asseris
e 
he vi
eversa ogni variet�a astratta �e " di�eomorfa" a qual
he variet�a

immersa. Cosa si intende per di�eomor�smo tra variet�a astratte viene pre
isato

nel modo seguente: siano X , Y due tali variet�a; una appli
azione � : X ! Y �e

detta di�erenziabile se �e 
ontinua e se per ogni s
elta di aperti U � X e V � Y


on �(U) � V e funzione f regolare su V , la f Æ� �e regolare su U . Diremo allora


he f : X ! Y �e un di�eomor�smo se �e biunivo
a e di�erenziabile assieme alla

sua inversa.

Nota. La 
ostruzione di partizioni dell'unit�a di�erenziabili su variet�a astratte

pu�o essere e�ettuata in modo analogo a 
ome des
ritto avanti nel 
aso topo-

logi
o.
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Teorema 30 (Immersione di Whitney) Sia X una variet�a astratta 
om-

patta di dimensione n. Allora essa �e di�eomorfa a qual
he variet�a immersa.

Dim. Siano (U

1

; h

1

); : : : ; (U

r

; h

r

) 
arte su X tali 
he ogni h

i

(U

i

) sia la palla

unitaria in R

n

e gli U

1

; : : : ; U

r

ri
oprano X e siano 0 < a < b < 1 tali 
he gli

aperti V

i

= fx 2 U

i

: jjh

i

(x)jj

2

< ag per i = 1; : : : ; r ri
oprano X .

Sia � : R ! R di�erenziabile e tale �(�) = 1 se e solo se � � a e �(�) = 0 per

� � b.

La funzione �

i

= �(jjh

i

jj

2

) �e di�erenziabile su U

i

ed �e nulla in un intorno

della sua frontiera; essa pu�o quindi essere estesa ad una funzione di�erenziabile

su tutto X , 
he indi
heremo an
ora 
on �

i

, fa
endole assumere il valore zero

nei punti fuori di U .

Analogamente le appli
azioni

~

h

i

(x) = �

i

(x) � h

i

(x) , poste uguali a zero fuori di

U

i

, saranno appli
azioni di�erenziabili di X in R

n

.

Sia � : X ! R

nr

� R

r

de�nita da :

x 7! (

~

h

1

(x); : : : ;

~

h

r

(x); �

1

(x); : : : ; �

r

(x))

Veri�
heremo ora 
he � �e un di�eomor�smo tra X e una sottovariet�a dif-

ferenziabile in R

nr

� R

r

.

� �e iniettiva : infatti siano x

1

; x

2

2 X 
on �(x

1

) = �(x

2

). Per 
ostruzione

x

1

appartiene ad un V

i

0

per 
ui �

i

o

(x

1

) = 1; allora essendo �(x

2

) = 1 si ha

an
he x

2

2 V

i

0

. Ora su V

i

0

la

~

h

i


oin
ide 
on la h

i

ed essendo questa iniettiva

si dedu
e 
he x

1

= x

2

.

� ha inversa di�erenziabile : infatti lo
almente l'inversa di � , letta sulla


arta (U

i

; h

i

) ristretta a V

i


oin
ide 
on la restrizione di una delle proiezioni


anoni
he R

nr

� R

r

! R

n

.

Oss. Il teorema pre
edente rimane valido an
he senza l'ipotesi di 
ompat-

tezza. La dimostrazione in tal 
aso utilizza la nozione di dimensione di Lebesque

e al
uni risultati di topologia relativi ad essa.

Vedremo in seguito 
he ogni variet�a di dimensione n �e di�eomorfa ad una

sottovariet�a di R

2n+1

ossia ha 
odimensione di embedding al pi�u n+ 1.

Esempi (de�nizioni ... )

10. Ogni variet�a immersa �e, in modo naturale, una variet�a astratta.

11. Sia X una variet�a topologi
a di dimensione n. Una 
arta su X �e una


oppia (U; h) ove U �e un aperto di X e h un omeomor�smo tra U ed un aperto di

R

n

. Due tali 
arte (U

i

; h

i

) per i = 1; 2 sono dette 
ompatibili se l'omeomor�smo

di h

1

(U

1

\ U

2

) 
on h

2

(U

1

\ U

2

) indotto dalla 
omposizione di h

2


on h

�1

1

�e

un di�eomor�smo. Un atlante regolare su X �e il dato di una famiglia di 
arte

(U

i

; h

i

)

i2I

su X a due a due 
ompatibili e tali 
he (U

i

)

i2I

sia un ri
oprimento

di X . E' 
hiaro 
he allora esiste su X una ed una sola struttura di variet�a

di�erenziabile astratta in 
ui una funzione f : U ! R su un aperto U di X �e

regolare se e solo se per ogni i 2 I la restrizione di f ad U \U

i

letta in h

i

(U \U

i

)

tramite h

i

�e di�erenziabile.

Questo �e il modo nel quale spesso vengono introdotte variet�a di�erenziabili.

Ad esempio sullo spazio proiettivo P

n

(R), ottenuto 
ome spazio topologi
o


ome quoziente di R

n+1

� f0g, per 0 � i � n l'insieme U

i

dei punti di P

n

(R)


he hanno un rappresentante (x

0

; : : : ; x

n

) 
on x

i

6= 0 �e un aperto sul quale le


oordinate omogenee ottenute ponendo eguale ad uno la i�esima 
oordinata,
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danno un suo omeomor�smo 
on R

n

. Tali n+1 
arte danno un atlante regolare

su P

n

.

12. Come sopra ma senza supporre 
he X sia uno spazio topologi
o.

Sia X un insieme qualsiasi. Una 
arta su X �e una 
oppia (U; h) ove U � X �e

un sottoinsieme e h una appli
azione biunivo
a tra U ed un aperto di R

n

. Due

tali 
arte (U

i

; h

i

) per i = 1; 2 sono dette 
ompatibili se l'appli
azione biunivo
a

di h

1

(U

1

\ U

2

) 
on h

2

(U

1

\ U

2

) indotto dalla 
omposizione di h

2


on h

�1

1

�e un

di�eomor�smo tra due aperti di R

n

. Un atlante regolare su X �e il dato di una

famiglia di 
arte (U

i

; h

i

)

i2I

su X a due a due 
ompatibili, tali 
he (U

i

)

i2I

sia

un ri
oprimento di X e tali 
he sia di Hausdor� la topologia su X in 
ui un

sottoinsieme A � X �e un aperto se e solo se per ogni 
arta (U

i

; h

i

) l'insieme

h

i

(A \ U

i

) �e un aperto di R

n

.

E' 
hiaro 
he un tale atlante individua 
ome nel punto 11 una struttura di

variet�a (astratta) su X .

13. Nel punto 12 la 
ondizione 
he la topologia di X venga di Hausdor�

viene posta per evitare fenomeni del seguente tipo:

si in
ollino due 
opie di R identi�
ando punti 
on la stessa as
issa se essa �e

diversa da zero: insiemisti
amente il quoziente X pu�o essere pensato 
ome una

retta in 
ui l'origine �e stata sdoppiata in due punti; su tale X vi sono due 
arte


ompatibili tra loro ma 
he non veri�
ano la 
ondizione topologi
a. In generale

questa sar�a soddisfatta se per ogni 
oppia di 
arte date su X , la 
orrispondenza

asso
iata ha gra�
o 
hiuso nel prodotto: ossia se f(h

1

(x); h

2

(x)) : x 2 U

1

\U

2

g

�e 
hiuso in h

1

(U

1

) � h

2

(U

2

). (Si rammenti 
he uno spazio �e di Hausdor� se e

solo se la diagonale � = f(x; x) : x 2 Xg �e 
hiusa in X �X).

Ad esempio si 
ontrolli 
he se X = Gr(p; n) �e l'insieme dei sottospazi vetto-

riali di dimensione p in R

n

( verr�a detta la grasmanniana dei p�piani in R

n

), i

seguenti dati 
ostituis
ono un atlante regolare nel senso del punto 12:

detto N un insieme di n elementi (ad esempio N = f1; : : : ; ng), si identi�
hi R

n


on l'insieme R

N

delle appli
azioni di N in R. Per ogni sottoinsieme P � N


ostituito da p elementi sia k

P

: Hom(R

P

;R

N�P

)! Gr(p; n) l'appli
azione 
he

asso
ia ad ogni appli
azione lineare il suo gra�
o; ogni tale k

P

�e iniettiva e

quindi la sua inversa h

P

�e una 
arta. Tali h

P

, al variare di P tra i sottoisiemi

di 
ardinalit�a p in I , danno a Gr(p; n) una struttura di variet�a di�erenziabile.

14. Un gruppo di Lie �e una variet�a di�erenziabile 
he sia un gruppo in 
ui

le operazioni G�G 3 (g; h) 7! G e G 3 g 7! g

�1

2 G sono di�erenziabili.

Ad esempio R

n

, Aut(R

n

) ' gruppo delle matri
i quadrate d'ordine n in-

vertibili , Aff(R

n

) =trasformazioni aÆni su R

n

(ossia appli
azioni di R

n

in se

del tipo x 7! Ax + b 
on A 2 Aut(R

n

) e b 2 R

n

), il gruppo moltipli
ativo del


orpo dei reali, dei 
omplessi, dei quaternioni.

Si pu�o dimostrare 
he ogni sottogruppo 
hiuso H di un grupo di Lie G

�e una sottovariet�a di�erenziabile e quindi an
h'esso un gruppo di Lie (vien

detto sottogruppo di Lie); �e elementarmente dimostrabile (si pu�o provare a farlo

per eser
izio) 
he in tal 
aso il quoziente G=H 
ostituito dalle 
lassi laterali

sinistre, diviene una variet�a 
onsiderando 
ome funzioni di�erenziabili su un

aperto U � G=H le funzioni f : U ! R tali 
he f Æ � sia di�erenziabile su

�

�1

(U) ove � : G! G=H �e la proiezione 
anoni
a. Ne segue 
he � : G=H ! Z

ove Z �e una variet�a di�erenziabile, Z �e una appli
azione di�erenziabile se e solo

se � Æ � lo �e da G in Z. In parti
olare quindi se H � G �e an
he normale, G=H

�e in modo naturale un gruppo di Lie.
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Ci�o d�a un altro modo di introdurre la struttura di�erenziabile su Gr(p; n):

sia G = Aut(R

n

) ed H il sottogruppo degli automor�smi 
he 
onservano

(
io�e mandano in se) il sottospazio delle prime p 
oordinate; il quoziente G=H

�e identi�
abile in modo naturale 
on Gr(p; n).

15. Si dimostri direttamente 
he se b �e una forma bilineare simmetri
a (o

antisimmetri
a) su R

n

, allora il gruppo O(b) 
ostituito dalle � 2 Aut(R

n

) 
he


onservano b (ossia b(x; y) = b(�(x); �(y)) per ogni x; y 2 R

n

) �e una sottovariet�a

di�erenziabile. Ad esempio se b �e il prodotto s
alare standard, detto S lo spazio

delle matri
i simmetri
he di ordine n, si 
onsideri l'appli
azione f di Aut(R

n

)

in S de�nita da A 7!

t

AA e si dimostri 
he I 2 Aut(R

n

) �e un punto regolare

per f ; essendo O(b) un gruppo ne segue 
he I 2 S �e un valore regolare.

16. R

n

� f0g �e di�eomorfo a S

n�1

�℄0;1[ per l'appli
azione � : x !

(x=jjxjj; jjxjj). SiaX � R

m+1

una sottovariet�a ; essendo R di�eomorfo a ℄0;+1[,

si pu�o supporre 
he X sia 
ontenuta in R

m

�℄0;+1[. Ne segue 
he X � S

p

ha

un embedding in R

m

�℄0;+1[�S

p

� R

m+p+1

.

Quindi la 
odimensione di embedding (o immersion) di una variet�a X in

spazi eu
lidei non 
res
e per moltipli
azione 
on sfere (va es
luso il solo 
aso in


ui X sia ridotta ad un punto).

17. Siano X una variet�a (ad esempio X = R

n

) e f : X ! R di�erenziabile

avente 0 
ome valore regolare. Allora f(x; y) 2 X � R

p

: f(x) = jjyjj

2

g �e una

sottovariet�a di 
odimensione uno in X � R

p

.

18. Siano X una variet�a di�erenziabile , G un gruppo di di�eomor�smi di

X in se e sia � : X ! X=G il quoziente (topologi
o) di X per la relazione x � y

se e solo se esiste g 2 G tale 
he g(x) = y. Una funzione f : U ! R ove U �e un

aperto in X=G sar�a detta "regolare" se f Æ � : �

�1

(U)! R �e di�erenziabile.

Si dis
uta in quali dei 
asi seguenti X=G �e una variet�a di�erenziabile:

- X = R

n

, G =ftraslazioni di R

n

in se di vettore v 2 Z

n

g.

- X = R

2

e G generato dalle trasformazioni

�(x; y) = (x+ 1; y) �(x; y) = (x;�y + 1)

- X = S

n�1

e G generato dalla mappa antipodale (x; y)! (�x;�y)

- X = S

p

� S

q

e G generato dalla mappa (x; y)! (�x;�y)

- X = S

3

= f(z

1

; z

2

) 2 C � C : jz

1

j

2

+ jz

2

j

2

= 1g e G generato da

(z

1

; z

2

)! (!

1

z

1

; !

2

z

2

) ove !

1

; !

2

2 S

1

= fz 2 C : jzj = 1g

Il teorema fondamentale dell'algebra

Questo paragrafo oltre a dare una dimostrazione di un importante risultato,


ostituis
e soprattutto una introduzione abbastanza sempli
e a diverse te
ni
he


he saranno sviluppate nel seguito in situazioni pi�u 
ompli
ate.

Teorema 31 Ogni polinomio P (T ) 2 C [T ℄ di grado positivo, ha almeno una

radi
e in C

Possiamo supporre 
he P sia moni
o:

P (T ) = T

n

+ a

1

Y

n�1

= : : :+ a

n

Indi
hiamo 
on � : C ! C l'appli
azione ottenuta 
al
olando P nei punti di C .

A. � �e propria. Infatti per jzj ! +1 si ha j�(z)j ! +1 e quindi � porta

su

essioni divergenti in su

essioni divergenti.
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B. � �e di�erenziabile su tutto C ; infatti il suo di�erenziale d�(z

0

) in un punto

z

0

2 C �e pre
isamente l'appli
azione di C in se data dalla moltipli
azione per il

numero 
omplesso P

0

(z

0

) ove P

0

indi
a il polinomio ottenuto derivando formal-

mente P , ossia:

P

0

(T ) = nT

n�1

+ (n� 1)a

1

T

n�2

+ : : :+ a

n�1

Infatti 
al
olando 
on lettere (ossia indeterminate) T,H si ha:

P (T +H) = P (T ) + P

0

(T ) �H +R(T;H) �H

2

ove R 2 C [T;H ℄ �e un polinomio. Sostituendo in tale espressione (T;H) 
on

(z

0

; h) 2 C

2

si ottiene quanto asserito.

Si noti in parti
olare 
he d�(z

0

) : C ! C �e non solo lineare su R ma an
he

lineare su C ; funzioni a valori 
omplessi de�nite su aperti di C e 
he hanno

questa propriet�a saranno nel seguito dette "di�erenziabili in senso 
omplesso".

In parti
olare al di fuori delle eventuali radi
i di P

0

, il di�erenziale di � sar�a un

isomor�smo e quindi � sar�a lo
almente invertibile.

C. � �e surgettiva (evidentemente 
i�o 
on
luder�a la dimostrazione) E' ben noto


he ogni polinomio a 
oeÆ
ienti in un 
orpo 
he abbia grado positivo, ha un

numero �nito di radi
i (al pi�u quanto il suo grado). Ne segue 
he l'insieme �

delle radi
i di P

0

�e �nito e 
he sono �niti an
he � = �(�) e

�

� = �

�1

(�).

Per restrizione � indu
e quindi una appli
azione  di C �

�

� in C � � 
he �e

lo
almente invertibile ed ha quindi immagine aperta; inoltre essa �e propria (si


onsideri un 
ompatto in C ��; esso �e an
he 
ompatto in C ...) ed ha quindi

immagine 
hiusa. Essendo C �� 
onnesso tale restizione �e surgettiva. In par-

ti
olare l'immagine di � 
ontiene tutto C salvo al pi�u l'insieme �nito � ed �e

quindi densa in C . Si 
on
lude osservando 
he � essendo propria (su C ) deve

avere immagine 
hiusa. Si pu�o dimostrare 
he  �e un rivestimento e veri�
are


he ogni sua �bra ha 
ardinalit�a n. La � �e inve
e un esempio di "rivestimento

rami�
ato" di grado n, nozione 
he viene studiata nell'ambito delle funzioni di

pi�u variabili 
omplesse; attribuendo ai punti delle �bre di � una moltepli
it�a,

ogni �bra "
onsiste" di n punti.

Cer
heremo ora di generalizzare quanto sopra nel 
aso di appli
azioni di�eren-

ziabili tra variet�a.

Lo studio delle �bre di una appli
azione

Sia f : X ! Y una appli
azione di�erenziabile tra variet�a; supporremo 
he

f sia propria e 
he Y sia 
onnessa; per sempli�
are si pu�o 
onsiderare il 
aso


he X sia 
ompatta ma 
i�o non sempli�
her�a di fatto lo studio 
he faremo. Le

variet�a 
onsiderate saranno, se non espli
itamente detto, supposte senza bordo.

La teoria pu�o essere riformulata per appli
azioni f : X ! Y tra variet�a a bordo,

ma allora si deve fare l'ipotesi 
he f

�1

(�Y ) = �X .

Siano p = dim(Y ) e n + p = dim(X). Se y 2 Y �e un valore regolare per

f , allora f

�1

(y) �e una sottovariet�a 
ompatta (f �e propria) di dimensione n 
he

viene detta la �bra di f su y e sar�a talvolta indi
ata 
on X

y

.

E' fa
ile vedere 
he se y

0

�e un valore regolare per f , an
he i punti di qual
he suo
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intorno lo sono; ossia i valori regolari di f 
ostituis
ono un aperto 


f

in Y . E'

un p�o pi�u 
ompli
ato assi
urarsi 
he tali valori esistono; in e�etti 


f

�e un aperto

denso 
ome si dedu
e da un teorema 
he viene 
omunemente 
hiamato lemma di

Sard. La dimostrazione 
he viene data in appendi
e a queste note di tale teorema

�e pi�u 
ompli
ata di quanto avremo bisogno nel seguito. Si 
onsiglia pertanto di

esaminare quella riportata in un libretto di J. Milnor dal titolo "Topology from

the di�erentiable viewpoint" nei 
ui primi 
inque paragra� sono trattati in forma


ompleta i fatti relativi al grado di appli
azioni 
ui qui ora solo a

enneremo.

Supponiamo 
ome sopra f : X ! Y di�erenziabile e propria ed Y 
onnessa

(nel libretto di J. Milnor si 
onsidera solo il 
aso 
he X sia 
ompatta ma le

dimostrazioni funzionano automati
amente nel 
aso pi�u generale). Supponiamo

dim(X) = dim(Y ) ; allora la parit�a della 
ardinalit�a (sempre �nita) delle �bre

di f sui valori regolari �e 
ostante ed �e detta grado modulo due di f . Inoltre se

f; g sono omotope, per una omotopia di�erenziabile a supporto 
ompatto (ossia

tutte le appli
azioni 
oin
idono fuori di un 
ompatto) allora esse hanno lo stesso

grado. Inoltre seX ed Y sono orientate, ad ogni punto regolare x 2 X pu�o essere

attribuito un segno (se
ondo 
he df(x) 
onservi o no le orientazioni su T

x

(X) e

T

f(x)

(Y )) allora la somma algebri
a dei segni sui punti di una �bra regolare �e


ostante e si ottiene 
os�� un intero detto grado intero di f ; an
hesso risulta essere

un invariante di omotopia (di�erenziabile, ma 
ome vedremo avanti �e la stessa


osa di quella 
ontinua). Un altro risultato per il quale rinviamo al suddetto

libretto �e quello del punto �sso di Brouwer : ogni appli
azione 
ontinua del dis
o


hiuso D

n

in se ha almeno un punto �sso.

Vedremo poi in queste note un risultato 
he nel libretto di J. Milnor �e trattato

nel 
aso pi�u generale del 
obordismo 
on framing 
he qui non trattiamo: nel 
aso

Y = S

n

ed X 
onnessa orientabile, f; g : X ! S

n

sono omotope se e solo se

hanno lo stesso grado (teorema di Hopf); una dimostrazione verr�a riportata nel

seguito.

Fibrati

Famiglie di spazi

Sia p : E ! X una appli
azione 
ontinua tra spazi topologi
i; per x 2 X , lo

spazio topologi
o E

x

= p

�1

(x) �e detto �bra di p su x. Parleremo di p 
ome di

una famiglia di spazi topologi
i E

x

su X o parametrizzati da x 2 X .

Un mor�smo tra due famiglie p : E ! X e p

0

: E

0

! X sullo stesso spazio

X �e una appli
azione 
ontinua h : E ! E

0

tale 
he p = p

0

Æ h: penseremo a tale

h 
ome ad una famiglia di appli
azioni 
ontinue h

x

: E

x

! E

0

x


he varia 
on


ontinuit�a 
on x 2 X . In parti
olare h sar�a detto un isomor�smo se esiste un

mor�smo k : E

0

! E tale 
he k Æ h e h Æ k sono le identit�a su E ; E

0

. Ci�o �e


hiaramente equivalente a ri
hiedere 
he h sia un omeomor�smo.

Nel seguito saremo interessati al 
aso in 
ui tutte le �bre E

x

sono omeomorfe

ad uno spazio tipo F �ssato; parleremo allora di famiglie di spazi di tipo F . In

parti
olare il prodotto p : F �X ! X verr�a indi
ato 
ome la famiglia 
ostante

(di tipo F ) e se h �e un isomor�smo tra una famiglia p : E ! X e la famiglia


ostante, diremo 
he p �e una famiglia banale o an
he un �brato banale ed h sar�a

detta una banalizzazione di esso.

Una famiglia p : E ! X sar�a detta un �brato a �bra F, se ogni x 2 X st�a

in un aperto U � X sul quale la famiglia �e banale; ossia tale 
he la famiglia

p

jU

: p

�1

(U)! U (restrizione di p ad U) sia banale.
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Se nelle de�nizioni pre
edenti si sostituis
ono spazi topologi
i 
on variet�a

di�erenziabili, appli
azioni 
ontinue 
on di�erenziabili e omeomor�smi 
on dif-

feomor�smi, si ottiene la nozione di �brato di�erenziabile.

Fibrati 
on gruppo strutturale

Sia p : E ! X un �brato a �bra F ; ogni �bra E

x

per x 2 X �e omeomorfa

ad F ma non �e dato al
un omeomor�smo preferenziale: ogni banalizzazione di p

su un aperto U 
he 
ontenga x fornis
e in parti
olare una identi�
azione tra E

x

ed F ma questa dipende appunto dalla banalizzazione 
onsiderata e pu�o essere


ambiata 
on un qualsiasi altro omeomor�smo tra E

x

ed F . Nella de�nizione


he segue restringeremo tale arbitrariet�a.

Un gruppo topologi
o �e uno spazio topologi
oG su 
ui �e data una struttura di

gruppo de�nita da operazioni 
he sono 
ontinue: ossia G�G 3 (g; h) 7! gh 2 G

e G 3 g 7! g

�1

2 G sono 
ontinue. Un gruppo topologi
o di omeomor�smi su

uno spazio topologi
o F �e il dato di un gruppo topologi
oG e di un omomor�smo

iniettivo diG nel gruppo degli omeomor�smi di F in se tale 
he l'appli
azione 
he

alla 
oppia (g; x) 2 G�F asso
ia limmagine g(x) di x se
ondo l'omeomor�smo

asso
iato a g, sia 
ontinua.

Se F �e una variet�a di�erenziabile, G �e un gruppo di Lie e l'appli
azione

G � F ! F dis
ussa sopra �e di�erenziabile, diremo di avere un gruppo di dif-

feomor�smi su F .

Sia p : E ! X un �brato a �bra F e siano h

i

: p

�1

(U

i

) ! U

i

per i 2

I una famiglia di banalizzazioni di E su aperti U

i

di X . Per i; j 2 I , sia

h

ij

(x) l'omeomor�smo di F in se ottenuto "
onfrontando" le due identi�
azioni

di E

x

indotte dalle banalizzazioni h

i

e h

j

(sostanzialmente h

ij

(x) �e ottenuta


omponendo h

j


on h

�1

i

); diremo 
he le due banalizzazioni sono 
ompatibili per

G se tale omeomor�smo �e in G per ogni x 2 U

ij

= U

i

\ U

j

e x 7! h

ij

(x) �e una

appli
azione 
ontinua (di�erenziabile se trattiamo �brati di�erenziabili) di U

ij

in G.

Se abbiamo �ssato un �brato p : E ! X a �bra F ed una famiglia di

banalizzazioni h

i

: p

�1

(U

i

) ! U

i

� F a due a due 
ompatibili e 
on gli U

i


he

formino un ri
oprimento di X , parleremo di �brato a �bra F e gruppo strut-

turale G: in tal 
aso una banalizzazione sar�a detta ammissibile se �e 
ompatibile


on tutte quelle �ssate (evidentemente, 
ome per le variet�a di�erenziabili date

attraverso un atlante, due strutture de�nite 
ome sopra saranno ritenute eguali

se le banalizzazioni ammissibili 
he esse de�nis
ono sono le stesse).

Il 
aso 
he nel seguito interesser�a maggiormente �e il 
aso in 
ui F �e uno spazio

vettoriale di dimensione �nita su R o C e G �e il gruppo degli automor�smi lineari

di F in se. Se la dimensione di F �e p parleremo di �brati vettoriali di rango p

(reali o 
omplessi).

Esempi ( de�nizioni...)

19. SiaM(n;m) lo spazio vettoriale delle matri
i ad n 
olonne e d m righe.

Se � : X !M(n;m) �e una appl
azione 
ontinua su uno spazio topologi
o X si


onsideri l'appli
azione �� : X�R

n

! X�R

m

de�nita da ��(x; v) = (x; �(x)[v℄).

Se rango �(x) = r per ogni x 2 X , allora ker�� = f(x; v) 2 X�R

n

: �(x)[v℄ = 0g

�e un sotto�brato diX�R

n

di rango n�r e Im�� = f(x; �(x)[v℄) : (x; v) 2 X�R

n

g

�e un sotto�brato di rango r di X � R

m

.
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Se X �e una variet�a e � �e di�erenziabile, allora si ottiene un �brato vettoriale

di�erenziabile.

20. Siano X uno spazio topologi
o, N 2 N ed E � X�R

N

un sottoinsieme;

indi
hiamo 
on p : E ! X la restrizione della proiezione 
anoni
a e per x 2 X

sia E

x

� R

N

tale 
he p

�1

(x) = fxg�E

x

. Se E �e 
hiuso in X�R

N

e se E

x

�e un

sottospazio vettoriale di dimensione p in R

N

per ogni x 2 X , allora p : E ! X

�e un �brato vettoriale (
ontinuo). Se poi X �e an
he una variet�a di�erenziabile

ed E �e una sottovariet�a di X � R

N

, allora esso �e un �brato di�erenziabile.

21. Per p � n interi naturali, E = f(H; v) 2 Gr(p; n) � R

n

: v 2 Hg �e un

�brato vettoriale di�erenziabile sulla grassmanniana Gr(p; n) 
he viene detto il

�brato tautologi
o (per
h�e la �bra su H 2 Gr(p; n) 
oin
ide 
on H).

22. Se p : E ! X �e un �brato vettoriale (
ontinuo) di rango p e � : Y ! X �e

una appli
azione 
ontinua, posto E

0

= �

�

(E) = f(y; e) 2 Y �E : �(y) = p(e)g

e detta p

0

: E

0

! Y la restrizione della proiezione 
anoni
a, si ottiene un �brato

vettoriale di rango p su Y . Se E �e un �brato vettoriale di�erenziabile, Y �e una

variet�a e � �e di�erenziabile allora an
he E

0

sar�a un �brato di�erenziabile.

I �brati tangente e normale

Proposizione 32 Se X � R

N

una variet�a di�erenziabile di dimensione n,

T (X) = f(x; v) 2 R

N

� R

N

: x 2 X ; v 2 T (X)

x

g

�e una variet�a di�erenziabile di dimensione 2n

Dim. Sia (x

0

; v

0

) 2 T (X); essendo X una sottovariet�a di R

N

, esiste un aperto

U � R

N

ed una appli
azione di�erenziabile f : U ! R

N�n

per la quale 0 sia

un valore regolare e tale 
he f

�1

(0) = X \ U . E' fa
ile veri�
are 
he allora

T (X) \ (U � R

N

) �e il luogo di zeri in U � R

N

della appli
azione

U � R

N

3 (x; v) 7! F (x; v) = (f(x); df(x)[v℄)

La dimostrazione sar�a 
on
lusa dalla veri�
a 
he (0; 0) �e un valore regolare per

F ossia 
he ogni (x

0

; v

0

) �e un punto regolare per essa, ossia 
he il di�erenziale in

tale punto �e surgettivo su R

N

�R

N

. Basta quindi osservare 
he tale di�erenziale

�e dato dalla "matri
e":

dF (x

0

; v

0

) =

�

df(x

0

; v

0

) 0

? df(x

0

; v

0

)

�

Proposizione 33 Se X � R

N

una variet�a di�erenziabile di dimensione n,

N(X;R

N

) = f(x; v) 2 R

N

� R

N

: x 2 X ; v 2 T (X)

?

x

g

�e una variet�a di�erenziabile di dimensione N

Dim.Analoga a quella della proposizione pre
edente; oppure si dimostri in

generale 
he per ogni sotto�brato di�erenziabile in X�R

N

, il suo "
omplemento

ortogonale " �e an
ora un sotto�brato di�erenziabile.

Nota. T (X) sar�a detto il �brato tangente adX eN(X;R

N

) il �brato normale

ad X in R

N

.
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Intorni tubolari

Sia X � R

N

una sottovariet�a di dimensione n. Per � > 0 poniamo

D

�

(X) = fx 2 R

N

: d(x;X) � �g N

�

(X) = f(x; v) 2 N(X;R

N

) : jjvjj � �g

e 
onsideriamo l'appli
azione di�erenziabile � : N(X;R

N

)! R

N

de�nita dalla

formula �(x; v) = x+ v.

Teorema 34 Se X �e 
ompatta, esiste �

0

> 0 tale 
he per ogni 0 < � < �

0

l'appli
azione � indu
e un di�eomor�smo tra le variet�a a bordo N

�

(X) e D

�

(X).

In parti
olare per ogni x 2 D

�

(X) esiste uno ed un solo r(x) 2 X tale 
he

d(x; r(x)) = d(x;X) e l'appli
azione r : D

�

(X)! X �e un �brato di�erenziabile

a �bra il dis
o unitario D

N�n

in R

N�n

e gruppo strutturale il gruppo ortogonale

Dim. Per y 2 R

N

indi
hiamo 
on �

y

: R

N

! R la funzione

�

y

(x) = jjx� yjj

2

. Essendo X 
ompatta, la sua restrizione ad X ha un minimo

x

0

e 
onseguentemente ha di�erenziale nullo in x

0

. Il di�erenziale di �

y


ome

funzione su R

N

�e 
al
olabile 
on lo sviluppo:

�

y

(x

0

+ h) = jjx

0

+ h� yjj

2

= jjx

0

� yjj

2

+ 2 < x

0

� y; h > +jjhjj

2


he d�a : d�

y

(x

0

)[h℄ = 2 < x

0

� y; h >. Quindi la restrizione di �

y

ad X ha

un punto 
riti
o in x

0

se e solo se x

0

� y = v �e ortogonale a T

x

0

(X); in tal 
aso

(x

0

; v) 2 N(X;R

N

) e �(x

0

; v) = y. Se y 2 D

�

(X) allora jjvjj < � e quindi si �e

mostrato 
he � : N

�

(X)! D

�

(X) �e surgettiva per ogni � > 0.

Vediamo ora 
he per � suÆ
ientemente pi

olo, � ha di�erenziabile inver-

tibile in ogni punto di D

�

e quindi �e una appli
azione lo
almente invertibile.

Baster�a 
ontrollare 
he 
i�o �e vero nei punti di X � f0g per
h�e allora 
i�o sar�a

vero in qual
he intorno di X � f0g e quindi su qual
he N

�

(X) per
h�e questi ne


ostituis
ono un sistema fondamentale di intorni. Avendo dominio e 
odominio

la stessa dimensione baster�a mostrare 
he per x 2 X la � ha di�erenziale sur-

gettivo nel punto (x; 0). Ci�o segue immediatamente osservando 
he lo spazio

tangente ad X in x �e in tale immagine (per
h�e � : X � f0g ! X �e un di�eo-

mor�smo) ed an
he il suo ortogonale (per
h�e � appli
a fxg � T

x

(X)

?


on un

di�eomor�smo sul sottospazio aÆne "ortogonale" ad X in x.

Resta quindi da mostrare 
he per � suÆ
ientemente pi

olo, � �e iniettiva

su N

�

(X). Ragioniamo per assurdo: per ogni n intero positivo, esistono quindi

(x

n

; u

n

) 6= (y

n

; v

n

) in N

1=n

(X) sui quali � assume gli stessi valori, ossia

x

n

+ u

n

= y

n

+ v

n

. Per 
ompattezza di X una sottosu

essione degli (x

n

)


onverger�a ad un x

0

2 X ; si

ome u

n

e v

n

vanno a zero, an
he gli y

n

tenderanno

ad x

0

; quindi in ogni intorno di (x

0

; 0) vi sono punti distinti (x

n

; u

n

) e (y

n

; v

n

)

sui quali � assume gli stessi valori e 
i�o 
ontrasta 
ol fatto 
he in (x

0

; 0) la � �e

lo
almente invertibile.

Per 0 < � < �

0

, 
hiameremo D

�

(X) , l'intorno tubolare di raggio � di X e

r : D

�

(X)! X sar�a detta la proiezione ortogonale su X . Si noti inoltre 
he per

tali �, l'insieme S

�

(X) = fx 2 R

N

: d(x;X) = �g �e una sottovariet�a di�erenzia-

bile di 
odimensione uno in R

N

e r : S

�

(X) ! X �e un �brato di�erenziabile a

�bra la sfera di dimensione N �n�1 e gruppo strutturale il gruppo ortogonale.

Altra 
onseguenza: se X � R

N

�e una sottovariet�a 
ompatta (senza bordo),

allora la funzione distanza da X �e non solo 
ontinua su R

N

ma il suo quadrato

�e di�erenziabile in un intorno di X .
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Confronto tra omotopie di�erenziabili e 
ontinue

Siano X Y due spazi topologi
i; due appli
azioni 
ontinue f

0

; f

1

: X ! Y

sono dette omotope se esiste una appli
azione 
ontinua F : X � [0; 1℄! Y tale


he per x 2 X si abbia F (x; 0) = f

0

(x) e F (x; 1) = f

1

(x). Chiaramente questa

�e una relazione di equivalenza sull'insieme delle appli
azioni 
ontinue di X in

Y ; lo spazio quoziente asso
iato sar�a indi
ato 
on

�

X;Y

�

.

Se X Y sono variet�a di�erenziabili ed f

0

f

1

sono appli
azioni di�erenziabili di

X in Y , esse sono di�erenziabilmente omotope se esiste tra loro una omotopia

(
ome sopra de�nita) F 
he sia una appli
azione di�erenziabile. Non �e a priori


hiaro 
he questa sia una relazione di equivalenza sull'insieme delle appli
azioni

di�erenziabili di X in Y per
h�e il modo usuale di 
ongiungere due omotopie, non

assi
ura la di�erenziabilit�a lungo i punti di 
ongiunzione; tale di�erenziabilit�a

�e per�o assi
urata se 
ongiungiamo omotopie F 
he sono lo
almente "
ostanti"

negli estremi di [0; 1℄ nel senso 
he esiste � > 0 tale 
he per x 2 X e t 2 [0; �℄ si ha

F (x; t) = F (x; 0) e F (x; 1�t) = F (x; 1). A tale tipo di omotopie (di�erenziabili)


i si pu�o ri
ondurre 
onsiderando una funzione � : [0; 1℄! [0; 1℄ 
he sia di�eren-

ziabile, 
he valga zero su [0; 1=3℄ ed uno su [2=3; 1℄ ed asso
iando ad una qualsiasi

omotopia F la sua "riparametrizzazione"

~

F de�nita da :

~

F (x; t) = F (x; �(t)).

Quindi si ha una relazione di equivalenza 
ui �e asso
iato un quoziente 
he in-

di
heremo 
on

�

X;Y

�

1

.

Chiaramente si ha una appli
azione naturale � :

�

X;Y

�

!

�

X;Y

�

1

.

Teorema 35 Se X Y sono 
ompatte l'appli
azione � sopra de�nita �e biunivo
a.

Dim. Possiamo supporre 
he sia X � R

N

ed Y � R

M

; sia inoltre �ssato un

intorno tubolare r : D(Y )! Y . Si noti 
he se f , g sono due appli
azioni di X

in Y 
he hanno distanza inferiore ad � (ossia jjf(x)�g(x)jj < � per ogni x 2 X),

allora l'eguaglianza F (x; t) = tf(x) + (1� t)g(x) de�nis
e una omotopia tra f

e g 
he �e inoltre di�erenziabile se f e g lo sono.

Utilizzando un teorema di approssimazione (di Weierstrass od altro 
he as-

si
uri l'approssimabilit�a di funzioni 
ontinue su un 
ompatto di R

n


on fun-

zioni di�erenziabili) si ottiene intanto 
he � �e surgettiva. Per l'iniettivit�a, se

F : X � [0; 1℄! Y �e una omotopia 
ontinua tra due appli
azioni di�erenziabili

f

0

e f

1

, si 
onsideri una su

essione 0 = t

0

< t

1

< ::: < t

q

= 1 tale 
he posto

f

i

(x) = F (x; t

i

) ogni f

i

disti meno di �=2 dalla su

essiva. Approssimando a

meno di �=2 
ias
una di esse (per 1 < i < q) 
on una appli
azione di�erenziabile,

si passa da f

0

ad f

1


on un numero �nito di passaggi tra appli
azioni di�erenzia-

bili aventi distanza inferiore ad � e quindi di�erenziabilmente omotope tra loro;

per transitivit�a avremo 
he f

0

ed f

1

sono di�erenziabilmente omotope; quindi

� �e iniettiva.

Nota. La dimostrazione pre
edente pu�o essere modi�
ata in modo da non uti-

lizzare la 
ompattezza di Y : sostanzilmente in tale 
aso pi�u generale, si deve

avere un embedding proprio di Y in uno spazio eu
lideo e si deve riformulare

la nozione di intorno tubolare per 
omprendere il 
aso di variet�a non 
ompatte.

Utilizzando teoremi un p�o pi�u �ni di approssimazione 
on funzioni di�erenziabili

(ottenibili per esempio da quello di Weierstrass utilizzando partizioni dell'unit�a)

si pu�o fare a meno an
he dell'ipotesi 
he X sia 
ompatto, 
osi

h�e il pre
edente

teorema vale per X , Y variet�a qualsiasi.
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Il teorema di �brazione

Sia f : X ! Y una appli
azione di�erenziabile propria tra variet�a. Se y

0

2 Y

�e un valore regolare allora la �bra X

y

0

= f

�1

(y

0

) �e una variet�a 
ompatta, anzi

si

ome i valori regolari formano un aperto tutte le �bre X

y

per y suÆ
iente-

mente vi
ino ad y

0

saranno variet�a 
ompatte. Il teorema 
he ora esporremo,

mostra 
he tali variet�a sono tutte di�eomorfe ad X

y

0

.

Teorema 36 Sia f : X ! Y una appli
azione di�erenziabile propria e sia

y

0

2 Y un suo valore regolare. Esiste un intorno aperto U di y

0

in Y ed un

di�eomor�smo h : f

�1

(U) ! U � X

y

0

tale 
he su f

�1

(U) si abbia p Æ h = f

essendo p : U �X

y

0

! U la proiezione 
anoni
a.

In altri termini l'appli
azione f : f

�1

(U)! U �e di�eomorfa alla

proiezione p : U �X

y

0

! U

Dim. Si pu�o supporre Y = R

p

e X � R

N

. Fissiamo un intorno tubolare

r : D

�

(X

0

) ! X

0

di X

0

in R

N

e sia U � R

p

un intorno aperto dell'origine tale


he f

�1

(U) � D

�

(X

0

). De�niamo h : f

�1

(U)! X

0

�U 
ome l'appli
azione 
he

appli
a x in (r(x); f(x)). Per 
ostruzione f = p Æ h. Resta da mostrare 
he se

U �e suÆ
ientemente pi

olo, h �e un di�eomor�smo. Ci�o segue dalle asserzioni

seguenti:

a. h indu
e un di�eomor�smo tra X

0

e X

0

� f0g

b. h �e lo
almente invertibile nei punti x 2 X

0

; baster�a dimostrare 
he in tali

punti il suo di�erenziale �e surgettivo, per
h�e dominio e 
odominio hanno la

stessa dimensione.

Ed infatti in h(x) = (x; 0), lo spazio tangente ad X

0

� f0g �e nell'immagine per

quanto detto in a. Considerando ora la proiezione di X

0

� U ! U , l'immagine

del di�erenziale di h 
ontiene il nu
leo del di�erenziale di p e viene appli
ato

surgettivamente sullo spazio tangente in 0 ad U (infatti pÆh = f e x �e un punto

regolare per f).

Possiamo quindi supporre, rimpi

iolendo eventualmente U 
he h sia lo
al-

mente invertibile su tutto f

�1

(U). Ragionando per assurdo 
ome si �e fatto per

l'iniettivit�a nel teorema dell'intorno tubolare, si ottiene 
he:


. si pu�o supporre 
he h sia iniettiva.

Resta da mostrare 
he per U opportuno, h �e an
he surgettiva. Si noti 
he h �e

propria; infatti essa �e a valori in un prodotto ed una delle 
omponenti (la f)

�e propria. Ne segue 
he Im(h) �e un 
hiuso; ma Im(h) �e an
he aperto per
h�e

h �e lo
almente invertibile e quindi aperta. Quindi Im(h) �e una unione di 
om-

ponenti 
onnesse di X

0

� U ; se U �e 
onnesso, X

0

in
ontra tutte le 
omponenti


onnesse di x

0

� U ed essendo X

0

� Im(h), si avr�a IM(h) = X

0

� U .

Variet�a quasi 
omplesse

Sia V uno spazio vettoriale reale; una appli
azione lineare J : V ! V tale 
he

J

2

= �I , ove I indi
a l'identit�a su V , sar�a detta una struttura 
omplessa su

V . Fissata una tale J si pu�o de�nire una moltipli
azione C � V ! V 
on la

formula:

(x+ iy) � v = x � v + y � (Jv)

ed in tal modo V diviene uno spazio vettoriale 
omplesso.
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Vi
eversa ogni spazio vettoriale su C �e uno spazio vettoriale reale su 
ui

�e �ssato un endomor�smo (la moltipli
azione per i =

p

�1) il 
ui quadrato �e

meno l'identit�a.

Una variet�a quasi 
omplessa �e una variet�a di�erenziabile X ove per ogni

x 2 X �e stata �ssata una struttura 
omplessa J

x

su T

x

(X) 
he "varia dif-

ferenziabilmente" nel senso 
he l'appli
azione J : T (X) ! T (X) de�nita da

J(x; v) = (x; J

x

(v)) �e di�erenziabile.

Una appli
azione f : X ! Y tra variet�a quasi 
omplesse �e detta olomorfa

se �e di�erenziabile e se df(x) : T

x

(X)! T

f(x)

(Y ) �e C -lineare per ogni x 2 X .

Esempi (...) 23. Sia X � R

N

una sottovariet�a orientata di dimensione due.

Ogni T

x

(X) per x 2 X �e uno spazio vettoriale orientato di dimensione due

su 
ui �e �ssato un prodotto s
alare de�nito positivo (in quanto sottospazio di

R

N

). Su esso ha senso quindi parlare di "rotazione di angolo �; s
egliendo 
ome

struttura 
omplessa la rotazione di �=2 si ottiene una struttura quasi 
omplessa

su X .

24. C

N

�e in modo naturale una variet�a quasi 
omplessa. Si veri�
a fa
il-

mente 
he le appli
azioni polinomiali di C

N

in C

M

sono olomorfe; anzi 
he il

loro di�erenziale in un punto �e pre
isamente l'appli
azione C -lineare indotta

dalla matri
e 
ostituita dalle derivate formali (in quanto polinomi) dei polinomi


omponenti: baster�a 
al
olarli in z

1

+ h

1

; : : : ; z

N

+ h

N

e sviluppare i binomiali


he ne risultano.

Anzi, se 
 � C

N

�e un aperto e P;Q sono polinomi in N variabili 
on Q mai

nullo in 
, allora P=Q rappresenta una appli
azione olomorfa di 
 in C . Per

dimostrarlo �e suÆ
iente dimostrare 
he l'appli
azione di C

�

in se de�nita da

z 7! z

�1

�e olomorfa.

25. Una variet�a 
omplessa �e una variet�a quasi 
omplessa 
he sia lo
almente

biolomorfa ad aperti di C

n

. Ad esempio lo spazio proiettivo 
omplesso P

n

=

frette per l'origine in C

n+1

g �e una variet�a 
omplessa. Si dimostri 
he se

P (Z

0

; : : : ; Z

n

) �e un polinomio omogeneo di grado d in n + 1 variabili, il suo

luogo di zeri X = f(z

0

; : : : ; z

n

) 2 P

n

: P (z) = 0g �e una sottovariet�a 
omplessa

di P

n

se in ogni suo punto almeno una delle derivate formali �P=�z

i

�e diversa

da zero.

In tal 
aso X sar�a detta una ipersuper�
ie di grado d in P

n

.

26. In modo analogo si de�nis
ono i gruppi di Lie 
omplessi, grassmanniane,

ed an
he variet�a 
omplesse ottenute per quoziente di altre, ad esempio :

a. se � �e un sottogruppo dis
reto in C

n

, allora C

n

=� possiede una ovvia

struttura di variet�a 
omplessa.

b. Sia � il gruppo di biolomor�smi di C

n

in se generato da A 2 Gl(n; C ) .

Se j!

i

j 6= 1 per ogni i = 1; : : : ; n, allora C

n

� f0g=� �e una variet�a 
omplessa.

Nota. Si pu�o dimostrare 
he ogni variet�a quasi 
omplessa di dimensione due

�e una variet�a 
omplessa. Per dimensioni maggiori (quattro o pi�u) 
i�o non a
-


ade: devono essere veri�
ate al
une 
ondizioni non banali dette di integrabilit�a,

ne
essarie e suÆ
ienti aÆn
h�e una data struttura quasi 
omplessa sia 
omplessa.

Questo risultato non �e a�atto banale; �e inve
e fa
ile dimostrarlo se si suppone
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he le strutture di variet�a di�erenziabile e quella della struttura quasi 
omplessa

siano analiti
he reali. Dis
uteremo di 
i�o nella parte di variabile 
omplessa.

Teorema 37 Sia f : X ! Y una appli
azione olomorfa propria tra variet�a

quasi 
omplesse. Se Y �e 
onnessa, l'insieme 
 dei valori regolari di f �e un

aperto denso 
onnesso. Di 
onseguenza le �bre di f sui valori regolari sono

tutte di�eomorfe tra loro

Dim. Che 
 sia un aperto denso deriva dal teorema di Sard pi�u il fatto 
he f �e

propria. Per dimostrare 
he �e 
onnesso si noti 
he per ogni punto 
riti
o x 2 X ,

l'appli
azione df(x) : T

x

(X) ! T

f

(x)(Y ), essendo C -lineare per le strutture


omplesse esistenti su tali spazi e non essendo surgettiva, avr�a immagine un

sottospazio 
omplesso 
he dal punto di vista reale avr�a 
odimensione almeno

due; la dimostrazione viene allora 
on
lusa dal seguente teorema.

Teorema 38 Sia f : X ! Y di�erenziabile e propria. Sia C = fx 2 X : df(x)

ha immagine di 
odimensione almeno due g e sia C

0

= f(C). Allora per ogni

aperto 
 
onnesso non vuoto in Y , an
he 
�C

0

�e un aperto non vuoto 
onnesso

Dim E' 
hiaro 
he C �e 
hiuso e quindi an
he C

0

lo �e per
h�e f �e propria;

inoltre, essendo C

0

fatto di punti 
riti
i, per il lemma di Sard non ha parte

interna. Quindi 
 � C

0

�e un aperto non vuoto. Dobbiamo mostrare 
he �e


onnesso.

Esaminiamo dapprima il 
aso Y = R

n+1

. Consideriamo la proiezione p di

R

n+1

sullo spazio R

n

delle ultime n 
oordinate e sia D l'insieme dei valori 
riti
i

di pÆf . Se y 2 R

n

non �e in D, allora per ogni x 2 X 
on f(x) = y, l'immagine di

d(pÆf) ha dimensione n e quindi l'immagine di df(x) ha 
odimensione maggiore

o eguale ad n; 
i�o signi�
a 
he nessun tale x pu�o appartenere a C

0

. In de�nitiva

per quasi tutti gli x 2 R

n

si ha p

�1

(x) \ C

0

= ;.

Siano ora x; y due punti di R

n

�C

0

;
ambiando 
oordinate in R

n+1

di modo


he il primo vettore di base sia un multiplo di x�y, si ottiene l'esistenza di una

retta parallela ad x� y e passante vi
ino quanto si vuole ad x ed a y e 
he non

in
ontra C

0

; si

ome C

0

�e un 
hiuso si pu�o fare in modo 
he tale retta in
ontri

palle di 
entri in x ed in y 
he siano disgiunte da C

0

ed �e 
os�� 
hiaro 
he x ed y

sono 
ongiungibili da un 
ammino 
he non in
ontra C

0

.

Torniamo ora al 
aso generale; sappiamo quindi 
he in ogni punto x 2 


se prendiamo una palla P di 
entro x e 
ontenuta in 
, essendo P di�eomorfa

ad un R

n+1

e 
onsiderando l'appli
azione f : f

�1

(P ) ! P ,si ha 
he P � C

0

�e 
onnesso. In altri termini sappiamo 
he C

0

non s
onnette lo
almente 
. Se

per assurdo fosse 
�C

0

s
onnesso, esisterebbero due aperti non vuoti disgiunti

A;B 
on A [ B = 
� C

0

; essendo C

0

privo di parte interna, le 
hiusure (fatte

in 
) di A e B avrebbero unione tutto 
 e quindi ,essendo questo 
onnesso,

dovrebbero in
ontrarsi in almeno un punto x: se P �e una palla di 
entro x e


ontenuta in 
 si ha 
he A \ C

0

e B \ C

0

sono non vuoti e quindi P � C

0

�e

s
onnesso, 
ontrariamente a quanto mostrato prima. Quindi 
 �e 
onnesso e 
i�o


on
lude la dimostrazione.
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Teoremi di isotopia

SianoX;M variet�a di�erenziabili, X 
ompatta. Una appli
azione di�erenziabile

f : X !M �e detta un embedding se rappresenta un di�eomor�smo tra X e una

sottovariet�a f(X) di M . Per la 
ompattezza di X , 
i�o equivale a ri
hiedere 
he

f sia di�erenziabile, iniettiva e abbia di�erenziale iniettivo in ogni punto di X .

Due embeddings sono detti isotopi se esiste F : X � [0; 1℄ ! M tale 
he

utilizzando la notazione F (x; t) = F

t

(x) si abbia 
he F

0

= f

0

; F

1

= f

1

e F

t

�e un

embedding per ogni t 2 [0; 1℄. E' fa
ile veri�
are 
he 
i�o equivale a ri
hiedere


he l'appli
azione X � [0; 1℄ ! M � [0; 1℄ de�nita da (x; t) ! (F (x; t); t) �e un

embedding. Una tale F �e detta una isotopia tra f

0

e f

1

. Diremo inve
e 
he

f

0

; f

1

sono fortemente isotopi se esiste � :M � [0; 1℄!M di�erenziabile e tale


he:

(1) per ogni t 2 [0; 1℄ �

t

�e un di�eomor�smo di M in se

(2) esiste un 
ompatto K inM tale 
he per x 62 K e t 2 [0; 1℄ sia �(x; t) = x

(3) �

0

�e l'identit�a di M in se.

(4) f

1

= f

0

Æ�

1

.

In altre parole si ri
hiede 
he l'appli
azione de�nita da (x; t) ! (�(x; t); t)

sia un di�eomor�smo di M � [0; 1℄ in se 
he �e l'identit�a su M � [0; 1℄ e fuori di

un 
ompatto in M � [0; 1℄ e tale 
he il di�eomor�smo indotto da M � [0; 1℄ in

se trasformi f

0

in f

1

.

Teorema 39 Siano f

0

, f

1

: X ! M embeddings della variet�a 
ompatta X.

Esse sono isotope se e solo se sono fortemente isotope.

dim.( �e fa
ile: data � la formula F (x; t) = �(f

0

(x; t); t) de�nis
e l'isotopia tra

f

0

e f

1

.

) Data F l'appli
azioneG : (x; t)! (F (x; t); t) �e un embedding inM�[0; 1℄.

Possiamo al solito supporre, per non avere problemi al bordo di M � [0; 1℄ 
he

F non dipenda lo
almente da t all'intorno di X � f0g e di X � f1g 
osi

h�e G

pu�o essere pensata 
ome una appli
azione di X � R in M � R.

Consideriamo su X�R il 
ampo tangente 
ostante S = (0; 1) 2 T (X�R) �

T (X)�T (R) e sia S

0

il 
ampo tangente a Y = G(X�R) immagine di S

0

tramite

il di�erenziale di G.

Mostreremo ora l'esistenza di un 
ampo di vettori tangenti T su M �R 
on

le seguenti propriet�a: (1) T (x; t) = (v(x; t); 1) e quindi le 
urve integrali di T

sono del tipo (a(x; t); t)

(2) T �e una estenzione di S

0

.

Il 
usso asso
iato a tale 
ampo fornir�a allora la � 
er
ata.

Che un tale T esista si dimostra osservando 
he in generale ogni 
ampo

tangente ad una sottovariet�a (
ome Y ) �e lo
almente estendibile ad un 
ampo

tangente all'ambiente (nel nostro 
aso M � R), per
h�e lo
almente esistono si-

stemi di 
oordinate lo
ali nei quali l'ambiente �e un prodotto della sottovariet�a

per uno spazio eu
lideo. Sia quindi (T

i

)

i2I

una famiglia di estenzioni lo
ali di S

0

de�nite su un ri
oprimento lo
almente �nito U = (U

i

)

i2I

di un intorno aperto di

Y inM�R. Si pu�o supporre 
he tali estenzioni abbiano la se
onda 
omponente

mai nulla. Completiamo tale situazione ad un ri
oprimento di tutto M � R


onsiderando sul 
omplementare di Y il 
ampo 
ostante (0; 1). In
olliamo tra

loro tali 
ampi utilizzando una partizione dell'unit�a; il 
ampo ottenuto �e quasi

quello 
er
ato: gli man
a solo di avere la se
onda 
omponente 1; ma essendo
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per 
ostruzione tale 
omponente mai nulla, esso pu�o essere diviso per essa ed il

risultato sar�a quello 
er
ato.

Nota Quanto visto sopra vale an
he (
on dimostrazione analoga) nel 
aso


he X sia una variet�a a bordo.

Uni
it�a dei dis
hi

Sia D

p

il p-dis
o standard (= dis
o unitario 
hiuso in R

n

). Un p-dis
o in una

variet�a M �e per de�nizione un embedding di D

p

in M . Due p-dis
hi sono detti

equivalenti se sono isotopi 
ome embeddings.

Teorema 40 Sia M una variet�a 
onnessa di dimensione n . Se p < n o M

�e non orientabile, vi �e una sola 
lasse di p-dis
hi in M ; altrimenti si hanno

esattamente due 
lassi, distinte dalle orientazioni 
he essi indu
ono su M .

dim. gSia f : D

p

:! M un embedding. Se 0 < a < 1 la formula F (x; t) =

f((1 + t(a � 1))x) de�nis
e una isotopia tra f e la sua "restrizione" al dis
o

di raggio a. S
elto un intorno di f(0) in M di�eomorfo ad R

n

, siamo 
os��

ri
ondotti ad esaminare il 
aso M = R

n

e potremo an
he supporre 
he sia

f(0) = 0. Sviluppando f si ha: f(x) = df(0)[x℄ + R(x)[x℄ ove R(x) �e un

polinomio di grado due (da R

n

in se); quindi f(tx) = df(0)[tx℄ + R(tx)[tx℄ =

tdf(0) + t

2

R(tx)[x℄ dividendo per t si ottiene 
he df(0)[x℄ + tR(tx)[x℄ �e una

isotopia tra gli embeddings f e df(0). La dimostrazione del teorema viene

ora fa
ilmente 
on
lusa utilizzando le propriet�a di 
onnessione di Gl(n;R) e la


onnessione di M .

Uni
it�a degli intorni tubolari

Sia X una sottovariet�a 
ompatta di una variet�aM . Il �brato normale di X inM

�e (se M �e una sottovariet�a d'uno spazio eu
lideo V ) N (X;M) = f(x; v) 2 V : v

�e tangente a M in x e ivi ortogonale a Xg (se M �e una variet�a astratta, pu�o

essere de�nito 
ome il "quoziente" del �brato tangente ad M ristretto ad X

modulo il �brato tangente ad X).

Per � > 0 sia D

�

= f(x; v) 2 N (X;M) : kvk � �g. Per de�nizione un intorno

tubolare di X in M �e un embedding f di D

�

in M il 
ui di�erenziale nei punti

(x; 0) sia "l'identit�a" (nel 
aso astratto si ri
hiede 
he tale di�erenziale indu
a

un supplementare del tangente di X nel tangente ad M ). Si dimostra poi,

nello stesso modo dei dis
hi ( 
he rappresentano il 
aso in 
ui X �e ridotto ad un

punto) il teorema di uni
it�a seguente :

Teorema 41 Se f

0

; f

1

sono due intorni tubolari di X inM , esiste un di�eomor-

�smo h di M in se (isotopo all'identit�a per una isotopia a supporto 
ompatto)

tale 
he f

1

= h Æ f

0

.

In parti
olare se � � X �e una sottovariet�a 
on �brato normale banalizzato da un

framing, non solo esistono embeddings � : ��D

p

! X tali 
he �(��f0g) = � e

il 
ui di�erenziale indu
a il framing dato ma an
he ogni due tali embeddings sono

fortemente isotopi; in parti
olare le mappe ottenute a partire da tali embeddings

per 
ostruzione di Pontrjagin sono omotope.
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Trasversalit�a

Due sottovariet�a X , Y di una variet�a M sono dette trasversali in x 2 M se

x =2 X \ Y oppure se x 2 X \ Y e si ha:

T (X)

x

+ T (Y )

x

= T (M)

x

Diremo 
he esse sono trasversali se lo sono in ogni punto di X .

Tale propriet�a �e equivalente alla seguente: per ogni aperto U �M , se

f : U ! R

p

e g : U ! R

q

sono equazioni di de�nizione per X\U e Y \U , allora

(f; g) : U ! R

p+q

�e una equazione di de�nizione per X \ Y ; in parti
olare se

X , Y sono trasversali, allora X \Y �e una sottovariet�a avente per 
odimensione

la somma delle 
odimensioni di X e di Y .

Questa nozione di trasversalit�a �e un 
aso parti
olare della seguente: una

appli
azione di�erenziabile � : X ! M �e detta trasversale in x 2 X ad una

sottovariet�a Y �M se �(x) =2 Y oppure se:

Im(d�(x)) + T (Y )

�(x)

= T (M)

x

e diremo 
he � �e trasversale ad Y se lo �e in ogni x 2 X .

Tale propriet�a �e equivalente alla seguente: per ogni aperto U � M , se g :

U ! R

q

�e una equazione lo
ale di de�nizione per Y \M , allora g Æ � �e una

equazione di de�nizione per �

�1

(Y ) (sull'aperto �

�1

(U)). In parti
olare �

�1

(Y )

�e una sottovariet�a di X avente in X la 
odimensione 
he Y ha in M .

Se X �e una sottovariet�a di M e � �e l'in
lusione di X in M si riottiene la

de�nizione pre
edente.

Si pu�o ulteriormente generalizzare la nozione di trasversalit�a alla situazione

seguente: siano � : X ! M e  : Y ! M due appli
azioni di�erenziabili;

diremo 
he esse sono trasversali in (x; y) 2 X � Y se o �(x) 6=  (y) oppure se

�(x) =  (y) = z e si ha:

Im(d�(x)) + Im(d (y) = T (M)

z

Diremo 
he � e  sono trasversali se lo sono in tutti gli (x; y) 2 M ; 
i�o

equivale ad asserire 
he per ogni di�eomor�smo h di un aperto U � M in R

n

,

l'appli
azione � Æ h�  Æ h �e una equazione di de�nizione per una sottovariet�a

di �

�1

(U) �  

�1

(U). In parti
olare se � e  sono trasversali, il loro prodotto

�brato de�nito da:

X �

M

Y = f(x; y) 2 X � Y : �(x) =  (y)g

�e una sottovariet�a di X � Y avente dimensione dim(X) + dim(Y )� dim(M).

Se g �e una in
lusione, si ri
ade nel 
aso pre
edente.

Formuleremo ora al
uni teoremi di trasversalit�a; essi pre
isano il signi�
ato

di a�ermazioni del tipo: "ogni due sottovariet�a di una variet�a possono essere

spostate di po
o quanto si vuole in modo da renderle trasversali" ; od an
he:

"generi
amente due appli
azioni f : X ! Z e g : Y ! Z sono trasversali".

Per dare a tali frasi un signi�
ato matemati
o pre
iso introdu
iamo delle

topologie sugli spazi E(X;Y ) delle appli
azioni di�erenziabili di X in Y , sugli

spazi A

p

(X) delle sottovariet�a 
ompatte di dimensione p in X e

. .
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Topologie su E(X;Y ). Pro
ediamo per gradi:

A. X 
ompatta e Y = R. Fissato k 2 N introdu
iamo sullo spazio vettoriale

E

k

(X) = E

k

(X;R) delle funzioni di 
lasse C

k

su X una struttura di spazio di

Bana
h nel modo seguente: �ssiamo una famiglia �nita (U

i

; h

i

) , i = 1; : : : N

di 
arte di�erenziabili su X e 
ompatti K

i

� U

i

tali 
he

S

N

1

K

i

= X . Per f 2

E

k

(X), sia jjf jj

i

l'estremo superiore delle derivate di ordine al pi�u k, 
al
olate

per x 2 K

i

, della funzione f "letta" tramite la 
arta i�esima.

Allora ogni jj jj

i

: E

k

(X) ! R �e una seminorma e la somma jj jj delle jj jj

i

per i = 1; : : : ; N �e una norma su E

k

(X). Segue fa
ilmente da teoremi di Analisi


he si ottiene in e�etti uno spazio di Bana
h.

Per dimostrare 
he la topologia di E

k

(X) non dipende dalle s
elte fatte (le


arte (U

i

; h

i

) e i 
ompatti K

i

), baster�a mostrare 
he aggiungendo un ulteriore


arta (U; h) e 
ompatto K � U , la norma 
he si ottiene �e equivalente alla pre
e-

dente. Ci�o pu�o essere fatto in due modi:

1. Si osserva 
he le derivate di una f 2 E

k

(X) fatte nella 
arta h sono esprimibili

(in modo pi�u o meno 
ompli
ato) in funzione delle derivate di f fatte sulle 
arte

del ri
oprimento di partenza e 
i�o fornis
e una maggiorazione della nuova norma

in funzione della ve

hia.

2. Si utilizza il teorema sugli spazi di Bana
h detto della appli
azione aperta.

Essendo E(X) � E

k

(X), esso sar�a dotato talvolta della topologia indotta:

parleremo di topologiaC

k

su E(X). Ovviamente essendo E

k

(X;R

N

) ' �

N

1

E

k

(X)

sar�a an
hesso dotato di una struttura di spazio di Bana
h.

Analogamente parleremo di topologia C

k

su E(X;R

N

).

B. X 
ompatta e Y sottovariet�a 
hiusa di R

N

. Si noti 
he E

k

(X;Y ) �e un

sottospazio 
hiuso dello spazio di Bana
h e

k

(X;R

N

) e di 
onseguenza risulta

dotato di una struttura di spazio metri
o 
ompleto.

Si pu�o dimostrare 
he 
ambiando l'embedding di Y in uno spazio eu
lideo,

la topologia su E

k

(X;Y ) non 
ambia. Infatti la topologia su tale spazio pu�o

essere des
ritta dandone espli
itamente una base di intorni tipo :

sia f 2 E

k

(X;Y ) ; �ssate 
arte (U

1

; h

1

); : : : ; (U

N

; h

N

) suX e (V

1

; k

1

) : : : ; (V

N

; k

N

)

su Y tali 
he f(U

i

) � V

i

) per ogni i e �ssati 
ompatti K

i

� U

i

ed un � > 0, si


onsideri l'insieme di tutte le g 2 E

k

(X;Y ) tali 
he per ogni i sia g(K

i

) � V

i

ed ogni derivata di ordine al pi�u k nei punti di K

i

della g espressa tramite le


arte (U

i

; h

i

) er (V

i

; k

i

) sia minore di �; questi insiemi 
ostituis
ono un sistema

fondamentale di intorni di f per la topologia C

k

.

Naturalmente lo spazio E(X;Y ) non �e 
hiuso in E

k

(X;Y ) e quindi non ha una

struttura di spazio metri
o 
ompleto. Si pu�o rimediare a 
i�o utilizzando la

nozione di spazio di Fre
het.

Topologia delle variet�a algebri
he

Sia F (x

0

; : : : ; x

n

) un polinomio omogeneo di grado p in n + 1 variabili e sia

X = f(x) 2 P

n

: F (x) = 0g. Diremo 
he F �e regolare in x 2 X se esiste

i 2 f0; : : : ; ng tale 
he la derivata formale �F=�x

i

(x) �e non nulla in x.

Lemma 42 Se F �e regolare in �x 2 X, esiste un intorno aperto U di �x in P

n

tale 
he X \ U �e una variet�a di�erenziabile di dimensione n� 1.
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Dim. Una almeno delle 
omponenti di �x �e non nulla; sia essa la prima. Quindi

�x 2 U

0

= f(x) 2 P

n

: x

0

6= 0g; su U 
on 
oordinate non nomogenee x

1

; : : : ; x

n

,

il polinomio P (x

1

; : : : ; x

n

) = F (1; x

1

; : : : ; x

n

) �e una funzione olomorfa 
he ha

per luogo di zeri X \ U

0

. Per il teorema di Eulero p � F (x) =

P

n

0

x

i

�F=�x

i

;

se F (�x) = 0, non possono annullarsi in �x tutte le derivate formali �F=�x

i


on

i > 0, per
h�e allora an
he �F=�x

0

si annullerebbe in �x. Ne segue 
he OP ha in

�x almeno una derivata non nulla e l'enun
iato segue da un teorema di funzioni

impli
ite.

Oss. Sempre utilizzando il teorema di Eulero si dimostra 
he un luogo di

zeri in P

n

di r polinomi omogenei (di vari gradi) �e una variet�a di�erenziabile di

dimensione n � r all'intorno di un punto �x, se la mari
e delle derivate formali

di tali polinomi rispetto alle variabili omogenee di P

n


al
olate in �x ha rango r;

in tal 
aso diremo an
he 
he tali polinomi sono funzionalmente indipendenti in

�x.

Inoltre questi risultati si estendono senza fati
a al 
aso di polinomi multiomo-

genei: ad esempio se F (x

0

; : : : ; x

n

; y

0

; : : : ; y

m

) �e un polinomio 
he �e omogeneo

di grado p nelle x

i

e omogeneo di grado q nelle y

j

, risulta ben de�nito il suo

luogo di zeri X in P

n

� P

m

ed esso �e una variet�a di�erenziabile di dimensione

n+m�1 all'intorno di �x, se almeno una delle derivate formali �F=�x

i

o �F=�y

j

�e non nulla in �x.

Chiameremo ipersuper�
ie lis
ia di grado p in P

n

ogni X � P

n


he sia il

luogo di zeri di un polinomio omogeneo di grado p in n + 1 variabili 
he �e

regolare in ogni punto di X .

Se X �e il luogo di zeri in P

n

di polinomi omogenei F

1

; : : : ; F

r

rispettiva-

mente di gradi p

1

; : : : ; p

r

funzionalmente indipendenti in ogni punto di X , esso

verr�a 
hiamato una intersezione 
ompleta di dimensione n � r e multigrado

(p

1

; : : : ; p

r

). Analoghe de�nizioni nel 
aso multiomogeneo.

Siano P lo spazio proiettivo asso
iato allo spazio vettoriale dei polinomi

omogenei di grado p in n + 1 variabili, W = f(F; x) 2 P � P

n

: F (x) = 0g e

� : W ! P , � :W ! P

n

le restrizioni delle proiezioni naturali.

Teorema 43

a) W �e una ipersuper�
ie lis
ia in P� P

n

b) Un punto (F; x) 2W �e 
riti
o per � se e solo se il polinomio F non �e

regolare in x


) Se F 2 P �e regolare per �, allora � indu
e un biolomor�smo tra �

�1

(F )

e l'ipersuper�
ie luogo di zeri di F in P

n

Dimostrazione: a) W �e il luogo di zeri in P � P

n

del polinomio (notazioni

multiindi
i)

P

jIj=p

a

I

x

I


he �e omogeneo di grado p nelle x

i

e di grado 1 nelle

a

I

; le sue derivate formali rispetto alle a

I

sono i monomi x

I


he non possono

essere tutti nulli in al
un punto di P.

b) , 
) sono las
iati per eser
izio suggerendo di esprimere la situazione in

termini di 
oordinate non omogenee (
he servono da 
oordinate lo
ali).

Equazioni di sottovariet�a

Sia Y una sottovariet�a di 
odimensione p della variet�a n�dimensionale X .

Una equazione (o sistema di equazioni) per Y �e una � : X ! R

p

di�erenziabile,
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tale 
he 0 sia un valore regolare per � e �

�1

(0) = Y . Una 
ondizione (ovvia-

mente) ne
essaria per l'esistenza di una tale equazione �e 
he Y sia 
hiusa in X ;

sempli
i esempi mostrano 
he 
i�o non �e suÆ
iente (ad esempio X = S

1

e Y 
os-

tituita da un solo punto. Oppure si osservi 
he se X �e orientabile, ogni Y � X


he ha una equazione �e pure orientabile; in parti
olare nessuna sottovariet�a non

orientabile in R

n

, 
ome ad esempio gli spazi proiettivi reali di dimensione pari,

pu�o avere una equazione. E' pi�u 
ompli
ato dimostrare 
he neppure P

3

(R) o

P

2

(C ) possono avere equazioni in al
un R

n

ove siano realizzate).

Tratteremo ora l'esistenza di equazioni nel 
aso 
he Y abbia 
odimensione

uno. Utilizzeremo il seguente lemma, fa
ile 
onseguenza del teorema di divisione

elementare:

Lemma 44 Siano f; g : X ! R 
on f una equazione per l'ipersuper�
ie Y � X

e g di�erenziabile e nulla su Y . Allora esiste (uni
a) una funzione di�erenziabile

h : X ! R tale 
he g = hf . Se an
he g �e una equazione per Y allora h non ha

zeri.

dim. Su X � Y la h deve essere ne
essariamente g=f 
he �e ivi di�erenziabile;

veri�
hiamo 
he essa �e estendibile ad una funzione di�erenziabile su X . Si

ome

Y �e privo di parte interna, le eventuali estenzioni 
ontinue sono univo
amente

determinate; quindi �e suÆ
iente mostrare la lo
ale estendibilit�a di�erenziabile

nei punti di Y . Ma leggedo lo
almente all'intorno di un punto di Y tramite un

opportuno sistema di 
oordinate, la f diviene la prima 
oordinata x

1

e g una

funzione nulla per x

1

= 0 e la dimostrazione �e 
on
lusa appli
ando il teorema

di divisione elementare.

Il lemma pre
edente non ha analoghi nel 
aso di 
odimensione maggiore di

uno (almeno 
os�� sempli
i e generali) ed in e�etti l'esistenza di equazioni diviene

in tal 
aso un problema molto pi�u 
ompli
ato.

Teorema 45 Sia X una variet�a di�erenziabile 
onnessa e sia � = �

1

(X; x

0

)

per qual
he x

0

2 X. Sono fatti equivalenti:

- Ogni ipersuper�
ie (=sottovariet�a di 
odimensione uno) di X ha una equazione

- Hom(�;Z=2Z= 0

La dimostrazione ri
hieder�a l'introduzione di al
uni nuovi 
on
etti; 
omin
eremo

a svilupparla ora ma la 
on
luderemo nei prossimi paragra�.

(2 (= 1) Sia Y una ipersuper�
ie 
hiusa in X ; ogni x 2 X ha un intorno

aperto U sul quale Y \ U ha una equazione. Esistono quindi un ri
oprimento

aperto U = (U

i

)

i2U

di X e per ogni i 2 I una equazione f

i

: U

i

! R per U \ Y .

Per il lemma pre
edente f

i

=f

j

= f

ij

�e una funzione di�erenziabile mai nulla su

U

ij

= U

i

\ U

j

. Mostreremo nel su

essivo paragrafo sui ri
oprimenti sempli
i


he possiamo supporre:

Ipotesi: per ogni i; j 2 I se U

i;j

�e non vuoto, allora �e 
ontrattile; in parti
olare

�e 
onnesso e semli
emente 
onnesso

Allora f

i;j

su U

i;j

ha un segno 
ostante 
he indi
hiamo 
on �

i;j

2 f+1;�1g.

Notiamo 
he per 
ome 
ostruite le f

i;j

, se i; j; k sono tali 
he U

i;j;k

= U

i

\U

j

\U

k

�e non vuoto, allora f

i;j

f

j;k

= f

i;k


ome funzioni su U

i;j;k

e di 
onseguenza

�

i;j

�

j;k

= �

i;k

. Supponiamo per il momento 
he ogni � sia +1 .

s
elta una partizione dell'unit�a (�

i

)

i2I

, la funzione f : X ! R de�nita da

f =

P

i2I

f

i

�

i

�e una equazione per Y per
h�e le f

i

hanno tutte lo stesso segno

nei punti fuori di Y e nei punti di Y le df

i

\puntano" tutte dalla stessa parte
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rispetto allo spazio tangente ad Y e df , 
he �e una loro 
ombinazione bari
entri
a,

�e si
uramente non nullo. Quindi il problema di 
ostruire una equazione per Y , �e

ri
ondotto a quello di poter aggiustare i segni nel senso seguente: sia �ssato per

ogni i 2 I; �

i

2 f+1;�1g ; le funzioni

~

f

i

= �

i

f

i

sono evidentemente equazioni

per le Y \ U

i

. Esse possono essere ben in
ollate 
on una partizione dell'unit�a


ome sopra (ossia le f

i

=f

j

sono tutte positive), se valgono le relazioni �

i;j

= �

i

=�

j

per ogni i; j 2 I tali 
he U

i

\ U

j

sia non vuoto.

Le 
ondizioni aÆn
h�e tali �

i

esistano saranno determinate nel paragrafo sulla

des
rizione formale del gruppo fondamentale , il 
he 
on
luder�a questa parte

della dimostrazione. Per quanto riguarda (1 =) 2) dovremo attendere il para-

grafo sui �brati vettoriali.

Buoni ri
oprimenti

Nel passaggio da soluzioni lo
ali a soluzioni globali �e spesso utile e talvolta

ne
essario, 
onos
ere l'esistenza di ri
oprimenti aperti arbitrariamente �ni, tali


he non solo ogni aperto del ri
oprimento sia \sempli
e "per il problema 
he

stiamo trattando, ma an
he ogni intersezione �nita di essi lo sia.

Nel 
aso in esame de�niamo sempli
e un ri
oprimento aperto U = (U

i

)

i2I

di uno spazio topologi
o X se:

(1) �e lo
almente �nito

(2) se i

0

; � � � ; i

p

2 I sono tali 
he U

i

0

\ � � � \ U

i

p

6= 0, allora tale aperto �e


ontrattile.

Chiameremo inve
e buono un ri
oprimento aperto di X se �e sempli
e ed inoltre

si ha :

(3) se U

i

0

\ � � � \ U

i

p

6= 0 allora U

i

0

[ � � � [ U

i

p

�e 
ontrattile.

Nel seguito, trattando di variet�a di�erenziabili, intenderemo 
he il termine

\
ontrattile" nelle de�nizioni pre
edenti signi�
hi "di�eomorfo ad R

n

".

Proposizione 46 Se X �e aperto di R

n

, esso ha ri
oprimenti buoni arbitraria-

mente �ni.

dim. Sia U un ri
oprimento aperto di X . Costruiamo un ri
oprimento aperto

V di X 
he �e buono e pi�u �ne di U nel modo seguente. Fissiamo una famiglia

(K

n

)

n2N

di 
ompatti di R

n


he ri
oprano X ed ognuno dei quali sia 
ontenuto

nella parte interna del su

essivo. Allora per n � 2 , K

n+1

�

Æ

K

n

�e 
operto da

un numero �nito di palle aperte U�pi

ole (
io�e 
ontenute in qual
he elemento

di U) e 
ontenute in

Æ

K

n+2

�K

n�1

. E' 
hiaro 
ome in questo modo si possa


ostruire un ri
oprimento aperto V = (V

j

)

j2J

di X lo
almente �nito, pi�u �ne

di U e tale 
he se V

i

0

\ � � � \ V

i

p

6= 0 allora esso e V

i

0

[ � � � [ V

i

p

sono aperti

stellati (rispetto a qual
he loro punto) limitati in R

n

. La dimostrazione �e quindi


on
lusa dal seguente:

Lemma 47 Ogni aperto stellato limitato V � R

n

�e di�eomorfo a R

n

dim. supponiamo 
he V sia stellato in 0 2 R

n

.

Asserzione 1 : esiste una su

essione (�

n

) di funzioni di�erenziabili su S

n�1

tali 
he :

1. per ogni n sia 0 < �

n

< �

n+1

2. l'unione dei V

n

= fx 2 R

n

: kxk < �

n

(x=kxk)g �e tutto V .
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Dimostriamo l'asserto. Sar�a suÆ
iente mostrare 
he esiste una su

essione

(�)

n

di funzioni 
ontinue, veri�
anti 1. e 2. , per
h�e allora, approssimando (
on

Weierstrass) abbastanza �nemente le �

n


on funzioni di�erenziabili, si ha la

famiglia ri
hiesta (pre
isamente, se r

n

= d(�

n

; �

n+1

), si approssimi �

n

a meno

di

1

2

inffr

n

; r

n�1

g).

Sia quindi � : S

n�1

! R

+

de�nita da �(x) = supf� 2 R

+

: �x 2 V g:

Tale � �e semi
ontinua nel senso 
he per x

0

2 S

n�1

e � > 0 , esiste un intorno

U di x

0

tale 
he per y 2 U si ha �(y) > �(x

0

)� �.

Sia R = ff 2 Q[x

1

; � � � ; x

n

℄ : f < �g. Questa �e una famiglia numerabile il


ui primo elemento pu�o essere s
elto una 
ostante f

0

2 Q positiva (per
h�e � ha

un minimo positivo.

Poniamo �

n

= sup

i

ff

i

g. Allora 0 < �

n

� �

n+1

.Tale su

essione (�

n

)

n2N

soddisfa la propriet�a 2. . Infatti se x

0

2 V , kx

0

k < �(x

0

=kx

0

k);

per semi
ontinuit�a di � , esiste un intorno U di x

0

tale 
he � > kx

0

k in U .

Allora esiste una funzione 
ontinua � : S

n�1

! R 
on �(x

0

=kx

0

k) = kx

0

k

e supp(�) � U . Quindi � < � e �(x

0

=kx

0

k) = kx

0

k. Se � > 0 �e tale 
he

� � � > � ossia � + � < � , approssimando suÆ
ientemente � + � 
on un

elemento f 2 Q[x

1

; � � � ; x

n

℄ si trova una f 2 R , quindi f = f

n

per qual
he n e

f

n

(x

0

=kx

0

k) > kx

0

k:

Man
a da soddisfare la 
ondizione �

n

< �

n+1

. Essa non sar�a in generale sod-

disfatta ma sar�a ottenibile 
an
ellando al
une �

i

e 
i�o 
on
lude la dimostrazione

dell'asserzione 1.

Asserzione 2: Sia � : S

n�1

! R

+

di�erenziabile e sia V = fx 2 R

n

: kxk <

�(x=kxk)g. Allora esiste un di�eomor�smo di R

n

in se 
he trasforma una palla

aperta in V .

Dimostriamo questa asserzione: R

n

� 0 pu�o essere pensato 
ome S

n�1

�R

+

tramite il di�eomor�smo (
oordinate polari):

S

n�1

� R

+

3 (s; r)! r � s 2 R

n

� fog:

Considereremo appli
azioni F : S

n�1

� R

+

! S

n�1

� R

+

del tipo F (s; r) =

(s; h(s; r)) ove h : S

n�1

�R

+

! R

+

�e di�erenziabile ; ogni tale f sar�a evidente-

mente di�erenziabile. Arti
oleremo il ragionamento nei seguenti quattro passi:

A) Se esiste � > 0 tale 
he h(s; r) = r per r < �

0

, tale F indu
e una appli
azione

di�erenziabile di R

n

in se 
he �e l'identit�a vi
ino all'origine.

B) Se �h=�r > 0 , allora F rappresenta un di�eomor�smo di R

n

su un aperto

di R

n

( teorema di inversione lo
ale + iniettivit�a).

C) Se inoltre lim

r!+1

= +1 per ogni s , allora F �e un di�eomor�smo di

R

n

in se. In tal 
aso , B(1) = fx 2 R

n

: kxk < 1g viene trasformato su


 = fx 2 R

n

: kxk < h(x=kxk; 1)g. AÆn
h�e sia 
 = V , o

orre quindi 
he

valga an
he la :

D) h(x=kxk; 1) = �(x=kxk):

Dimostriamo ora l'esistenza di una h : S

n�1

� R

+

! R

+

soddisfa
iente le

quattro 
ondizioni A,B,C e D.

Siano 0 < �

0

< �

1

< � . E' fa
ile 
ostruire funzioni di�erenziabili �; � : R ! R

veri�
anti le 
ondizioni :

- �(t) = 1 per t � �

0

; �(t) = 0 per t � 1 ; � � 0 e

R

+1

0

�(t)dt =M < �

1

:

- �(t) = 0 per t � �

0

o t � 1 , � � 0 e

R

+1

0

�(t)dt =M < �

1

:

Si vede fa
ilmente 
he la funzione h(s; r) =

R

r

0

(�(t) + (�(s) � M)�(t))dt

veri�
a le 
ondizioni ri
hieste.
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Asserzione 3. Esistono di�eomor�smi F

p

: R

n

! R

n


he trasformano

B(p) = fx 2 R

n

: kxk < pg in V

p

e tali 
he per p � 2 , F

p


oin
ide 
on F

n�1

su

B(n�1): Ci�o viene dimostrato sostanzialmente nello stesso modo dell'asserzione

2.

De�niamo ora F : R

n

! R

n


on la formula : F (x) = F

p

(x) se x 2 B(p): E'


hiaro 
he F �e un di�eomor�smo tra R

n

e V .

Per estendere la 
ostruzione fatta nel 
aso di un aperto di R

n

al 
aso di una

variet�a di�erenziabile qualsiasi , supponiamo X � R

n

e de�niamo una sorta di

\
onvessi" su X 
he \funzionano" 
ome i 
onvessi di R

n

.

Def. Un dominio a frontiera lis
ia in una variet�a di�erenziabile X di dimen-

sione n , �e un aperto 
 di X 
he veri�
a le propriet�a :

1. 
 �e la parte interna della sua 
hiusura

2.

�


 �e una sottovariet�a 
ompatta a bordo di X

Ci�o �e equivalente a ri
hiedere:

1'. 
 �e relativamente 
ompatto in X

2'. ogni x

0

2 �
(=frontiera topologi
a di 
) ha un intorno U su 
ui esiste una

funzione di�erenziabile f : U ! R tale 
he 
 \ U = fx 2 U : f(x) < 0g e se

f(x) = 0 , allora df(x) 6= 0. Una tale f �e detta una equazione su U per il bordo

di 
.

Fortemente 
onvessi in R

n

Siano X un dominio a frontiera lis
ia in R

n

, x

0

2 �
 , U un intorno aperto di

x

0

in R

n

ed h una equazione lo
ale per �
 su U . Chiameremo hessiano di h in

X la forma quadrati
a su T (�
)

x

0


he �e restrizione della forma quadrati
a su

R

n

asso
iata alla matri
e (�

2

f=�x

i

�x

j

(x

0

)) ; essa verr�a indi
ata 
on H(h)(x

0

).

Lemma 48 Se k �e un'altra equazione lo
ale su U per �
 , allora esiste una


ostante positiva � tale 
he H(k) = �H(h):

Def. Per il lemma pre
edente la segnatura di H(h) (ossia la terna (a; b; 
) data

dai suoi indi
i di positivit�a , negativit�a e nullit�a ) �e indipendente dalla parti
olare

equazione utilizzata e sar�a detta la segnatura di 
 in x

0

2 �


Dim. del Lemma: Per il teorema di divisione , si ha 
he k = rh 
on r : U !

R �e di�erenziabile mai nulla in U anzi strettamente positiva per
h�e h; k sono

entrambe negative su 
 \ U .


onfrontiamo gli hessiani di h; k ; 
al
oliamo prima su R

n

:

- �k=�x

i

= �r=�x

i

+ r�h=�x

i

- �

2

k=�x

i

�x

j

= (�

2

r=�x

i

�x

j

)h+ (�r=�x

i

)(�h=�x

j

) +

+ (�r=�x

j

)(�h=�x

i

) + r(�

2

h=�x

i

�x

j

)

Cal
olando in x

0

si ha h = 0 , quindi il primo addendo del se
ondo membro si

annulla. Vediamo poi 
he 
al
olando l'hessiano di k su un vettore v 2 T (�
)

x

0

,

an
he il se
ondo e terzo addendo si annullano , 
osi

h�e solo il quarto membro

rimane e quindi H(k)(x

0

) = r(x

0

)H(h)(x

0

) ove r(x

0

) 6= 0.

Infatti la matri
e data da se
ondo e terzo membro si pu�o s
rivere:

(rr)(rh)

�

+ (rh)(rr)

�

(M

�

indi
a la trasposta della matri
e M).

Il suo valore su un vettore v 2 R

n

�e dato da v

�

(rr)(rh)

�

v + v

�

(rh)(rr)

�

v ed

essendo l'equazione di T (�
)

x

0

esattamente v

�

(rh) = 0 od an
he (rh)

�

v = 0 ,

tale espressione si annulla per v 2 T (�
)

x

0

.

Nota Si pu�o dare la seguente 
aratterizzazione della segnatura (a; b; 
) di un

dominio lis
io in un suo punto x

0

del bordo:
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Sia H � R

n

uno spazio aÆne ; diremo 
he esso �e tangente a X in x

0

se

x

0

2 H e se la direzione di H (uni
o sottospazio di R

n

di 
ui H �e un traslato) �e


ontenuto in T (�
)

x

0

. Un tale H �e detto tangente internamente (risp. tangente

esternamente) a X in x

0

se �e tangente nel senso pre
isato sopra ed esiste � > 0

tale 
he H

�

= fv 2 H : 0 < kv � x

0

k < �g � 
.

Considerando la restrizione della funzione h ad H si vede fa
ilmente 
he

a �massima dimensione dei sottospazi aÆni tangenti esternamente ad 
 in x

0

� a + 
 e b �e riferito analogamente alle possibili dimensioni degli spazi aÆni

tangenti internamente. Ne segue 
he se l'hessiano �e non degenere , ossia 
 = 0 ,

allora a e b misurano esattamente tali dimensioni.

Def. Un aperto fortemente 
onvesso in R

n

�e un dominio a frontiera lis
ia ,


onnesso ed avente segnatura (n� 1; 0; 0) in ogni punto del bordo.

Proposizione 49 Un aperto fortemente 
onvesso in R

n

�e 
onvesso.

Dim. Siano x

0

; x

1

2 
 ; dobbiamo mostrare 
he [x

0

; x

1

℄ � 
. Essendo 



onnesso , esiste una 
urva 
 : [0; 1℄ ! 
 
on 
(0) = x

0

; 
(1) = x

1

. Sia

� = ft 2 [0; 1℄ : [x

0

; 
(t)℄ 6� 
g Tale � �e 
hiaramente un 
hiuso in [0; 1℄ , quindi

se non vuoto ha un primo elemento t

0

. E' fa
ile 
onvin
ersi 
he allora la retta H

per x

0

; 
(t

0

) �e tangente internamente a �
 in qual
he suo punto �x . Ma allora

la segnatura di �
 in �x , dovrebbe avere b+ g > 0 
ontro l'ipotesi.

Nota : La segnatura di un dominio lis
io 
 � R

n

non 
ambia , 
ambiando

linearmente le 
oordinate di R

n

; tale nozione �e quindi trasportabile su uno

spazio vettoriale (o aÆne ) qualsiasi.

Fortemente 
onvessi in sottovariet�a di R

n

Sia X � R

N

una sottovariet�a .

Def. Un dominio fortemente 
onvesso in X �e un dominio lis
io 
 � X tale 
he

per ogni x 2

�


 �

x

: X ! T (X)

x

indu
e un di�eomor�smo tra

�


 e la 
hiusura di

un dominio fortemente 
onvesso di T (X)

x

( ossia �e un dominio 
he \letto" dallo

spazio tangente di un qualsiasi punto della sua 
hiusura , \appare" fortemente


onvesso).

Proposizione 50 Siano X � R

N

una variet�a di�erenziabile e x

0

2 X. Allora

per ogni � > 0 suÆ
ientemente pi

olo , B

�

= fx 2 X : kx � x

0

k

2

< �g �e un

dominio fortemente 
onvesso di X.

Dim. La proiezione ortogonale di T (X)

x

suH = T (X)

x

0

per x in un intorno suf-

�
ientemente pi

olo U di x

0

inX , �e un isomor�smo ; si ottiene 
os�� , utilizzando

an
he una 
arta lo
ale su X di 
entro x

0

una appli
azione f(x; y) : U�R

n

! H


he rappresenta �

x

(y) e 
he �e 
hiaramente di�erenziabile. Per � > 0 indi
hiamo


on D

�

la 
hiusura di B

�

in X . Mostriamo 
he esiste � > 0 tale 
he per x 2 D

�

,

�

x

indu
e un di�eomor�smo tra D

�

e la sua immagine e questa �e un dominio

fortemente 
onvesso.

Iniettivit�a di d�

x

:

per assurdo esisterebbero x

h

, y

h

2 R

n

e v

h

2 S

n�1

tali 
he df

x

h

(y

h

)[v

h

℄ = 0.

Passando al limite in qual
he sottosu

essione per 
ui v

h


onverga , si avrebbe

df

0

(0)[v℄ = 0 
he non �e possibile per
h�e f

o

�e l'identit�a e kvk = 1.

Iniettivit�a di �

x

:

per assurdo esisterebbero x

h

; a

h

6= b

h

2 R

n

tali 
he f

x

h

(a

h

) = f

x

h

(b

h

) . Uti-

lizzando lo sviluppo f(x; y + z) = f(x; y) + �(x; y; z)[z℄ si avrebbe f(x

h

; b

h

) =
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f(x

h

; a

h

) + �(x

h

; a

h

; b

h

� a

h

)[b

h

� a

h

℄ e quindi �(x

h

; a

h

; b

h

� a

h

)[b

h

� a

h

℄ = 0.

Osservato 
he �(0; 0; 0) �e l'identit�a su R

n

e passando al limite in una sottosu
-


essione per la quale b

h

� a

h

=kb

h

� a

h

k 
onverge si ottiene una 
ontraddizione.

Si osservi ora 
he per � pi

olo , D

�

� X �e un dominio 
onnesso a frontiera

lis
ia (si utilizzi ad esempio il lemma di Morse). Resta qindi da dimostrare 
he

se � �e pi

olo , per ogni x 2 D

�

il dominio 
onnesso a frontiera lis
ia �

x

(D

�

) in

T (X)

x

ha segnatura (n� 1; 0; 0) in ogni punto del bordo.

Resta quindi da veri�
are la 
ondizione sugli hessiani. Una equazione di

de�nizione per il bordo di 


�

su X �e data dalla funzione kx�x

0

k

2

. Veri�
hiamo


he essa in tutti i punti di 


�

e su tutto lo spazio tangente (e non solo su T (�
)


ome gi�a basterebbe ai nostri �ni ) �e de�nita positiva. Infatti, si

ome il fatto di

avere hessiano de�nito positivo �e invariante per 
ambiamenti aÆni di 
oordinate,

possiamo leggere T (X)

y

per proiezione ortogonale su H = T (X)

x

0

. Si ottiene


os�� una funzione �(x; y) de�nita in un intorno U �V di 0 2 R

n

�R

n

= H �H


he per y 2 V rappresenta (a meno di una 
ostante ��) una equazione per

il dominio D

�

\letto" su T (X)

y

. Si

ome f

0

ha hessiano de�nito positivo, ne

segue 
he an
he le f

y

per y pi

olo hanno hessiano positivo ( su qual
he intorno


ompatto di 0 in X) e 
i�o 
on
lude la dimostrazione.

Des
rizione formale del gruppo fondamentale

Sia U = (U

i

)

i2I

un ri
oprimento aperto �ssato dello spazio topologi
o X .

Un 
ammino formale �e una su

essione i

0

; � � � ; i

r

di elementi di I tali 
he

U

i

h

\ U

i

h

+1

sia non vuoto per h = 0; � � � ; r � 1. Diremo 
he tale 
ammino ha

inizio in i

0

e termine in i

r

. Si possono 
omporre in modo ovvio due 
ammini

se il se
ondo inizia ove termina il primo . Se 


1

= (i

0

; � � � ; i

r

) �e un 
ammino

formale e i 2 I �e tale 
he U

i

s

\ U

i

\ U

i

s+1

sia non vuoto allora il 
ammino




2

= (i

0

; � � � ; i

s

; i; i

s+1

; � � � ; i

r

) �e detto ottenuto da 


1

per espansione elementare ;

diremo an
he 
he 


1

�e ottenuto da 


2

per 
ontrazione elementare. Due 
ammini

sono equivalenti se si pu�o passare dall' uno all'altro 
on un numero �nito di

espansioni e 
ontrazioni elementari. Evidentemente due 
ammini equivalenti

hanno stesso inizio e termine. E' fa
ile veri�
are 
he le 
lassi di equivalenza

di 
ammini 
hiusi in i

0

(ossia 
ammini 
on inizio e termine in i

0

) formano un

gruppo 
he sar�a detto gruppo formale di U e sar�a indi
ato 
ol simbolo �(U ; i

0

).

Supponiamo 
he U sia un buon ri
oprimento dello spazio topologi
o 
on-

nesso X . Fissiamo per ogni i 2 I un x

i

2 U

i

. Siano �ssati inoltre 
ammini


ontinui 


i;j

da x

i

a x

j

in U

i

[ U

j

per ogni 
oppia i; j 2 I per 
ui U

i

\ U

j

sia

non vuoto.

Costruiamo un omomor�smo � : �(U ; i

0

) ! �

1

(X; x

i

0

) asso
iando ad un


ammino formale (i

0

; � � � ; i

r

; i

0

) la 
lasse di omotopia di 


i

0

;i

1

�


i

1

;i

2

� � � � �


i

r

;i

0

.

Essendo U un buon ri
oprimento , si veri�
a fa
ilmente 
he � �e un omomor�smo

ben de�nito indipendentemente dalle s
elte fatte (a parte il punto base). Con un

p�o di lavoro analogo a quello ri
hiesto per dimostrare il teorema di Van Kampen ,

si dimostra inoltre 
he � �e un isomor�smo .

Nota : si possono 
ostruire generatori di �

1

(X; x

i

0

) �ssando 
ammini 
ontinui




i

da x

i

0

a x

i

in X . Allora i 
ammini �


ij

= 


i

� 


i;j

� 


�1

j

per i; j 2 I tali


he U

i

\U

j

sia non vuoto , 
ostituis
ono un sistema di generatori per il gruppo

fondamentale di X . Col teorema di Van Kampen si pu�o an
he dimostrare 
he

una presentazione di �

1

in tali generatori �e data dalle relazioni �


ij

� �


jk

� �


ki

= 1

per ogni i; j; k tali 
he U

i

\ U

j

\ U

k

6= ;. Torniamo ora alla 
ostruzione di
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equazioni per ipersuper�
i in X . Si aveva la seguente situazione :

1. �e dato un ri
oprimento buono U = (U

i

)

i2I

di una variet�a X

2.sono assegnate 
ostanti �

i;j

2 f+1;�1g per i; j 2 I tali 
he U

i

\ U

j

sia non

vuoto

3.per i; j; k 2 I tali 
he U

i

\U

j

\U

k

sia non vuoto, si ha la relazione �

i;j

��

j;k

= �

i;k

Vogliamo sapere se :

4. esistono 
ostanti �

i

2 I tali 
he per ogni i; j 2 I tali 
he U

i

\U

j

sia non vuoto

si abbia �

i;j

= �

i

=�

j

(= �

i

� �

j

per
h�e tali 
ostanti sono di periodo due).

Siano quindi assegnate 
ostanti 
ome in 1.|3. 
he indi
heremo in blo

o 
ol

simbolo !. Per ogni 
ammino formale � = (i

1

; � � � ; i

r

) poniamo :

Z

�

! = �

i

1

;i

2

� �

i

2

;i

3

� � � �

i

r�1

;i

r

Le relazioni 3. di sopra assi
urano 
he tale \integrale" ha lo stesso valore su


ammini equivalenti. De�nis
e in parti
olare una appli
azione

� : �(U ; x

i

0

)! f+1;�1g


he �e un omomor�smo di gruppi. Supponiamo 
he tale omomor�smo sia nullo.

Ne segue 
he per ogni i 2 I possiamo de�nire una 
ostante �

i

\integrando" lungo

un 
ammino qualsiasi da i

0

ad i ; tali 
ostanti veri�
heranno la 
ondizione 4. ,


osi

h�e l'ipersuper�
ie da 
ui eravamo partiti ha una equazione.

Resta da dimostrazione 
he se �

1

(X; x

0

) ha omomor�smi non banali a valori in

R, allora esiste in X qual
he ipersuper�
ie 
hiusa 
he non possiede equazioni

lo
ali. Sia � : �

1

(X; x

0

)! R un omomor�smo. Identi�
hiamo per x 2 U

i

\U

j

e

�

i

; �

j

2 R il punto (x; �

i

) 2 U

i

�R 
on (x; �(�


ij

) � �

j

) 2 U

j

�R. Si ottiene 
os��

un �brato vettoriale di rango uno su X . Sia s una sezione di tale tale �brato

trasversale alla sezione nulla; dal teorema di divisione lo
ale si ottiene 
he il

luogo di zeri Y di s non pu�o avere una equazione globale se � non �e banale.
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Algebra esterna di uno spazio vettoriale

Siano V uno spazio vettoriale di dimensione �nita su R e p un intero non

negativo. De�niamo una relazione di equivalenza su V

p

nel modo seguente:

v = (v

1

; : : : ; v

p

) � w = (w

1

; : : : ; w

p

) se e solo se �e veri�
ata una (almeno) delle

seguenti due 
ondizioni:

- v e w sono entrambi sistemi linearmente dipendenti in V

- esiste una matri
e quadrata M = (m

ij

) d'ordine p e determinante 1 tale


he v

i

=

P

p

1

m

ij

w

j

Gli elementi del quoziente di V

p

per tale relazione sono dette le p-fa

ette di V .

Il loro insieme sar�a indi
ato 
on F

p

(V ).

Una appli
azione � : F

p

(V ) ! W delle p-fa

ette di V in uno spazio vetto-

riale W �e detto un mor�smo se la 
omposizione V

p

! F

p

(V ) ! W �e p-lineare

alternante. Un tale mor�smo sar�a detto un prodotto esterno di grado p per V

se veri�
a la seguente 
ondizione:

per ogni altro mor�smo �

0

: F

p

(V )!W

0

esiste una ed una sola

appli
azione lineare h :W !W

0

tale 
he �

0

= h Æ �.

Uni
it�a. E' fa
ile veri�
are 
he se �; �

0

soddisfano entrambi la 
ondizione pre
e-

dente, allora esiste uno ed un solo isomor�smo h :W ! W

0


he trasforma � in

�

0

, 
osi

h�e tali spazi sono identi�
abili in modo ben pre
isato. Esprimeremo


i�o di
endo 
he il prodotto esterno di grado p per V se esiste �e univo
amente

determinato a meno di isomor�smi.

Esistenza. Siano dati un mor�smo � : F

p

(V )!W e una base (e

1

; : : : ; e

n

) di V .

E' fa
ile veri�
are 
he � �e un prodotto esterno di grado p per V se e solo se gli

elementi (�(e

i

1

; : : : ; e

i

p

)

1�i

1

<���<i

p

�n


ostituis
ono una base di W .

Infatti 
i�o equivale ad asserire 
he dare una appli
azione p-lineare alternante �

0

su V a valori in uno spazioW

0

, equivale ad assegnare i valori di �

0

sugli elementi

(e

i

1

; : : : ; e

i

p

) per 1 � i

1

< � � � < i

p

� n.

Esibiamo una tale �: sia V

�

il duale di V e W =fappli
azioni p-lineari

alternanti su V

�

a valori in Rg. De�niamo � : V

p

! W 
os�� :

per v

1

; : : : ; v

p

2 V , �(v

1

; : : : v

p

)[h

1

; : : : ; h

p

℄ = det(h

i

(v

j

)).

Dette e

1

; : : : ; e

n

una base di V e e

�

1

; : : : ; e

�

n

la duale in V

�

, per

1 � i

1

< � � � < i

p

� n e 1 � j

1

< � � � < j

p

� n si ha:

�(e

i

1

; : : : ; e

i

p

)[e

�

j

1

; : : : ; e

�

j

p

℄ = Æ

i

1

j

1

� : : : �; Æ

i

p

j

p

Utilizzando il fatto sopra ri
ordato di 
ome si s
rivono le forme p-lineari su uno

spazio in 
ui �e �ssata una base, si 
on
lude 
he � �e un prodotto esterno di

grado p per V . Tale W verr�a indi
ato 
on la notazione

V

p

V e l'appli
azione

V

p

!

V

p

V 
on (v

1

; : : : ; v

p

) ! v

1

^ : : : ^ v

p

; un elemento in

V

p

V sar�a detto

sempli
e se �e nell'immagine di F

p

(V ).

Nota. Quanto des
ritto sopra fornis
e una immersione della variet�a (detta di

Grassmann) dei sottospazi vettoriali di dimensione p di V nello spazio proiettivo

P(

V

p

V ) ottenuta 
onsiderando per ogni p-fa

etta non nulla v = v

1

^ : : :^ v

p

il

sottospazio H(v) generato da v

1

; : : : ; v

p


he verr�a detto il suo supporto.

Prodotti. De�niamo un prodotto

V

p

V �

V

q

V !

V

p+q

V 
ome l'uni
a appli-


azione bilineare (v; w)! v ^ w veri�
ante:

(v

1

^ : : : ^ v

p

) ^ (w

1

^ : : : ^ w

q

) = v

1

^ : : : ^ v

p

^ w

1

^ : : : ^ w

q

Che tale de�nizione �e ben posta segue fa
ilmente dalle propriet�a ri
hieste alle

appli
azioni F

r

(V )!

V

r

V 
os�� 
ome la asso
iativit�a di tali prodotti e la anti-

49




ommutativit�a: per v 2

V

p

V , w 2

V

q

V si ha v ^ w = (�1)

p+q

w ^ v.

Si ottiene 
o�� una R�algebra

V

V =

L

i�0

V

i

V , 
he viene 
hiamata l'algebra

esterna su V .

Per h

1

; : : : ; h

p

2 V

�

e v

1

; : : : ; v

p

2 V ponendo

(h

1

^ : : : ^ h

p

)[v

1

^ : : : ^ v

p

℄ = det(h

i

(v

j

))

si ottiene un isomor�smo di

V

p

V

�


on (

V

p

)

�

.

Se b : V �V ! R �e una forma bilineare, si ottiene una forma bilineare b

p

su

V

p

V ponendo

b

p

(v

1

^ : : : ^ v

p

; w

1

^ : : : ^ w

p

) = det(b(v

i

; w

j

))

Tale b

p

�e simmetri
a e de�nita positiva se b lo �e.

Siano �ssati su V un prodotto s
alare <;> de�nito positivo ed una orien-

tazione (un tale oggetto viene detto spazio eu
lideo). De�niamo ora un iso-

mor�smo � :

V

p

V !

V

n�p

V asso
iando ad una p-fa

etta v = v

1

^ : : : ^ v

p

la

(n�p)-fa

etta w = w

1

^: : :^w

n�p

avente per supporto l'ortogonale del supporto

di v , tale 
he v e w abbiano la stessa norma e tale 
he v

1

; : : : ; v

p

; w

1

; : : : ; w

n�p

dia l'orientazione positiva di V . Si vede fa
ilmente 
he � �e una isometria e 
he

�

2

�e la moltipli
azione per (�1)

p(n�p)

; 
i�o pu�o essere 
ontrollato ad esempio

osservando 
he se e

1

; : : : ; e

n


ostituis
ono una base ortonormale di V , allora gli

e

i

1

^ : : : ^ e

i

p

per 1 � i

1

< : : : < i

p

� n sono una base ortonormale per

V

p

V .

In parti
olare

V

n

V verr�a identi�
ato 
anoni
amente 
on R �ssando per base la

n-fa

etta e

1

^ : : : ^ e

n

.

Nel seguito avremo uno spazio vettoriale V 
he sar�a lo spazio tangente

T (X; �x) in un punto �x ad una variet�a di�erenziabile X e 
onsidereremo l'algebra

esterna sul suo duale V

�

. Dalla 
ostruzione des
ritta avanti segue 
he

V

p

V

�

�e

identi�
ato 
on lo spazio vettoriale delle forme � : V

p

! R p�lineari simmet-

ri
he. Se x

1

; : : : ; x

n

sono 
oordinate lo
ali su X vi
ino ad �x, allora dx

1

; : : : ; dx

n


ostituis
ono una base per V

�

e quindi una base per

V

p

V �e data dalle forme

dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

per 1 � i

1

< : : : < i

p

� n.

Siano � una p-forma e � una q-forma su V . Se esse sono sempli
i , � =

h

1

^ : : : ^ h

p

e � = k

1

^ : : : ^ k

q

ove h

1

; : : : ; h

p

, k

1

; : : : ; k

q

2 V

�

, si �e

posto � ^ � = h

1

^ : : : ^ h

p

^ k

1

^ : : : ^ k

q

. Se � e � non sono sempli
i, essendo

esse somma di sempli
i, si pu�o 
al
olare � ^ � utilizzando la distributivit�a del

prodotto esterno rispetto alla somma. Altrimenti si pu�o utilizzare la seguente

formula per la 
ui validit�a �e suÆ
iente 
ontrollare il 
aso in 
ui � e � sono

sempli
i: se v

1

; : : : ; v

p+q

2 V si ha

(�^�)(v

1

; : : : ; v

p+q

) =

X

�2S(p;q)

(�1)

j�j

�(v

�(1)

; : : : ; v

�(p)

) ��(v

�(p+1)

; : : : ; v

�(p+q)

)

ove S(p; q) �e il gruppo delle permutazioni � di f1; : : : ; p+ qg tali 
he

�(1) < � � � < �(p) e �(p + 1) < � � � < �(p + q) e 
ome al solito j�j �e la parit�a

della permutazione.

Nota.Le formule ora date, nel 
aso di forme sempli
i sono pre
isamente le for-

mule di Lapla
e generalizzate per il 
al
olo dei determinanti.
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Forme di�erenziali su una variet�a

Sia 
 un aperto in una variet�a di�erenziabile X ; una forma di�erenziale di

grado p o p-forma ! su 
 �e il dato per ogni punto �x in 
 di una p-forma

!(�x) sullo spazio tangente T (X)

�x

. Se (x

1

; : : : ; x

n

) sono 
oordinate su un aperto

U � 
 si ha una s
rittura !(�x) =

P

a

i

1

:::i

p

dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

, ove la somma �e

estesa alle p-uple 
res
enti i

1

< : : : < i

p

in f1; : : : ; ng e le a

i

1

:::i

p

sono funzioni

univo
amente determinate su U . Diremo 
he ! �e a 
oeÆ
ienti 
ontinui o dif-

ferenziabili se in ogni tale rappresentazione le funzioni a

i

1

:::i

p

sono 
ontinue o

di�erenziabili. Indi
heremo 
on A

p

(
) lo spazio vettoriale delle p-forme a 
oef-

�
ienti di�erenziabili sull'aperto 
 della variet�a di�erenziabile X e 
on A

p




(
)

il sottospazio di quelle a supporto 
ompatto.

Se f : X ! Y �e una appli
azione di�erenziabile ed x 2 X , il di�erenziale di f

in x �e (stato de�nito 
ome) una appli
azione lineare df(x) : T

x

(X)! T

f(x)

(Y );

se ! �e una p-forma su un aperto U di Y , indi
heremo 
on f

�

! la p-forma su

f

�1

(U) de�nita per x 2 f

�1

(U) e v

1

; : : : ; v

p

2 T

x

(X) dalla eguaglianza:

f

�

!(x)[v

1

; : : : ; v

p

℄ = !(f(x))[df(x)[v

1

℄; : : : ; df(x)[v

p

℄℄

E' fa
ile veri�
are, s
rivendo la f in termini di 
oordinate lo
ali, 
he f

�

! �e

di�erenziabile se ! lo �e e 
he essa 
ommuta 
on le operazioni dell'algebra esterna.

Inoltre, se g : Y ! Z �e an
he di�erenziabile, si ha (g Æ f)

�

= f

�

Æ g

�

; 
on

queste de�nizioni gli A

p

(X) divengono funtori 
ontravarianti sulla 
ategoria

delle variet�a di�erenziabili. Diversamente gli A




(X) rappresentano dei funtori

(an
ora 
ontravarianti) solo sulla 
ategoria i 
ui oggetti sono an
ora le variet�a

di�erenziabili ma i mor�smi sono solo le appli
azioni di�erenziabili proprie.

Sia X una variet�a di�erenziabile orientata di dimensione n. De�niamo una

appli
azione lineare

R

X

: A

n




(X)! R 
os��:

se il supporto di ! 2 A

n




(X) �e 
ontenuto in una 
arta orientata (U; h) di X , si

legga ! tramite h 
ome forma su R

n

; si otterr�a una n-forma f(x)dx

1

^ : : :^dx

n


on f di�erenziabile a supporto 
ompatto e si de�nis
e:

Z

X

! =

Z

R

n

f(x)dx

1

� : : : � dx

n

Nel 
aso generale utilizzando una partizione dell'unit�a ed il fatto 
he il supporto

di ! �e 
ompatto, si trova una de
omposizione ! = !

1

+ : : :+ !

r

ove ogni !

i

ha

supporto 
ontenuto in qual
he 
arta orientata su X e si pone :

Z

X

! =

Z

X

!

1

+ : : :+

Z

X

!

r

Che i valori trovati non dipendono dalle s
elte arbitrarie fatte si dimostra fa
il-

mente utilizzando la formula di 
ambiamento di variabili in un integrale multiplo

in R

n

e la linearit�a per tali integrali.

Nota. E' 
hiaro 
he l'integrazione delle n-forme a supporto 
ompatto risulta

de�nita an
he se la variet�a X ha un bordo non vuoto o per forme a 
oeÆ
ienti


ontinui. Se il supporto dell'integrando ! non �e 
ompatto l'integrale �e de�nibile

solo sotto 
erte 
ondizioni. La 
ondizione generale di integrabilit�a 
he pu�o essere

ri
hiesta �e la seguente: per ogni � > 0 esiste un 
ompatto K tale 
he per ogni

funzione 
ontinua h : X ! [0; 1℄ avente supporto 
ompatto disgiunto da K si

ha j

R

X

h!j < �. Ci�o 
orrisponde al fatto 
he 
omunque si de
omponga la forma
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in una somma di forme i 
ui supporti 
ostituis
ano una famiglia lo
almente

�nita, l'integrazione degli addendi fornis
e una serie 
onvergente in
ondiziona-

tamente (ossia la somma non solo �e �nita per ogni ordinamento seguito nella

sommazione ma an
he il risultato �e lo stesso: trattandosi di serie di numeri

reali, 
i�o �e equivalente alla assoluta 
onvergenza). Oppure si pu�o �ssare una

pro
edura determinata di integrazioni e ri
hiedere 
he esista il limite dei valori


os�� trovati 
ome ad esempio 
ol porre

R

R

f(t)dt = lim

n!1

R

n

�n

f(t)dt.

Una 
oppia (�; h) ove � �e una variet�a di�erenziabile orientata 
ompatta a

bordo di dimensione p e h : �! X �e una appli
azione di�erenziabile verr�a detta

p-
atena di�erenziabile in X ; se �� = ; essa verr�a detta un p-
i
lo di�erenzia-

bile. Ogni tale p-
atena de�nis
e una appli
azione lineare

R

(�;h)

: A

p

(X) ! R

de�nendo per una p-forma ! su X :

Z

(�;h)

! =

Z

�

h

�

(!)

Chiameremo opposta di una p-
atena 
 = (�; h) su X la p-
atena , �
 = (

�

�; h)

ove ��e ottenuta da � invertendo l'orientazione. Se 


i

= (�

i

; h

i

) per i = 1; 2

sono p-
atene in X , 
onsiderando l'unione disgiunta di �

1

e �

2

si ottiene una

p-
atena 
he verr�a detta somma di 


1

e 


2

. Due p-
i
li 


1

; 


2

sono bordanti se


1 + �


2

�e il bordo di qual
he (p + 1)-
atena. Per dimostrare 
he questa �e una

relazione di equivalenza, o

orre utilizzare l'esistenza di un 
ollare per il bordo di

variet�a di�erenziabili; ossia 
he se X �e una variet�a di�erenziabile 
ompatta (ma

�e vero an
he senza questa ipotesi), esiste un intorno di �X in X di�eomorfo a

�X� [0; 1[. Oppure si pu�o per sempli
it�a mettere 
i�o nella de�nizione di variet�a

a bordo.

E' fa
ile veri�
are 
he le 
lassi di equivalenza di p-
i
li di una variet�a X ,

formano un gruppo abeliano (l'opposto della 
lasse di 
 �e la 
lasse di �
) 
he

viene detto p-esimo gruppo di bordismo orientato B

p

(X) di X . Se f : X ! Y

�e di�erenziabile, si ha un omomor�smo f

�

: B

p

(X) ! B

p

(Y ) 
he dipende solo

dalla 
lasse di omotopia di f . Per il tipo di 
onsiderazioni 
he svolgeremo nel

seguito, questo invariante �e troppo �ne; infatti esso tiene 
onto non solo della


omplessit�a della variet�a X su 
ui lo si 
al
ola, ma an
he del fatto 
he non

tutte le variet�a orientate sono bordo di qual
osa. Ad esempio si pu�o dimostrare

(non in modo elementare) 
he la 4-variet�a P

2

(C ) non �e il bordo di al
una 5-

variet�a orientata, 
osi

h�e ogni appli
azione f : P

2

(C ) ! X an
he se 
ostante

ed an
he se X �e un punto, d�a un elemento non nullo in B

p

(X). Per ridurre

questo invariante in modo 
he rappresenti solo la 
omplessit�a topologi
a di X si

devono ammettere 
i
li 
on singolarit�a. Un modo, �e quello di sostituire le variet�a

� di dimensione p 
he abbiamo 
onsiderato all'inizio 
on poliedri orientati P

(in qual
he R

n

) ed appli
azioni (di�erenziabili o 
ontinue,non 
ambia molto) h :

P ! X . Gli invarianti 
he ne derivano sono detti gruppi di omologia singolare a


oeÆ
ienti in Z. Un altro modo potrebbe essere quello di ammettere solo 
erti

tipi di singolarit�a: si �ssa una lista di poliedri e si prendono sottoinsiemi � �

R

m


he siano lo
almente modellati sugli elementi della lista (
on orientazioni


oerentemente de�nite). Si possono 
os�� ottenere teorie intermedie alle due

dis
usse sopra.
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L'operatore di di�erenzazione

Sia X una variet�a di�erenziabile. Asso
iando ad ogni funzione di�erenziabile

il suo di�erenziale, si ottiene un omomor�smo d : A

0

(X) 3 f ! df 2 A

1

(X).

Gli elementi di Im(d) sono detti di�erenziali esatti o integrabili su X ; essi


ostituis
ono uno spazio vettoriale B

1

(X). Per ! 2 B

1

(X), ogni f 2 A

0

(X)

tale 
he df = ! �e detta una primitiva di !; se X �e 
onnessa, due primitive della

stessa forma di�eris
ono per una 
ostante. La 1-forma df misura infatti quanto

la f non sia lo
almente 
ostante. Pre
isamente se valutamo la f sullo 0-
i
lo

x

0

2 X , ottenendo quindi f(x

0

) e 
onfrontiamo 
on il valore f(x

1

) in un punto

x

1

vi
ino a x

0

, la di�erenza f(x

1

)� f(x

0

) pu�o essere 
al
olata 
on l'integrale di

df su una qualsiasi 1-
atena 
 
he ha per bordo fx

1

;�x

0

g; infatti per la formula

di Torri
elli, se 
 : [0; 1℄! X �e di�erenziabile, si ha

Z




df = f(
(1))� f(
(0))

Costruiremo ora operatori d : A

p

(X) ! A

p+1

(X) 
he svolgono lo stesso ruolo

per le p-forme: si vuole asso
iare ad una p forma ! una (p + 1)-forma d! 
he

misura quanto

R

�

! vari quando � viene sostituito 
on un 
i
lo bordante 
on

lui; pre
isamente gli operatori d veri�
heranno una analoga della formula di

Torri
elli 
he verr�a detta formula di Stokes:

per ! 2 A

p

(X) e (�; h) una (p+ 1)-
atena in X si ha:

Z

(�;h)

d! =

Z

�(�;h)

!

Chiameremo esatte o integrabili le p-forme � 
he siano il di�erenziale di una

(p�1)-forma ! 
he verr�a detta una sua primitiva; queste formeranno uno spazio

vettoriale B

p

(X). Una p-forma sar�a detta inve
e 
hiusa o lo
almente integrabile

se ogni x 2 X ha un intorno aperto U sul quale la forma �e integrabile; queste

formeranno uno spazio vettoriale Z

p

(X) e il quoziente Z

p

(X)=B

p

(X) = H

p

(X)

sar�a 
hiamato p-esimo spazio di 
oomologia di de Rham di X .

Analoghe de�nizioni si introdu
ono per le forme a supporto 
ompatto: una

! 2 A

p




(X) sar�a detta integrabile se esiste � 2 A

p�1




(X) tale 
he d� = ! e sar�a

detta 
hiusa se tale �e in quanto p�forma su X , ossia d! = 0; si introdu
ono 
os��

gli spazi di 
oomologia a supporti 
ompatti H

p




(X) 
ome quozienti di fforme (a

supporto 
ompatto) 
hiuseg modulo fforme esatteg. Si noti 
he se f : X ! Y

�e di�erenziabile, non �e de�nita f

�

: A

p




(Y ) ! A

p




(X) e quindi neppure una

f

�

: H

p




(Y ) ! H

p




(X) a meno 
he f sia propria; essa per�o esiste in un 
aso

parti
olarmente importante, quello in 
ui f �e una in
lusione aperta, ossia X �e

un aperto in Y .

L'operatore di di�erenzazione esterna d viene introdotto di solito in quest'altro

modo 
he seguiremo per uniformar
i alla trattazione seguita nei pi�u 
omuni testi

di geometria di�erenziale:

Teorema 51 Esiste una ed una sola su

essione di operatori lineari

d : A

p

(X)! A

p+1

(X) per p � 0 
he veri�
a:

1. d �e l'usuale di�erenzazione per gli elementi di A

0

(X)

2. d Æ d : A

p

(X)! A

p+1

(X) �e l'operatore nullo

3. per � 2 A

p

(X) e � 2 A

q

(X) si ha d(� ^ �) = (d� ^ � + (�1)

p

� ^ (d�)
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Dim. Si dimostra dapprima 
he d �e un operatore lo
ale, ossia 
he per ogni p-

forma � il supporto di d� �e 
ontenuto nel supporto di � (se � � 0 all'intorno

di x

0

, sia f 2 A

0

(X) tale 
he f � � = 0 su X e f � 1 vi
ino ad x

0

; allora

0 = d(f � �) =. . . et
 ). Si pu�o quindi lavorare su R

n

ove se x

1

; : : : ; x

n

sono le


oordinate le p-forme si s
rivono:

� =

X

i

1

<���<i

p

a

i

1

:::i

p

dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

e per le ri
hieste fatte deve essere:

d� =

X

i

1

<���<i

p

(da

i

1

:::i

p

) ^ dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

Con un p�o di fati
a si s
opre 
he 
i�o porta ad una buona de�nizione degli ope-

ratori di di�erenzazione esterna (si 
ontrollino i dettagli su un qualsiasi testo

di Geometria Di�erenziale). L'operatore d 
os�� introdotto �e funtoriale nel senso


he se f : X ! Y �e una appli
azione di�erenziabile ed ! �e una p-forma di�eren-

ziabile su Y , allora si ha la formula di 
ommutazione: f

�

d! = df

�

!.

Teorema 52 (Formula di Stokes) Sia X una variet�a orientata a bordo di

dimensione p e sia ! una (p� 1)-forma a supporto 
ompatto su X. Si ha:

Z

X

d! =

Z

�X

!

Dim.Essendo ambo i membri lineari ed essendo ogni forma a supporto 
ompatto

esprimibile 
ome somma di forme 
on supporto 
ontenuto in una 
arta, �e suÆ-


iente dimostrare la formula nel 
aso X = f(x

1

; : : : ; x

p

) 2 R

p

: x

1

� 0g. Baster�a

allora 
onsiderare il 
aso ! = a(x) � dx

i

1

^ � � � ^ dx

i

p

distinguendo in due 
asi

se
ondo 
he 1 sia o no presente tra gli i

1

; : : : ; i

p

e questa �e una fa
ile veri�
a

diretta.

Il teorema di de Rham sulle 1-forme

Sia X una variet�a di�erenziabile. Se ! �e una 1-forma su X e 
 : [a; b℄ ! X �e

di�erenziabile, abbiamo de�nito

R




!. Se 
 �e solo 
ontinua tale integrale perde di

signi�
ato; ma se si suppone 
he ! sia 
hiusa, possiamo de�nire l'integrale an
he

su 
ammini 
ontinui nel modo seguente: di
iamo pi

ola una de
omposizione

a = t

0

� : : : � t

r

= b se per h = 1; : : : ; r si ha 
he 
([t

h�1

; t

h

℄) �e 
ontenuto in un

aperto U

h

di X sul quale esiste una primitiva f

h

di !. Per una tale s
elta di dati

si de�nis
e

R




! =

P

r

h=1

f

h

(
(t

h

))� f

h

(
(t

h�1

)). Si veri�
a 
he tale valore non

dipende dalle s
elte fatte (le primitive lo
ali, e la de
omposizione di [a; b℄) e 
he

tale valore rimane lo stesso an
he se si 
ambia 
 in un 
ammino a lui omotopo

per una omotopia 
he las
ia �ssi punto iniziale e �nale. In parti
olare �ssato un

punto base x

0

2 X , si ottiene una appli
azione Z

1

(X) � �

1

(X; x

0

) ! R 
he �e


hiaramente bilineare. E' ovvio 
he se ! �e esatta essa ha integrale nullo su tutti i


ammini 
hiusi per 
ui si ottiene una forma bilineare H

1

DR

(X)��

1

(X; x

0

)! R.

Ad essa �e asso
iato un omomor�smo � : H

1

DR

(X)! Hom(�

1

(X; x

0

);R).

Teorema 53 (de Rham in dimensione uno) L'omomor�smo � 
ostruito so-

pra �e un isomor�smo.
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Dim. Sia ! una 1-forma 
hiusa su X tale 
he

R




= 0 per ogni 
 2 �

1

(X; x

0

). Se

� : [0; 1℄! X �e un 
ammino in X 
he parte da x

0

, allora

R

�

! dipende solo dal

punto �nale x = �(1); esso de�nis
e quindi una funzione f : X ! R. Che tale

f �e di�erenziabile e 
he df = !, si veri�
a direttamente utilizzando un sistema

di 
oordinate lo
ali all'intorno di x. Ci�o dimostra la iniettivit�a di �.

Per la surgettivit�a o

orre mostrare 
he se � : �

1

(X; x

0

) ! R �e un omo-

mor�smo, allora esiste una 1-forma 
hiusa ! tale 
he

R




= �(
) per ogni


 2 �

1

(X; x

0

). La 
ostruzione di tale ! si fa utilizzando un buon ri
oprimento

U = (U

i

)

i2I

di X , 
on aperto base U

i

0


ontenente x

0

nel modo seguente.

Siano �ssati i seguenti dati:

-per i 2 I , un punto x

i

2 U

i

ed un 
ammino 
ontinuo 


i

da x

0

a x

i

.

-per i; j 2 I 
on U

i

\ U

j

6= ;, un 
ammino 
ontinuo 


ij

in U

i

[ U

j

da x

i

a x

j

.

Consideriamo i 
ammini 
hiusi Æ

ij

= 


i

� 


ij

� 


�1

j

per i; j 2 I 
on U

i

\ U

j

6= ;

e poniamo 


ij

= �(Æ

ij

). Se U

i

\ U

j

\ U

k

6= ;, essendo U un buon ri
oprimento,

U

i

[ U

j

[ U

k

�e sempli
emente 
onnesso per 
ui si ha la relazione Æ

ij

� Æ

jk

= Æ

ik

e di 
onseguenza 


ij

+ 


jk

= 


ik

.

Sia (�

i

)

i2I

una partizione dell'unit�a subordinata a U . Per x 2 U

i

poniamo:

f

i

(x) =

X

h2I

0




ih

�

h

(x)

ove I

0

indi
a l'insieme degli h 2 I per 
ui x 2 U

h

. Se x 2 U

i

\ U

j

si ha:

f

i

(x)� f

j

(x) =

X

h2I

0

(


ih

� 


jh

)�

h

Per h 2 I

0

si ha U

i

\ U

j

\ U

h

6= ; e quindi 


ih

� 


jh

= 


ij

non dipende da h.

Allora

f

i

(x) � f

j

(x) = 


ij

�

X

h2I

0

�

h

(x) = 


ij

per
h�e �

h

(x) = 0 se h =2 I

0

. Le f

i

di�eris
ono 
os�� sull'intersezione di due

elementi di U per una 
ostante: i loro di�erenziali de�nis
ono quindi una 1-

forma 
hiusa globale ! di 
ui le f

i

sono delle primitive lo
ali. Ci�o, ri
ordando la

de�nizione data avanti di integrale su un 
ammino 
ontinuo, dimostra 
he per

ogni 
 2 �

1

(X; x

0

) si ha �(!) =

R




! e la dimostrazione �e 
on
lusa.

Nota : Come asserito in pre
edente o

asione, i 
ammini Æ

ij

utilizzati nella

pre
edente dimostrazione, 
ostituis
ono (indu
ono) un sistema di generatori per

�

1

(X; x

0

). Infatti se 
 : [0; 1℄ ! X �e un 
ammino 
hiuso di origine x

0

, esiste

una de
omposizione 0 = t

0

� t

1

� � � � � t

r

= 1 tale 
he ogni intervallo [t

h

; t

h+1

℄

venga appli
ato entro un elemento U

i(h)

del ri
oprimento dato. Con una omo-

topia si pu�o deformare 
 in modo 
he per ogni h il punto medio s

h

di [t

h

; t

h+1

℄

venga appli
ato in x

i(h)

(infatti gli elementi di U sono 
onnessi); 
on un altra

omotopia il 
ammino tra s

h

e s

h+1

viene portato a 
oin
idere 
on 


i(h)i(h+1)

(in-

fatti le intersezioni non vuote di due elementi di U sono sempli
emente 
onnesse).

Inserendo i 
ammini 


i(h)

� 


�1

i(h)

si �e �nalmente deformato 
 in un prodotto di

Æ

ij

. Ri
ordando poi 
he �

1

(X; x

0

) �e isomorfo al gruppo �(U ; i

0

) 
ostruito 
on i


ammini formali modulo le relazioni di espansione e 
ontrazione elementare, si

ottiene 
he un insieme di relazioni di de�nizione per �

1

(X; x

0

) sui generatori Æ

ij

�e 
ostituito dalle Æ

ij

� Æ

jk

= Æ

ik

per i; j; k 2 I tali 
he U

i

\ U

j

\ U

k

6= ;.
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La dualit�a di Poin
ar�e

Abbiamo asso
iato ad ogni variet�a di�erenziabile X degli spazi vettorialiH

p

(X)

e H

p




(X) 
he misurano quanto le 
ondizioni di integrabilit�a (
io�e avere di�eren-

ziale nullo) assi
uri l'e�ettiva esistenza di primitive.

Essendo A

p




(X) � A

p

(X) si ha un omomor�smo H

p




(X) ! H

p

(X) ed �e

naturale indagare sulle sue propriet�a. Vedremo nel seguito 
he la misura di

quanto esso non sia un isomor�smo �e legato alla topologia della "frontiera" di

X ossia alle propriet�a topologi
he di X fuori di 
ompatti suÆ
ientemente grandi

in X . In questo paragrafo studieremo un alto legame tra queste due 
oomologie

esistente nel 
aso di variet�a orientate.

Sia quindi X una variet�a orientata di dimensione n. L'integrazione su X

fornis
e un omomor�smo

R

X

: A

n




(X) ! R ; 
omponendo 
on l'appli
azione

bilineare :

A

p




(X)�A

n�p

(X) 3 (�; �) 7! � ^ � 2 A

n




(X)

si ottiene una forma bilineare 
he indu
e (lo si dimostri utilizzando la formula

di Stokes integrando su aperti relativamente 
ompatti a frontiera di�erenziabile

in X 
he 
ontengano i supporti delle forme da integrare) una forma bilineare:

H

p




(X)�H

p

(X)! R

Restringeremo la dis
ussione a variet�a di tipo �nito intendendo 
on 
i�o variet�a


he possiedano un ri
oprimento buono �nito. Dimostreremo il seguente:

Teorema 54 (Dualit�a di Poin
ar�e) Se X �e una variet�a di dimensione n di

tipo �nito, allora tutti i suoi spazi di 
oomologia e di 
oomologia a supporti


ompatti sono di dimensione �nita e le appli
azioni bilineari:

H

p




(X)�H

n�p

(X)! R

sono delle dualit�a

La dimostrazione di questo teorema verr�a fatta per induzione sul numero r

di aperti di un ri
oprimento buono di X . Il 
aso r = 1, ossia X = R

n

, segue

dai lemmi di Poin
ar�e svolti nel prossimo paragrafo. Nel paragrafo su

essivo

verranno introdotti metodi di algebra omologi
a 
he permetteranno di dedurre

il 
aso r + 1 dal 
aso r.

Premettiamo alla dimostrazione al
une osservazioni e la des
rizione di al
uni

esempi 
he illustrano quel 
he su

ede in generale. In parti
olare indi
heremo


ome si possa veri�
are direttamente 
on 
onsiderazioni abbastanza sempli
i

il teorema di dualit�a se si 
onos
e espli
itamente la geometria di X , 
ome ad

esempio per le super�
ie orientate di tipo �nito. In dimensioni superiori in-

ve
e, �e spesso il teorema di dualit�a 
he permette di s
oprire propriet�a di X

indipendentemente da des
rizioni espli
ite della variet�a.

Notazioni : nel seguito, per r > 0 indi
heremo 
on D = D(r) il dis
o 
hiuso

di 
entro 0 e raggio r in R

2

e 
on C = C(r) il suo 
omplementare in R

2

.

Sia quindi X una variet�a di dimensione 2 orientata e 
he supporremo 
on-

nessa 
on un qual
he punto base x

0

�ssato.

Grado zero: Per de�nizione H

0

(X) �e 
ostituito dalle funzioni di�erenziabili

su X (sono le 0-forme) 
he hanno di�erenziale nullo, ossia le funzioni lo
almente


ostanti; quindi la sua dimensione "
onta" quante sono le 
omponenti 
onnesse
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di X . Per H

0




(X) si ottengono le funzioni lo
almente 
ostanti a supporto 
om-

patto; quindi la sua dimensione "
onta" quante 
omponenti 
onnesse di X sono


ompatte.

Grado 2:

R

X

: A

2




(X)! R indu
e un isomor�smo di H

2




(X) su R; ossia tale


oomologia �e generata da una qualsiasi 2�forma ! a supporto 
ompatto 
he

abbia integrale non nullo su X . Per X non 
ompatta si ha H

2

(X) ' (0).

Veri�
hiamo dapprima 
he nel 
aso X = R

2

si ha H

2

(X) ' (0); infatti se

! = fdx

1

^ dx

2

�e una 2�forma allora � = F (x)dx

2

�e una sua primitiva se

�F

�x

1

= f e per una tale F si pu�o prendere ad esempio F =

R

x

1

0

f(t; x

2

)dt.

Dobbiamo ora dimostrare 
he se ! �e una 2-forma a supporto 
ompatto 
he

ha integrale nullo su X , allora essa ha una primitiva a supporto 
ompatto.

Esaminiamo dapprima il 
aso X = R

2

. Essendo H

2

(X) ' (0), esiste una

1�forma � 
on d� = !. Essendo ! a supporto 
ompatto, esiste r > 0 tale 
he

! = 0 su C(r); quindi la restrizione di � a C(r) �e 
hiusa. Essa �e esatta su C(r),

se ha tutti i periodi nulli: baster�a mostrare 
he per R > r si ha

R

�D(R)

� = 0;

per la formula di Stokes tale integrale 
oin
ide 
on

R

D(R)

d� =

R

R

2

! 
he �e nullo

per ipotesi. Quindi esiste una funzione di�erenziabile f : C(r) ! R tale 
he

df = �. Sia � : R

2

! R una funzione di�erenziabile 
he sia nulla su D(2) ed

identi
amente 1 su C(3); allora

~

f = � � f �e una funzione di�erenziabile su R

2

e

! = d

~

f su C(3) e quindi ~� = � � d

~

f �e una primitiva a supporto 
ompatto per

la forma !.

Da questo fatto si dedu
e 
he se ! �e una 2�forma a supporto 
ompatto su

R

2

ed V �e un aperto in R

2

, allora esiste una 1�forma a supporto 
ompatto

� tale 
he ~! = ! + d� abbia supporto entro V : baster�a prendere per ~! una

qualsiasi 2�forma 
on supporto entro V ed avente su R

2

lo stesso integrale 
he

!.

Se ora X �e qualsiasi, sia �ssato su X un ri
oprimento U = (U

i

)

i2I

di aperti

di�eomor� ad R

2

; per mezzo di una partizione dell'unit�a, possiamo esprimere

una qualsiasi 2�forma a supporto 
ompatto ! 
ome somma �nita di forme,

ognuna avente supporto entro qual
he elemento di U . Se !

0

�e uno di tali addendi,

avente supporto in U

i

e questo interse
a U

j

, per l'osservazione pre
edente !

0

�e


oomologa (a supporti 
ompatti) ad una forma avente supporto in U

i

\ U

j

e

quindi in U

j

. Proseguendo in questo modo si pu�o sostituire !

0


on una forma a

supporto entro un U

0

prestabilito (per
h�eX �e 
onnessa) senza 
ambiare la 
lasse

di 
oomologia; 
i�o pu�o essere fatto per tutti gli addendi di ! ed in de�nitiva

si pu�o assumere sin dall'inizio 
he ! abbia supporto entro U

0

. In tale pro
esso

l'integrale della due forma su X non 
ambia e quindi se la forma aveva integrale

nullo su X an
he la sua 
oomologa 
on supporto in U

0

avr�a integrale nullo su

U

0

' R

2

ed il risultato pre
edente dimostra 
he essa ha una primitiva a supporto


ompatto.

Mostriamo ora 
he se X non �e 
ompatta, allora H

2

(X) ' (0). Se ! �e una

2�forma, dobbiamo 
ostruire una sua primitiva. Utilizzeremo un ri
oprimento

aperto lo
almente �nito U = (U

i

)

i2I

fatto di aperti di�eomor� ad R

n

e relati-

vamente 
ompatti in X e una partizione dell'unit�a (�

i

)

i2I

asso
iata.

Le forme !

i

= �

i

�! formano una famiglia lo
almente �nita e si ha ! =

P

!

i

.

Sia

R

U

i

!

i

= r

i

per i 2 I . Se gli r

i

sono tutti nulli allora esistono �

i

2 A

1




(U

i

)


on d�

i

= !

i


he formano una famiglia lo
almente �nita e ponendo � =

P

�

i

si ha d� = !. Per i; j 2 I tali 
he U

i

\ U

j

= ; sia �

ij

2 A

2




(U

i

\ U

j

) avente

integrale 1 e h

ij


ostanti 
on h

ij

= �h

ji

; poniamo poi h

ij

= 0 se U

i

\ U

j

= ;.
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De�niamo ~!

i

= !

i

�

P

j2I

h

ij

�

ij

. Evidentemente ~! =

P

i2I

~!

i

�e 
oomologa ad

! e si ha:

~r

i

= r

i

�

X

j2I

h

ij

Quindi avremo dimostrato 
he ! �e integrabile se mostriamo 
he �e possibile

determinare le 
ostanti h

ij

di modo 
he per ogni i 2 I si abbia

P

j2I

h

ij

= r

i

.

Siamo 
os�� ridotti ad un problema sul grafo i 
ui verti
i sono gli elementi di I

e due verti
i distinti i e j sono 
ongiunti da uno spigolo se e solo se U

i

\U

j

6= ;;

tale problema risulta risolubile per
h�e il grafo 
he viene asso
iato ad U risulta


onnesso, lo
almente �nito e 
ostituito da in�niti verti
i.

Quanto visto dimostra 
he per ogni super�
ie orientata 
onnessa X e per

i = 0; 2 l'appli
azione bilineare H

i




(X) �H

2�i

(X) ! R �e una dualit�a. Esami-

niamo adesso il 
aso i = 1.

In un pre
edente paragrafo (teorema di de Rham) abbiamo mostrato 
he

H

1

(X) si identi�
a allo spazio degli omomor�smi di � = �

1

(X; x

0

) in R. L' omo-

mor�smo � di H

1




(X) in H

1

(X) �e quindi quello 
he alla 
lasse di una 1�forma


hiusa a supporto 
ompatto asso
ia l'omomor�smo � 3 
 7!

R




! 2 R. In ge-

nerale � non �e n�e iniettiva n�e surgettiva. Ad esempio per X = R

2

�f0g ' S

1

�R

si ha � ' Z e quindi H

1

(X) ' R �e generato dall'omomor�smo 
he vale 1 sul

generatore di �. Esso non pu�o essere ottenuto integrando una 1�forma 
hiusa

a supporto 
ompatto: infatti si

ome il generatore di � �e rappresentabile 
on

un la

etto 
hiuso fuori di un qualsiasi prestabilito 
ompatto in S

1

� R, ogni

1-forma 
hiusa in A

1




(X) avr�a periodo nullo su esso (si ri
ordi 
he non esistono

problemi di punto base per
h�e i periodi di 1-forme 
hiuse dipendono solo dalla


lasse di omotopia libera dei la

etti).

Inoltre � non �e iniettiva: ossia se una 1-forma 
hiusa a supporti 
ompatti

ha integrale nullo su ogni elemento di � non �e detto 
he essa sia esatta, ossia

sia il di�erenziale di una funzione a supporti 
ompatti. Ad esempio si 
onsideri

una funzione di�erenziabile f : R ! R tale 
he f(x) = 0 per x � 0 e f(x) = 1

per x � 1; tale f pu�o essere pensata 
ome una funzione su S

1

� R 
he non

dipende dalla prima 
oordinata. Allora � = df �e una 1-forma 
hiusa a supporto


ompatto ma 
he non pu�o avere primitive a supporto 
ompatto. Si veri�
a in

modo ovvio 
he tale � �e un generatore di H

1




(S

1

� R).

Quindi in questo 
aso H

1

(X) ' R �e generato da una 1-forma 
hiusa !

tale 
he

R

S

1

�f0g

! = 1 e H

1




(X) ' R �e generato da una 1-forma 
hiusa �

a supporto 
ompatto tale 
he

R

f1g�R

� = 1 e � �e l'omomor�smo nullo. E'

immediato ri
onos
ere 
he

R

X

! ^ � = 1 e questo �e appunto quel 
he a�erma il

teorema di dualit�a di Poin
ar�e 
he �e stato veri�
ato 
os�� per X = S

1

�R.

E' fa
ile d'altra parte veri�
are in modo analogo tale teorema nel 
aso

X = S

1

� S

1

o pi�u in generale per una super�
ie orientata di tipo �nito se di

essa si sa des
rivere un modello espli
ito.

Torneremo nel seguito a dis
utere sulla 
ostruzione 
lassi di 
oomologia delle

forme a partire da des
rizioni espli
ite di sottovariet�a orientate.

Il lemma di Poin
ar�e

Sia X una variet�a di�erenziabile e siano � : X � [0; 1℄! X

e j

0

; j

1

: X ! X � [0; 1℄ de�nite per x 2 X , t 2 [0; 1℄ e per h = 0; 1, da

�(x; t) = x e j

h

(x) = (x; h)
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Lemma 55 Esiste un operatore lineare K : A

p+1

(X � [0; 1℄)! A

p

(X) tale 
he

(�) K Æ d+ d ÆK = j

�

1

� j

�

0

Corollario 56 j

�

0

e j

�

1


oin
idono a livello di 
oomologia di de Rham

(da H

p

(X � [0; 1℄ a H

p

(X))

Corollario 57 (Invarianza omotopi
a) Se X;Y sono variet�a di�erenziabili

e �

0

, �

1

: X ! Y sono di�erenziabilmente omotope, allora �

�

0

e �

�

1


oin
idono

(da H

p

(Y ) a H

p

(X)

In parti
olare ogni equivalenza di omotopia (di�erenziabile) tra variet�a indu
e

un isomor�smo degli spazi di 
oomologia di de Rham

Corollario 58 (Lemma di Poin
ar�e) Se X , Y sono variet�a di�erenziabili

ed Y �e (di�erenziabilmente) 
ontrattile, allora la proiezione � : X � Y ! X

indu
e un isomor�smo �

�

: H

p

(X) ! H

p

(X � Y ). In parti
olare , se X �e


ostituita da un punto, si ha 
he se Y �e 
ontrattile, H

p

(Y ) �e nullo per p > 0

Dim. (del lemma) Per ogni (x; t) 2 X� [0; 1℄ , sia e = (0; 1) 2 T (X)

x

L

R =

T (X � [0; 1℄)

(x;t)

il vettore tangente "verti
ale"di lunghezza 1.

Per ! 2 A

p+1

(X � [0; 1℄ , de�niamo K! 2 A

p

(X) ponendo per x 2 X e

v

1

; : : : ; v

p

2 T (X)

x

:

K![v

1

; : : : ; v

p

℄ =

Z

1

0

!(x; t)[e; v

1

; : : : ; v

p

℄dt

Evidentemente K! �e una p�forma di�erenziale su X e K �e un operatore

lineare. Per dimostrare 
he vale la relazione (�) , baster�a 
ontrollarla sulle

forme ! aventi supporto in un aperto del tipo U � [0; 1℄ � X � [0; 1℄ 
on U in

un ri
oprimento �ssato di X . Ci�o dipende dal fatto 
he tutti gli operatori T


oinvolti nella (�) sono tali 
he se una forma ! �e nulla su U � [0; 1℄ allora an
he

T (!) lo �e e la formula pu�o essere 
ontrollata moltipli
ando ! per funzioni "test"

su X (ossia funzioni di�erenziabili a supporto 
ompatto).

Si pu�o quindi supporre 
he ! abbia supporto in U � [0; 1℄ e 
he su U esista

un sistema di 
oordinate x

1

; : : : ; x

n

.

Una tale ! sar�a somma di elementi del tipo:

I. f(x; t)dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

II. f(x; t)dt ^ dx

i

1

^ : : : ^ dxi

p

Se ! �e del tipo I. si ha K! = 0 e quindi an
he dK! = 0 . Inoltre :

Kd! = (

Z

1

0

�f

�t

(x; t)dt)dx

i

1

^ : : : ^ dxi

p

= j

�

1

(!)� j

�

0

(!)

Se ! �e di tipo II. essa �e annullata da j

�

0

e da j

�

1

ed inoltre :

dK! =

n

X

h=1

(

Z

1

0

�f(x; t)

�x

h

dt)dx

h

^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

Kd! = K(

n

X

h=1

�f(x; t)

�x

h

dx

h

^ dt ^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

= �Kd
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Lemma di Poin
ar�e per forme a supporti 
ompatti

Sia X una variet�a di�erenziabile. De�niamo un operatore :

� : A

p+1




(X � R) ! A

p




(X)

nel modo seguente :

se ! 2 A

p+1




(X � R) , x 2 X e v

1

; : : : ; v

p

2 T (X)

x

si pone:

(�!)(x)[v

1

; : : : v

p

℄ =

Z

+1

�1

!(x; t)[e; v

1

; : : : ; v

p

℄dt

ove e 2 T (X � R) �e de�nito 
ome nel paragrafo pre
edente.

Indi
hiamo 
on � : X � R ! X la proiezione �(x; t) = x ; �ssata una volta

per tutte una funzione di�erenziabile � : R ! R a supporto 
ompatto e tale 
he

R

+1

�1

�(s)ds = 1 , de�niamo un operatore � : A

p




(X) ! A

p+1




(X � R) ponendo

per ! 2 A

p




(X):

�! = �(t)dt ^ �

�

!

Lemma 59

1. Sia � 
he � 
ommutano, a meno del segno, 
on gli operatori di di�eren-

zazione esterna (pre
isamente � Æ d = �d Æ� e � Æ d = �d Æ�). Di 
onseguenza

essi indu
ono omomor�smi �

�

: H

p+1




(X � R) ! H

p




(X) e � : H

p




(X) !

H

p+1




(X � R)

2. � Æ � =identit�a su A

p




(X) e quindi �

�

Æ �

�

=identit�a su H

p




(X)

3. Esiste un operatore lineare K : A

p+1




(X � R) ! A

p




(X � R) tale 
he :

(\) d ÆK +K Æ d = id� � Æ�

ove id �e l'identit�a su A

p+1




(X � R). Conseguentemente �

�

Æ �

�

=identit�a su

H

p+1




(X � R) e quindi �

�

e �

�

sono isomor�smi, l'uno inverso dell'altro.

Dim. 1. Osserviamo 
he d(�(t)dt) = 0. Per ! 2 A

p




(X) si ha :

d(�!) = d(�(t)dt ^ �

�

(!)) = d(�(t)dt) ^ �

�

(!)� �(t)dt ^ d(�

�

(!)) =

= ��(t)dt ^ �

�

(d!) = ��(d!)

Per veri�
are 
he d Æ � = �� Æ d basta, 
ome nel paragrafo pre
edente,


ontrollarne i valori su forme aventi supporto 
ompatto in aperti del tipo U �R

per U in un ri
oprimento �ssato di X . Possiamo quindi supporre 
he ! abbia

supporto 
ompatto in U �R ove U �e un aperto di X su 
ui esistano 
oordinate

x

1

; : : : ; x

n

.

Una tale ! sar�a somma di forme del tipo:

I. ! = a(x; t)dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

II. ! = a(x; t)dt ^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

Caso I. : �! = 0 e quindi an
he d Æ�! = 0. Inoltre:

d! =

n

X

1

�a

�x

i

dx

i

^ dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

+

�a

�t

dt ^ dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

Il primo addendo non 
ontiene dt e quindi viene annullato da �; il se
ondo

addendo �e annullato da � per
h�e a �e a supporto 
ompatto e quindi �e zero per

t >> 0 o t << 0.
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Caso II. : �! = (

R

+1

�1

a(x; t)dt)dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

d�! =

n

X

1

(

Z

+1

�1

�a

�x

i

(x; t)dt)dx

i

^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

d! =

n

X

1

�a

�x

i

(x; t)dx

i

^ dt ^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

Per eseguire �(d!) dobbiamo s
ambiare dx

i


on dt e poi integrare da �1 a

+1 : lo s
ambio fa 
ambiare segno e integrando si ottiene l'opposto del valore

di d�! s
ritto nel rigo pre
edente.

E' 
hiaro ora 
he se ! 2 A

p+1




(X) �e 
hiusa, d! = 0, allora �d! = 0 e quindi

d(�!) = 0, ossia �! �e 
hiusa; quindi � trasforma forme 
hiuse in forme 
hiuse.

Inoltre se !

0

= !+ d�, allora �!

0

= �!� d�� e quindi la 
lasse di 
oomologia

di �! dipende solo dalla 
lasse di 
oomologia di ! e si ottiene un omomor�smo

�

�

: H

p+1




(X � R) ! H

p




(X). La stesa 
osa si ottiene per �

�

.

La proprietr�a 2. �e veri�
ata in modo ovvio.

3. Per de�nire K poniamo A(t) =

R

t

�1

�(s)ds e per ! 2 A

p+1




(X � R) ,

(x; t) 2 X � R e v

1

; : : : ; v

p

2 T (X � R)

(x;t)

:

K!(x; t)[v

1

; : : : ; v

p

℄ =

Z

t

�1

!(x; s)[e; v

1

; : : : ; v

p

℄ds�A(t)

Z

+1

�1

!(x; s)[e; v

1

; : : : ; v

p

℄ds

An
ora, per veri�
are la relazione (\), si pu�o supporre 
he ! sia del tipo I. o II.:


aso I. ! = a(x; t)dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

.

Allora k! = 0 (per
h�e ! non 
ontiene dt) e quindi an
he dK! = 0. Inoltre:

d! =

�a

�t

(x; t)dt ^ dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

+

n

X

1

�a

�x

i

dx

i

^ dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

Kd! = (

Z

t

�1

�a

�t

ds)dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

= a(x; t)dx

i

0

^ : : : ^ dx

i

p

= !

Quindi Kd! + dK! = ! � ��! per
h�e �! = 0 e quindi ��! = 0.


aso II. : !(x; t) = dt ^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

. Si ha:

K! = (

Z

t

�1

a(x; s)ds)dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

�A(t)(

Z

+1

�1

a(x; s)ds)dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

dK! = a(x; t)dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

+

n

X

1

(

Z

t

�1

�a

�x

i

(x; s)ds)dx

i

^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

�

��(t)(

Z

+1

�1

a(x; s)ds)dt^dx

i

1

^: : :^dx

i

p

�A(t)(

Z

+1

�1

n

X

1

�a

�x

i

(x; s)ds)dx

i

1

^: : :^dx

i

p

Cal
oliamo ora Kd! :

d! = �

n

X

1

�a

�x

i

(x; t)dt ^ dx

i

^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p
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Kd! = �

n

X

1

(

Z

t

�1

�a

�x

i

(x; s)ds)dx

i

^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

+

+A(t)

n

X

1

(

Z

+1

�1

n

X

1

�a

�x

i

ds)dx

i

^ dx

i

1

^ : : : ^ dx

i

p

e quindi an
ora dK +Kd = id� ��.

Corollario 60 Una n-forma ! a supporto 
ompatto su R

n

ha una primitiva

a supporto 
ompatto se e solo se

R

R

n

! = 0. Pi�u pre
isamente l'appli
azione

A

n




(R

n

) 3 ! 7!

R

R

n

! indu
e un isomor�smo tra H

n




(R

n

) ed R

Pi�u in generale se X �e una variet�a orientata di dimensione n, l'integrale

di una n-forma a supporto 
ompatto su X dipende solo dalla sua 
lasse di


oomologia a supporto 
ompatto e de�nis
e quindi un omomor�smo H

n




(X)!

R 
he indi
heremo 
on

R

X

; 
i�o segue dal fatto (
onseguenza della formula di

Stokes) 
he l'integrale del di�erenziale di una n�forma a supporto 
ompatto �e

nullo.

Proposizione 61 Sia X �e una variet�a di�erenziabile 
onnessa di dimensione

n. Se X �e orientata, allora

R

X

: H

n




(X) ! R �e un isomor�smo. Se X non �e

orientabile allora H

n




(X) = (0)

Dim. Sia ! 2 A

n




(X) tale 
he

R

X

! = 0; dobbiamo mostrare 
he essa ha una

primitiva a supporto 
ompatto. Fissiamo un ri
oprimento buono U = (U

i

)

i2I

di X ed un U

o

2 U . Utilizzando una partizione dell'unit�a ! pu�o essere espressa


ome una somma �nita !

1

+ : : :+!

N

di forme ognuna 
on supporto in qual
uno

degli U

i

. Con la stessa argomentazione svolta per le super�
ie prima del lemma

di Poin
ar�e, si mostra 
he �ssato un i

0

2 I , ognuna delle !

i

�e 
oomologa (a

supporti 
ompatti) ad una 
he ha supporto in U

i

0

; quindi ! �e 
oomologa ad

una forma 
on supporto in U

i

0

' R

n

e avente lo stesso integrale di ! ossia nullo

e la questione �e ri
ondotta al 
aso X = R

n


he �e gi�a noto. An
he l'asserzione

su H

n

(X) nel 
aso di X 
onnessa ma non 
ompatta si tratta 
on gli stessi

argomenti utilizzati nel 
aso delle super�
ie.

Nota. Quest'ultima proposizione fornis
e una veri�
a per p = 0; n del teo-

rema di dualit�a di Poin
ar�e ( 
he l'a

oppiamento H

p




(X) � H

n�p

(X) ! R �e

una dualit�a).

Algebra omologi
a e teorema di dualit�a

Introdu
iamo ora dei metodi, 
he fanno parte della algebra omologi
a, 
he 
os-

tituis
ono pro
edure di 
al
olo lineare standardizzate, appli
abili in svariate


ir
ostanze. Gli utilizzeremo in questo paragrafo per 
ostruire le su

essioni di

Mayer-Vietoris e per dare una dimostrazione del teorema di dualit�a 
he dovrebbe

apparire estremamente sempli
e, spe
ie se 
omparata alle trattazioni parziali di

tale teorema svolte prima 
ome esempi introduttivi. Un'altra loro utilizzazione

verr�a mostrata nel prossimo paragrafo in 
ui si tratta la 
oomologia relativa.

Chiameremo 
omplesso ogni 
oppia (X; d) oveX �e uno spazio vettoriale reale

e d : X ! X �e un endomor�smo tale 
he d Æ d = 0 
he verr�a detto operatore di

bordo.
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I 
i
li di X sono gli elementi del nu
leo Z(X) di d; i bordi di X sono gli

elementi dell'immagine B(X) di d e lo spazio vettoriale H(X) = Z(X)=B(X)

viene detto l'omologia del 
omplesso.

Spesso X sar�a graduato: ossia �e �ssata una de
omposizione X =

L

p2Z

X

p

.

In tal 
aso d sar�a detto omogeneo di grado r se d(X

p

) � X

p+r

; se r = �1 diremo


he X �e un 
omplesso di 
atene, se r = 1 parleremo di 
omplesso di 
o
atene.

In tali 
asi si hanno graduazioni indotte in modo ovvio sugli Z , B ed H i


ui fattori verranno indi
ati 
on indi
i in basso nel 
aso di 
omplessi di 
atene

e 
on indi
i in alto per i 
omplessi di 
o
atene. Nel seguito tratteremo solo


omplessi di 
o
atene. Un mor�smo tra 
omplessi � : (X; d) ! (X

0

; d

0

) �e un

omomor�smo � : X ! X

0

di di spazi vettoriali 
he 
ommuta 
on gli operatori di

bordo: ossia tale 
he � Æ d = d Æ �. Ogni tale mor�smo indu
e un omomor�smo

H(X)! H(X

0

) 
he verr�a indi
ato 
on H(�) o pi�u spesso 
on �

�

.

Si veri�
a fa
ilmente 
heH diviene in tal modo un funtore della 
ategoria dei


omplesi su R nella 
ategoria degli spazi vettoriali. Ci�o signi�
a 
he se � : X !

X

0

e  : X

0

! X

00

sono mor�smi di 
omplessi, allora H( Æ �) = H( ) ÆH(�)

e 
he se id �e l'identi t�a su X , allora H(id) �e l'identit�a su H(X).

Una 
ostruzione fondamentale della teoria �e la seguente; siano � : X

0

! X

e � : X ! X

00

mor�smi di 
omplessi tali 
he:

0! X

0

! X ! X

00

! 0

sia una su

essione esatta (detta su

essione esatta 
orta). Allora la su

essione:

H(X

0

)! H(X)! H(X

00

)

�e esatta ma in generale non lo �e la :

0! H(X

0

)! H(X)! H(X

00

)! 0

Si 
ostruis
e 
omunque in modo "naturale" un omomor�smo

Æ : H(X

00

)! H(X

0

) tale 
he la su

essione:

:::! H(X

00

)! H(X

0

)! H(X)! H(X

00

)! H(X

0

)! :::

sia esatta; tale Æ viene detto operatore di 
ongiunzione e la su

essione ottenuta

�e detta su

essione esatta lunga di omologia. L'a�ermazione 
he Æ �e "naturale"

pu�o essere pre
isata 
onsiderando la 
ategoria delle su

essioni esatte 
orte di


omplessi: Æ �e un "omomor�smo" (ossia quello 
he nel linguaggio delle 
ategorie

viene detto una trasformazione naturale) del funtore 
he ad ogni tale su

essione

asso
ia H(X

00

) in quello 
he ad essa asso
ia H(X

0

) e 
i�o �e esprimibile in termini

di 
ommutativit�a dei diagrammi 
he si ottengono in tale situazione.

La 
ostruzione di Æ pro
ede 
os�� : Sia x

00

2 X

00

un rappresentante di una


lasse h

00

2 H(X

00

); quindi d(x

00

) = 0. Essendo � surgettiva esiste x 2 X 
on

�(x) = x

00

. Consideriamo y = dx; allora �(y) = �d(x) = d�(x) = d(x

00

) = 0 ed

essendo ker(�) = Im(�) esiste y

0

2 X

0


on �(y

0

) = y. Si veri�
a 
he d(y

0

) = 0

e si de�nis
e 
ome Æ(h) la 
lasse determinata da y

0

in H(X

0

).

Che tale Æ(h) non dipende dalle s
elte fatte e 
he quindi dipende solo da h,


he Æ �e un omomor�smo di H(X

00

) in H(X

0

) e 
he la su

essione esatta lunga

�e e�ettivamente esatta, �e dimostrabile 
on tediose ma banali argomentazioni di

tipo lineare.
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Se X

0

; X;X

00

sono graduati, � e � sono omogenei di grado zero e d ha grado

�1 (risp. grado +1) si avr�a:

Æ : H

p

(X

00

)! H

p�1

(X

0

) (risp: Æ : H

p

(X

00

)! H

p+1

(X

0

))

Ci�o si dedu
e dalla 
ostruzione sopra des
ritta la quale utilizza solo operatori

di grado zero salvo una volta in 
ui interviene l'operatore di bordo.

Su

essioni di Mayer-Vietoris

Siano X

1

, X

2

aperti in X tali 
he X = X

1

[X

2

; poniamo X

0

= X

1

\X

2

.

Proposizione 62 Si hanno su

essioni esatte 
orte di 
omplessi di 
o
atene:

0! A

p

(X)

j

! A

p

(X

1

)� A

p

(X

2

)

�

! A

p

(X

0

)! 0

0! A

p




(X

0

)

�

! A

p




(X

1

)�A

p




(X

2

)

�

! A

p




(X)! 0

ove j ha per 
omponenti le restrizioni da X a X

1

e X

2

, � �e la di�erenza delle

restrizioni da X

2

e X

1

a X

0

, � ha per 
omponenti meno l' in
lusione di A(X

0

)

in A(X

1

) e l'in
lusione di A(X

2

) in A(X

0

) e � �e la somma degli omomor�smi

asso
iati alle in
lusioni di X

1

e X

2

in X.

Dim. Gli uni
i fatti non 
ompletamente banali sono la surgettivit�a di � e

di � 
he sono fa
ilmente dedotte utilizzando una partizione dell'unit�a relativa

al ri
oprimento fX

1

X

2

g.

Dalla pre
edente proposizione si ottengono 
on la 
ostruzione des
ritta so-

pra le su

essioni di Majer-Vietoris di 
oomologia e di 
oomologia a supporti


ompatti seguenti:

� � �

Æ

! H

p

(X)

j

�

! H

p

(X

1

)�H

p

(X

2

)

�

�

! H

p

(X

0

)

Æ

! H

p+1

(X)

j

�

! � � �

� � �

Æ

! H

p




(X

0

)

�

�

! H

p




(X

1

)�H

p




(X

2

)

�

�

! H

p




(X)

Æ

! H

p+1




(X

0

)

�

�

! � � �

Una 
onseguenza dell'esistenza di tali su

essioni �e ad esempio 
he seX

0

, X

1

e X

2

hanno tutti gli spazi di 
oomologia di dimensione �nita, an
he X ha tale

propriet�a; od an
he 
he se X ed X

0

la veri�
ano tale 
ondizione, lo stesso a

ade

per X

1

e X

2

. Stessa 
osa per la 
oomologia a supporti 
ompatti. Ci�o dimostra

quindi 
he ogni variet�a di tipo �nito ha 
oomologia e 
oomologia a supporti


ompatti di dimensione �nita. Per una tale variet�a ha quindi senso de�nire

la 
aratteristi
a di Eulero-Poin
ar�e 
ome l'intero �(X) =

P

n

0

(�1)

i

dimH

i

(X);

una 
onseguenza del teorema di dualit�a �e 
he essa 
oin
ide 
on l'analoga de�nita

utilizzando gli spazi di 
oomologia a supporti 
ompatti.

Il lemma dei 
inque

Sia dato un diagramma di spazi vettoriali e omomor�smi:
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� � � �! A

1

�

1

�! A

2

�

2

�! A

3

�

3

�! A

4

�

4

�! A

5

�! � � �

?

?

y

f

1

?

?

y

f

2

?

?

y

f

3

?

?

y

f

4

?

?

y

f

5

� � � �! B

1

�!

�

1

B

2

�!

�

2

B

3

�!

�

3

B

4

�!

�

4

B

5

�! � � �

in 
ui le due righe siano su

essioni esatte ed il diagramma sia 
ommutativo.

Il lemma in questione asseris
e 
he se f

1

; f

2

; f

4

; e f

5

sono isomor�smi allora an
he

f

3

�e un isomor�smo. La dimostrazione si fa "
amminando" sul diagramma: se

x

3

2 A

3

va a zero in B

3

allora la sua immagine in A

4

deve essere zero, per
h�e va a

zero in B

4

e f

4

�e un isomor�smo; quini a

3

proviene da un a

2

2 A

2

. Continuando


os�� si dimostra an
he 
he a

2

proviene da un a

1

2 A

1

e si

ome �

2

Æ �

1

= 0 
i�o

di
e 
he a

3

= 0 e quindi f

3

�e iniettiva. Con un ragionamento analogo ("duale"

in un senso 
he potrebbe essere pre
isato) si ottiene 
he f

3

�e an
he surgettiva.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema di dualit�a per variet�a di tipo

�nito ragionando per induzione sul numero N di aperti di un ri
oprimento sem-

pli
e di X : se N = 1, allora X �e di�eomorfa ad R

n

ed il risultato �e dato dai

lemmi di Poin
ar�e. Per il passaggio da N ad N + 1 sar�a suÆ
iente dimostrare


he se due aperti X

1

, X

2

di 
ui X sia unione veri�
ano il teorema di dualit�a

assieme ad X

0

allora an
he X lo veri�
a. Per dimostrare 
i�o interpretiamo per

ogni variet�a X l'appli
azione bilineare H

p




(X) �H

n�p

(X) ! R 
ome una ap-

pli
azione lineare H

p




(X) ! (H

n�p

(X))

�


he possiamo 
hiamare omomor�smo

di Poin
ar�e; l'a�ermazione da dimostrare �e 
he quest'ultimo �e un isomor�smo.

Dualizzando la su

essione di Mayer-Vietoris relativa alla 
oomologia di X si

ottiene un diagramma:

� � �

Æ

�! H

p




(X

0

)

�

�

�! H

p




(X

1

)�H

p




(X

2

)

�

�

�! H

p




(X)

Æ

�! � � �

?

?

y

?

?

y

?

?

y

� � �

Æ

�

�! H

n�p

(X

0

)

�

j

�

�

�! H

n�p

(X

1

)

�

�H

n�p

(X

2

)

�

�

�

�

�! H

n�p

(X)

�

Æ

�

�! � � �

in 
ui la prima riga (su

essione di Mayer-Vietoris di 
oomologia a supporti


ompatti) e la se
onda riga (dualizzata della su

essione di Mayer-Vietoris di


oomologia, in 
ui gli api
i

�

indi
ano il passaggio a spazi ed omomor�smi duali)

sono esatte e le fre

e verti
ali sono gli omomor�smi di Poin
ar�e. Se mostreremo


he tale diagramma �e 
ommutativo, appli
ando il lemma dei 5 avremo 
on
luso

la dimostrazione.

In realt�a vedremo ora 
he tale diagramma �e solo 
ommutativo a "meno dei

segni"; ma �e evidente 
he il lemma dei 5 vale an
he in tale 
ir
ostanza.

Consideriamo il "quadrato":

H

p




(X)

Æ

�! H

p+1




(X

0

)

?

?

y

p

X

?

?

y

p

X

0

H

n�p

(X)

�

�!

Æ

�

H

n�p�1

(X

0

)

�

ove p

X

e p

X

0

sono gli omomor�smi di Poin
ar�e. Sia ! una p�forma a

supporto 
ompatto rappresentante una 
lasse [!℄ 2 H

p




(X); per 
al
olare la sua

65



immagine tramite p

X

0

ÆÆ rileviamo dapprima ! in H

p




(X

1

)

P

H

p




(X

2

) ottenendo

�

1

!; �

2

!) 
on �

1

; �

2

una partizione dell'unit�a per il ri
oprimento X

1

; X

2

.

Allora d(�

2

!) rappresenta la 
lasse Æ[!℄; il valore di p

X

0

Æ[!℄ sulla 
lasse di una

� 
hiusa in A

n�p�1

(X

0

) �e quindi dato da:

Z

X

0

d(�

2

!) ^ � =

Z

X

0

d�

2

^ ! ^ �

Consideriamo ora la 
omposizione Æ

�

Æp

X

. Rilevando la forma � tramite � si

ottengono le forme ��

2

� 2 A

n�p�1

(X

1

) e �

1

� 2 A

n�p�1

(X

2

) i 
ui di�erenziali


oin
idono su X

0

e de�nis
ono quindi una (n�p)-forma 
hiusa � su X ; tenendo


onto 
he il supporto di � �e 
ontenuto in X

0

e 
he quindi in X

0

si ha � =

d(��

2

�) = �d�

2

^ � si ha 
he

il valore dell'immagine della 
lasse di ! tramite l'omomor�smo Æ

�

Æ p

X

sulla


lasse di � �e dato da:

Z

X

! ^ � = �

Z

X

0

! ^ d�

2

^ �

e quindi il quadrato �e 
ommutativo a meno di un fattore (�1)

p+1

.

Gli altri tipi di quadrati della su

essione 
he 
ompara gli omomor�smi di

Poin
ar�e sono inve
e 
ommutativi, 
ome si veri�
a fa
ilmente espli
itando le

de�nizioni.

Periodi di 1-forme 
hiuse

Siano X una variet�a di�erenziabile 
onnessa, x

0

2 X e ! una 1-forma 
hiusa

su X . Se X �e sempli
emente 
onnessa, esiste una primitiva f : X ! R di !


on f(x

0

) = 0; tale f pu�o essere 
ostruita 
os�� : per ogni x 2 X , f(x) =

R




!

ove 
 �e un qualsiasi 
ammino di�erenziabile da x

0

ad x. Esaminiamo il 
aso

�

1

(X; x

0

) 6= 0. Sia � : (

~

X; ~x

0

) ! (X; x) il rivestimento universale di X . Allora

~! = �

�

! �e 
hiusa in

~

X ed esiste quindi una

~

f :

~

X ! R 
on

~

f(~x

0

) = 0 e d

~

f = ~!.

Il gruppo �

1

(X; x

0

) opera su

~

X 
ome gruppo di omeomor�smi; si ha inoltre

un omomor�smo � : �

1

(X; x

0

) ! R de�nito da �(
) =

R




! e si ha

~

f(
x) =

~

f(x) + �(
). Il sottogruppo additivo di R dato dall'immagine di � �e detto

gruppo dei periodi di !; se esso �e nullo,

~

f �e invariante per l'azione di �

1

(X; x

0

)

e de�nis
e quindi una primitiva di f : X ! R 
on f(x

0

) = 0.

Supponiamo 
he il sottogruppo dei periodi di ! sia dis
reto non nullo: ossia


he esso sia l'insieme dei multipli interi di un a 2 R. Allora, posto � : R !

R=aZ ' S

1

si ha una uni
a f : X ! S

1


on f(x

0

) = 1 e f Æ � = �

~

f . Tale f

soddisfa la seguente propriet�a: se d� �e la 1-forma su S

1

invariante per traslazioni

e tale 
he

R

S

1

d� = 1 allora ! = f

�

(ad�). L'omomor�smo � : �

1

(X; x

0

) ! R si

fattorizza quindi 
os�� :

�

1

(X; x

0

)

f

�

! �

1

(S

1

; 1) ' Z

�

! R

ove � �e la moltipli
azione per a.

Ma in generale il sottogruppo dei periodi di ! non �e dis
reto in R. Ad

esempio per X = R

2

=Z

2

e ! = dx

1

+

p

2dx

2

, il sottogruppo dei periodi �e il

gruppo � generato in R da 1 e

p

2 
he �e denso in R. Il quoziente R=� non ha

quindi strutture geometri
he naturali (ad esempio la sua topologia quoziente �e
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quella banale). Si prova allora a rifare quanto pre
ede simultaneamente per pi�u

forme: siano !

1

; : : : ; !

r

assegnate 1-forme 
hiuse sulla variet�a 
onnessa X ; si

ha allora una appli
azione di�erenziabile

~

f = (

~

f

1

; : : : ;

~

f

r

) :

~

X ! R

r

tale 
he

~

f(x

0

) = 0 e d

~

f = (~!

1

; : : : ; ~!

r

) ove ~!

i

= �

�

!

i

.

Si 
onsidera ora l'omomor�smo � : �

1

(X; x

0

)! R

r

de�nito da

�(
) =

0

B

�

R




!

1

.

.

.

R




!

r

1

C

A


he ha 
ome immagine in R

r

un sottogruppo � 
he verr�a detto gruppo dei

periodi simultanei di (!

1

; : : : ; !

r

). Se � �e dis
reto in R

r

, allora R

r

=� �e una

variet�a di�erenziabile (di�eomorfa al prodotto (S

1

)

h

�R

r�h

ove h �e il rango di

�) e si 
ostruis
e 
ome sopra una f : X ! R

r

=� 
on f(x

0

) = 0 e f

�

(dx

i

) = !

i

per i = 1; : : : ; r (ove x

1

; : : : ; x

r

sono le 
oordinate di R

r

).

Vediamo un 
aso parti
olare in 
ui 
i�o a

ade 
he �e sostanzialmente model-

lato sul 
osidetto metodo di inversione degli integrali ellitti
i 
he verr�a esaminato

nell'ambito delle funzioni di variabile 
omplessa.

Teorema 63 Sia X una variet�a di�erenziabile 
onnessa e 
ompatta di dimen-

sione n e siano !

1

; : : : !

n

1-forme 
hiuse su X tali 
he per ogni x 2 X ,

!

1

(x); : : : ; !

n

(x) siano una base del duale di T

x

(X). Allora il gruppo � dei

periodi �e dis
reto di rango n e l'appli
azione f da X nel toro n-dimensionale

R

n

=� ottenuta integrando le 1-forme date �e un di�eomor�smo.

Dim. Consideriamo 
ome sopra l'appli
azione

~

f :

~

X ! R

n

ottenuta integrando

le ~!

i

= �

�

(!

i

) sul rivestimento universale � :

~

X ! X a partire dal punto base

~x

0

. Mostreremo 
he essa �e un rivestimento: essendo R

n

sempli
emente 
onnessa

ne seguir�a 
he essa �e un di�eomor�smo. Per dimostrare 
he �e un rivestimento

mostreremo il fatto seguente (vedi la nota 
he segue la dimostrazione) 
he per

sempli
it�a di esposizione sar�a formulato in termini di una metri
a su X 
ompa-

tibile 
on la sua topologia (ad esempio quella indotta da una sua realizzazione


ome sottovariet�a di R

n

):

-

~

f �e lo
almente invertibile in modo uniforme nel senso 
he esiste un r > 0

tale 
he per ogni x 2

~

X ,

~

f indu
e un di�eomor�smo tra un intorno aperto di

x in

~

X ed un aperto 
ontenente la palla di 
entro

~

f(x) e raggio r in X .

Ed infatti

~

f �e un di�eomor�smo lo
ale per
h�e d

~

f = (~!

1

; : : : ; ~!

n

) �e per ipotesi

unisomor�smo tra T

x

(

~

X) e R

n

. Inoltre in due punti aventi la stessa proiezione

su X ,

~

f di�eris
e di una 
ostante additiva e d�a quindi la stessa 
opertura

dell'immagine in R

n

; essendo X 
ompatta si dedu
e l'esistenza di un r > 0


ome ri
hesto.

Resta da veri�
are 
he nel rivestimento

~

f

�1

Æ � : R

n

! X , due punti di R

n

hanno la stessa immagine in X se e solo se di�eris
ono per un elemento di �.

Siano �; � 2 R

n


on la stessa immagine xin X ; quindi provengono da punti

a; b 2

~

X 
he si proiettano in x. Sia 
 un 
ammino 
ontinuo in

~

X da a a b e sia

�
 la sua immagine in X ; i valori �; � di

~

f in a; b di�eris
ono per

�� � =

0

B

�

R




~!

1

.

.

.

R




~!

n

1

C

A
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Essendo

R




~!

i

=

R

�


!

i

per tutti gli i, tale di�erenza �e uno dei periodi simultanei.

Siano ora � 2 R

n

, � 2 � e a; b 2

~

X le 
ontroimmagini tramite

~

f di � e �+ �.

Dobbiamo mostrare 
he a e b hanno la stessa proiezione in X . Sia � ottenuto

integrando le !

i

su un 
ammino 
hiuso 
 
he possiamo prendere di origine �(a).

Rilevando 
 in

~

X a partire da a, si terminer�a in un punto a

0


he ha la stessa

immagine di a in X . Si

ome il valore di

~

f in a

0

di�eris
e 
ome b da quello in

a ed

~

f �e iniettiva, si ha a

0

= b e quindi a e b hanno la stessa immagine in X .

Il fatto 
he � �e dis
reto di rango massimo deriva dal fatto 
he X �e di Hausdor�

e 
ompatta.

Nota. Ogni spazio topologi
o di 
ui si parler�a in questa nota sar�a supposto

di Hausdor�, lo
almente 
ontrattile (ogni punto ha un sistema fondamentale di

intorni 
he sono 
ontrattili) e metri
o, an
he se gran parte di queste 
ondizioni

sono sovrabbondanti per i risultati 
he otterremo.

La nozione di rivestimento pu�o essere introdotta in tre modi equivalenti;

alla base di tutti 
�e una appli
azione 
ontinua � : X ! Y tra spazi topologi
i


onnessi 
he �e lo
almente invertibile nel senso 
he :

(℄) ogni x 2 X ha un intorno aperto U tale 
he V = �(U) �e aperto in Y e � d�a

un omeomor�smo tra U e V .

Una sezione di � su un sottoinsieme V � Y �e una appli
azione 
ontinua

s : V ! X tale 
he � Æ s sia l'identit�a su V . Se la (℄) �e valida, l'insieme dei

punti ove due sezioni di � su V 
oin
idono �e aperto e 
hiuso in V quindi vuoto

o tutto V nel 
aso questo sia 
onnesso.

Def. Una appli
azione � 
ome sopra �e detta un rivestimento se una delle

seguenti 
ondizioni equivalenti �e veri�
ata:

1) ogni y 2 Y ha un intorno 
onnesso V tale 
he �

�1

(V ) sia l'unione (ne
essari-

amente disgiunta per quanto osservato sopra) delle immagini delle sezioni di �

su V ; ossia ogni sua 
omponente 
onnessa �e omeomorfa a V tramite �.

2) esiste una funzione 
ontinua positiva � : Y ! R tale 
he per ogni y 2 Y ed

x 2 �

�1

(y), esiste una sezione s di � sulla palla di 
entro y e raggio �(y) tale


he s(y) = x.

3) sollevamento dei 
ammini : per ogni 
ammino 
ontinuo � : [0; 1℄! Y ed ogni

x 2 �

�1

(�(0)) esiste un 
ammino � : [0; 1℄! X tale 
he �(0) = x e � Æ � = �.

La validit�a della 
ondizione (℄), nel 
aso di una appli
azione tra variet�a

di�erenziabili, �e assi
urata se � non ha punti 
riti
i. Le 
ondizioni equivalenti

1) , 2) e 3) sono allora automati
he se � �e propria; se essa non lo �e, pu�o inve
e

a

adere 
he l'intorno V di un y 2 Y sul quale � si inverte non si possa s
egliere

indipendentemente da x 2 �

�1

(y) e diviene allora ne
essario stimare quanto

grande sia per x 2 X l'intorno V di invertibilit�a di � fornito dal teorema di

inversione lo
ale al variare di �(x) in Y .

La 
ondizione 1) �e quella di solito utilizzata per de�nire i rivestimenti. La

2) �e stata espressa utilizzando una metri
a su Y uni
amente per
h�e �e spesso pi�u

fa
ile esprimere maggiorazioni in termini numeri
i 
he insiemisti
i; ma per di-

mostrare 
he essa �e equivalente alla 1), �e pi�u sempli
e utilizzare la sua seguente

formulazione equivalente 
he non fa ri
orso a metri
he an
he se pu�o apparire a

prima vista meno 
hiara:

2') Esiste un intorno V della diagonale di Y � Y tale 
he per ogni y 2 Y , detto

V il sottoinsieme di Y per 
ui fyg � V = (fyg � Y ) \ V per ogni x 2 �

�1

(y),

esiste una sezione s di � su V 
on s(y) = x.
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Per mostrare l'equivalenza tra le 1)-2) e la 3), la parte pi�u diÆ
ile �e di-

mostrare 
he da 3) segue 2). La dimostreremo 
ome 
orollario del seguente:

Teorema 64 (di Monodromia) Sia � : X ! Y una appli
azione 
ontinua

veri�
ante la 
ondizione (℄) e quella sul sollevamento dei 
ammini. Allora ogni

omotopia su Y si solleva in una omotopia su X se �e �ssato il suo sollevamento

sulla fa

ia iniziale. Pre
isamente: se Z �e uno spazio topologi
o e f

0

: Z ! X

e F : Z � [0; 1℄ ! Y sono 
ontinue 
on �(F (z; 0)) = f

0

(z) per ogni z 2 Z,

allora esiste G : Z � [0; 1℄ ! X 
ontinua e tale 
he �(G(z; t)) = F (z; t) e

G(z; 0) = f

0

(z) per ogni (z; t) 2 Z � [0; 1℄

Dim. Per la 
ondizione 3) si sollevano (in modo uni
o per
h�e vale la (℄)) tutti

i 
ammini dati dalla restrizione di F agli fzg�[0; 1℄ a partire dagli f

0

(z); si trova

quindi una G : Z � [0; 1℄! X 
he solleva la F 
on le 
ondizioni ri
hieste salvo

la 
ontinuit�a 
he �e assi
urata solo nella se
onda variabile ogni volta 
he �ssiamo

la prima. Baster�a quindi veri�
are 
he ogni z 2 Z ha un intorno A tale 
he G

ristretta a A� [0; 1℄ �e 
ontinua; ed infatti, �ssato z, esiste una de
omposizione

0 = t

0

� � � � � t

r

= 1 ed aperti U

i

� X e V

i

� Y per i = 1; : : : ; r�1, tali 
he � �e

un omeomor�smo tra U

i

e V

i

e G(fzg� [t

i

; t

i+1

℄ � U

i

. Per ogni i = 1; : : : ; r� 1,

esiste poi un intorno A

i

di z in Z, tale 
he F (fzg � [t

i

; t

i+1

℄ � V

i

. Detta A

l'intersezione degli A

i

, si avr�a un sollevamento 
ontinuo della restrizione di F ad

A� [0; 1℄ 
ostruita utilizzando gli omeomor�smi dagli U

i

ai V

i


he per l'uni
it�a

osservata sopra 
oin
ide 
on la restrizione di G a A � [0; 1℄ e 
i�o 
on
lude la

dimostrazione.

Corollario 65 Nelle ipotesi del pre
edente teorema, dati due 
ammini in Y

aventi stesso punto iniziale e stesso punto �nale omotopi per una omotopia a

estremi �ssi, ogni due loro sollevamenti aventi stesso punto iniziale terminano

nello stesso punto.

Dim. Si sollevi l'omotopia tra i due 
ammini 
onsiderandola 
ome una omotopia

di fa

ia iniziale 
ostante nel punto di inizio 
omune dei due 
ammini. Allora il


ammino fa

ia �nale del sollevamento �e a valori nella �bra di � sopra il punto

�nale dei 
ammini; essendo questa dis
reta tale 
ammino �e 
ostante.

Corollario 66 Nelle ipotesi del pre
edente teorema, se V �e un aperto sempli
e-

mente 
onnesso di Y , ogni 
omponente 
onnessa U di �

�1

(V ) �e appli
ata da �

su V 
on un omeomor�smo.

Dim. Essendo � 
ontinua ed aperta (su X) basta dimostrare 
he � : U ! V

�e biunivo
a. Se x

1

; x

2

2 U hanno la stessa immagine y in V , si 
onsideri un


ammino da x

1

a x

2

; la sua immagine in V sar�a un 
ammino 
hiuso in V di

origine y. Esso �e omotopo al 
ammino 
ostante in y per
h�e V �e sempli
emente


onnesso. Utilizzando il 
orollario pre
edente si ottiene 
he x

1

= x

2

e quindi

l'appli
azione da U a V �e uniettiva. Per la surgettivit�a, dato y 2 V , si s
elgano

un qualsiasi x 2 U ed un 
ammino da �(x) a y; il sollevamento di tale 
ammino


on origine x avr�a punto �nale un punto 
he si proietta in y.

Il teorema 
he segue, an
he se non appare evidente a prima vista, �e essen-

zialmente una riformulazione del teorema di de Rham.
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Teorema 67 Sia X una variet�a di�erenziabile 
ompatta e 
onnessa. Allora:

1) H

1

DR

(X) �e uno spazio vettoriale di dimensione �nita r

2) se !

1

; : : : ; !

r

sono 1-forme 
hiuse su X 
he indu
ono una base di H

1

DR

(X),

il gruppo � dei periodi da esse determinato �e un sottogruppo dis
reto di rango

massimo (quindi r, 
osi

h�e � ' Z

r

) in R

r

e quindi T (X) = R

r

=� �e un toro di

dimensione r

3) sia �ssato x

0

2 X; esiste una ed una sola f : (X; x

0

)! (T (X); 0) di�erenzia-

bile e tale 
he dette d�

1

; : : : ; d�

r

le 1-forme 
hiuse su T (X) indotte dai di�eren-

ziali dx

1

; : : : ; dx

r

delle 
oordinate su R

r

, si abbia !

i

= f

�

(d�

i

) per i = 1; : : : ; r

4) la f del punto pre
edente 
lassi�
a le 
lassi di omotopia di X nei quozienti

di R

m

per sottogruppi dis
reti nel senso seguente:

se � � R

m

�e un sottogruppo dis
reto, la 
omposizione 
on f stabilis
e una 
or-

rispondenza biunivo
a tra fomomor�smi di�erenziabili di T (X) in R

m

=�g e

l'insieme [(X; x

0

); (R

m

=�; 0)℄ delle 
lassi di omotopia di appli
azioni di�eren-

ziabili di (X; x

0

) in (R

m

=�; 0)

Dim. Essendo X 
ompatta il gruppo fondamentale � = �

1

(X; x

0

) �e �nitamente

generato; di 
oseguenza Hom(�;R) �e uno spazio vettoriale di dimensione �nita

e quindi il punto 1) �e dimostrato dal teorema di de Rham.

Alla appli
azione bilineare H

1

DR

(X) � � ! R de�nita da (!; 
) !

R




!

�e asso
iato un omomor�smo � : � ! Hom(H

1

DR

(X);R) ; utilizzando su

Hom(H

1

DR

(X);R) la base duale di quella indotta da !

1

; : : : ; !

r

su H

1

DR

(X),

l'immagine di � diviene pre
isamente il sottogruppo dei periodi � asso
iato

alle !

i

. Utilizzando il teorema di de Rham, 
i si ridu
e quindi a studiare

l'immagine del gruppo fondamentale � nell'omomor�smo naturale:

�! Hom(Hom(�;R);R)

Se �

0

�e l'abelianizzato di �, si ha un diagramma 
ommutativo:

�

�

�! Hom(Hom(�;R);R)

?

?

y

?

?

y

�

�

0

�

0

�! Hom(Hom(�

0

;R);R)

nel quale � �e 
hiaramente un isomor�smo per
h�e R �e abeliano.

Analogamente se �

00

�e il quoziente di �

0

modulo il sottogruppo di torsione, si

ha un diagramma 
ommutativo:

�

0

�

0

�! Hom(Hom(�

0

;R);R)

?

?

y

?

?

y

�

0

�

00

�

0

�! Hom(Hom(�

00

;R);R)

nel quale �

0

�e un isomor�smo per
h�e R �e privo di torsione. In de�nitiva si pu�o

supporre 
he � sia abeliano senza torsione ed essendo inoltre �nitamente gene-

rato esso sar�a isomorfo a Z

m

per qual
he intero m; dovr�a essere ne
essariamente

m = r per
h�e Hom(�;R) ' R

r

. E' poi evidente 
he l'omomor�smo naturale

Z

r

! Hom(Hom(Z

r

;R);R) �e l'in
lusione Z

r

� R

r

e 
i�o dimostra il punto 2).

Per la 3) si 
ostruis
e la f appli
ando un x 2 X nel vettore avente per 
om-

ponenti gli integrali delle !

i

su un qualsiasi 
ammino da x

0

ad x: ridu
endo
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modulo � tale appli
azione diviene ben de�nita e veri�
a ovviamente le 
on-

dizioni ri
hieste.

Dimostriamo la 4):

surgettivit�a: sia g : X ! R

m

=� di�erenziabile ove � �e un sottogruppo dis-


reto in R

m

. Dette y

1

; : : : y

m

le 
oordinate su R

m

, poniamo �

i

= g

�

(dy

i

) per

i = 1; : : : ;m. Per l'ipotesi fatta sulle !

i

, esisteranno delle relazioni:

�

i

=

X

j




ij

!

j

+ df

i

ove alla matri
e C fatta 
on i 


ij

�e asso
iata una appli
azione lineare di R

r

in

R

m


he appli
a � entro � e quindi de�nis
e un omomor�smo (di�erenziabile)

� : T (X)! R

m

=�. Resta da dimostrare 
he � Æ f �e omotopa a g. L'omotopia

viene realizzata integrando le m 1-forme:

X

i




ij

!

j

+ tdf

i

per t 2 [0; 1℄ e i = 1; : : : ;m.

iniettivit�a: se g

1

; g

2

: X ! R

m

=� sono omotope, allora per ogni i = 1; : : : ;m

le forme g

�

1

dy

i

e g

�

2

dy

i

individuano la stessa 
lasse di 
oomologia su X ossia,

a meno di di�erenziali esatti, sono espresse dalla stessa 
ombinazione lineare

delle !

j

: i 
oeÆ
ienti di tali 
ombinazioni sono appunto quelli 
he determinano

l'omomor�smo di T (X) in R

m

=� 
he 
omposto 
on f d�a una appli
azione

omotopa alle g

i

; tali omomor�smi sono quindi univo
amente determinati dalla


lasse di omotopia delle loro 
omposizioni 
on f .

Coomologia relativa e appli
azioni

Sia M una variet�a 
ompatta e X una sua sottovariet�a 
hiusa. Si ha una su

es-

sione esatta:

0! A

p

(M;X)! A

p

(M)! A

p

(X)! 0

ove A

p

(M;X) �e lo spazio delle p-forme su M 
he sono nulle nei punti di X ; la

sua 
oomologia sar�a detta 
oomologia relativa di M modulo X e sar�a indi
ata


on H

p

(M;X).

Lemma 68 L'in
lusione j : A

p




(M �X) ! A

p

(M;X) indu
e un isomor�smo

j

�

: H

p




(M �X)! H

p

(M;X) per ogni p 2 N.

Dim. Surgettivit�a: sia ! una p-forma 
hiusa su M nulla su X ; si deve mostrare


he esiste una (p � 1)-forma � 
hiusa su M e nulla su X tale 
he ! � d� sia

a supporto 
ompatto in M �X . Si �ssi un intorno tubolare aperto T di X in

M e sia r : T ! X la retrazione asso
iata. Essendo l'in
lusione X ! T una

equivalenza di omotopia, essa indu
e un isomor�smo in 
oomologia di de Rham

ed essendo ! nulla su X , essa �e esatta su X e quindi esatta su T : sia � una

(p � 1)-forma su T 
on d� = !; se � : M ! R �e una funzione di�erenziabile


on supporto in T e eguale ad 1 in un intorno di X , allora �

0

= �� �e una

(p� 1)-forma su M e !� d�

0

�e a supporto 
ompatto in M �X . Baster�a quindi

mostrare 
he tale � pu�o essere s
elta nulla su X . Osserviamo 
he la restrizione

di � ad X �e 
hiusa per
h�e d� = ! vi
ino ad X e ! �e nulla su X e quindi la

(p�1)-forma ~� ottenuta restringendo � ad X e poi rilevandola su T tramite r

�

,

�e 
hiusa; la forma �� ~� veri�
a 
os�� quanto ri
hiesto.
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Per la iniettivit�a si ragiona nello stesso modo: se ! �e una p-forma a supporto


ompatto su M �X 
he �e il di�erenziale di una (p � 1)-forma � 2 A

p

(M;X),

allora � �e 
hiusa in qual
he intorno tubolare T di X in M (per
h�e d� = !

e ! � 0 vi
ino ad X). Quindi � �e esatta in tale T (an
ora per
h�e X ! T

�e una equivalenza di omotopia e � �e nulla e quindi esatta su X); se � �e una

(p � 2)-forma su T 
on d� = � e � : M ! X �e 
ome sopra, allora �

0

= ��

�e una (p � 2)-forma su M , �

0

= � � d�

0

�e a supporto 
ompatto in M � X e

d�

0

= d� = ! su M .

Corollario 69 Se M �e una variet�a 
ompatta e X una sottovariet�a 
hiusa, si

ha una su

essione esatta:

� � � ! H

p




(M �X)! H

p

(M)! H

p

(X)! H

p+1




(M �X)! � � �


he viene detta su

essione di 
oomologia della 
oppia (M;X).

Oss. Quanto pre
ede resta valido se M �e una variet�a 
ompatta avente per

bordo X .

Siamo ora in grado di dimostrare 
he P

2

(C ) non �e bordo di al
una variet�a

orientata.

Lemma 70 Sia data una su

essine esatta di spazi vettoriali di dimensione

�nita:

0! A

1

! A

2

! � � � ! A

r

! 0

Allora

P

r

1

(�1)

i

dim(A

i

) = 0

Dim. Per r = 3 �e la formula del rango. Si pro
eda quindi per induzione nel

seguente modo: detta B l'immagine di A

2

in A

3

si 
onsiderano le su

essioni

esatte 0! A

1

! A

2

! B ! 0 e 0! B ! A

3

! � � � ! A

n

! 0.

Corollario 71 SeM �e una variet�a 
ompatta a bordo orientabile, il suo bordo X

ha 
aratteristi
a di Eulero-Poin
ar�e pari.

Dim. La su

essione esatta della 
oppia (M;X) �e:

� � � ! H

p




(M �X)! H

p

(M)! H

p

(X)! H

p+1




(M �X)! � � �

Per la dualit�a di Poin
ar�e dimH

p




(M �X) ' dimH

n�p

(M �X). L'enun
iato

si ottiene 
on il pre
edente lemma 
al
olando modulo 2.

Per mostrare 
he P

2

(C ) non �e bordo di al
una variet�a 
ompatta orientata,

baster�a mostrare 
he ha 
aratteristi
a di Eulero-Poin
ar�e dispari. Ed infatti

sappiamo gi�a 
he H

0

(P

2

(C ) ' H

4

(P

2

(C ) ' R. Dalla su

essione esatta della


oppia (P

2

(C );P

1

(C )), essendo P

2

(C ) � P

1

(C ) = C

2

= R

4

, si ottiene:

H

1

(P

2

(C )) = (0), H

3

(P

2

(C ) = (0) e H

2

(P

2

(C ) ' R 
osi

h�e �(P

2

(C )) = 3.

Oss. Sia X una variet�a orientata. Se dim(X) �e dispari dalla dualit�a di

Poin
ar�e si dedu
e 
he �(X) = 0 e quindi la 
ondizione ne
essaria 
he abbiamo

trovato per essere un bordo �e vuota. Se n = 2p , sempre la dualit�a di Poin
ar�e

d�a �(X) � dim(H

p

(X)) (mod 2). In tal 
aso se p �e dispari, la forma

bilineare < ; > su H

p

(X) 
he des
riviamo qui sotto, �e antisimmetri
a e dovendo
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essere non degenere, ne
essariamente H

p

(X) deve avere dimensione pari e di


onseguenza ogni tale variet�a ha 
aratteristi
a pari. Cos�� l'uni
o 
aso in 
ui

pu�o essere utile appli
are il risultato trovato �e per variet�a di dimensione 4k, ove

abbiamo gi�a visto una appli
azione.

Des
riviamo adesso un risultato pi�u �ne 
ol quale si pu�o dimostrare ad esempio


he la somma 
onnessa di due 
opie di P

2

(C ), pur avendo 
aratteristi
a pari,

non �e un bordo.

Sia X una variet�a 
ompatta orientata di dimensione 2n. Si ha una forma

bilineare < ; > su H

n

(X) ottenuta asso
iando alle 
lassi di 
oomologia indotte

da due n-forme 
hiuse �; � su X il numero < �; � >=

R

X

� ^ �.

Tale forma bilineare �e simmetri
a se n �e pari, altrimenti �e antisimmetri
a.

Per la dualit�a di Poin
ar�e �e in ogni 
aso non degenere.

Teorema 72 Sia X il bordo d'una variet�a di�erenziabile 
ompatta orientabileM .

Allora l'immagine A dell'omomor�smo di restrizione H

n

(M) ! H

n

(X) 
oin-


ide 
ol proprio ortogonale A

?

rispetto a < ; >.

Dim. Si 
onsideri il diagramma :

H

n

(M)

�

�! H

n

(X)

�

�! H

n+1




(M �X)

p

?

?

y

?

?

y

H

n

(X)

�

�!

�

�

H

n

(M)

ove la prima riga, parte della su

essione di 
oomologia della 
oppia (M;X) �e

esatta, �

�

�e la trasposta di � e le fre

e verti
ali sono gli isomor�smi di Poin
ar�e

(si noti 
he H

n

(M) �e identi�
abile 
on H

n

(M � X); infatti 
onsiderando un

intorno tubolare di X in M , si dimostra l'esistenza di una variet�a 
ompatta a

bordo M

0

� M � X tale 
he le in
lusioni M

0

! M e M

0

! M � X siano

equivalenze di omotopia). Tale diagramma �e 
ommutativo: essenzialmente 
i�o

�e dimostrato dal fatto 
he data una n-forma 
hiusa ! su X e �ssata una sua

estenzione ~� ad una n-forma suM 
he sia 
hiusa vi
ino ad X , per ogni n-forma


hiusa � su M si ha d(~� ^ � = (d~�) ^ � e di 
onseguenza:

Z

X

� ^ � =

Z

M

~� ^ �

Allora un elemento ! 2 H

n

(X) �e nell'immagine di �, 
io�e st�a in A, se e solo se

la sua immagine se
ondo p , ossia l'omomor�smo da lui indotto tramite < ; >

va a zero tramite �

�

, ossia � appartiene a A

?

.

Corollario 73 Sia X una variet�a di dimensione 4k 
he sia bordo di una variet�a


ompatta orientata M . Allora la segnatura di < ; > su H

2k

(X) �e nulla.

Dim. La forma bilineare < ; > sullo spazio vettoriale reale H = H

2k

(X) �e

non singolare ed �e nulla sul sottospazio vettoriale A 
he ha dimensione met�a

di quella di H

2k

(X); infatti essendo la forma bilineare < ; > non singolare

si ha dimA + dimA

?

= 2dimA = dimH

2k

(X). L'enun
iato segue ora dalla


aratterizzazione dell'indi
e di positivit�a e negativit�a di una forma quadrati
a

in termini della dimensione dei sottospazi sui quali la sua restrizione �e de�nita

positiva o negativa.
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Esempi di 
al
olo dell'anello di 
oomologia

Siano M una variet�a orientata di dimensione n di tipo �nito e X � M una

sottovariet�a 
ompatta orientata di dimensione p. Essa determina un funzionale

R

X

: A

p

(M)! R, ottenuto asso
iando ad ogni p-forma ! su M lo s
alare

R

X

!.

La formula di Stokes mostra 
he esso �e nullo sulle forme 
he hanno primitiva

e quel 
he si ottiene quindi �e un funzionale su H

p

(M) 
he indi
heremo an
ora


on

R

X

.

Per il teorema di dualit�a deve esistere una 
lasse inH

n�p




(M) 
he rappresenta

R

X

, ossia deve esistere qual
he (n � p)�forma ! 
hiusa e a supporti 
ompatti

in M , tale 
he per ogni forma 
hiusa � 2 A

p

(M) si abbia

Z

X

� =

Z

M

� ^ !

Ogni tale ! sar�a detta una forma duale di X inM e la sua 
lasse di 
oomolo-

gia in H

n�p




(X), 
he �e univo
amente determinata per il teorema di dualit�a, sar�a

detta la 
lasse duale di X in M .

Supponiamo 
he M sia una sottovariet�a di un R

N

; allora esiste � > 0 tale


he posto:

N = N

�

(X;M) = f(x; v) 2 R

N

� R

N

: x 2 X; v 2 T (M)

x

\ T (X)

?

x

g

esiste un di�eomor�smo � tra N e un intorno aperto T di X in M tale 
he

�(x; 0) = x. Tale T , assieme alla retrazione di�erenziabile r : T ! X 
or-

rispondente alla proiezione N ! X , viene detto un intorno tubolare di X in

M .

Teorema 74 Sia ! una forma duale di X in T ; allora essa �e an
he una forma

duale di X in M e per ogni x 2 X si ha

R

r

�1

(x)

! = 1.

Vi
eversa ogni (n� p)�forma 
hiusa a supporto 
ompatto in T 
he ha integrale

1 sulle �bre di T indu
e la 
lasse duale di X in T e quindi an
he in M

Dim. Se ! �e una forma a supporto 
ompatto in T , essa pu�o essere prolungata

a tutto M ponendola zero su M �X ed �e 
hiaro dalla de�nizione 
he se essa �e

una forma duale per X in T lo �e an
he per X in M .

Sia �ssata una tale !. Per x 2 X esiste un suo intorno aperto U in X tale


he il diagramma :

U � r

�1

(U)

r

! U

�e di�eomorfo al diagramma:

R

p

� f0g � R

p

� R

n�p

�

! R

p

ove � �e la proiezione �(x; t) = x.

Possiamo inoltre supporre 
he !, letta su R

n

tramite tale di�eomor�smo,

abbia supporto nell'insieme f(x; t) 2 R

p

� R

n�p

: jjtjj � 1g. Inoltre, per ogni

p�forma 
hiusa � su R

n

tale 
he supp(�) \ supp(!) sia 
ompatto, si avr�a:

Z

R

n

� ^ ! =

Z

R

p

�

Ora l'integrale di ! su fxg � R

n�p

�e una 
ostante 
 
he non dipende da

x 2 R

p

. Ci�o pu�o essere dimostrato ad esempio 
os�� : sia h : R

n�p

! R

n

de�nita
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da t 7! (�(jjtjj)x; t) ove � : R ! R �e di�erenziabile e tale 
he � � 1 a sinistra di 1

e � � 0 a destra di 2 e 
hiamiamo H l'immagine di h. Essendo R

n


ontrattile,

esiste una (n � p � 1)�forma � su R

n

tale 
he d� = !. Ora ! ha lo stesso

integrale su fxg � R

n�p

e su H (per
h�e essi 
oin
idono ove ! 6= 0); la formula

di Stokes di
e allora 
he tale integrale 
oin
ide 
on l'integrale di � sulla sfera

in fxg � R

n�p

di 
entro zero e raggio 2 ed esso 
oin
ide 
on l'integrale di ! su

fxg � R

n�p

.

Si noti 
he per 
al
olare

R

fxg�R

n�p

! l'uni
o termine di ! 
he sopravvive �e

la "
omponente verti
ale" del tipo a(x; t)dt

1

^ : : : ^ dt

n�p

.

Sia ora � la p�forma �(x)dx

1

^ : : : ^ dx

p

ove � �e una funzione a supporto


ompatto su R

p

tale 
he

R

R

p

� 6= 0. Essa �e 
hiusa su R

n

ed �e estendibile ad una

p�forma 
hiusa sull'intorno tubolare T . Quindi:

Z

R

n

� ^ ! =

Z

R

p

�

Si noti 
he an
he nel prodotto � ^ ! "sopravvive" solo la 
omponente verti
ale

di ! ossia si ha:

� ^ ! = �(x)a(x; t)dx

1

^ : : : ^ dx

p

^ dt

1

^ : : : ^ dt

n�p

Integrando prima nelle variabili verti
ali e poi nelle altre si ottiene 
he:

Z

R

n

� ^ ! = 
 �

Z

R

n

�p

�

e quindi 
 = 1.

Per quanto riguarda la 
aratterizzazione des
ritta nella se
onda parte

dell'enun
iato, baster�a dimostrare 
he H

n�p




(T ) �e uno spazio vettoriale di di-

mensione uno; infatti in tal 
aso vi �e al pi�u un elemento avente integrale 1 sulle

�bre di T (ed uno almeno vi deve essere per
h�e la 
lasse duale di X in T esiste).

Ed infatti T �e 
hiaramente omotopa adX (�e di�eomorfa al �brato normale di

X inM) e quindi la restrizione di forme indu
e isomor�smi H

i

(T ) ' H

i

(X) per

ogni i. Utilizzando le dualit�a di Poin
ar�e su T e su X si ottengono isomor�smi

H

n�i




(T ) ' H

p�i




(X) = H

p�i

(X). In parti
olare per i = p si ha 
he H

n�p




(T ) '

H

0

(X) = R ha dimensione 1.

Corollario 75 Siano M una variet�a orientata di dimensione n ed X , Y sotto-

variet�a rispettivamente 
ompatta di dimensione p e 
hiusa di dimensione n� p.

Se ! �e una forma duale di X in M , allora

R

Y

! �e un intero. Pre
isamente se

X

0

�e isotopa a X ed �e trasversale ad Y ,

R

Y

! 
onta la somma algebri
a dei punti

di intersezione (positivi e negativi) di X 
on Y . In parti
olare se an
he Y �e


ompatta e � �e una sua forma duale, allora

R

M

! ^ � d�a il numero dei punti

(
ontato algebri
amente 
onfrontando lo
almente l'orientazione di M 
on quella

data dall'orientazione di X seguita da quella di Y ) in 
ui si in
ontrano X ed Y

se "poste in posizione generi
a"

Corollario 76 Sia f : M ! N una appli
azione di�erenziabile propria tra

variet�a 
he sia trasversale ad una sottovariet�a 
ompatta Y � N . La 
lasse

duale di X = f

�1

(Y ) in M �e f

�

(!) ove ! �e la 
lasse duale di Y in N

Dim. Per il pre
edente teorema basta osservare 
he si possono trovare intorni

tubolari S di X inM e T di Y in N tali 
he f(S) � T ed f dia un di�eomor�smo

della �bra di S su X sulla �bra di T su Y .
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Corollario 77 Se due sottovariet�a 
ompatte orientate X , Y della variet�a orien-

tata M sono trasversali tra loro allora la 
lasse duale di X \ Y �e il prodotto in

H

�




(M) tra le 
lassi duali di X ed Y . In parti
olare, se dim(X) + dim(Y ) =

dim(M) ed � , � sono loro forme duali , allora

R

M

� ^ � 2 Z d�a il numero dei

punti (
ontato algebri
amente ) in 
ui si in
ontrano X ed Y .

Vediamo ora 
ome la nozione di 
lasse duale di una sottovariet�a permetta in

al
uni 
asi di individuare l'anello di 
oomologia.

Siano M = P

n

(C ) = P

n

ed X = P

n�1

� M un iperpiano. Essendo

M�X ' C

n

, un fa
ile ragionamento di tipo induttivo 
he utilizza la su

essione

di Mayer-Vietoris della 
oppia ed il teorema di dualit�a d�a gli spazi di 
oomologia.

Pre
isamente: H

i

(P

n�1

) ' H

i

(P

n

) per i < 2n �e isomorfo a C per i pari ed �e

nullo per i dispari. Per 0 � r � n, sia !

i

la 
lasse duale di un sottospazio

proiettivo di dimensione r in P

n

(per
h�e tale 
lasse non dipende dal parti
olare

sottospazio s
elto?). Dalla dis
ussione pre
edente sulle 
lassi duali si ottiene 
he

R

P

n

!

r

^!

n�r

= 1. In parti
olare per n = 2 si ha 
he ! = !

1

�e tale 
he !^! = !

2

.

Tale formula resta vera per ogni P

n

(per
h�e la restrizione d�a un omomor�smo

di anelli di H

�

(P

n

)! H

�

(P

n�1

)). Per induzione si dimostra analogamente 
he

!

r

^!

s

= !

r+s

e quindi 
he l'algebra H

�

(P

n

) �e isomorfa all'algebra dei polinomi

in ! ridotta modulo l'ideale (!

n+1

).

Sia P

n

lo spazio proiettivo 
omplesso di dimensione n 
he 
onsidereremo


ome variet�a quasi 
omplessa. Fissato x

0

2 P

n

, le rette (proiettive) passanti

per x

0


ostituis
ono un P

n�1

ed asso
iando ad ogni x 2 P

n

� fx

0

g la retta


ongiungente x 
on x

0

si ha una appli
azione olomorfa � : P

n

� fx

0

g ! P

n�1

.

Se X � P

n

�e una sottovariet�a quasi 
omplessa 
hiusa di dimensione 2n � 2 ,

la restrizione di � d�a una appli
azione X ! P

n�1

olomorfa e 
he quindi ha un

grado strettamente positivo a meno 
heX sia vuota; tale grado, 
he 
hiaramente

non dipende dalla s
elta di x

0

, sar�a detto il grado di X . E' 
hiaro 
he se d �e il

grado di una tale X allora la 
lasse duale di X in P

n

�e d �! ove ! �e il generatore

des
ritto sopra di H

�

(P), ossia la 
lasse duale di un iperpiano.

In modo 
ompletamente analogo si de�nis
e il grado di una sottovariet�a quasi


omplessa 
hiusa di dimensione 2p in P

n

(si s
eglie un P

n�p�1

disgiunto da X

e si proietta su un P

p

); se d �e il grado di una tale X allora d > 0 se X �e non

vuota e la sua 
lasse duale �e d � !

p

Corollario 78 Sia X

i

, per i = 1; : : : ; r, una sottovariet�a quasi 
omplessa


hiusa non vuota di 
odimensione 2p

i

in P

n

. Se p

1

+ : : : p

r

� n allora X

1

\ : : :\

X

r

6= ;

Dim. Per i = 1; : : : r, se d

i

�e il grado di X

i

in P

n

, allora d

i

� ! �e la sua 
lasse

duale. Se l'intersezione delle X

i

�e vuota, tale rimarr�a an
he per delle

~

X

i

vi
ine

alle X

i

. Possiamo quindi supporre 
he le X

i

siano trasversali e ne segue 
he

d � !

p

= 0 ove d = d

1

� : : : � d

r

e p = p

1

+ : : : + p

r

il 
he non pu�o essere per
h�e

d 6= 0 e !

p

6= 0 essendo p < n+ 1.

Corollario 79 Ogni sottovariet�a quasi 
omplessa 
hiusa di 
odimensione 2p

in P

n

�e 
onnessa se 2p � n. Ad esempio ogni 
urva 
omplessa lis
ia in P

2

�e

irridu
ibile (in e�etti 
ome vedremo in seguito 
i�o vale an
he per 
urve singolari)

Dim. Due 
omponenti 
onnesse di X dovrebbero avere, per il pre
edente 
orol-

lario, intersezione non vuota.
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Corollario 80 Ogni sistema di equazioni polinomiali omogenee sul 
orpo 
om-

plesso ha soluzioni non banali se il numero delle variabili �e superiore a quello

delle equazioni.

Dim. An
he qui utilizzando il lemma di Sard, si potr�a supporre 
he ogni

equazione de�nis
a una ipersuper�
ie 
omplessa lis
ia in P

n

e quindi una sotto-

variet�a quasi 
omplessa di 
odimensione due; �e ovvio inoltre 
he ognuna di esse

�e non vuota ( ad esempio per
h�e C �e algebri
amente 
hiuso).

Forme armoni
he

In questo paragrafoX sar�a una variet�a di�erenziabile 
onnessa, 
ompatta senza

bordo, orientata e dotata di una struttura metri
a riemanniana (ossia ogni

spazio tangente T

x

(X), e quindi an
he il suo duale, �e dotato di un prodotto

s
alare de�nito positivo < ; >, 
he varia di�erenziabilmente 
on x 2 X ; qui,

per sempili
it�a, si pu�o supporre 
he X sia una sottovariet�a di qual
he R

N

e 
he

il prodotto s
alare sia la restrizione di quello su R

N

. In e�etti 
i�o pu�o essere

sempre supposto, per un teorema di immersione dovuto a Nash e molto pi�u

diÆ
ile di quello di Whitney 
he abbiamo riportato noi).

Si ri
ordi 
he su una spazio vettoriale orientato T

x

(X)

�

= V di dimensione n

e dotato di un prodotto s
alare de�nito positivo (brevemente: uno spazio eu-


lideo) �e de�nita una isometria � : ^

p

V ! ^

n�p

V tale 
he �

2

= (�1)

p(n�p)

.

Utilizzando 
oordinate lo
ali si veri�
a 
he se una p-forma su X �e di�erenziabile

lo �e an
he �!. In de�nitiva si ottengono omomor�smi � : A

p

(X)! A

n�p

(X).

De�niamo un prodotto s
alare su A

p

(X) nel modo seguente:

per �; � 2 A

p

(X) si pone (�; �) =

R

X

� ^ ��.

Per la de�nizione di � si ha 
he �^�� 
oin
ide 
on < �; � > � �1. Essendo �

una isometria di ^

p

T

x

(X

�

) 
on ^

n�p

T

x

(X)

�

, ne segue 
he an
he � : A

p

(X) !

A

n�p

(X) lo �e. Ponendo A(X) =

L

n

p=o

A

p

(X) e 
onsiderando questa una de-


omposizione ortogonale, ne segue 
he � �e un operatore ortogonale di A(X) in

se e quindi 
he �

�1

�e l'aggiunto di �.

L'aggiunto di d su A(X) �e l'operatore Æ = (�1)

p

�

�1

d� 
he pu�o essere s
ritto

an
he (�1)

np+n+1

� d�. Si ha Æ Æ Æ = 0. Inoltre d + Æ �e autoaggiunto. Se n �e

pari si avr�a Æ = � � d� e d = �Æ�.

L'operatore di Lapla
e-Beltrami �e de�nito da : � = (d+ Æ)

2

= dÆ + Æd.

Si ha 
he � 
ommuta 
on d , Æ e 
on �. Una p-forma ! �e detta armoni
a se

�! = 0. Si noti 
he

(�!; !) = (dÆ! + Æd!; !) = (Æ!; Æ!) + (d!; d!)

Ne segue il seguente:

Teorema 81 Una p-forma ! �e armoni
a se e solo se d! = 0 e Æ! = 0

Indi
hiamo 
on H

p

(X) lo spazio vettoriale delle p-forme armoni
he su X ;

i suoi elementi sono p-forme 
hiuse su X e quindi si ha un omomor�smo

j : H

p

(X) ! H

p

DR

(X). Si veri�
a fa
ilmente 
he tale j �e iniettiva: infatti se

! 2 H

p

(X) ha una primitiva � su X , essendo d� armoni
a si ha Æd� = 0 e

quindi 0 = (�; Æd�) = (d�; d�) ossia d� = 0. Assai pi�u 
ompli
ato �e il seguente:

Teorema 82 j : H

p

(X)! H

p

DR

(X) �e un isomor�smo per ogni p 2 N
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La funzione esponenziale

La serie

P

+1

0

z

n

n!


onverge per ogni z 2 C e de�nis
e quindi una funzione

exp : C ! C

�

; lo studio elementare di tale funzione �e svolto nelle prime pagine

di "Real and Complex Analysis" di W.Rudin. In parti
olare si trova 
he exp

�e un omomor�smo (di�erenziabile) surgettivo del gruppo additivo dei numeri


omplessi nel gruppo moltipli
ativo dei numeri 
omplessi non nulli. Il nu
leo di

exp �e un sottogruppo 
i
li
o in�nito il 
ui generatore avente parte immaginaria

positiva �e indi
ato 
on la notazione 2�i.

Introduzione di exp tramite inversione di un integrale

Consideriamo la 1�forma olomorfa ! = dz=z su C

�

. Detto � : (X; x

0

) !

(C

�

; 1) il rivestimento universale, siano ~! = �

�

(!) e f : X ! C la primitiva di ~!


on f(x

0

) = 0. Tale f �e un rivestimento e quindi un biolomor�smo. Infatti f �e

un omeomor�smo lo
ale per
h�e il suo di�erenziale �e in ogni punto non nullo. Se

h : 
! C �e una primitiva di ! su un aperto di C

�

e � 2 C

�

, allora

�

h(z) = h(�z)

�e una primitiva di ! su

�


 = (1=�) � 
; da 
i�o si dedu
e nel modo solito 
he per

f vale il sollevamento dei 
ammini e quindi �e e�etivamente un rivestimento.

Quindi il rivestimento universale di C

�

pu�o essere identi�
ato 
on C e des
ritto


ome l'inversione dell'integrale

R

dz=z.

Ne risulta 
he C

�

�e des
rivibile 
ome quoziente di C modulo il sottogruppo

� dei periodi di !; questo deve essere un sottogruppo dis
reto e non pu�o essere

il gruppo nullo per
h�e C

�

non �e omeomorfo a C (non �e sempli
emente 
onnesso)

e non pu�o avere rango due per
h�e C

�

non �e 
ompatto. Quindi � ha rango uno.

Veri�
hiamo 
he � �e fatta di numeri puramente immaginari. Infatti:

! = dz=z = (�z � dz)=(�z � z) = �+ i�

ove � = (xdx+ydy)=(x

2

+y

2

) e � = (xdy�ydx)=(x

2

+y

2

) sono 1�forme 
hiuse

reali su R

2

�f0g. Se F : R

+

! R �e una primitiva di ! su R

+

(essa esiste per
h�e

R

+

�e sempli
emente 
onnesso), allora (1=2)F (x

2

+ y

2

) �e una primitiva di � 
he

quindi �e esatta. Ne segue 
he i periodi di ! sono i periodi di � moltipli
ati per

l'unit�a immaginaria. Risulta 
os�� univo
amente determinato un generatore T

di � a parte immaginaria positiva e si pu�o introdurre la 
ostante reale positiva

� ponendo T = 2�i.

Evidentemente questo modo di introdurre la funzione esponenziale �e 
on-


ettualmente molto pi�u 
ompli
ato dell'altro. Inoltre lo s
hema sin qui des
ritto

introdu
e una struttura di gruppo su C

�

(
ome quoziente di C ) ma non pre
isa


he questa 
oin
ide proprio 
on quella gi�a esistente (la moltipli
azione tra nu-

meri 
omplessi non nulli). Questo metodo ha 
omunque al
uni pregi. Anzitutto

non utilizza al
un tipo di 
al
olo; inoltre assi
ura 
he su C

�


'�e una struttura di

gruppo, quella di quoziente di C modulo il sottogruppo dei periodi della forma

!, indipendentemente dal fatto 
he gi�a una tale struttura (il prodotto tra numeri


omplessi) fosse presente.

Risultati analoghi si possono ottenere 
on gli stessi metodi in situazioni pi�u


ompli
ate 
ome quella 
he des
riveremo ora.

Inversione di integrali

Sia F (x; y) un polinomio in due variabili 
he per ora supporremo a 
oeÆ
ienti

reali e sia P = (x

0

; y

0

) tale 
he F (x

0

; y

0

) = 0 e D

y

F (x

0

; y

0

) 6= 0. Quindi il luogo
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� degli zeri di F �e lo
almente in (x

0

; y

0

) il gra�
o di una funzione (analiti
a)

y = h(x). Consideriamo integrali del tipo:

Z

b

a

R(x; h(x))

S(x; h(x))

ove R e S sono polinomi in due variabili 
on S(x; h(x)) non identi
amente nullo.

Come insieme di de�nizione di h si pu�o prendere quello massimo ove �e prolunga-

bile la funzione (impli
itamente de�nita) h passante per (x

0

; y

0

) (problemati
a

dello studio del 
ampo di de�nizione); se il punto (x

0

; y

0

) non viene indi
ato

si ha l'indeterninazione di quale funzione si voglia integrare e su quali possibili

intervalli. Ad esempio se F (x; y) = y

2

� x e (x

0

; y

0

) = (1; 1) si otterr�a la fun-

zione h(x) =

p

x de�nita su R

+

e si potr�a integrare su qualsiasi intervallo della

semiretta positiva. Si noti 
he �ssando inve
e il punto (1;�1) avremmo ottenuto

h(x) = �

p

x. Nel 
aso di una F pi�u 
ompli
ata si avranno maggiori diÆ
olt�a

nella des
rizione delle possibili funzioni ottenibili per espli
itazione; inoltre non

�e 
hiaro se e 
ome tali varie funzioni e relative primitive siano 
orrelate tra loro.

Si pu�o rimediare in parte a 
i�o 
onsiderando la "
urva" X de�nita nel piano


ome luogo di zeri di F e la forma di�erenziale

! =

R(x; y)

S(x; y)

dx

o meglio la sua restrizione alla 
urva X (si suppone ovviamente 
he S non sia

identi
amente nulla su al
una 
omponente di X).

Risulter�a pro�
uo estendere tutto 
i�o al 
aso 
omplesso; 
i�o tra l'altro per-

metter�a (nel 
aso 
he F sia irridu
ibile) di "
onnettere" i vari fogli in 
ui si

spezzava il 
aso reale (si 
onsideri ad esempio il 
aso F (x; y) = y

2

� x(x

2

� 1)

in 
ui la 
urva X si de
ompone in due rami apparentemente totalmente slegati

tra loro; eppure i "
al
oli" fatti per integrare su essi saranno sostanzialmente

gli stessi).

Si ha infatti il seguente teorema di 
onnessione:

Teorema 83 Se F 2 C [X;Y ℄ �e irridu
ibile, allora X = f(x; y) 2 C : F (x; y) =

0 (D

x

F (x; y); D

y

(x; y)) 6= (0; 0) �e 
onnesso ed �e quindi una super�
ie di Rie-

mann

Tale X non sar�a 
ompatta. Risulter�a utile aggiungere un insieme �nito di

punti in modo da ottenere una super�
ie di Riemann 
ompatta 
ome pre
isato

dal prossimo teorema: diremo 
he una super�
ie di RiemannX �e 
ompatti�
abile

se �e biolomorfa ad un aperto di una super�
ie di Riemann 
ompatta

~

X ; diremo


he �e �nitamente 
ompatti�
abile se 
i�o �e possibile 
on

~

X �X �nito.

Teorema 84 Se la super�
ie di Riemann �e �nitamente 
ompatti�
abile, ogni

due sue 
ompatti�
azioni sono biolomorfe per un biolomor�smo 
he indu
e l'identit�a

su X). La super�
ie di Riemann determinata (
ome nel pre
edente teorema) da

un polinomio irridu
ibile �e �nitamente 
ompatti�
abile

Si potrebbe dimostrare 
he 
on questa pro
edura (
ompatti�
azione di su-

per�
ie asso
iate a polinomi di due variabili) si ottengono tutte le super�
ie di

Riemann 
ompatte, ma 
i�o ri
hiederebbe l'utilizzo di te
hi
he di Analisi abbas-

tanza approfondite. Ci a

ontenteremo di dimostrare un risultato pi�u debole

ottenibile per�o 
on metodi geometri
i di tipo elementare.
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Prolungamento di funzioni olomorfe

Introdu
iamo una topologia nello spazio prodotto O = C � C ffTgg (i 
ui

elementi sono detti elementi di funzione analiti
a se
ondo Weierstrass) �ssando


ome base di aperti gli insiemi del tipo seguente:

dati (z

0

; S(T )) 2 O ed � > 0 sia B l'insieme degli (z

1

; S

1

) 2 O tali 
he

jz

1

� z

0

j < � e del raggio di 
onvergenza di S(T ) e S

1

�e lo sviluppo della somma

di S nel punto z

1

. La proiezione sul primo fattore di O su C �e un omeomor�smo

lo
ale 
he introdu
e su O una struttura di variet�a 
omplessa di dimensione uno.

la 
omponente 
onnessa di un elemento di funzione (z

0

; S(T )) di O �e 
os�� una

super�
ie di Riemann 
he viene detta ottenuta per prolungamento dell'elemento

di funzione dato.

Teorema 85 Un elemento di funzione analiti
a (z

0

; S(T )) indu
e per prolunga-

mento analiti
o una super�
ie di Riemann �nitamente 
ompatti�
abile se e solo

se esiste un polinomio irridu
ibile F (x; y) tale 
he F (T; S(T )) � 0 in C ffTgg(o

equivalentemente in C [[T ℄℄ oppure F (z; S(z)) = 0 per ogni z suÆ
ientemente

pi

olo)

Questo risultato segue fa
ilmente dal seguente:

Teorema 86 Il 
orpo delle funzioni meromorfe su una super�
ie di Riemann


ompatta, �e un 
orpo di funzioni algebri
he in una variabile (ossia �e una esten-

zione �nitamente generata di tras
endenza uno su C )

Funzioni analiti
he generalizzate

Il prolungamento sopra de�nito di un elemento di funzione analiti
a fornis
e

una super�
ie di Riemann X (una 
omponente 
onnessa di O), una funzione

z : X ! C (la proiezione sul primo fattore di O) 
he �e priva di punti 
riti
i e

una funzione olomorfa f : X ! C (quella i 
ui sviluppi in serie 
ostituis
ono la

se
onda 
omponente in O). Generalizziamo ulteriormente questa nozione 
on-

siderando le terne (X; z; f) ove X �e una super�
ie di Riemann, z : X ! P

�e una appli
azione olomorfa non 
ostante su una super�
ie di Riemann P e

f : X ! P

1

�e una funzione meromorfa. Tale oggetto sar�a detta una funzione

analiti
a polidroma; 
hiameremo P il dominio della funzione e P

1

sar�a il 
odo-

minio ed abbrevieremo l'indi
azione della funzione 
on la sola lettera f .

Al
uni esempi Esaminiamo ora un 
aso parti
olare di integrale del tipo

sopra introdotto. Sia f 2 C [x℄ un polinomio di grado n avente radi
i distinte,

ossia tale 
he per x 2 C se f(x) = 0 si ha f

0

(x) 6= 0 e studiamo l'integrale della

forma ! = dx=

p

f(x).

Si veri�
a intanto 
he il luogo di zeri X di F (x; y) = y

2

� f(x) in C

2

�e una

variet�a 
omplessa di dimensione uno (per
h�e in ogni punto di X almeno una

delle derivate parziali di F �e diversa da zero). Le 
oordinate x , y su C

2

danno

per restrizione due funzioni olomorfe su X veri�
anti la relazione y

2

�f(x) = 0.

Si ha quindi la relazione 2u � dy = f

0

(x) � dx (relazione tra 1�forme su X)


he pu�o essere s
ritta dx=y = 2dy=f

0

(x) il 
ui primo membro �e la 1� forma !


he vogliamo studiare; il fatto 
he essa si possa s
rivere an
he 
ome nel se
ondo

membro, assi
ura 
he ! �e olomorfa mai nulla su tutto X (ossia all'intorno di

ogni punto di X , s
elta una 
oordinata lo
ale t si ha ! = h(t)dt 
on h olomorfa

e h(0) 6= 0)

Compatti�
azione di X . Fuori di un dis
o D 
he 
ontenga tutte le radi
i

di f , si ha una appli
azione olomorfa lo
almente invertibile di grado due di
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X��

�1

(D) in C �D (� �e la restrizione ad X della proiezione sull'asse x). Allora

o X��

�1

(D) �e unione di due 
omponenti 
onnesse e � indu
e un biolomor�smo

tra ognuna di esse e C�D oppure C�D �e 
onnesso e alloraX��

�1

(D)! C�D

�e un rivestimento di grado due; in questo 
aso essendo C � D biolomorfo a

U = f0 < jzj < 1g, tale rivestimento �e isomorfo a z 7! z

2

di U in U , per
h�e

U possiede un solo rivestimento di grado due. Saremo nel primo 
aso se n �e

pari ed allora X sar�a 
ompatti�
abile 
on 2 punti; altrimenti n �e dispari e si


ompatti�
a 
on un solo punto.

Caso n = 3 Allora x , y :

~

X ! P

1

sono olomorfe di gradi rispettivamente

due e tre. Quindi nel punto p

0

aggiunto ad X per 
ompatti�
arla, x , y hanno

poli di ordine due e tre. Ossia se t �e una 
oordinata lo
ale olomorfa di 
entro

p

0

, si avr�a x(t) = t

�2

� a(t) , y(t) = t

�3

� b(t) 
on a , b olomorfe (per t pi

olo) e

non nulle in zero. Con fa
ile 
al
olo si veri�
a quindi 
he ! = dx=y �e olomorfa

non nulla an
he nel punto p

0

.

A questo punto ragionando 
ome in un teorema pre
edente in 
ui si avevano

1�forme !

1

; : : : ; !

n

su una variet�a di�erenziabile 
he indu
evano in ogni punto

una base del duale dello spazio tangente (si integra la rimontata di ! sul rives-

timento universale, si s
opre 
he questo �e C ...) si trova 
he il sottogruppo �

di C formato dagli f

R




! per 
 2 �

1

(

~

X)g, �e dis
reto di rango due ed esiste un

biolomor�smo f :

~

X ! C =� tale 
he ! = F

�

(dt).

La dipendenza algebri
a di funzioni meromorfe su una super�
ie di Riemann


ompatta ha una dimostrazione 
he utilizza le stesse te
ni
he del teorema di


onnessione. Des
riveremo ora le linee essenziali di tali dimostrazioni.

Sia f : X ! P

1

una funzione meromorfa non 
ostante su una super�
ie

di Riemann 
ompatta X . Essa sar�a una appli
azione di un 
erto grado n;

pre
isamente esister�a � �nito in P

1

tale 
he f : X � f

�1

(�) ! P

1

�� sia un

rivestimento di grado n.

Mostreremo 
he ogni altra funzione meromorfa g : X ! P

1

�e radi
e di un

polinomio di grado n a 
oeÆ
ienti in C (f).

Infatti supponiamo 
he g sia �nita in tutti i punti 
he non si proiettano

in � (altrimenti si ingrandis
a un p�o �); �ssiamo per ogni x 2 P

1

� � una

numerazione �

1

(x); : : : ; �

n

(x) dei punti di f

�1

(x) (non ri
hiediamo per le �

i

al
una 
ondizione di regolarit�a). L'espressione :

(W � g(�

1

(x)) � : : : � (W � g(�

n

(x)) = G(W;x)

�e un polinomio moni
o di grado n in W a 
oeÆ
ienti funzioni (a priori dis
on-

tinue) di x. Dimostreremo ora 
he i 
oeÆ
ienti di G sono funzioni meromorfe

su P

1

, quindi rapporti tra polinomi in x e 
i�o 
on
luder�a la dimostrazione

Anzitutto tali 
oeÆ
ienti sono olomor� fuori di �; infatti si

ome essi non

dipendono da 
ome sono state s
elte le �

i

, attorno ad ogni punto di P

1

� �

possiamo supporre 
he le �

i

siano inverse lo
ali olomorfe di f .

Si 
ontrolla poi 
he tali 
oeÆ
ienti hanno nei punti di � singolarit�a elim-

inabili o polari: infatti essi avranno limite zero se moltipli
ati per una opportuna

potenza di una 
oordinata lo
ale.

Funzioni olomorfe di pi�u variabili

Notazioni. Le variabili in C

n

saranno di solito indi
ate z

1

; : : : ; z

n

ove, es-

pli
itando le parti reali ed immaginarie, s
riveremo z

�

= x

�

+ iy

�

per
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1 � � � n; l'identi�
azione di C

n


on R

2n


he utilizzeremo sar�a quella in-

dotta da (z

1

; : : : ; z

n

) ! (x

1

; y

1

; : : : ; x

n

; y

n

). In termini intrinse
i, se V �e uno

spazio vettoriale su C di dimensione �nita, ad ogni base e

1

; : : : ; e

n

di V su C

asso
ieremo la base di V su R data da (e

1

; ie

1

; : : : ; e

n

; ie

n

).

Siano 
 � C

n

un aperto e f : 
 ! C

m

una appli
azione; essa pu�o quindi

essere 
onsiderata 
ome una appli
azione di un aperto di R

2n

in R

2m

e nel


aso sia di�erenziabile in un punto p 2 
, il suo di�erenziale df(p) sar�a una

appli
azione R-lineare di C

n

in C

m

. Diremo 
he f �e olomorfa se :

- f �e di�erenziabile (in�nite volte) in senso reale

- per ogni p 2 
 , df(p) : C

n

! C

m

�e C -lineare.

Esempi di appli
azioni olomorfe:

1. Una appli
azione polinomiale P di C

n

in C

m

; infatti detta J(z) la ma-

tri
e a m righe ed n 
olonne 
ostituita dalle derivate formali delle 
omponenti

polinomiali di P , per z; h 2 C

n

un sempli
e 
al
olo d�a l'eguaglianza:

P (z + h) = P (z) + J(z)h+R(z; h)

ove R �e una matri
e di polinomi nelle z; h. Da 
i�o si dedu
e 
he tale appli
azione

�e di�erenziabile nel punto z e 
he il suo di�erenziale �e dP (z)[h℄ = J(z)h; ne

segue an
he 
he P �e di�erenziabile in�nite volte; infatti l'appli
azione dP : 
!

Hom

R

(C

n

; C

m

) �e fattorizzata da z ! J(z) di C

n

in C

nm

= Hom

C

(C

n

; C

m

)


he per ipotesi di induzione (ad esempio sul grado delle 
omponenti) possiamo

supporre di�erenziabile in�nite volte, seguita dall'in
lusione in Hom

R

(C

n

; C

m

)


he �e lineare e quindi an
h'essa di�erenziabile in�nite volte.

2. Una appli
azione C

n

� 


f

! C

m

�e olomorfa se e solo se le sue 
omponenti

lo sono; inoltre la 
omposizione di appli
azioni olomorfe �e olomorfa. Osservando

quindi 
he somma e prodotto sono appli
azioni polinomiali di C

n

� C

n

! C , si

ottiene 
he per 
 aperto in C

n

, l'insieme O(
) delle funzioni olomorfe su 
 a

valori in C �e 
hiuso rispetto a somma e prodotto e 
ostituis
e 
os�� un annello

(un algebra su C per
h�e 
ontiene le 
ostanti). Dimostrando (fa
ilmente 
ome

in 1.) 
he z ! 1=z de�nis
e una funzione olomorfa su C � f0g, si dedu
e an
he


he se f; g 2 O(
) e g �e priva di zeri in 
, allora f=g �e olomorfa su 
.

3. Il teorema di inversione lo
ale. Sia f : 
 ! C

n

olomorfa ove 
 �e

un aperto in C

n


ontenente 0; se df(0) �e un isomor�smo di C

n

in se, allora

f �e lo
almente invertibile 
ome appli
azione olomorfa. Infatti, per l'ordinario

teorema di inversione lo
ale, f sar�a lo
almente invertibile 
ome appli
azione

reale; si tratta quindi solo di 
ontrollare 
he l'inversa lo
ale ha il di�erenziale

C -lineare e 
i�o segue dal fatto 
he esso �e l'inverso di df(0). Una appli
azione

biunivo
a e olomorfa assieme alla sua inversa sar�a 
hiamata un biolomor�smo

o an
he 
ambiamento di 
oordinate olomorfo; si dedu
ono immediatamente gli

analoghi olomor� dei teoremi delle funzioni impli
ite reali: se C

n

� 


f

! C

m

�e

olomorfa, 0 2 C e f(0) = 0 allora se df(0) ha rango m, modulo un 
ambiamento

di 
oordinate in un intorno di 0 in C

n

, la f �e la proiezione di C

n

sullo spazio delle

prime m 
oordinate. Se inve
e ha rango n, 
ambiando 
oordinate in 0 2 C

m

la

f diviene l'in
lusione di C

n

nello spazio delle prime n 
oordinate in C

m

.

4. Siano 
 un aperto in C

n

e K : [a; b℄�
! C 
ontinua e tale 
he per ogni

t

0

2 [a; b℄ la funzione 
 3 z ! K(t

0

; z) 2 C sia olomorfa. Allora la funzione g

da 
 in C de�nita dalla formula g(z) =

R

b

a

K(t; z)dt �e olomorfa.

In e�etti 
i�o segue immediatamente dalla formula di di�erenzazione degli

integrali 
ontenenti un parametro.
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Sommazione di serie

Sia f : X ! C una funzione. Per � � X �nito,

P

�

f �e de�nito 
ome la somma

degli f(x) per x 2 �. Diremo 
he f �e sommabile su X se esiste L 2 C tale


he per ogni � > 0 esiste �

0

� X �nito tale 
he per ogni sottoinsieme �nito

�

0

� � � X si abbia j

P

�

f �Lj < �. Tale L, 
he ovviamente �e univo
amente

determinato nel 
aso 
he esista, verr�a detto somma di f su X e s
riveremo

P

X

f = L.

Eser
izio f : X ! C �e sommabile su X se e solo se jf j lo �e. (Questo

enun
iato �e pi�u fa
ilmente dimostrabile per funzioni a valori reali. Rimane


omunque valido per funzioni a valori in R

n

ma �e falso se i valori sono presi in

uno spazio di Hilbert).

Teorema 87 Siano f : X ! C sommabile e (X

i

)

i2I

una partizione di X.

Allora per ogni i 2 I la funzione f j

X

i

�e sommabile su X

i

e detta L

i

la sua

somma la funzione i! L

i

�e sommabile su I e si ha

P

X

f =

P

I

L

i

.

La dimostrazione, del tutto ovvia, �e las
iata per eser
izio.

In modo analogo a quello seguito nel 
aso delle su

essioni reali si dimostra 
he

una f : X ! C �e sommabile se e solo se �e di Cau
hy nel senso seguente: per

ogni � > 0 esiste �

0

� X �nito tale 
he per ogni sottoinsieme �nito � di X 
on

� \ �

0

= ; si ha j

P

�

f j < �. Nel 
aso di serie di funzioni, ossia se si ha una

appli
azione f : X�T ! C ove t 2 T �e 
onsiderato 
ome parametro, si introdu
e

in modo evidente la nozione di sommabilit�a uniforme. Un 
aso spe
iale in 
ui


i�o avviene �e il 
aso in 
ui esiste una funzione sommabile g : I ! [0;+1[ 
he

maggiora la f nel senso 
he jf(x; t)j � g(x) per ogni x 2 X e t 2 T ; diremo in

tal 
aso 
he f (o la serie

P

i2I

f(i)) �e totalmente sommabile.

Il 
aso delle serie di potenze rientra in questo s
hema: si prende X = N

n

e,

utilizzando notazioni multiindi
e, si �ssa una 
ostante a

I

2 C per ogni I 2 N

n

;

per ogni z 2 C

n

si ha una funzione N

n

3 I ! a

I

z

I

2 C : l'insieme degli z 2 C

per i quali essa �e sommabile sar�a detto l'insieme di 
onvergenza della serie

P

I2N

n

a

I

Z

I

e la parte interna di questo il dominio di 
onvergenza della serie.

Indi
heremo 
on C [[Z

1

; : : : ; Z

n

℄℄ l'anello delle serie formali

P

I2N

n

a

n

Z

I

e 
on

C fZ

1

; : : : ; Z

n

g il sottoanello 
ostituito dalle serie 
on dominio di 
onvergenza

non vuoto.

Per z 2 C

n

ed r = (r

1

; : : : ; r

n

) 2℄0;+1[

n

il poli
ilindro di 
entro z e raggio

r sar�a l'insieme P (z; r) = fz 2 C

n

: jz

i

� z

i

j < r

i

per i = 1; : : : ; ng. La sua


hiusura sar�a 
hiamata poli
ilindro 
hiuso.

Lemma 88 Se la serie di potenze

P

a

I

Z

I

�e sommabile per z = (z

1

; : : : ; z

n

),

allora essa �e totalmente sommabile sul poli
ilindro P (0; r) ove r = (jz

1

j; : : : ; jz

n

j).

In parti
olare (vedi gli usuali teoremi di analisi) la sua somma �e una funzione


ontinua su tale poli
ilindro.

Corollario 89 Il dominio di 
onvergenza di una serie di potenze su C

n

�e una

unione di poli
ilindri.

Nota. Nel 
aso n = 1 il dominio di 
onvergenza �e un dis
o (eventualmente di

reaggio nullo o in�nito) per
h�e in tal 
aso i poli
ilindri (=dis
hi) sono totalmente

ordinati dall'in
lusione. Per n � 2 
i�o non �e pi�u vero. Comunque il dominio

di 
onvergenza non pu�o essere una arbitraria unione di poli
ilindri. Si pu�o
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infatti dimostrare 
on sempli
i maggiorazioni 
he se per ogni z del dominio di


onvergenza di una serie 
he sia a 
omponenti tutte non nulle, si 
onsidera la

n-upla di numeri reali 
ostituita 
oi logaritmi dei moduli delle sue 
omponenti,

si ottiene un insieme (aperto) 
onvesso in R

n

. In parti
olare ad esempio se una

serie in due variabili 
onverge sui poli
ilindri di raggi (1; 2) e (2; 1) allora essa


onverge an
he in un intorno del punto (1; 1)

Funzioni analiti
he

Useremo notazioni multiindi
e.

Siano 
 � C

n

un aperto e f : 
 ! C una funzione. Diremo 
he f �e

analiti
a se essa �e sviluppabile in serie di potenze all'intorno di ogni punto di 
.

Intendiamo 
on 
i�o 
he per ogni z 2 
 esistono r = (r

1

; : : : ; r

n

) 2℄0;+1[

n

ed

una serie di potenze

P

I2N

n

a

I

Z

I

tali 
he il poli
ilindro P (z; r) sia 
ontenuto in 


e per z 2 P (z; r) la serie

P

I2N

n

a

n

(z�z)

n

sia sommabile ed abbia somma f(z).

Teorema 90 Sia

P

a

I

Z

I

una serie 
onvergente sul poli
ilindro P ; allora la

sua somma su P �e una funzione analiti
a f su P .

Dim. Si deve mostrare 
he f �e sviluppabile in serie di potenze in ogni punto z

di P . Dimostreremo non solo 
he tale sviluppo esiste ma an
he 
he esso 
onverge

almeno sul pi�u grande poli
ilindro di 
entro z 
he �e 
ontenuto in P .

Sia R = (R

1

; : : : ; R

n

) il raggio di P e 
onsideriamo il poli
ilindro Q di


entro z e raggio r = (r

1

; : : : ; r

n

) ove R

i

= jz

i

j + r

i

per i = 1; : : : ; n. Per

h = (h

1

; : : : ; h

n

) 2 P (0; r) Consideriamo la serie

P

a

I

(z + h)

I

; da essa, svol-

gendo le potenze binomiali, si trova una serie di potenze nelle 2n variabili

z

1

; : : : ; z

n

; h

1

; : : : ; h

n

. Se quest'ultima �e sommabile, allora la somma pu�o es-

sere 
al
olata sommando prima per ogni potenza di h tutti i termini in 
ui essa


ompare e su

essivamente la serie di potenze nelle h 
he ne risulta e avremo


os�� ottenuto il risultato voluto. Che e�ettivamente tale serie sia 
onvergente si

dimostra mostrando 
he essa �e assolutamente 
onvergente nel modo 
he segue:

la serie di partenza sar�a sommabile an
he nel punto (jz

1

j+ jh

1

j; : : : ; jz

n

j+ jh

n

j).

Quindi essa �e assolutamente sommabile; ora se nella serie

P

ja

I

j(jzj + jhj)

I

si

svolgono le potenze, si ottiene una serie a termini non negativi, la 
ui somma-

bilit�a equivale all'essere le somme parziali limitate e 
i�o �e evidentemente vero

per
h�e

P

ja

I

j(jzj+ jhj)

I

�e sommabile.

Eser
izi 1. Una serie di potenze

P

a

I

z

I

ha dominio di 
onvergenza non

vuoto (si di
e allora 
he �e una serie di potenze 
onvergente) se e solo se esistono


ostanti positive r e M tali 
he ja

I

j �Mr

�jIj

per ogni I 2 N

n

.

2. Ogni funzione analiti
a �e olomorfa.

La formula di Cau
hy

Essa si dedu
e dalla 
onos
enza di quella in una variabile nel seguente modo. Sia

P = P (z

0

; r) un poli
ilindro di 
entro z

0

2 C

n

ove r = (r

1

; : : : ; r

n

) 
on r

i

2℄0;1[

per i = 1; : : : ; n. Chiameremo frontiera �ne di P la variet�a di�erenziabile

_

P = fz 2 C

n

: jz

i

j = r

i

; i = 1 : : : ; ng, dotata della orientazione prodotto

delle orientazioni naturali delle 1-sfere di 
ui �e prodotto.

Supponiamo 
he f sia olomorfa su un aperto 
 
ontenente la 
hiusura del

poli
ilindro P .
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Teorema 91 Per w 2 P si ha

f(w) =

1

(2�i)

n

Z

_

P

f(z)

(z

1

� w

1

) � � � (z

n

� w

n

)

dz

1

^ � � � ^ dz

n

Dim. Si appli
a n volte la formula di Cau
hy in una variabile.

Corollario 92 Sia f olomorfa su un poli
ilindro P . Allora essa �e su P la

somma di una serie di potenze il 
ui dominio di 
onvergenza 
ontiene P .

Dim. Analoga a quella per una variabile.

Un teorema di Hartogs

In una variabile si �e visto 
he se f �e olomorfa, allora la 1-forma f(z)dz �e 
hiusa.

In n variabili si ha 
he se f �e olomorfa, di
iamo su un aperto 
 � C

n

, allora la

n-forma f(z)dz

1

^ � � � ^ dz

n

�e 
hiusa su 
.

Supponiamo di avere una f olomorfa su un aperto 
 
ontenente l'insieme

H 
ostituito dagli z 2 C

n

per 
ui o jz

1

j � a

1

e z

i

= 0 per i = 2; : : : ; n oppure

jz

1

j = a

1

e z

i

� a

i

per i = 2; : : : ; n ove a = (a

1

; : : : ; a

n

) 2 N

�

n

. Allora detto P

il poli
ilindro di raggi a, la formula

F (w) =

1

(2�i)

n

Z

_

P

f(z)

(z

1

� w

1

) � � � (z

n

� w

n

)

dz

1

^ � � � ^ dz

n

de�nis
e una funzione olomorfa su P 
he estende la f : infatti per w vi
ino ad

H , si pu�o integrare sulla frontiera �ne di un poli
ilindro di raggio (a

1

; �; : : : ; �)


on � suÆ
ientemente pi

olo, per
h�e questo �e bordante a

_

P (si usa la formula

di Stokes) e questo d�a la f all'interno di tale poli
ilindro.

Corollario 93 Sia n � 2. Ogni funzione olomorfa su un aperto 
onnesso di

C

n

avente 
omplementare 
ompatto �e estendibile ad una funzione olomorfa su

tutto C

n

.

Appendi
e 1: Equazioni di�erenziali ordinarie

Flussi

Siano X un insieme ed U un sottoinsieme di R �X . Per x 2 X indi
hiamo


on J

x

l'insieme dei t 2 R tali 
he (t; x) 2 U ; in tal modo U =

S

x2X

J

x

� fxg.

Analogamente per t 2 R indi
hiamo 
on U

t

l'insieme degli x 2 X tali 
he

(t; x) 2 U ; in tal modo U =

S

t2R

ftg � U

t

.

Diremo 
he U �e stellato se ogni J

x

�e 
onvesso in R (ossia �e un intervallo,

eventualmente vuoto).

Sia X uno spazio topologi
o. Un 
usso lo
ale su X �e il dato di un aperto

stellato U e di una appli
azione 
ontinua � : U ! X tale 
he se (0; x) 2 U

si abbia �(0; x) = x e se (t; x) ; (s + t; x) e (s;�(t; x)) sono in U si abbia

�(s;�(t; x)) = �(s+ t; x).

Due 
ussi lo
ali � , �

0

de�niti su aperti stellati U e U

0

sono detti 
ompatibili

se 
oin
idono su un aperto stellato V 
ontenente U

0

\U

0

0

e 
ontenuto in U \U

0

.

Un 
usso lo
ale � : U ! X tale 
he U

0

= X e 
he sia massimale nel senso


he non esistono 
ussi lo
ali �

0

: U

0

! X a lui equivalenti e 
on U

0


ontenente

strettamente U , sar�a detto un 
usso od an
he un sistema dinami
o su X . Un
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tale 
usso sar�a detto 
ompleto se si ha J

x

= R per ogni x 2 X , ossia se � �e

de�nito su tutto R �X .

Quanto detto sopra pu�o essere alternativamente espresso 
ome segue. Per

t 2 R sia �

t

: U

t

! X de�nita da �

t

(x) = �(t; x). Le propriet�a 
aratterizzanti

un 
usso lo
ale possono essere espresse allora di
endo 
he �

0

�e l'identit�a su U

0

e 
he per s; t 2 R ed x 2 X si ha �

s

(�

t

(x)) = �

s+t

(x) quando tutti i termini in

tale formula sono de�niti.

Lemma 94 Sia � : U ! X un 
usso lo
ale de�nito su un aperto stellato U

di R � X. Per ogni x

0

2 U

0

esistono un �

0

> 0 ed un intorno aperto V di

x

0

in U

0

tali 
he [��; �℄ � V � U e per jhj � �

0

, l'appli
azione �

h

indu
e un

omeomor�smo tra V ed un aperto �

h

(V ) � U

0

Dim. SianoW un intorno aperto di x

0

in U

0

ed � > 0 tali 
he [��; �℄�W sia


ontenuto in U . Essendo � 
ontinua nel punto (0; x

0

), esistono 0 < �

0

� � ed

un intorno aperto V di x

0

in W tali 
he per jhj � �

0

, l'immagine di V tramite

�

h

sia 
ontenuta in W . Per tale h, l'appli
azione �

�h

�e quindi de�nita su V

h

ed �e l'inversa di �

h

. Resta da veri�
are 
he V

h

�e un aperto. Sia x 2 V ; per

la 
ontinuit�a di �

�h

nel punto �

h

(x), esiste un intorno A di �

h

(x) in W 
he

viene appli
ato da �

�h

entro V . Per ogni y 2 A si ha allora y = �

h

(�

�h

(y) 
on

�

�h

(y) 2 V ; quindi A �e tutto 
ontenuto in V

h

.

Sia �

(i)

: U

(i)

! X per i 2 I un sistema di 
ussi lo
ali su X 
he siano a due

a due 
ompatibili e tali 
he X sia unione degli U

(i)

0

. Un tale sistema sar�a detto


ostante in x 2 X se per ogni i 2 I 
on x 2 U

(i)

0

ed ogni t 2 R 
on (t; x) 2 U

(i)

si ha �

(i)

(t; x) = x. Tale sistema sar�a detto a supporto 
ompatto se �e 
ostante

in tutti i punti fuori di un 
ompatto di X .

Una 
urva � : J ! X ove J �e un intervallo aperto di R �e detta un integrale

(per tale sistema) se per ogni t

0

2 J esistono � > 0 ed un i 2 I tali 
he per

jhj < � sia t

0

+ h 2 J , (h; �(t

0

+ h)) 2 U

(i)

e �(t

0

+ h) = �

(i)

(h; �(t

0

)). Se

0 2 J ed x = �(0) diremo 
he � parte da x.

Si veri�
ano fa
ilmente le seguenti propriet�a:

- la 
omposizione di un integrale 
on una traslazione su R �e an
ora

un integrale

- la restrizione di un integrale � : J ! X ad un sottointervallo J

0

� J

�e an
ora un integrale

- se � , � : J ! X sono integrali ed esiste t

0

2 J 
on �(t

0

) = �(t

0

)

allora � e � 
oin
idono su tutto J

Ne segue 
he per ogni x 2 X , esistono un intervallo aperto J

x

in R ed un

integrale � : J ! X 
he parte da x e 
he non �e restrizione di al
un altro

integrale. Indi
hiamo 
on U l'insieme dei (t; x) 2 R � X tali 
he t 2 J

x

e sia

� : U ! X l'appli
azione 
he a (t; x) asso
ia il valore in t dell'integrale 
he

parte da x.

Teorema 95 U �e un aperto stellato in R �X, U

0

= X e � �e un 
usso su

X. Per x 2 X , se l'estremo superiore di J

x

�e un b �nito, allora �(t; x) diverge

in X per t! b nel senso 
he per ogni 
ompatto K � X, esiste t

0

2 J

x

tale 
he
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per ogni t

0

< t < b sia �(t; x) =2 K. Analogamente se l'estremo inferiore di J

x

�e un a �nito, �(t; x) diverge per t! a. In parti
olare se il sistema �e a supporto


ompatto, il 
usso � �e 
ompleto

Dim. Sia x

0

2 X ; per ipotesi esiste i 2 I 
on (0; x

0

) 2 U

(i)

. Essendo U

(i)

aperto, esistono un intorno aperto V di x

0

in X ed un intervallo aperto J � R


ontenente 0 
on J � V � U

(i)

; �e 
hiaro allora 
he J � V � U (per
h�e per

x 2 V , l'appli
azione J ! X de�nita da t 7! �

(i)

(t; x) �e un integrale). Si �e 
os��

mostrato 
he U

0

= X ed anzi 
he f0g �X �e interno ad U .

Mostriamo 
he an
he ogni (t

0

; x

0

) 2 U 
on t

0

> 0 �e interno ad U . Consid-

eriamo l'integrale � : J ! X 
he parte da x

0

; essendo J aperto, esiste t

1

> t

0


on [0; t

1

℄ � J . Per la 
ompattezza di tale intervallo e vista la de�nizione di

integrale, esiste un intero positivo n tale 
he per 0 � � � n il punto (1=n; �(�=n)

appartenga ad un U

(i

�

)

. Si ha allora 
he �(t

1

) �e ottenuto 
al
olando su

essi-

vamente �

i

0

; : : : ; �

i

n�1

a partire da x

0

. Essendo ogni tale appli
azione 
ontinua

nel punto ove viene 
al
olata, si ottiene alla �ne un intorno V di x

0

tale 
he

partendo da V ed appli
ando su

essivamente �

i

0

; : : : ; �

i

n�1

, il 
odominio di og-

nuno �e 
ontenuto nel dominio del su

essivo, 
osi

h�e la 
omposizione �e de�nita.

Quindi tutto V � [0; t

1

℄ �e 
ontenuto in U e 
i�o mostra 
he (t

0

; x

0

) �e interno ad

U . Stessa 
osa per t

0

< 0.

La veri�
a 
he � soddisfa la 
ondizione di essere un 
usso lo
ale e 
he �e

massimale viene las
iata per eser
izio. L'ultima a�ermazione dell'enun
iato, si

dimostra 
os�� : Sia � :℄a; b[! X l'integrale 
he parte da x

0

2 X 
on b �nito

e supponiamo per assurdo 
he per t ! b non si abbia la divergenza di �(t).

Se ne dedu
e allora l'esistenza di una su

essione t

n

2℄a; b[ 
on t

n

! b e �(t

n

)

tendente ad un y 2 X . L'integrale 
he parte da �(t

n

) essendo ottenuto per

traslazione da � �e allora de�nito su un intervallo il 
ui estremo destro b

n

va a

zero per n 
he 
res
e (pre
isamente b

n

= b � t

n

). Ci�o 
ontraddi
e il fatto 
he

per ogni y 2 X esistono un suo intorno A ed un l > 0 tali 
he ogni integrale 
he

parte da un punto di A �e de�nito almeno su [0; l℄ (infatti se y 2 U

(i)

0

baster�a


he sia [0; l℄�A � U

(i)

).

Nel seguito saremo interessati al 
aso 
he X sia un aperto in uno spazio vet-

toriale di dimensione �nita (o di Bana
h) od an
he, quando avremo introdotto le

variet�a, una variet�a di�erenziabile; ri
hiederemo allora 
he i 
ussi e gli integrali

asso
iati siano di�erenziabili. Tutto quanto pre
ede rimane valido sostituendo

ovunque "
ontinuo" 
on "di�erenziabile".

Campi di vettori

Sia 
 un aperto in uno spazio vettoriale E (di dimensione �nita o pi�u in

generale di Bana
h). Un 
ampo di vettori su 
 �e una appli
azione di�eren-

ziabile T : 
 ! E. Chiameremo (
urva) integrale di un tale 
ampo T ogni

appli
azione di�erenziabile � :℄a; b[! 
 
he veri�
hi _�(t) = T (�(t)) per ogni

t 2 
. La restrizione ad un sottointervallo di un integrale �e an
ora un integrale

e 
i�o permette di introdurre un semiordinamento sugli integrali di T e quindi di

parlare dei suoi integrali massimali.

Se E = R

n


on 
oordinate x

1

; : : : ; x

n

, dette T

1

; : : : ; T

n

le 
omponenti di T ,

la 
ondizione sulla 
urva �(t) = (x

1

(t); : : : ; x

n

(t)) di essere un integrale di T �e

data dalle eguaglianze:

_x

i

(t) = T

i

(x

1

(t); : : : ; x

n

(t)) per i = 1; : : : ; n

87



Quindi tale 
ondizione �e pre
isamente un sistema di equazioni di�erenziali (au-

tonomo, ossia non dipendete dal tempo) al primo ordine in forma normale.

Dal teorema di esistenza ed uni
it�a per le soluzioni di un tale sistema si ha

l'esistenza per ogni x 2 
 di un uni
o intervallo aperto J

x

� 
 ed un uni
a


urva integrale massimale � : J

x

! 
 di T tale 
he �(0) = x; essa verr�a detta

l'integrale di T 
he parte da x. Sia U l'insieme delle 
oppie (t; x) 2 R � 
 tali


he t 2 J

x

. Sia � : U ! 
 l'appli
azione 
he a (t; x) asso
ia �(t) essendo �

l'integrale di T 
he parte da x.

Teorema 96 U �e un aperto di R �E e � : U ! 
 �e un 
usso di�erenziabile

Per quanto visto nella trattazione dei 
ussi, questo teorema �e un 
orollario

del seguente:

Lemma 97 Sia 
 un aperto di una spazio vettoriale E (di dimensione �nita o

di Bana
h) e sia T : 
! E un 
ampo di vettori di�erenziabile. Allora per ogni

x

0

2 
 esistono un intorno aperto V di x

0

in 
 , un l > 0 ed una appli
azione

di�erenziabile � :℄ � l; l[�V ! 
 tale 
he �(0; x) = x per ogni x 2 V e 
he

t! �(t� x) sia un integrale del 
ampo T per ogni �ssato x 2 V

Dim. Supponiamo per sempli
it�a 
he x

0

sia l'origine di E. Poniamo B

r

=

fx 2 E : jjxjj < rg e supponiamo 
he sia B

2r

� 
. Posto I = [�1; 1℄, per k in-

tero sia C

k

lo spazio delle appli
azioni f : I ! E 
he sono k volte di�erenziabili;

esso diviene uno spazio di Bana
h de�nendo la jjf jj 
ome l'estremo superiore

delle jjf

(h)

(t)jj per t 2 I e 0 � h � k. Il sottospazio C

k

0

delle f 2 C

k



he

sono nulle per t = 0 �e un sottospazio 
hiuso ed �e quindi an
h'esso uno spazio di

Bana
h. Sia p un intero �ssato ed indi
hiamo 
on U l'insieme delle f 2 C

p+1

0

la 
ui immagine �e 
ontenuta in B

r

; esso �e 
hiaramente un aperto di C

p+1

0

. Per

x 2 B

r

e t 2 I si ha jjx + f(t) < 2r; �e quindi ben de�nita una appli
azione

F : R �B

r

� U ! C

p


on la formula:

F (�; x; f) =

_

f(t)� � � T (x+ f(t))

Tale F �e una appli
azione de�nita su un aperto di uno spazio di Bana
h;

essa �e 
omposizione di appli
azioni di�erenziabili ed �e quindi an
h'essa di�eren-

ziabile. Il di�erenziale di F nell'origine, ristretto alla terza 
omponente, �e l'

appli
azione lineare di C

p+1

0

in C

p


he ad una h : I ! E apparetenente a C

p+1

0

asso
ia la sua derivata appartenente a C

p

. Questo �e un isomor�smo di spazi di

Bana
h; un teorema di funzioni impli
ite di
e allora 
he esiste un intorno aperto

℄� a; a[�V dell'origine in R � B

r

ed una appli
azione H di�erenziabile di tale

intorno in C

p

tale 
he F (�; x;H(�; x)) � 0. Cio�e:

d

dt

(H(�; x)(t)) = � � T (x+H(�; x)(t))

per ogni t 2 I . Supponiamo 
he sia 1 2℄ � a; a[ ; la � dell'enun
iato si trova

allora ponendo �(t; x) = H(1; x)(t). In generale questa 
ondizione non sar�a

soddisfatta. Sia �

�

la 
urva de�nita su ℄� �; �[ da:

t 7! �

�

(t) = x+H(�; x)(t=�)

per �a � � � a ed x 2 V �ssato. Essa �e un integrale del 
ampo dato e si

ome

H �e a valori in C

p+1

0

tale integrale parte da x; per il teorema di uni
it�a degli
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integrali tali � 
oin
idono nel 
omune dominio di de�nizione. In de�nitiva si

avr�a un integrale � :℄� a; a[! 
. La sua espressione in termini di H di
e allora


he la � asso
iata �e di�erenziabile p+ 1 volte.

Appendi
e 2 : Spazi vettoriali topologi
i

Sia V uno spazio vettoriale reale. Una struttura topologi
a su V �e detta


ompatibile 
on la struttura algebri
a se, ponendo su V � V e R � V

le topologie prodotto, le operazioni:

V � V 3 (x; y)! x+ y 2 V R � V 3 (�; x)! �x 2 V

sono 
ontinue. In tal 
aso diremo 
he su V �e stata �ssata una struttura di

spazio vettoriale topologi
o. Nel seguito saremo interessati, a parte il 
aso di R

n

dotato delle sue strutture standard, prin
ipalmente a tre tipi di spazi vettoriali

topologi
i detti spazi di Bana
h,di Hilbert e di Fre
het. In tali 
asi la topologia

�e di tipo metri
o, 
osi

h�e si potr�a sempre ragionare in termini di su

essioni;

inoltre si tratter�a di spazi lo
almente 
onvessi nel senso 
he ora pre
isiamo.

Sia V uno spazio vettoriale reale. Introdu
iamo le seguenti nozioni:

Convessi: Un sottoinsieme A � V �e detto 
onvesso se per ogni x; y 2 A , il

segmento [x; y℄ = f�x+ (1� �)y : 0 � � � 1g �e 
ontenuto in A.

Seminorme: Una funzione p : V ! R �e detta una seminorma se per x; y 2 V

e � 2 R si ha:

�p(x) � 0

�p(�x) = j�jp(x)

�p(x+ y) � p(x) + p(y)

Una tale seminorma �e detta una norma se inoltre si ha:

�p(x) > 0 per x non nullo

Spazi normati e di Bana
h: Uno spazio normato �e uno spazio vettoriale reale

su 
ui sia stata �ssata una norma 
he solitamente viene indi
ata 
on x ! jj jj.

Ad una norma su V �e asso
iata una distanza d su V de�nita dalla formula

d(x; y) = jjx � yjj. Si veri�
a fa
ilmente 
he 
on la topologia indotta da tale

metri
a, le operazioni di V sono 
ontinue 
osi

h�e ogni spazio normato �e uno

spazio vettoriale topologi
o. Uno spazio di Bana
h �e uno spazio normato 
he,

in quanto spazio metri
o, sia 
ompleto.

Spazi di Hilbert: Ri
ordiamo 
he un prodotto s
alare su V �e una forma biline-

are simmetri
a b : V � V ! R 
he sia de�nita positiva nel senso 
he b(x; x) > 0

per x 6= 0 in V . Uno spazio V su 
ui sia stato �ssato un prodotto s
alare viene

detto uno spazio di pre-Hilbert. Ad ogni tale prodotto si asso
ia una norma su V

de�nita dalla formula jjxjj =

p

b(x; x) (
he questa sia e�ettivamente una norma

si veri�
a 
ome si �e fatto in Analisi per R

n

, dimostrando la disuguaglianza di

S
hwartz) 
osi

h�e V diviene uno spazio normato; se 
on tale norma lo spazio

risulta 
ompleto diremo 
he V �e uno spazio di Hilbert. In de�nitiva quindi, uno

spazio di Hilbert �e uno spazio di Bana
h nel quale jj jj

2

�e una forma quadrati
a,

ossia �e tale 
he la funzione jjx+ yjj

2

� jjxjj

2

� jjyjj

2

�e bilineare.

Spazi di Fre
het: Sia p una seminorma su V . La formula d(x; y) = p(x � y)
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de�nis
e una pseudodistanza d 
he indu
e una topologia su V , ovviamente non

di Hausdor� se p non �e una norma. Ad una famiglia P di seminorme su V ,

asso
iamo la topologia meno �ne tra quelle pi�u �ni delle topologie asso
iate agli

elementi di P ; pre
isamente un punto x

0

2 V �e detto interno ad un sottoinsieme

A � V se e solo se esistono un numero �nito p

1

; : : : ; p

r

di elementi di P ed � > 0

tali 
he ogni x 2 V 
he veri�
hi p

i

(x) < � per i = 1; : : : ; r �e 
ontenuto in A.

Tale topologia sar�a di Hausdor� se e solo se �e veri�
ata la seguente 
on-

dizione: per ogni x 2 V esiste p 2 P tale 
he p(x) > 0. Supponiamo 
he 
i�o

avvenga e 
he P sia (al pi�u) numerabile; diremo 
he V �e uno spazio di Fre
het

se esso �e P-
ompleto nel senso 
he se una su

essione (x

n

) in V �e di Cau
hy per

ogni elemento di P , allora esiste x 2 V tale 
he p(x

n

� x) tende a zero per ogni

p 2 P .

Possiamo riformulare questa 
ondizione utilizzando le seguenti osservazioni:

- se d �e una distanza (o una pseudodistanza) su un insieme X ed r �e una 
ostante

positiva, allora d

0

= r � d e d

00

= d=(1 + d) sono distanze su X 
he indu
ono la

stessa topologia ed hanno le stesse su

essioni di Cau
hy di d.

- se (d

n

)

n2N

�e una famiglia numerabile di (pseudo-)distanze su un insieme X

per le quali d

n

� 2

�n

, allora d =

P

n

d

n

�e una distanza su X per la quale le

su

essioni di Cau
hy sono pre
isamente quelle 
he sono di Cau
hy per 
ias
una

d

n

e la topologia indotta da d �e quella meno �ne tra quelle 
he sono pi�u �ni

delle topologie indotte dalle d

n

.

Ne segue 
he uno spazio di Fre
het �e uno spazio vettoriale topologi
o in 
ui

la topologia �e indotta da una metri
a d rispetto alla quale esso �e 
ompleto e 
he

�e esprimibile 
ome una serie:

d =

X

n2N

2

�n

d

n

=(1 + d

n

)

essendo d

n

la pseudometri
a asso
iata ad una seminorma.

Note

1. Sia V uno spazio vettoriale topologi
o in 
ui i punti (basta supporlo per

l'origine) possiedano un sistema fondamentale di intorni 
he sia numerabile.

Diremo 
he una su

essione (x

n

) in V �e di Cau
hy se per ogni intorno U di

0 2 V esiste n

0

2 N tale 
he per n;m � n

0

si abbia x

n

� x

m

2 U . In tale

situazione ha quindi un senso parlare di 
ompletezza senza fare riferimento ad

una metri
a su V .

Diremo inoltre 
he V �e lo
almente 
onvesso, se ogni intorno dell'origine ne


ontiene uno 
onvesso.

Si pu�o dimostrare, 
he gli spazi di Fre
het sono pre
isamente quelli 
he sono

lo
almente 
onvessi, possiedono un sistema fondamentale di intorni dell'origine


he �e numerabile e 
he sono 
ompleti.

2. Le de�nizioni di spazi di Bana
h, Hilbert e Fre
het date sopra hanno analoghe

ovvie nel 
aso di spazi vettoriali 
omplessi. Osserviamo solo 
he se su un tale

V �e de�nita una norma in quanto spazio vettoriale reale, aÆn
h�e essa sia una

norma sui 
omplessi non basta supporre 
he sia invariante per la moltipli
azione

per i, ma o

orre 
he esso sia invariante per la moltipli
azione per ogni numero


omplesso di modulo uno. Ad esempio su C la norma del sup tra parte reale e

parte immaginaria �e una norma sui reali, �e invariante per la moltipli
azione per

i ma non �e una norma sui 
omplessi.
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Nel 
aso di spazi di Hilbert sui 
omplessi,il prodotto s
alare < ; > deve

essere una forma hermitiana; la sua parte reale �e allora un prodotto s
alare sui

reali 
he �e i-invariante. Vi
eversa se su uno spazio vettoriale 
omplesso viene

dato un prodotto s
alare in quanto spazio sui reali, 
he sia i-invarinte, esso �e

la parte reale di un prodotto s
alare sui 
omplessi univo
amente determinato.

Quindi le strutture di spazio di Hilbert 
omplesso sono pre
isamente le strutture

di Hilbert reali in 
ui la norma asso
iata si i-invariante.

3. Quasi sempre a

ade 
he nell'utilizzo di uno spazio di Bana
h �e la topologia

ad essere rilevante mentre la norma giuo
a un ruolo sussidiario. Cos�� in R

n

la

norma eu
lidea o quella del sup possono essere utilizzate indi�erentemente nelle

stragrande maggioranza delle situazioni. In e�etti gli spazi di Bana
h 
he in-

trodurremo non avranno generalmente una norma avente un qual
he signi�
ato

intrinse
o (o "geometri
o"). La stessa 
osa per gli spazi di Fre
het. Per questa

ragione sarebbe forse stato preferibile de�nire questi spazi 
ome spazi vettoriali

topologi
i la 
ui topologia pu�o essere introdotta da una norma o da una famiglia

di seminorme 
ome des
ritto sopra. La stessa 
osa a

ade in topologia quando

si studiano gli spazi metri
i ma la parti
olare metri
a non �e rilevante: si parla

allora pi�u propriamente di spazi metrizzabili.

Al 
ontrario, nell'uso degli spazi di Hilbert, il prodotto s
alare ha spesso un

signi�
ato intrinse
o ed �e quindi importante di per se.

Esempi Sia V lo spazio delle funzioni 
ontinue a valori reali su uno spazio

topologi
oX . Supporremo 
heX sia lo
almente 
ompatto ed a base numerabile;

essenzialmente possiamo pensare ad un sottoisieme 
hiuso in qual
he R

N

. Se

K � X �e un 
ompatto �ssato, introdu
iamo una seminorma su V ponendo, per

f 2 V :

jjf jj

K

= supfjf(x)j : x 2 Kg

Se (K

n

)

n2N

�e una famiglia esaustiva di 
ompatti di X (ossia iK

n

sono 
ompatti,

ognuno �e 
ontenuto nella parte interna del su

essivo e la loro unione �e tutto X),

allora la famiglia jj jj

K

n

per n 2 N de�nis
e su V una struttura di spazio

di Fre
het; 
i�o si dedu
e fa
ilmente dal teorema 
he assi
ura 
he il limite di

una su

essione uniformemente 
onvergente di funzioni 
ontinue �e una funzione


ontinua. Si veri�
a inoltre 
he tale topologia su V �e indipendente dalla s
elta

della famiglia esaustiva di 
ompatti.

E' immediato veri�
are 
he seX stesso �e 
ompatto, la topologia introdotta su

V 
oin
ide 
on la topologia asso
iata ad una norma, pre
isamente la jj jj

X

; ossia

V �e uno spazio di Bana
h. E' an
he abbastanza fa
ile dimostrare 
he vi
eversa

se tale V �e di Bana
h, ossia se esiste una norma 
he indu
e la topologia di V ,

allora X deve essere 
ompatto. In parti
olare lo spazio di Fre
het delle funzioni


ontinue su un aperto (non vuoto) di R

n

non �e di Bana
h.

Come vedremo, analoghe strutture di Fre
het si introdu
ono sugli spazi di

funzioni di�erenziabili de�nite o su aperti di R

n

o pi�u in generale su spazi sui

quali abbia senso parlare di di�erenziabilit�a, 
ome le variet�a di�erenziabili.

Un esempio standard di spazio di Hilbert �e lo spazio l

2


ostituito dalle su
-


essioni x = (x

n

) di numeri reali (
omplessi se si vuole uno spazio di Hilbert sui


omplessi) aventi quadrato sommabile, ossia tali 
he jjxjj

2

=

P

1

1

x

2

n

< +1.

Si noti 
he sul sottoinsieme 
ostituito dalle su

essioni aventi nulle tutte le 
om-

ponenti dopo le prime n, la funzione jj jj indu
e una struttura identi�
abile ad

R

n

dotato della sua struttura di Hilbert standard. Utilizzando la disuguaglianza
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di S
hwartz in R

n

, si dimostra fa
ilmente 
he se x = (x

n

) ed y = (y

n

) apparten-

gono ad l

2

, risulta ben de�nito il numero < x; y >=

P

1

1

x

n

y

n

e 
he si ottiene


os�� un prodotto s
alare su l

2

la 
ui norma asso
iata �e proprio jj jj. An
ora

fa
ilmente si veri�
a 
he l

2


on tale struttura �e 
ompleto e 
he �e quindi uno

spazio di Hilbert.

Lo spazio di Hilbert des
ritto ora ha lo stesso ruolo 
he ha R

n

per gli spazi

vettoriali di dimensione �nita dotati di un prodotto s
alare: introdu
endo in un

qualsiasi spazio di Hilbert (pur
h�e separabile) una base ortonormale, si ottiene

un isomor�smo tra H ed l

2


he 
onserva i prodotti s
alari. Insomma l

2

viene

utilizzato per dare "sistemi di 
oordinate" agli spazi di Hilbert 
he si vogliono

studiare.

Nella prati
a spesso gli spazi di Hilbert appaiono 
ome spazi di funzioni,

sui quali il prodotto s
alare �e dato in forma di un integrale. Ad esempio sia V

lo spazio delle funzioni 
ontinue su [0; 1℄ a valori reali e de�niamo il prodotto

s
alare tra due funzioni f; g 2 V tramite la formula:

< f; g >=

Z

1

0

f(t)g(t)dt

Oppure sullo spazio W delle funzioni 
on derivata 
ontinua su [0; 1℄, si ponga:

< f; g >=

Z

1

0

f(t)g(t)dt +

Z

1

0

f

0

(t)g

0

(t)dt

In questo modo ed in altri analoghi 
he tratteremo, si ottiene uno spazio di

pre-Hilbert 
he non �e 
ompleto. Con pro
edimenti astratti generali, partendo ad

esempio dallo spazio di tutte le su

essioni di Cau
hy di V , si 
ostruis
e un suo

"
ompletamento" (univo
amente determinato da ovvie 
ondizioni) 
he risulta

essere uno spazio di Hilbert; tale 
ostruzione �e totalmente analoga a quella 
on

la quale si ottiene R a partire da Q.

Ma in genere tale 
ostruzione astratta �e po
o interessante (utilizzabile) a

meno 
he non si fornis
ano sue interpretazioni in termini di spazi di funzioni

e questa parte �e di solito quella pi�u 
ompli
ata; queste questioni verranno af-

frontate negli studi di Analisi Funzionale dopo l'introduzione dell'integrale di

Lebesgue, quando verr�a approfondito an
he lo studio degli spazi di Bana
h. Per

il momento avremo bisogno solo dei po
hi fatti sugli spazi di Bana
h 
he qui di

seguito esponiamo.

Al
une generalit�a sugli spazi di Bana
h

Siano V ,W spazi di Bana
h. Indi
heremo 
on le notazioni L(V;W ) =Hom(V;W )

lo spazio vettoriale delle appli
azioni lineari e 
ontinue � : V ! W . Su tale

spazio 
onsidereremo la norma de�nita da:

jjf jj = supfjjf(x)jj : x 2 V ; jjxjj = 1g

Si veri�
a fa
ilmente 
he 
on tale norma L(V;W ) �e 
ompleto ed �e quindi

uno spazio di Bana
h. Pi�u in generale per r intero, indi
hiamo 
on L

r

(V;W ) lo

spazio delle appli
azioni r�lineari e 
ontinue b : V

r

! W ; tale spazio diviene

uno spazio di Bana
h 
on la norma:

jjbjj = supfjjb(x

1

; : : : ; x

r

)jj : x

1

; : : : ; x

r

2 V sono di norma unog

92



Si dimostra in modo ovvio 
he 
on tali stutture le mappe di "
omposizione

di appli
azioni" sono 
ontinue, nel senso 
he ad esempio se U ,V e W sono spazi

di Bana
h, risulta 
ontinua l'appli
azione:

L(V;W )�L(U; V ) 3 (f; g)! f Æ g 2 L(U;W )


os�� 
ome sono 
ontinue altre trasformazioni naturali tra spazi ottenuti a

partire da spazi di Bana
h 
on 
ostruzioni "funtoriali" 
ome fatto sopra.

Tali fatti sono per�o veri (e fa
ili da dedurre), nel 
aso di spazi di Bana
h

ma per spazi di tipo pi�u generale pu�o essere impossibile dotare gli L(V;W ) di

topologie naturali in modo 
he le 
omposizioni siano appli
azioni 
ontinue.

An
he per gli spazi di Bana
h bisogna avere qual
he 
autela: non tutto funziona


ome in dimensione �nita. Ad esempio una appli
azione f : V ! W lineare

e 
ontinua tra spazi di Bana
h, ha nu
leo ma non ne
essariamente 
onu
leo di

Bana
h. Con 
i�o intendiamo dire 
he esistono su

essioni esatte (parliamo di

appli
azioni lineari e 
ontinue tra spazi di Bana
h):

0! K ! V

f

!W

(basta prendere K = kerf e K ! V l'in
lusione) ma pu�o non esisterne

al
una del tipo:

0! K ! V

f

! W ! H ! 0

Infatti f pu�o avere immagine non 
hiusa, 
ome a

ade ad esempio per

l'in
lusione di C

1

([0; 1℄) in C

0

([0; 1℄):

Un'altra 
ompli
azione �e 
he un sottospazio H di uno spazio di Bana
h V


he sia 
hiuso, pu�o non possedere al
un supplementare 
hiuso; ossia non �e detto


he esista un altro sottospazio 
hiuso in V tale 
he H \K = (0) e H �K = V .

Nel seguito, al
uni teoremi di "funzioni impli
ite" su spazi di Bana
h saranno

dimostrati solo nel 
aso 
he le appli
azioni linearizzanti (i di�erenziali) siano

appli
azioni lineari aventi immagine 
hiusa e dotata, assieme al nu
leo, di sup-

plementare 
hiuso.

Al
uni risultati fondamentali per spazi vettoriali topologi
i

Un sottoisieme C di uno spazio vettoriale V �e detto stellato in x 2 V se per

ogni y 2 C tutto il segmento [x; y℄ �e 
ontenuto in C.

Lemma 98 In ogni spazio vettoriale topologi
o gli aperti stellati in un punto x


ostituis
ono un sisteme fondamentale di intorni di x. In parti
olare ogni tale

spazio �e lo
almente 
onnesso per poligonali

Dim. Siano V uno spazio vettoriale topologi
o ed A un intorno dell'origine.

Essendo il prodotto per gli s
alari una appli
azione 
ontinua, esistono un intorno

aperto B dell'origine ed un � > 0 tali 
he

~

B = f� � x : x 2 B ; j�j < �g �e


ontenuto in A. Un tale

~

B �e evidentemente stellato in 0 ed �e aperto per
h�e

unione dei � � B per 0 < j�j < � 
he sono aperti in V .

Teorema 99 Un funzionale lineare su uno spazio vettoriale topologi
o �e 
on-

tinuo se e solo se ha nu
leo 
hiuso
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Dim. Sia � : V ! R lineare non identi
amente nulla e sia H il suo nu
leo.

E' ovvio 
he se � �e 
ontinuo, allora H �e 
hiuso. Supponiamo 
he H sia 
hiuso

ossia 
he U = V �H sia un aperto. Essendo V lo
almente 
onnesso per poli-

gonali, le 
omponenti 
onnesse di U sono aperte e 
oin
idono 
on le 
omponenti


onnesse per poligonali; queste per la 
ontinuit�a di appli
azioni lineari in di-

mensione �nita sono U

+

= fx 2 V ; �(x) > 0g ed il suo opposto U

�

= �U

+

.

Se a < b sono numeri reali, s
elti x; y 2 V 
on �(x) = a e �(y) = b, si ha 
he

�

�1

(℄a; b[) �e l'intersezione tra y+U

+

e x+U

�


he �e aperto 
osi

h�e � �e 
ontinua.

Chiameremo iperpiano in uno spazio vettoriale topologi
o V ogni sottospazio


he sia nu
leo di qual
he funzionale lineare e 
ontinuo � : V ! R.

Teorema 100 Su uno spazio vettoriale di dimensione �nita V esiste una ed

una sola struttura di spazio vettoriale topologi
o di Hausdor�

Dim. S
elta una base e

1

; : : : ; e

n

di V sia � : R

n

! V l'appli
azione lineare

de�nita da �(x

1

; : : : ; x

n

) !

P

n

1

x

i

e

i

. Dalla 
ompatibilit�a delle operazioni 
on

la topologia si ottiene la 
ontinuit�a di �. Identi�
ando V 
on R

n

, resta quindi da

veri�
are 
he per ogni topologia di spazio vettoriale topologi
o su R

n

, ogni dis
o

B = fx 2 R

n

: jjxjj < rg �e un intorno dell'origine. Ed infatti per la 
ontinuit�a

di �, l'insieme S dei vettori di norma r �e 
ompatto; essendo lo spazio lo
almente


onnesso per poligonali, il 
omplementare di S avr�a 
omponenti 
onnesse aperte

ognuna delle quali �e 
ontenuta o in B o nell' insieme B

0

dei vettori di norma

maggiore di uno, per
h�e ogni segmento disgiunto da S �e tutto 
ontenuto o in

B o in B

0

. Ne segue 
he la 
omponente 
onnessa del 
omplementare di S 
he


ontiene l'origine �e 
ontenuta in B 
he �e quindi un intorno dell'origine.

Lemma 101 Sia V uno spazio vettoriale topologi
o. Se f0g �e 
hiuso allora V �e

regolare, ossia i punti sono 
hiusi e ogni un 
hiuso e punto fuori di esso hanno

intorni disgiunti

Dim. Essendo le traslazioni degli omeomor�smi di V in se, nelle ipotesi fatte

ogni punto di V �e 
hiuso. Sia F un 
hiuso non 
ontenente l'origine. Essendo

l'appli
azione di V � V ! V de�nita da (x; y)! x� y 
ontinua in (0; 0), deve

esistere un intorno aperto U dell'origine in V tale 
he fx � y : x; y 2 U sia

disgiunto da F e 
i�o signi�
a 
he U e U+F sono disgiunti. Basta allora osservare


he U + F �e unione degli U + f per f 2 F ed �e quindi un intorno aperto di F .

Corollario 102 Se V �e uno spazio vettoriale topologi
o ed M �e un sottospazio

vettoriale 
hiuso, allora V=M dotato della topologia quoziente �e uno spazio vet-

toriale topologi
o di Hausdor�

Teorema 103 Siano V uno spazio vettoriale topologi
o, M � V un sottospazio


hiuso ed A un aperto 
onvesso 
on A \M = ;. Allora esiste un funzionale

lineare e 
ontinuo � : V ! R il 
ui nu
leo 
ontiene M ed �e disgiunto da A

Dim. L'enun
iato �e vero se dim(V ) = 2 ed M = (0). Infatti

~

A =

S

t>0

t � A

�e un aperto e si

ome A �e 
onvesso e non 
ontiene 0, esso sar�a disgiunto dal suo

opposto �

~

A. L'unione di

~

A 
on �

~

A non pu�o quindi 
ontenere tutto l'insieme

S

1

dei punti di norma uno per
h�e questo �e 
onnesso 
osi

h�e esiste una retta

L per l'origine in R

2

non 
ontenuta in tale unione e quindi disgiunta da A; si

prenda allora per � un qualsiasi funzionale su R

2

avente per nu
leo L.
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Il 
aso generale verr�a dimostrato ora per induzione.

Sia H l'insieme dei sottospazi vettoriali di V 
he 
ontengonoM e sono disgiunti

da A; per il lemma di Zorn esiste in H un elemento massimale rispetto al semior-

dinamento dato dall'in
lusione; sia H

0

un tale elemento. E' fa
ile veri�
are 
he

se H 
ontiene un elemento 
ontiene an
he la sua 
hiusura topologi
a 
osi

h�e

H

0

deve essere 
hiuso. Poniamo V

0

= V=H

0

e sia � : V ! V

0

la proiezione


anoni
a. Se dimV

0

= 1 esso, essendo di Hausdor�, �e identi�
abile ad R e �

fornis
e il � dell'enun
iato.

Supponiamo per assurdo dimV

0

> 1 e sia W un suo sottospazio di dimen-

sione due. Allora essendo �, 
ome tutte le mappe quozienti tra spazi vettoriali

topologi
i, una mappa aperta, l'insieme �(A) \ W �e un aperto 
onvesso 
he

non 
ontiene l'origine nel piano W ; se L � W �e una retta per l'origine dis-

giunta da esso, allora �

�1

(L) �e un elemento di H 
he 
ontiene strettamente H

0

,


ontraddi
endo quindi la sua massimalit�a.

Corollario 104 (Teorema di Hahn-Bana
h) In uno spazio lo
almente 
on-

vesso di Hausdor�, i funzionali lineari e 
ontinui separano i punti. Ossia per

ogni punto x 2 V esiste � : V ! R lineare e 
ontinua tale 
he �(x) 6= 0

Dim. Si appli
hi il teorema pre
edente 
on M = (0) ed A un intorno 
onvesso

di x 
he non 
ontenga l'origine.

Teorema 105 (Bana
h) Siano V , V

0

spazi vettoriali topologi
i la 
ui topolo-

gia �e indotta da metri
he invarianti per traslazioni e rispetto alle quali essi siano


ompleti (siano ad esempio spazi di Fre
het). Allora ogni appli
azione lineare e


ontinua f : V ! V

0


he sia surgettiva �e aperta. In parti
olare ogni isomor�mo

algebri
o 
he sia 
ontinuo tra spazi di tale tipo �e an
he un omeomor�smo

Dim. Indi
hiamo 
on B(�) (risp. B

0

(�)) la palla aperta di 
entro l'origine e

raggio � in V (risp V

0

). Baster�a mostrare 
he per ogni � > 0 esiste Æ > 0 tale


he B

0

(Æ) � f(B(�)).

Mostriamo dapprima 
he dato � esiste un Æ > 0 per 
ui B

0

(Æ) �e 
ontenuto

nel 
hiuso f(B(�) .

Infatti gli insiemi n � B(�=2) per n intero positivo 
oprono tutto V per 
ui

le loro immagini 
oprono tutto V

0

. Essendo V

0

metri
o 
ompleto, almeno una

di tali immagini ha 
hiusura a parte interna non vuota ed essendo 
ias
uno di

essi immagine del primo per una omotetia di V

0

in se 
i�o sar�a vero gi�a per il

primo; esisteranno quindi un x 2 B(�=2) ed una palla di 
entro f(x) e raggio

Æ > 0 
ontenuta nella 
hiusura di f(B(�=2)). Ri
ordando 
he le distanze sono

invarianti per traslazioni, se ne dedu
e 
he B

0

(Æ) � f(B(�)).

Per i intero positivo s
egliamo Æ

i

> 0 tale 
he B

0

(Æ

i

) � f(B(�

i

)) ove �

i

=

2

�i

�. Mostreremo 
he B

0

(Æ

1

) � f(B(�). Ed infatti dato y 2 B(Æ

1

) si s
elga

x

1

2 B(�

1

) tale 
he d(y�f(x

1

); 0) < Æ

2

ossia y�f(x

1

) 2 B

0

(Æ

2

); si s
elga quindi

un x

2

2 B(�

2

) per 
ui (y � f(x

1

))� f(x

2

) = y � (f(x

1

� x

2

) 2 B

0

(Æ

3

e 
os�� via.

La serie

P

+1

1

x

n


onverge in V ad un elemento di B(�). Si noti infatti 
he se d

�e una distanza invariante per traslazioni su uno spazio V , per n intero positivo

ed x 2 V si ha d(n � x; 0) � n�d(x; 0) (si utilizzi la disuguaglianza triangolare

alla su

essione di punti x , x+x, . . . ). Da 
io �o segue 
he la serie

P

+1

1

x

n

�e di

Cau
hy e quindi sommabile per la 
ompletezza di V ed an
he 
he la sua somma

x ha distanza inferiore ad � dall'origine. Si ha poi d(y; f(x

1

+ : : :+x

n

) < Æ

n+1

e
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i�o assi
ura 
he f(x) = y se si �e s
elta,
ome era le
ito la su

essione Æ

n

in modo


he 
onverga a zero.
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