Richiami di calcolo differenziale locale

In quel che segue ”spazio vettoriale” significhera ”spazio vettoriale reale di di-
mensione finita”. In ogni tale spazio verra utilizzata una norma scelta comunque
tra quelle esistenti : tutto quanto verra discusso non dipendera dalla particolare
norma utilizzata.

Gran parte dei risultati richiamati in questo paragrafo rimangono validi an-
che per per spazi vettoriali reali di dimensione infinita su cui sia stata fissata una
norma rispetto alla quale essi siano completi: tali spazi vengono chiamati spazi
di Banach. Essi saranno studiati nel corso di Istituzioni di Analisi Superiore;
diversi esempi saranno introdotti piu avanti anche in questo corso: un esempio
tipico sara dato dalla norma del sup sullo spazio vettoriale delle funzioni con-
tinue a valori reali definite su uno spazio compatto. Per I'estensione del calcolo
locale agli spazi di Banach bisogna richiedere esplicitamente alcuni fatti che sono
automaticamente verificati in dimensione finita; precisamente ogni applicazione
lineare ¢ : E — F' deve essere supposta continua e talvolta, come per i teo-
remi di inversione locale, si deve supporre che il suo nucleo abbia supplementare
chiuso, che la sua immagine sia chiusa e sia dotata anch’essa di supplementare
chiuso.

Siano V, W spazi vettoriali, ! C V un aperto, zg € Ve f: Q — W una
applicazione. Ricordiamo che f e detta differenziabile in xg se esiste L : V — W
lineare tale che posto per h € V con zg +h € Q :

f(@o +h) = f(xo) + L[h] + R(h)

si abbia R(A
lim L =0
h—0 ||h||

Si dimostra che di tali L ne esiste al pit uno; se esiste esso viene detto il dif-
ferenziale di f in zo ed € indicato con df (xo) (Si noti I'uso di parentesi tonde
e quadre: in df (zo)[h] , o ¢ il punto in cui si ”differenzia” ed ¢ indicato en-
tro parentesi tonde; in parentesi quadre indichiamo invece gli ”incrementi”, in
questo caso h, in cui il differenziale & calcolato).

Se f e differenziabile in ogni punto di {2, si ha una applicazione

df - Q@ — L(V,W) = Homz(V,W)

Se tale applicazione & continua diremo che f & di classe C' su Q.
Induttivamente, per k intero > 2, diremo che f & di classe C* se & C' e df &
C*~1; diremo che f & C™ se essa ¢ C* per ogni k € N.

D’ora in poi il termine ”differenziabile” significhera di classe C'**°.



Teorema 1 (di inversione locale) Siano E,F spazi vettoriali, Q0 un aperto
inV, f:Q — F differenziabile ed x € ().
Se df (z) : E — F ¢é un isomorfismo, allora esiste un aperto U C E contenente
x , tale che :

a. V =fU) é aperto in F

b. f:U — V é biunivoca con inversa differenziabile.

La dimostrazione sara supposta nota (corso di Analisi 2).

Def. Siano U C E e V C F aperti in spazi vettoriali. Una applicazione f :
U — V e detta un diffeomorfismo se € biunivoca insieme alla sua inversa. Nelle
notazioni ed ipotesi del teorema pecedente diremo che f e un diffeomorfismo
locale in x € 2 od anche che essa & localmente invertibile

Un diffeomorfismo sara talvolta chiamato anche cambiamento di coordinate.

Corollari del teorema di inversione locale

Siano E, F' spazi vettoriali, Q@ C E un aperto, f : @ — F una applicazione
differenziabile e sia 0 € Q, f(0) = 0.

a. supponiamo che df(0) : E — F sia surgettiva.
Sia p : E — K = ker(df(0)) una proiezione (associata alla scelta di un sup-
plementare di K in E). Allora Papplicazione g : @ — F @& H definita da
g(xz) = (f(z),p(x)), & localmente invertibile in 0. Essa rappresenta quindi un
cambiamento di coordinate in un intorno di 0; in tali coordinate la f diviene
lineare (precisamente la proiezione sul fattore F').

b. supponiamo che df (zo) : E — F sia iniettiva.
Sia H un supplementare in F' dell'immagine di df(xo). Allora ’applicazione
g: E® H — F definita da g(z,h) = f(z) + h & localmente invertibile in 0.
Essa definisce quindi un cambiamento di coordinate nell’origine di F'; in tali
coordinate la f diviene lineare (precisamente l'inclusione di £ in E & H).

Integrali contenenti un parametro

Siano E uno spazio vettoriale e f : [a,b] — E continua. Esiste un unico I € E

detto integrale di f su [a,b] (e che verra indicato con fab f(t)dt ) tale che per ogni
€ > 0, esista 6 > 0 tale che per ogni successione a = 9 < 1 < --- <z, = b
con | z;—1,x; |[<dperi=1,...n,sia

n

|Zf($i)'($i—$i—1)—1|<e

1
Se b < a definiamo [* f(t)dt = — [* f(t)dt.

Proposizione 2 f — fab f(t)dt é una applicazione lineare continua di C°([a, b))
in R la cui norma é|b—a| (ossia || f;f(t)dt” <|(b—a)| - supyefap IIf(2)]])

Siano E, F' spazi vettoriali, 2 C E un aperto, T uno spazio topologico. Le
applicazioni f : 2 x T — F possono essere pensate come famiglie di applicazioni
da Q in F parametrizzate da T'. Useremo in tal caso la notazione f(z,t) = fi(x)
per (z,t) € Q x T. La notazione df:(z) indichera quindi il differenziale della
funzione f; :  — F nel punto z € Q.



Def. CL(Q, F) & linsieme delle f : @ x T — F che sono continue, tali che
per ogni t € T, f; : Q@ — F sia differenziabile e tali che df; : Q@ x T — L(E, F)
sia continua. Analogamente si definiscono le Ck(Q, F) per k > 2 0 k = .

Teorema 3 Siano a < b e f € C[lmb](Q,F). Allora la funzione g : Q@ — F
definita da g(x) = f;f(m,t)dt ¢ di classe C* ed il suo differenziale ¢ dg =
fab df (z,t)dt (Iintegrale al secondo membro é fatto in L(E, F)).

Corollario 4 Se nel teorema precedente si suppone f € C'[’; b](Q,F),k > 1
allora g € C*(Q, F).

dim. del teorema

Continuita di g : siano zp € 2 e € > 0. Vogliamo trovare un intorno U
di zp in  tale che per z € U sia |g(z) — g(zo)| < €. Essendo f continua su
2 X [a,b],per ogni t € [a,b] esiste un intorno A; di (zg,t) in 2 X [a,b] tale che
per (y,s) € A¢ sia |f(y,s) — f(zo,1)] < 555-

Ora tale intorno puo supporsi del tipo Uy x I; con Uy, I aperti negli spazi (2
e [a, b]. Per compattezza di [a, b], esistono ¢y, - - -, ¢, tali che [; U---U I, = [a,b].
Allora per x € U = Uy, N ---N U, e qualsiasi t € [a,b] si ha :

l9(@) = gea)| = [} 1£(@,t) = f(20,8) < (b= ) 7=

Differenziabilita di g : bisogna mostrare che g e differenziabile nel punto
xzg € Q e che il suo differenziale & f; df (xg,t)dt. Cio significa che :

= €.

p a0+ o1) = fo, 0)dt — (J, dfe(wo)dt)h] _
grhcn 1Al -

Ora si ha : ) )
( / df, (o)) 1] = / df (o) (1]t

(si noti che l'integrale nel membro di sinistra ¢ fatto in £(E, F') mentre quello
a destra ¢ fatto in F)
Quindi si deve mostrare che va a zero l'integrale

b fwo + N, t) — f(zo,t) — dfi(zo)[h]
X IA] )

Consideriamo la funzione o : [0,1] — U definita da o(t) = z¢ + th. Allora
(teorema di Torricelli) si ha :

f(wo+h)—f(wo)=focr(1)—f00(0)=/0 d(f o) =

= / dft(wo + sh) - o' (s)ds = / dfi(zo + sh)[h]ds
0 0

Sostituendo nell’espressione precedente ci si riduce a mostrare che va a zero
I’espressione:

b ol
ﬁ / (/0 (dft(zo + sh) — dfi(zo))ds)dt[h]



Essendo df;(z) continua su Q X [a,b] , lo stesso ragionamento utilizzato per
mostrare la continuita di g , mostra che la norma di dfi(zo + sh) — dfi(zo) &
maggiorata da una qualsiasi prefissata costante positiva per h in qualche intorno
dell’origine e da cio segue facilmente che tutto 'integrale va a zero.

Teorema di divisione elementare

Siano E, F' spazi vettoriali ; un aperto Q2 in E x F' & detto stellato rispetto ad
E se per ogni (zg,y0) € Q, tutto il segmento [(zo,0), (2o, yo)] € contenuto in .

Teorema 5 (divisione elementare) Siano Q@ C E x F un aperto stellato
rispetto a E ed f : Q0 — G una applicazione differenziabile nulla su QN E x {0};
(ossia tale che f(xo,0) = 0 per ogni (x9,0) € Q). FEsiste allora una applicazione
differenziabile g : Q@ — L(F,G) tale che per (z,y) € QX sia  f(z,y) = g(z,y)[y]

dim. Sia (zo,y0) €  fissato. Consideriamo la funzione f:[01 - G
definita da f(¢) = f(xo,tyo). Per il teorema di Torricelli, si ha:

F(@o.m0) = F(1) - F(0) = / af = / (df. (0, tyo) o)) =

= ( / df. (0, t40)) o] = 9(z0, yo) o]

ove df, dipende differenziabilmente da x,,yo, t; i risultati del paragrafo prece-
dente assicurano quindi che g e differenziabile.



Applicazioni polinomiali

Siano E, F' spazi vettoriali. Una applicazione ¢ : E — F & detta un polinomio
omogeneo di grado p se esiste una b : EP — F p-—lineare tale che per ogni
x € E sia ¢(x) = b(x,---,z). Diremo che ¢ & la contrazione di b. Si verifica
facilmente (facendo una media su permutazioni delle variabili) che se ¢ & un tale
polinomio, fra tutte le p—lineari di cui esso & contrazione, ve ne & esattamente
una che sia simmetrica : essa verra detta la polarizzazione di ¢

Ne segue che £,(E, F') ={polinomi omogenei di grado p da E a F' } & uno
spazio vettoriale (& in corrispondenza biunivoca con le applicazioni p—lineari
simmetriche da E ad F).

Una applicazione ¢ : E — F & detta un polinomio di grado < n se ¢ =
¢o+ 1+ ---+ ¢, ove ¢; : E — F ¢ un polinimio omogeneo di grado p.

Se 2 & un aperto in E x F e g : Q@ — L,(F,G) & differenziabile, allora
(x,y) = g(z,y)[y] (che & ovviamente differenziabile) sard detta un polinomio
omogeneo di grado p in y a coefficienti funzioni C* su (2.

Sviluppi di Taylor

Siano  un aperto in E x F stellato rispetto ad E, Q¢ = QN E x {0} e sia
f: Q — @ differenziabile. Allora f(z,y)— f(z,0) : @ — G ¢ nulla su Q ; quindi
per il teorema precedente, esiste Ry : @ — L1 (F, @) tale che f(z,y) — f(z,0) =
Ro(z,y)[y]. Posto f(z,0) = ¢o(x) questa relazione si scrive:
(1) f(z,y) = ¢o(x) + Ro(z,y)[y]
che verra chiamata sviluppo di Taylor d’ordine 0 di f rispetto a y. Svilup-
pando d’ordine zero Ry, si ottiene una relazione del tipo Ro(z,y) = ¢1(z,y) +

Ro(z,y)[y] ove ¢y : Qo — L1(F,G), Ry : Q = L1(F, L, (F,G)). Quindi R, asso-
cia ad ogni punto (zo,yo) di €2, una applicazione bilineare su F a valori in G la
cui contrazione & un polinomio omogeneo di grado due da F' a G che indicheremo
con Ry (z,y). sostituendo nella (1) si ottiene ;
F(2,9) = do(@) + b1 (2)ly] + (Ra (2, )y)

che ¢ lo sviluppo di Taylor d’ordine 1: dice che f & un polinomio di grado
uno in y a coefficienti C* in z pit un resto che & un polinomio omogeneo di
grado due in y a coefficienti funzioni C*° in z, y.

Proseguendo cost si ottiene il seguente :

Teorema 6 (Sviluppo di Taylor) Se ) e f sono come sopra, esistono appli-
cazioni differenziabili ¢, : Qo — L,(F,G) e R, : Q@ = L,(F,G) per p € N tali
che pern € N sia :

) f(zy) =Y on@)y] + Rugi(@,y)[y]-
h=0

Nota. Derivando successivamente ambo i membri di (2) e calcolando per y = 0
si ottiene che ¢p(z) = I%d”fw(O) (attenzione alle notazioni che possono trarre
in inganno: si ricordi che f,(y) € per definizione f(x,y)). Ne segue che le ¢y, in
(2) sono univocamente determinate. Per quanto riguarda i resti Ry11(z,y)[y],
essi non sono univocamente determinati dalle richieste fatte (lo sarebbero se si
chiedesse una proprieta supplettiva che qui non esplicitiamo perche non avremo
necessita di avvalercene). Cid accade perché un polinomio omogeneo a coeffici-
enti C* non (formalmente) nullo pud rappresentare la funzione identicamente



nulla, a differenza di quel che accade per polinomi a coefficienti costanti (ad
esempio hy(z1,22)x1 + hao(21,z2)T2 ove hy(z1,22) = T2 € hao(21,22) = —21).
Quel che spesso ¢ sufficiente sapere dei resti R,, & precisato dalla seguente:

Proposizione 7 Se , f sono come sopra, ogni (z9,0) € Q ha un intorno
aperto U = A x B C ), con A, B aperti in E,F, tale che

o Fn1 (@)1

L B = 0 uniformemente per x € A.
y— Yy

dim. Siano infatti U un aperto in 2 ed M un numero reale tali che || Ry41(z,y)|| <
M per (x,y) € U. Allora, essendo R;,+1 un polinomio omogeneo di grado n+ 1,

si ha che:
Rn+1 ('Ta y)[y]

Yy
B (s )
TR @yl

avra norma < ||y||M.

Scritture in termini di coordinate

Se x1,...,x, sono le coordinate su E = R™, un polinomio omogeneo
¢ : E — R di grado d si scrive ordinariamente nel seguente modo:

|I|=d
ove per le usuali convenzioni di multiindici: se z = (z1,...,z,) € R" e
I={(i1,...,in) EN" /sipone [I| =iy +---+ipex! =a ... 2.

Nello sviluppo di Taylor di una funzione differenziabile f : R* — R, si ha
una somma di tali polinomi omogenei pit un ultimo termine R, 1, il "resto”,
che e ancora espresso da una scrittura dello stesso tipo con la sola differenza che
i 7coefficienti” a; invece che costanti sono funzioni differenziabili:

Ry = Z ar(zx) szt

|I|=d

Utilizzo del linguaggio algebrico

Sia 0 C R" un aperto; l'insieme delle funzioni differenziabili f : @ — R dotato
delle ovvie operazioni di somma e prodotto costituisce un anello commutativo
che indicheremo con £(2). Per z¢ € 2 si ha un omomorfismo

EQ) S f(zo) €R

il cui nucleo & un ideale massimale che indicheremo con my, ().
Si ha quindi una successione esatta, :

0—my () = EQ) 3R—0

la quale spezza ossia esiste un omomorfismo j : R — £(Q) tale che o 0 j = idg:
quello che associa allo scalare A la funzione che vale X su tutto €.

Per semplicita di notazioni supponiamo xy = 0. Per il teorema di divisione
elementare sappiamo che se (2 ¢ stellato in 0 allora 'ideale my(Q2) & generato



dalle funzioni zy,...,x,; da cid si deducono formalmente gli sviluppi di Taylor
di ordine finito per ogni elemento in £((?).

Si esamini per esercizio se cio rimane valido anche nel caso che {2 non sia
stellato in 0.

Il linguaggio dei germi

Consideriamo la totalita delle coppie (U, f) ove U C R™ & un aperto contenente
Porigine ed f : U — R & differenziabile; due tali coppie (U, f), (U’, f') saranno
dette equivalenti se esiste un altro aperto V' C R™ contenente l'origine e tale
che VCUNU" e fly = f"v. Le classi di equivalenza saranno dette germsi
di funzioni differenziabili all’origine in R™ e l’insieme da esse costituito verra
indicato con £(n). E’ chiaro che la somma e il prodotto di funzioni inducono
operazioni su £(n) con le quali esso diviene un anello commutativo. Siha ancora
una successione esatta che spezza:

o—mn)—=&En) >R—=0

ove o associa alla classe di equivalenza di (U, f) il valore di f in 0 e con-
seguentemente m(n) & Iideale dei germi ”"nulli” in 0. Ogni sistema di coordinate
all’intorno dell’origine in R fornisce un sistema finito di generatori per m(n).
Si dimostri per esercizio che inversamente ogni sistema di generatori per m(n)
contiene un sistema di coordinate locali per qualche intorno dell’origine di R™.

Risultati ottenuti con metodi elementari

Siano £ = £(n) l'insieme dei germi di funzioni differenziabili in 0 di R™ e m =
m(n) il suo ideale massimale.

Per f € £ , indicheremo con J = J(f) l'ideale generato in £ dalle 0f/0x;
peri=1,...,n : esso sara detto ideale iacobiano di f.
Nota. Apparentemente 'ideale iacobiano di f dipende dalle coordinate utilizzare
per calcolare le derivate; ma e facile dimostrare che con un altro sistema di
coordinate, si ottiene lo stesso ideale (anche se ovviamente le nuove derivate
saranno in generale diverse: esse forniranno un nuovo sistema di generatori di
tale ideale).
Diremo che f ¢ singolare se J # £ ossia J e propriamente contenuto in & ;
diremo che f ha una singolaritd isolata se & singolare ed esiste k € N tale che
J D mk. Due germi fy, fi € £ sono detti equivalenti se esiste un (germe di)
diffeomorfismo ¢ di (R™,0) in se tale che f; = foot. Una f singolare & detta di
determinazione finita se esiste un intero naturale p tale che ogni g differenziabile
che ha lo stesso sviluppo di Taylor d’ordine p di f , & equivalente ad f. In tal
caso diremo anche che f & p—determinata.

Teorema 8 Siano f,g € £ con f singolare e g € J(f)?m . Allora f ¢ equiva-
lente a f +g.

Corollario 9 Ogni singolarita isolata € di determinazione finita. Piu precisa-
mente se f € £ ¢ tale che J(f) D m? allora f ¢ 2k—determinata.

Dim. (del corollario) Nelle ipotesi fatte sia f = f + ¢ con g € m?**!_ Essendo

J(f) D m* si ha J(f)? D m?! e quindi g € m?**! C J(f)?m e si applica il
teorema precedente.



Prima di dimostrare il teorema, facciamo vedere come se ne puo dedurre
facilmente il lemma di Morse.
Premettiamo il seguente :

Lemma 10 Sia f € & singolare. Allora det(9f(0)/0x;0x;) # 0 se e solo se
J(f) =m.

(In tal caso f & detta di Morse o non degenere)
Dim. Sia det(0? f(0)/0x;0x;) # 0 ; alloral’applicazione (1, ..., x,) — (0f /01,
di (R™,0) in se ¢ localmente invertibile. Quindi
esistono funzioni differenziabili F1, ..., F, nulle in 0 e tali che
z; = Fi(0f/0xy1,...,0f/0x,) per i = 1,...,n. Essendo Fi(y1,...,yn) =
> =1 Gijy; (sviluppo di Taylor) si ottiene z; = 37_, Gy;y; e quindi
m C J(f); inclusione J(f) C m ¢ assicurata dal fatto che f & singolare.
Viceversa se J(f) = m , allora si ha x; = Z?:l Gip0f/0xy . Derivando
rispetto a x; e calcolando per © = 0 si ha &;; = Y ,_; Gi1,(0)0* £(0)/0zp0x; il
che mostra I'invertibilita di 9% f(0)/0z;0x;.
Da questo lemma e dal precedente corollario si ottiene il seguente:

Corollario 11 Se f ¢ di Morse e g € m3 | allora f ¢é equivalente a f +g . In
particolare f é equivalente al proprio sviluppo di Taylor d’ordine due.

Dim. (del teorema) Sia U un aperto contenente 0 € R” su cui f e g sono definite
e si consideri la funzione f(z) + tg(x) definita su U x R C R* x R. Per ogni
to € R, restringendo tale funzione a t = ty , si ottiene un germe di funzione
f(z) + tog(z) in 0 € R™ che indicheremo con f;,. Mostreremo che per ogni
to € R, fi, € equivalente a tutte le f; con ¢ sufficientemente vicino a ¢y . Ne
seguira che tutte le f; sono equivalenti tra loro .
Esaminiamo dapprima il caso tg = 0

Consideriamo un (germe di) campo di vettori all’origine di R” x R del tipo
(X (x,t),1) con X(0,t) = 0; seguendo le linee integrali di tale campo otteniamo
un germe ¢ : (R”,0) x R = (R, 0) definito da : ¢(z) = posizione al tempo ¢
partendo per ¢t = 0 da (z,0) e per ¢ piccolo ¢; & un cambiamento di coordinate
locali all’origine di R™. Cercheremo di costruire X (z,t) in modo che le
trasformino le f+tg nella f; cid equivale a richiedere che la funzione (f +tg) o

non dipenda da ¢, o in altri termini che %((f + tg) o ¢oy) = 0 che si scrive:
<vf+tvg, X >+9g=0
Esplicitamente vogliamo delle X;(x,t) per i = 1,...,n tali che X;(0,£) =0e
- of dg
> Xl (52 () + 155 (0) + —g(2)

i=1

Per dimostrare che tali X; esistono , ricordiamo che per ipotesi g € mJ? cosicche

O 199 _ N5 4 imiy 2L
5o T 50 = (8ij + tmij) o)

i=1

..., 0f [0xy)



Tale relazione & invertibile in un intorno dell’origine (perche det(d;; + tm;; =1
per z = 0) . Quindi

of _ 5~ (9,99
63:1'_].;}”]( +t )

ove le h;; sono funzioni differenziabili definite vicino all’origine di R™ x R. Sic-
come per ipotesi g € mJ(f) si avra una eguaglianza del tipo

- 0
g= an(m) 6;:,-

i=1

con le n;(0) =0 . Assieme alla relazione precedente si ottiene quindi

—gla) = 3 —maCe)his o, (o a) +t§—jj<w>>

ij=1 i
Questa relazione puo essere anche scritta :

0= 3 X0 @) + 5 @)

ovele X; = Y | n(x)hy;(z,t) sono nulle per z = 0 e quindi sono le componenti
di un campo avente le proprieta richieste.

Sia ora tg € R qualsiasi; bastera esaminare la famiglia f + (to +t)g = (f +tog) +
tg = fi, + tg vicino a t = 0. Se mostriamo che f e f;, hanno lo stesso ideale
jacobiano, saranno riapplicabili le argomentazioni svolte sopra per il caso tg = 0
e la dimostrazione sara conclusa.

Osserviamo che da g € J?(f) - m , ricordando che J(f) C m, si ha 0g/0z; €
J(f) -m. Da cio seguono relazioni

99 ~~ .. 0f
63:1» _Zl:mwawj

ove le m;; sono nulle per z = 0 e quindi:

0 0 - 0
_'f. + to—? = Z((Sij + tomij)a—l'i
¢ 1

per cui J(ft,) C J(f); la relazione inversa ¢ conseguenza del fatto che la matrice
(0i; + tom,j) ha determinante che vale 1 all’origine ed & quindi invertibile.

Mostriamo ora un altro risultato detto ancora lemma di Morse (o teorema
Babilonese o splitting lemma) per la cui dimostrazione utilizzeremo il seguente
lemma (che & un teorema di divisione elementare)

Lemma 12 Sia k : (R* x R™,0) — (R*,0) un germe di applicazione dif-
ferenziabile tale che x — k(x,0) sia un diffeomorfismo locale. Allora per ogni
a € E(n+m) esistono a: (R* x R™,0) — (R*,0) e b € E(m) tali che

a(l’,y) =< k(m,y),a(az,y) > _b(y)



Dim. Sia x : (R* x R™,0) — (R",0) tale che x(k(z,y),y) = = (per costruirla
si inverta (z,y) — (k(z,y),y)). Quindi si ha a(z,y) = a(x(k ( ¥),Y),y) . Sia
6(2,y) € E(n +m) definita da 6(z,y) = a(x(k(z, ), y),y). Si ha

¢(z,y) = ¢(0,y)+ < o(z,y),2 >
con o(z,y) : (R* x R™,0) = (R™,0). Ponendo z = k(z,y) si ha
a(z,y) = ¢(k(z,y),y) = ¢(0,9)+ < o(k(z,y),y), k(z,y) >
Teorema 13 Sia f € £(m) singolare e tale che

8% f

’I“k( 8331633]

0) =n
Allora, modulo un cambiamento di coordinate
(R™,0) ~ (R* x R* x R°,0) = {(z,y,2)}
si ha f(z,,2) = [lal[2 = ly][* + 9(2) ove a+b=n e g€ m’(c).

Dim. Sia f definita su R” x R? x R = {(z, A,t)} e sia dato un campo di vettori
i =a(z,\t), A=0, { = 1. Integrando si ottiene un diffeomorfismo di R*+r+1
in se : quello che ad (:v, A, t) associa il punto (o(z, A, t), A, t) in cui arriva (z, A, 0)
dopo un tempo t. Si ha

of

(0(z, M\ t),\t) =< Vof,a > +2L = b(o(z, \ 1), \t)

ot ot

ove tutto e calcolato in o(z, A, t). Supponiamo che a(z, A, t) sia tale che b(z, A, t)

0B
non dipenda da x e si costruisca B(\, t) di modo che sia B(A,0) =0e N (A t) =
bo(A, t). Allora f(o(z, A, t), A, t) — B(A,t) non dipende da ¢ , quindi coincide con

f(xz,\,0) . Siha cosi
flx, \,0) + B(A\t) = f(o(z, A, t),\ )

e quindi f & equivalente a f(z, A, 0) + B(\, t).
Sia ora data f come nelle ipotesi del teorema ; si scelgano coordinate
Ti,ee 3T, AL,y Ap,t i R™ con n massimale di modo che la matrice
0% f

6$i6$j
di una funzione a come sopra di modo che f(x, A, t) & equivalente a f(x,\,0) +
B(\, t) per qualche funzione B. Questa costruzione si pud applicare nuovamente
alla funzione f(z, A,0) (chiamando ¢t una delle A;) e cosi procedendo si arriva a
dimostrare che f & equivalente a f(z,0,0)+ una funzione delle altre variabili. E’
chiaro allora come la dimostrazione possa essere conclusa utilizzando il lemma
di Morse ordinario.

(0) sia non singolare. Allora il lemma precedente assicura l’esistenza

Deformazioni versali

I risultati esposti nel precedente paragrafo possono essere considerati teoremi
di rappresentazione locale (cio¢ come & fatta la funzione in qualche intorno
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del punto in esame) a partire da informazioni puntuali (ossia la conoscenza del
valore di alcune sue derivate nel punto). Essi mostrano infatti casi in cui avendo
certe informazioni sullo sviluppo di Taylor in un punto, si riesce a conoscere il
comportamento qualitativo della funzione.

Esaminiamo adesso un’altra problematica : data f € £(n) , come sono fatte
le f “vicine” a f ? Precisiamo il “vicine” nel seguente modo.

Una deformazione a p -parametri di un germe fy € £(n) ¢ una f € £(n +p)
che estende la fo : ossia f(x,u) € tale che f(z,0) = fo(z) , ove (z,u) sono le
variabili in R” x RP. Se f(z,u) € una deformazione a p - parametri di fo e u =
¢(v) & un germe di applicazione differenziabile di (R™,0) in (R?,0) , indicheremo
con ¢*(f) la deformazione a ¢ -parametri definita da ¢*(f)(z,v) = f(z, ¢(v)) .
Essa verra detta deformazione indotta da f per il cambiamento di parametri ¢
. Diremo isomorfe due deformazioni di fy nello stesso numero di parametri p ,
che siano ottenibili 'una dall’altra per composizione con un diffeomorfismo di
(R™ x RP,0) in se del tipo (x,u) = (¢(x,u),u) con ¢(x,0) = .

Una deformazione sara detta banale se € isomorfa alla deformazione costante
f(z,u) = fo(z) . Una deformazione f di fy & detta versale se ogni altra de-
formazione di fy € isomorfa ad una indotta da f per qualche cambiamento di
parametri.

Cercheremo ora di determinare quando una deformazione di fy e versale.

Sia f(z,u) una deformazione a p -parametri di fo. Le funzioni f; = (z,0)

8ui

sono dette velocita iniziali della deformazione nelle direzioni ui, ..., u,. Diremo
che f & formalmente versale se A(fo) = E(n)/J(fo) € generato , come spazio

.....

Teorema 14 Una deformazione versale é formalmente versale.

Dim. Sia f(z,u,...,up) versale per fo. Data una qualsiasi g € £(n) , fo(z) +
tg(x) € una deformazione ad un parametro di fo. Quindi essa deve essere iso-
morfa ad una ottenuta da f per cambiamento di parametro. Osia devono esistere
u1(t),...,up(t) € E(1) , con u;(0) = 0, tali che f(z,ui(t),...,up(t)) sia iso-
morfa a fo(x) + tg(z) ; quindi deve esistere o(z,t) : (R* x RP,0) — (R",0) con
o(z,0) = z e tale che f(o(z,t),u1(t),...,up(t)) = fo(z) + tg(z). Derivando
rispetto a t e calcolando per ¢t = 0 si ottiene :

n p
6f 8ai 8f .
——(z,0)——(z,0 ——(x,0)4;(0) =
> 05 0 + Y 7L w00 = o)
=1 i=1
quindi g ¢ somma di un elemento di J(fp) con una combinazione lineare (a
coefficienti costanti) delle velocita iniziali (si noti che g—q'i(m, 0) = g—i‘:(az))

Teorema 15 Una deformazione formalmente versale é versale.

Dim. Sia f € £(n + p) una deformazione formalmente versale di fo(z) € £(n).

Quindi f(z,0) = fo(z) e ﬁ(aJ,O),...,%(aJ,O) generano €(n)/J(fo) su R
P

611,1
Sia g(z,v) € £(n + ¢) una deformazione qualsiasi di fo(z). Consideriamo la
deformazione somma di f e g: F(x,u,v) € E(n+p+q) definita da F(x,u,v) =
flz,u)+g(x,v) — fo(x). Tale F “contiene” sia f che g (come restrizioni a v =0
e u = 0 rispettivamente). Quindi per mostrare che g € isomorfa ad una ottenuta
da f per cambiamento di parametri, sara sufficiente mostrare che F' & isomorfa
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ad una indotta da f per cambiamento di parametri. Il teorema precedente sara
cosl dimostrato dal seguente lemma applicato ¢ volte.

Lemma 16 Sia F(z,uy,...,um,t) € E(n +m + 1) una deformazione a m + 1
parametri di fo(x) € E(n) , tale che OF/0u;(z,0,0),...,0F/0um(x,0,0) gener-
ino £(n)/J(fo) suR. Detta Fy(x,u) la deformazione a m parametri indotta da
F pert =0 (ossia Fo(x,u) = F(x,u,0)), esiste un germe differenziabile (una
retrazione) h : (R™ x R,0) — (R™,0) con h(u,0) = u e tale che F ¢é isomorfa
alla deformazione indotta da Fy tramite h.

Dim. Cerchiamo germi a(u,t) e b(x,u,t) tali che detta ¢(x,u,t),h(u,t),t) la
posizione ove cui arriva il punto (z,u,0) dopo aver seguito per un tempo ¢ il
campo f = 1, 1 = a(u,t) & = b(x,u,t) , si abbia
0
(1) aF(d)(ﬂ?,U,,t),h(U,,t),t) =0
cosicche
F(¢(z,u,t), h(u,t),t) = F(z,u,0)

Quindi cambiando parametri in F(z,u,t) con la (u,t) = (h(u,t),t) si ottiene
una deformazione isomorfa a F(x,u,0).
La condizione (1) equivale alla :

“~ OF - OF OF

(2) ; o, (z,u,t)b;(z,u,t) + ; au; (z,u,t)a;(u,t) + 5 (x,u,t) =0
Dobbiamo quindi dimostrare che la (2) , considerata come equazione nelle a;, b;
, e risolubile. Quel che sappiamo e che “riducendo” modulo le u, ¢ tale equazione
diviene risolubile; ossia ponendo eguali a zero nella (2) le u,t , si ottiene una
equazione in incognite b; funzioni (germi) nelle x e a; costanti la cui risolubilita
& precisamente l'ipotesi del teorema. La dimostrazione sara quindi completa
se dimostriamo il teorema che segue: siano (z,u) le variabili in R” x RP ;
per ogni f € £(n + p) indichiamo con f € £(n) il germe di funzione definito
da f(z) = f(x,0). Evidentemente f — f & un omomorfismo surgettivo. Se
I C £(n+ p) & un ideale, indichiamo con I la sua immagine in £(n) (si verifica
subito che I & un ideale in £(n) perche 'omomorfismo £(n + p) — &(n) &
surgettivo).

Teorema 17 Siano ¢1,...,9- € E(n + p) e sia I un ideale in E(n + p). Sono
fatti equivalenti :

a) I+ Rg + -+ Rg, =&(n)

b) I+&(p)gi + - +E(p)gr =E(n+p)

La dimostrazione di questo teorema sara ricondotta nel prossimo paragrafo
ad un risultato (detto teorema di divisione) che sard dimostrato dopo aver in-
trodotto le funzioni di variabile complessa.

Si noti che la caratterizzazione trovata delle deformazioni versali puo es-
sere riassunta nella seguente “ricetta” per costruirle: sia fo € £(n) un germe
singolare; affinche esso possieda una deformazione versale, anello A(fy) deve
essere uno spazio vettoriale di dimensione finita su R. Se cosi e , si scelgano
g1, -+, 9p € £(n) le cui classi in £(n)/J(fo) siano un sistema di generatori su
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R. Allora f(z,u1,...,up) = fo(z) +urg1(z) +...+upgp)x) & una deformazione
versale di fy. Si deduce anche che la dimensione di A(fy) come spazio vettori-
ale su R , e la dimensione minimale d’una deformazione versale e che ogni due
deformazioni versali della stessa fy aventi lo stesso numero di parametri, sono
isomorfe.

Il teorema di preparazione
Diremo che f(z,t) € £E(n+ 1) & p—regolare in t per p € N se

0 ov-1 o
10.0=200==2F00 ¢ FLoozo

ossia se la restrizione di f all’asse ¢ si annulla d’ordine esattamente p.

Teorema 18 Siano f(xz,t),g(z,t) € E(n + 1) germi con f che é p—regolare in
t. Allora esistono Q(z,t) € E(n+1) e hj(x) € E(n), j=1,...,p tali che:

g9(@,t) = Qz,t) - f(z,) + ha(2)t" ™" + -+ + hy(2)

Ossia si puo "dividere” g per f ottenendo per resto un polinomio in t di grado
p— 1 a coefficienti in £(n).

O ancora in altri termini : E(n + 1) /ideale generato da f ¢é generato come
modulo su £(n) da 1,t,... tP~!

Nota. Questo risultato € 'unico di questo capitolo che non verra dimostrato.
Una dimostrazione dell’analogo caso analitico sara fatta piu avanti nel capitolo
sulle funzioni di piu variabili complesse; in tale occasione verranno anche indi-
cate le modifiche necessarie per rendere valida tale dimostrazione anche nel caso

c=.

Corollario 19 Sia f(z,t) € E(n+1) un germe p—regolare in t. Esistono germi
ur(x),...,up(z) € E(n) e Q(z,t) € E(n + 1) tali che u;(0) =0 peri=1,...,p
, Q(0,0) #0 e per cui :

f@,t) = Q@ )" +ur(2)t" ! + -+ up(2))

Dim. E’ ottenuta (a meno di segni) dividendo come nel precedente teorema la
funzione g(z,t) = t* per f.

Descriviamo ora una formulazione piu algebrica del teorema di preparazione,
che viene detta teorema di preparazione nella forma di J.Mather

Sia k un corpo. Una k-algebra locale & il dato di un anello commutativo
con identitd A che contiene k, avente un unico ideale massimale m, e tale
che 'omomorfismo A — A/m,4 induca un isomorfismo tra k e A/my, cosicche
Iinclusione di k£ in A fornisce una spezzamento della successione esatta:

0—-my—>A—-A/my=k—0

Ad esempio gli anelli £(n) sono R—algebre locali cosi come i loro quozienti; al
contrario se K D k & una estensione propria (ad esempio R D Q) allora K & un
anello locale, perché ha un unico ideale massimale (lo (0)) ed & una k—algebra
ma non e una k—algebra locale.
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Un omomorfismo di k—algebre locali A ; B & un omomorfismo ¢ : A - B
che sia l’identita su K e tale che sia ”locale” nel senso che applichi 'ideale
massimale di A entro 'ideale massimale di B (ossia ¢(my) C mp)

Oss. Si noti che k e una k—algebra locale e che ogni automorfismo di k
come corpo che non sia lidentita non & un omomorfismo di k—algebre anche se
¢ un morfismo di anelli locali. Cido mostra che la richiesta che ¢ sia 'identita
su k£ non puo essere eliminata. Essa e pero sufficiente: siano infatti A e B
due k—algebre locali e sia ¢ : A — B un omomorfismo di anelli che induce
lidentita su k. Allora ¢(m4) C mp; in altri termini ogni morfismo di k—algebre
€ automaticamente un morfismo di k—algebre locali. Infatti se a € m4 sia A € k
tale che ¢(a) — X\ € mp. Se fosse A # 0, allora a — A sarebbe invertibile in A
e quindi ¢(a — A) = ¢(a) — A lo sarebbe in B il che & assurdo perché esso sta
nell’ideale massimale. Quindi A = 0 ossia ¢(a) € mp.

Sia A un anello (commutativo con identitad come tutti gli anelli di cui trat-
teremo). Un modulo su A ¢ il dato di un insieme X dotato d’una struttura di
gruppo abeliano e di una moltiplicazione A x X — X indicata con (a,z) = a-x
che sia distributiva a sinistra e a destra rispetto alle somme su A e X, sia
associativa, ed unitaria nel senso che 1 -2 =z per ogni z € X.

Dato un insieme S, Iinsieme A delle applicazioni ¢ : S — A ha una strut-
tura ovvia di A modulo. II sottomodulo A(S) delle ¢ : S — A che sono nulle
tranne un numero finito di s € S, & detto A—modulo libero generato da S (o
su S; vedremo nel seguito una definizione piu concettuale di A—modulo libero
generato da un insieme).

Per r € N indicheremo con A" I’A—modulo libero su S = {1,...,r}.

Un A—modulo & detto finito se ¢ finitamente generato, ossia se & isomorfo
ad un quoziente di A" per qualche r € N.

Supponiamo che A sia una k—algebra locale e che X sia un A—modulo.
Diremo che X & formalmente finito su A se X/(m4 - X) & uno spazio vettoriale
di dimensione finita su k. Qui la notazione my - X indica il sotto A—modulo
di X generato dai prodotti di un elemento di my per un elemento di X; si
noti che il quoziente X/(my4 - X) ¢ un A—modulo e che ogni elemento di m4
annulla tutto tale modulo, cosicché esso puo essere considerato come un modulo

suk=A/myu.
E’ facile verificare che se un A—modulo ¢ finito esso ¢ anche formalmente
finito. Anzi, se z1,...,z, sono generatori di X su A, allora le loro immagini

in X/(my - X) sono generatori di tale spazio vettoriale su k. Infatti se x € X,
sihax = ajxy + ...+ apxy, ; posto a; = A\; + m; con \; € ke m; € my per
t1=1,...,n, si avra

T=Mz1+ ...+ \xp iz + ...+ mpx,

Il viceversa in generale e falso; ossia in generale vi sono A—moduli formal-
mente finiti che non sono finiti.

Ad esempio, se m ¢ 'ideale massimale di £(n), n > 1, Iideale my, = Np>1m
e formalmente finito ma non finito.

Altro esempio: A = k{z} e X = k[[z]] gli anelli rispettivamente delle serie
convergenti e di quelle formali su di un corpo valutato completo (come R o C).

La verifica di quanto asserito per questi esempi si avvale del seguente risul-
tato:

h
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Lemma 20 (di Nakayama) Sia A una R—algebra locale con ideale massimale
m. Se X & un A—modulo finito tale che m - X = X, allora X ¢ costituito dal
solo 0.

Dim. Siano xi,...,z, generatori di X. Allora ogni z; € m- X e quindi z; =
Z;ﬂzl hij:vj con h,‘j € m.

Tale relazione pud essere scritta (I — H) - = 0 ove I e H sono le matrici d;; e
h;j ed z & il vettore colonna di componenti z1,...,z,.

Se dimostriamo che la matrice I — H ¢ invertibile ne seguira che Z = 0 e quindi
X = (0). Ed infatti det(I—H) = 1+h con h € me quindi 1+h ¢ m ¢ invertibile
in A (perché & un anello locale) cosicché I — H & invertibile.

La seguente conseguenza e spesso utile:

Teorema 21 Sia A una R—algebra locale e X un A—modulo finito. Affinché
Z1,...,¢,. € X siano generatori di X su A é necessario e sufficiente che essi
inducano generatori di X/(m-X) in quanto spazio vettoriale su R

Dim. Sia X il quoziente di X per il sotto-A-modulo generato dagli 1, ..., .
Se essi inducono generatori di X/(m-X) su R, alloram-X = X. Essendo questo
finitamente generato il lemma precedente assicura che esso € nullo.

Nel primo degli esempi precedenti si ha my, = m - mq,; quindi se m,, fosse
finitamente generato su £(n), esso sarebbe nullo. Bastera quindi mostrare che
esiste un germe di funzione C*° non nullo ma con sviluppo di Taylor identica-
mente nullo.

Per il secondo si ha che se m indica 'ideale massimale di R{z} allora m-R][[z]]
¢ l'ideale massimale di R[[z]] (entrambi tali ideali massimali sono infatti generati
da z1,...,2,). Se R[[z]] fosse finito su R{z} per il teorema precedente esso
sarebbe generato da 1, ossia coinciderebbe con R{z}.

Quindi bastera esibire una serie formale che non sia convergente in nessun in-
torno dell’origine.

Nota. Dal lemma di Nakayama si deduce facilmente che la condizione di es-
istenza di una deformazione versale per f, ossia il fatto che £(f)/J(f) abbia
dimensione finita come spazio vettoriale su R equivale al fatto che f abbia
in 0 una singolarita isolata, ossia che l'ideale jacobiano J(f) contenga qualche
potenza dell’ideale massimale di £(n), che & la condizione per un germe f € £(n)
di essere di determinazione finita.

Il teorema di preparazione nella forma di J.Mather, assicura che in certi casi,
un modulo formalmente finito ¢ finito.

Premettiamo ancora qualche definizione:
Sia ¢ : A — B un omomorfismo di anelli (supporremo sempre che gli omo-
morfismi siano unitari, ossia #(14) = 1g). Se X & un B—modulo, esso pud
essere considerato anche come A—modulo tramite ¢: definiamo il prodotto tra
un ¢ € A ed un z € X con la formula a - = ¢(a) - z.
Def. Un omomorfismo ¢ : A — B di R—algebre e detto preparabile se ogni
modulo finito su B che sia formalmente finito su A & anche finito su A.

Teorema 22 Ogni omomorfismo ¢ : £(n) — £(m) ottenuto da un germe dif-
ferenziabile f : (R™,0) — (R",0) definendo ¢(g) = go f, é preparabile.
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Osservazioni.

1. Se ¢ : A — B & surgettiva, essa e preparabile; anzi i generatori di X su B
costituiscono anche un sistema di generatori per X su A.

2.Se ¢p: A— Be: B — C sono preparabili, anche po¢: A — C
lo e. Infatti in tal caso se X € un C'—modulo, sihamy - X Cmp - X
perché ¢(my) C mp, e quindi dimg X/(m4 - X) > dimpX/(mp - X).
Quindi se X & finito su C e formalmente finito su A, & anche formalmente
finito su B, quindi essendo 1 preparabile & finito su B. Essendo poi ¢
preparabile, esso sara finito su A.

Le osservazioni precedenti permettono di limitare la dimostrazione del prece-
dente teorema al solo caso che f sia la proiezione p : R* ® R — R" (os-
sia p(x,t) = x). Infatti ogni (germe in 0 di) applicazione f : R* — R™, &
composizione della g : R* — R"® & R™ definita da g(z) = (z, f(z)) con la
proiezione h di R™ @& R™ sul secondo fattore. Coseguentemente ’'omomorfismo
f*:&(m) = &(n) indotto da f sard composizione di h* con g*. Se mostriamo
che p* & preparabile, allora anche h* lo sara (perché composizione di n fattori
del tipo di p*). Per quanto riguarda ¢g* essa & certamente preparabile perché
surgettiva; infatti con un opportuno cambiamento di coordinate nel codominio,
g diviene l'inclusione R* 3 ¢ — (2,0) € R* @ R™.

Esaminiamo quindi la seguente situazione: X un modulo sull’anello dei germi
in (z,t) € R* @ R finitamente generato diciamo da zy,...,z, € X e tale che
quozientandolo per I’§(n)—modulo m(n) - X generato dai prodotti di germi in
x nulli all’origine per elementi di X, si ottenga uno spazio vettoriale su R di
dimensione finita; allargando eventualmente il sistema di generatori di X su
E(n + 1), possiamo supporre che un suo sistema di generatori di tale spazio
vettoriale sia fornito dalle immagini in esso di z1, ..., z,.

Quindi ogni « € X si puo scrivere

r r
T = E cjTj + E Z5 T
j=1 j=1

con ¢; € R e le z; somme di prodotti di germi in # nulli in 0 per germi in z,?.
In particolare per ¢ = 1,...,r si ha

r

tr; = Z(Cij + zij):vj
j=1

ossia
'

,
Y (655 —cij — zij)x; = Y bija; =0
Jj=1 Jj=1

Indichiamo con A(z,t) € £(n + 1) il determinante della matrice (b;;) e sia Bjj
una matrice ( a coefficienti in £(n + 1)) il cui prodotto con la matrice (b;;) sia
la matrice identitd moltiplicata per A(z,t). Si ha allora A -Z = 0, essendo
Z il vettore verticale di componenti z1,...,z,. Quindi A annulla tutti gli z;
ed essendo questi generatori di X esso annulla tutto X. Ne segue che X e
un modulo (finitamente generato) sull’anello quoziente di £(n + 1) per Iideale
generato da A. Mostreremo ora che tale quoziente ¢ finitamente generato come
modulo su £(n) ossia sull’anello dei germi in € R™; ne seguira che anche X ¢
finito su £(n) e la dimostrazione sara conclusa.
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Osserviamo per prima cosa che A(z,t) & g—regolare rispetto a t per qualche
g tra 1 e r: infatti A(0,¢) e essenzialmente il polinomio caratteristico della
matrice (c;;) che € un polinomio monico di grado r.

Il teorema di divisione assicura allora che £(n+1)/(A) & un modulo su £(n)
generato da 1,¢,...,t971: infatti per ogni g(z,t) € £(n + 1) si ha una relazione

g(z,t) = Q(x, ) Az, t) + ar (2)t7™ + ... + ay(z)

e quindi
g(z,t) = ar ()t + ...+ ay(z) (mod(A))

Germi pari

Un germe f € £(n) ¢ detto pari se verifica la condizione f(z) = f(—x): sara
detto invece dispari se si ha f(—x) = —f(x).

E’ facile convincersi che se f € R[zy,...,z,] & un polinomio, allora esso &
pari se e solo se ”¢” un polinomio nelle z;z; per 1 <i <j < n.
Vediamo che cio e vero anche per funzioni differenziabili, nel senso precisato dal

seguente:

Teorema 23 Sia f € £(n) un germe pari. Esiste allora qualche (germe di)
funzione F' differenziabile nelle m = n(n + 1)/2 variabili Yi; per 1 <i<j<n
tale che f é ottenuta da F sostituendo le x;x; alle Y;;.

Dim. Consideriamo ’applicazione o : (R™,0) — (R™,0) le cui componenti sono
i monomi z;z; per 1 <i <j<mesia¢:E(m)— E(n) 'omomorfismo ad essa
associato. E’ chiaro che I'ideale ¢(m(m)) C £(n) coincide con il quadrato m?(n)
dell’ideale massimale di £(n). Ne segue che £(n) & un £(m) modulo quasi finito
ed e quindi finito per il teorema di preparazione. Anzi possiamo anche dedurne
che esso & generato come £(m)—modulo da 1 e x1,...,z,. In altre parole ogni
f € E(n) si pud scrivere

N
f:g+2hrmr
1

ove g e le h,. sono ottenute da funzioni in £(m) (tale scrittura non & univocamente
determinata: ad esempio 22 pud scrversi sia (z?) - x9 che (z1x2) - 71).

Tale eguaglianza esprime f come somma di una funzione pari e una dispari ed
¢ quindi chiaro che se f & pari, dovra essere f = g. Si noti che in questo modo
si vede anche che ogni f dispari e esprimibile come combinazione di z1,...,z,
a coefficienti funzioni pari.

In modo del tutto analogo si dimostra che se un germe in £(n) cambia segno
ogni volta che si cambia segno ad una sua variabile, allora pu® essere espresso
come una funzione differenziabile dei quadrati z? delle coordinate.

Germi simmetrici

Un germe f € £(n) & detto simmetrico se per ogni permutazione o
dell’insieme {1,...,n} si ha:

f(mlw";mn) = f(ma(l)a"'al’a(n))
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E’ noto dall’algebra che l'insieme dei polinomi P € R[X;,...,X,] che sono
simmetrici costituiscono una sottoalgebra isomorfa all’anello dei polinomi in n

N

variabili. Ad esempio un sistema di generatori indipendenti & costituito dai

polinomi P, = z¥ + ... + 2% per 1 < k < n. In altri termini si dimostra che per
ogni polinomio P simmetrico nelle x4, ..., z, esiste uno ed un sol polinomio @

in n variabili tale che:
P(Xy,...,. X)) =Q(Pi(X1,-.., Xpn), -, Pu(X1,.. ., X}))

Un altra lista di polinomi simmetrici che genera in modo indipendente tutti
gli altri, & quella costituita dai polinomi simmetrici elementari (da preferirsi
all’altra in molte occasioni, tra ’altro perché funziona anche in caratteristica
positiva) che sono costruiti svolgendo il prodotto:

(t=X1) - (t=Xp) = > toni(z)
0

e prendendo i polinomi (—1)io;(z) peri =1,...,n.

In particolare oy () =1 + ...+ zp e 0, (T) =1 - ... - Ty

In altre parole i polinomi (o funzioni, come piu spesso vengono chiamati) sim-
metriche elementari calcolate in z1,...,z, sono (a parte i segni) i coefficienti
dell’unico polinomio monico di grado n che ha come radici x1,...,x,.

Per j € {1,...,n} si ha quindi:

Z ac;'-an_i(x) =0
0

che puo essere scritta anche:

n
n o_ § i
1

Da cio si deduce che detta o : (R*,0) — (R™,0) lapplicazione con componenti
0;, € detto o* : £(n) = £(n) 'omomorfismo associato, Sia si ha:

z} € o™ (m(n)) - E(n)

per ogni j € {1,...,n}. In particolare ogni monomio di grado almeno n"
appartiene a tale ideale cosicché per k sufficientemente alto si ha

m(n)* C o*(m(n)) - £(n)

Ne segue che £(n) ¢ finitamente generato come modulo sulla algebra delle fun-
zioni simmetriche ed anzi che & generato da un numero finito di polinomi (ad
esempio dai monomi di grado inferiore a n™). Se f € £(n) & un germe simmet-
rico, esso si puo quindi scrivere :

N
f@) =) Qul2) Fo(o1(2),...,0u(2))

ove le @, sono polinomi e le F,. germi differenziabili. Facendo operare il gruppo
simmetrico si puo supporre che anche i (), siano simmetrici; applicando allora
il risultato di algebra richiamato sopra, si deduce che anche esse possono essere
scritte some funzioni (polinomiali) delle o;; si € quindi dimostrato che ogni germe
simmetrico puo essere scritto come una funzione differenziabile delle funzioni
simmetriche elementari.
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Varieta immerse

Sia H C RV un sottoinsieme. Una funzione f : H — R ¢ detta differenziabile
se per ogni xg € H esistono un suo intorno aperto U ed una F : U — R
differenziabile tali che per ogni € U N H sia f(x) = F(x).

Se HCRN e K CR™ | una f: H— K & detta differenziabile se tali sono
le sue M componenti in quanto funzioni di H in R.

Diremo che f : H — K ¢ un diffeomorfismo se f & biunivoca e differenziabile
assieme alla sua inversa.

Siano H C RN e z¢ € H; lo spazio tangente ad H in xo & 'insieme T'(H),, dei
v € RY tali che per ogni aperto U in RY che contiene zy e funzione differenziabile
h:U — R che sia nulla su U N H si abbia dh(zg)[v] = 0. E’ chiaro che T(H),
& un sottospazio vettoriale di RY.

Siano H CRY | K CRM | f: H — K differenziabile e 2y € H.
Per definizione esistono un aperto U in RV contenente zy ed una F : U — RM
differenziabile che coincide con f su U N H. Si verifichi per esercizio che dF(xo)
applica T(H),, C RY in T(K)f(z) C RM ed induce quindi una applicazione
lineare o : T(H)z, — T(K)f(sy). Inoltre tale o non dipende dalla partico-
lare estensione F scelta; ossia se U’ & un altro aperto in RV contenente z e
F': U — RM ¢ differenziabile e tale che per x € U' N H sia F'(z) = f(z) ,
allora per v € T'(H),, si ha dF(xg)[v] = dF'(xo)[v].
Si ottiene cosi una ben definita applicazione lineare df (zo) : T(H )z, — T(K) f(a)
che sara detta il differenziale di f in xo.
Def. Un sottoinsieme H C RY & detto una varietd differenziabile di dimen-
sione n se ogni suo punto ha un intorno aperto diffeomorfo ad un aperto di R™.
Diremo invece che H & una varieta differenziabile a bordo di dimensione n se ogni
suo punto ha un intorno aperto diffeomorfo ad un aperto di [0, +0o[xR* " C R".
Esempi (definizioni,esercizi,complementi)

1. Consideriamo la varieta a bordo X = [0,= oco] x R""! e poniamo
0X = {0} x R*~1. Si verifichi che ogni diffeomorfismo f : U — V tra aperti di
X applica U N9dX in VN OX. Cid permette di definire il bordo 0X per ogni
varieta a bordo X di dimensione n e di dimostrare che esso & una varieta (senza
bordo) di dimensione n — 1. Ad esempio D" = {z € R* : ||z|| < 1} & una
varietd compatta a bordo (detta il disco di dimensione n) il cui bordo & S™~*
(la sfera di dimensione n — 1).

2. Siano Q C R™ un aperto ed f :  — RP una applicazione differenziabile.
Allora X ={(z,y) e R* xR : 2 € Q, y= f(z)} ¢ una varieta differenziabile
di dimensione n (infatti z — (x, f(z)) € un diffeomorfismo tra Q ed X).

3. Siano X , Y varieta differenziabili di dimensioni p e ¢; allora X XY & una
varieta differenziabile di dimensione p + g. Se una delle due ¢ a bordo anche il
prodotto lo €. Se entrambi hanno il bordo non vuoto, X x Y non e una varieta.

4. Sia f : X — Y una applicazione differenziabile tra varieta. Diremo che
x € X & un punto critico per f se df (z) : T'(X), — T(Y(f(,) non & surgettiva;
altrimenti diremo che x & un punto regolare.
Diremo che y € Y e un walore critico per f se € immagine di qualche punto
critico. Altrimenti esso sara detto un wvalore regolare.

Si dimostri che 'insieme dei punti critici € un chiuso in X e che l'insieme dei
valori critici puo non essere un chiuso in Y.

5. Sia f : X — Y differenziabile tra varieta di dimensione n + p e p.
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Si dimostri che se y € Y & un valore regolare allora Xo = f!(y) & una sottova-
rieta di X di dimensine n. Se cio accadeed ¢ Y = RP e y = 0, diremo che f &
una equazione (globale) di definizione per Xg in X.

Si dimostri che se Xy € una sottovarieta di X , ogni « € Xy ha un intorno
aperto U sul quale esiste una equazione di definizione h per Xq NU.

Una coppia del tipo (U, h) sara detta una equazione locale di definizione per
X() in X.

6. Una applicazione differenziabile f : X — Y tra varieta ¢ detta un prodotto
se esistono una varietda F' ed un diffeomorfismo h : X — F x Y tale che detta
p: F xY — Y la proiezione canonica si abbia po h = f. Necessariamente una
tale f € priva di punti critici.

Viceversa se f : X — Y e differenziabile ed € X e regolare, allora x ha un
intorno aperto U in X tale che f(U) ¢ aperto in Y e la restrizione di f da U in
f(U) & un prodotto.

7. Sia 0 un valore regolare per f : X — R; allora M ={z € X : f(z) >0}
¢ una varietd a bordo con M = f~1(0). Si dimostri inoltre che in tal caso
{(z,y) € X xR" : ||ly||* = f(x)} & una ipersuperficie (ossia una sottovarieta
di dimensione uno meno di quella dell’ambiente) in X x R™.

8. Una applicazione differenziabile ¢ : X — Y tra varieta & detta una
immersion se il suo differenziale d¢(z) € iniettivo per ogni € X. Diremo
invece che & un embedding se € un diffeomorfismo tra X e la sua immagine; cio
equivale a dire che & una immersion ed ¢ un omeomorfismo. Diremo che una
varietd X di dimensione n ha codimensione di embedding p se esiste un suo
embedding in R"™”. Ad esempio la sfera S™ ha codimensione di embedding
uno. Analoga definizione per la nozione di immersion.

E’ facile dimostrare che per S! non esiste alcuna immersion in R.

Si dimostri pit in generale che una varieta compatta non vuota di dimensione
n non ha alcuna immersion (e quindi neppure un embedding) in R”.

9. Sia ¢ una applicazione differenziabile di una varieta a bordo X in una
varieta (senza bordo) Y. Un punto zp € X & detto regolare per ¢ se o zg € 0X
ed xp € un punto regolare per la restrizione di ¢ a X — 90X, oppure zo € 0X ed
allora zq & regolare per la restrizione di ¢ a 0X.

Si dimostri che se zp € X & regolare per ¢ : X — R", allora esiste un
intorno aperto U di zp in X ed un diffeomorfismo h (un sistema di coordinate
locali) tra U e Dt = {z € R*"™P : ||z|| <1 ,2,4p > 0} per cui h(0) =0 e
Papplicazione ¢ diviene (x1,...,Tntp — (T1,...,Tn).

Cio puo essere riformulato come segue: sia X una sottovarieta a bordo di
una varietd a bordo Y'; diremo che X ¢ ben messa in Y se si ha:

0X =XnNnoYy
e se per ogni x € 0X si ha:
Tx(aX) = Tx(X) n Tx(ay)

Da quanto sopra detto si ottiene che se ¢ : M — N & una applicazione
differenziabile di una varieta a bordo M in una varieta (senza bordo) N, allora
la fibra X di ¢ su un valore regolare, € una sottovarieta a bordo ben messa in M.
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Spazi paracompatti e partizioni dell’unita

Nel seguito ogni spazio topologico & supposto (se non esplicitamente dichiarato)
separato ed a base numerabile.

Definizioni:

- Una famiglia F di sottoinsiemi di uno spazio topologico X & detta puntualmente
finita se ogni x € X appartiene solo ad un numero finito di elementi di F; &
detta localmente finita se ogni z € X possiede un intorno che incontra solo un
numero finito di elementi di F.

- Una famiglia F e piu fine di una famiglia G se ogni elemento di F & contenuto
in qualche elemento di G.

- Uno spazio topologico X e detto localmente compatto se ogni punto possiede
almeno un intorno compatto. E’ facile verificare che allora gli intorni compatti
di un punto costituiscono un suo sistema fondamentale di intorni.

- Uno spazio topologico X & detto paracompatto se per ogni ogni ricoprimento
aperto U di X esiste un ricoprimento aperto ¥V di X che sia localmente finito e
pit fine di ¢ (in generale V non & costruibile come una sottofamiglia di U ; si
prenda ad esempio per U la famiglia delle palle di centro origine in R™).

- Uno spazio topologico X & detto numerabile all’infinito se & ricopribile con
una successione (numerabile) di compatti ognuno contenuto nella parte interna
del successivo; una tale successione di compatti verra detta esaustiva .

Proposizione 24 Ogni spazio localmente compatto é numerabile all’infinito

Dim. Sia (B,,)nen una base numerabile di X; possiamo supporre che ogni B,,
abbia chiusura compatta (infatti gli elementi della base originaria che hanno tale
proprieta costituiscono ancora una base). Per ogni intero r sia H, la chiusura
di BoU...UB,. Per ogni intero r esiste un intero s > r tale che H, & contenuto
nella parte interna di Hy e cio dimostra che eliminando alcuni degli H; resta
una successione esaustiva di compatti per X.

Proposizione 25 Ogni spazio localmente compatto é paracompatto

Sia (K, )nen una successione esaustiva di compatti per X. Per ogni interon > 1
sia Q,, laperto ottenuto togliendo alla parte interna di K,,4; il compatto K,,.
La famiglia Q,,)»>1 € un ricoprimento aperto di X che & numerabile, localmente
finito ed i cui elementi sono relativamente compatti.

Sia allora U = (U;)ser un ricoprimento aperto qualsiasi di X; per ogni intero
positivo n esiste I,, C I finito tale che 2, sia contenuto nell’unione degli U;
per @ € I,; ne segue che la famiglia degli 2, N U; per n intero positivo ed
i € I,, costituisce un ricoprimento aperto V localmente finito piu fine di ¢. Si
noti che tale V e inoltre numerabile ma d’altra parte si noti anche che in ogni
ricoprimento aperto localmente finito di X gli aperti non vuoti sono al pit una
infinita numerabile.

Partizioni dell’unita

Diremo che una funzione f a valori reali su uno spazio topologico X & localmente
nulle in x € X se essa e identicamente nulla su qualche intorno di z. L’insieme
dei punti x € X nei quali f non & localmente nulla costituisce un chiuso che
viene detto il supporto di f. Una famiglia (f;);es di funzioni su X & detta
localmente finita se tale € la famiglia dei suoi supporti.
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Una partizione dell’unita sullo spazio topologico X e una famiglia localmente
finita (f;)ier di funzioni continue su X tale che ), ; fi(z) = 1 per ogni = € I.
Tale partizione & detta pit fine di un ricoprimento U = (Uj)jes se cosi e la
famiglia dei supporti delle f;. Se inoltre accade che I = J e per ogni ¢ € [ il
supporto di f; € contenuto in U; allora diremo che la partizione e subordinata
ad U.

Lemma 26 Sia U = (U;)ier un ricoprimento aperto di X. Se esiste una par-

tizione (f;)jes su X pit fine di U allora ne esiste anche una (F;);er subordinata
ad U

Dim. Per ipotesi esiste v : J — I tale che per ogni j € J il supporto di f;
sia contenuto U, ;). Per ogni i € I si definisca F = ;-1 (; fj; si verifica con
un po(co) di lavoro che (F});cs € una partizione dell’unitd subordinata ad U.

Teorema 27 Su uno spazio localmente compatto ogni ricoprimento aperto ha
partizioni dell’unita o lui subordinate

Dim.

La dimostrazione si avvale del teorema di esistenza di funzioni continue detto
lemma di Uhrison. Per evitarne I’'uso e per trattare allo stesso tempo gli analoghi
risultati nel caso differenziabile, si puo supporre che su X sia assegnata una
famiglia F di funzioni continue che abbia la seguente proprieta:

- dati comunque z € X ed un intorno U di x esiste una f € F non nulla
in = ed avente supporto contenuto in U.

Se X & una varieta topologica (o differenziabile) si possono costruire famiglie
siffatte trasportando tramite carte locali su X delle funzioni standard su R";
oppure se X € metrico si costruiscono facilmente funzioni continue con tale
proprieta utilizzando la metrica stessa. Passando ai quadrati si pu¢ supporre
che gli elementi di F siano funzioni positive.

Veniamo alla dimostrazione. Per quanto visto avanti si puo supporre che il rico-
primento dato sia numerabile, localmente finito e costituito da aperti localmente
compatti. Sia esso U = (U,)nen - Vogliamo definire induttivamente funzioni
continue g, : X — R ed aperti V;, C X per n € N soddisfacenti le condizioni:

- il supporto di g, contiene V,, ed & contenuto in U,
- Vo,...,V, assieme a tutti gli U; per ¢ > n ricoprono X

operiamo cosi : sia F il complementare di {J,,5, Un; esso & un compatto con-
tenuto in Uy ed utilizzando 1’ esistenza di funzioni locali si pud costruire una
funzione continua go strettamente positiva su F' ed il cui supporto sia contenuto
in Uy. Si scelga quindi per Vy un intorno aperto di F' contenuto nel supporto
di go. Supposti costruiti gg,...g, € Vo,... V), si considera il complementare F'
dell’unione di Vj, ...V, con gli U, per r > n + 1 e si ripete la costruzione prece-
dente ottenendo una g,1 ed un V,,11. Evidentemente la funzione g = ZneN In
& positiva strettamente e le f, = g, /g formano una partizione dell’unita subor-
dinata al ricoprimento U.

Nota. E’ chiaro che se X & una varieta differenziabile tutta la costruzione puo
essere fatta utilizzando funzioni differenziabli su X.
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Applicazioni proprie

In questa appendice ogni spazio topologico e supposto oltre che separato ed a
base numerabile anche localmente compatto.

Definizioni

- Una applicazione f: X — Y tra spazi topologici e detta chiusa se trasforma
chiusi di X in chiusi di Y. E’ detta propria se & continua e se f~! trasforma
compatti di Y in compatti di X.

- Diremo che una successione (x,)pen in uno spazio topologico X diverge od
anche che tende all’co se per ogni compatto K C X esiste ng € N tale che
x, ¢ K per n > ng. Per le ipotesi fatte su X cid equivale al non possedere
sottosuccessioni convergenti ossia a non avere punti aderenti.

Proposizione 28 Sia f: X = Y continua. Sono equivalenti le condizioni:
(a) [ & propria

(b) f ¢ chiusa ed f=(y) ¢ compatto per ogniy € Y

(c) f trasforma successioni divergenti in X in successioni divergenti in Y

Dim.(a)= (b) : Evidentemente le fibre di f sono compatte. Mostriamo che se
C & chiuso in X allora f(C) & chiuso in Y. Sia y in Y — f(C) e consideriamo
la famiglia I degli intorni compatti di y. Essendo Y localmente compatto si ha
Niex K =0. Allora e fHE)NC = 0 ed essendo tali insiemi compatti in
X | l'intersezione di un numero finito di essi & vuota. Si ottiene quindi ’esistenza
diun K € K per il quale f~1(K)NC = P e cio implica che KN f(C) = 0; Quindi
f~Y(C) & chiuso perché ogni punto che non gli appartiene possiede un intorno
che non lo interseca.

(b)=(c) : Se (c) non & verificata esiste una successione (z,) divergente in X
e tale che f(x,) converge ad un y € Y. Essendo (z,) divergente, 'insieme
{zy, : n € N} & chiuso in X; per (b) quindi {f(x,) : n € N} & chiuso in Y. Se
ne deduce che y deve essere uno degli f(xz,); anzi, siccome cid deve rimanere
vero per ogni sottosuccessione deve esistere ng € N tale che f(z,) =y per ogni
n > ng. Quindi la successione (2,,)n>n, & contenuta in f~!(y) che per ipotesi &
compatto e non puo essere divergente contrariamente all’ipotesi fatta.

(c)= (a) : Sia K un compatto in Y. Se per assurdo f~!(K) non fosse com-
patto in X, esso conterrebbe una successione (x,) divergente in f~'(K) ma
divergente anche in X perché esso & chiuso in X. Ma (f(z,)) & una successione
nel compatto K e non puod quindi essere divergente; si € cosi contraddetto la (c)
e la dimostrazione & conclusa.

Proposizione 29 Sia f : X — Y una applicazione propria. Sey € Y ed U ¢
un aperto di X che contiene f~1(y) , esiste un intorno V di y in Y tale che
f(v)cu.

In altri terming : le immagini inverse di intorni di y costituiscono un sistema
fondamentale di intorni per la fibra f=(y)

Dim. Sia K la famiglia degli intorni compatti di y in Y; si ha allora
Nkex f~Y(K) —U = 0. Essendo questa una famiglia di compatti, chiusa per
intersezioni finite, se ne deduce I’esistenza di un K € K tale che f~}(K)—U = ()
ossia f1(K) CU.
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Varieta astratte

Chiameremo varieta topologica di dimensione n , ogni spazio topologico che sia
di Hausdorff, a base numerabile ed in cui ogni punto abbia un intorno omeo-
morfo ad un aperto di R"™. Fissare su X una struttura di varieta differenziabile
(astratta) equivale ad aver scelto per ogni aperto U C X una sottoalgebra
E(U) dell’algebra C(U) delle funzioni continue a valori reali su U, i cui ele-
menti saranno detti funzioni differenziabili o regolari su U , di modo che siano
soddisfatte le seguenti proprieta:

1. se (U;)ier € una famiglia di aperti di X la cui unione e U ed f:U — R
¢ una funzione, allora f € £(U) se e solo se fy, € £(U;) per ogni i € I.

2. ogni z € X ha un intorno aperto U che ammette un omeomorfismo
con un aperto V' di R" che trasforma ’algebra £(U) nell’algebra delle funzioni
differenziabili (nel senso usuale) su V. Una coppia (U, h) siffatta sard detta una
carta regolare su X.

Queste varietd saranno dette astratte mentre quelle definite nel precedente
paragrafo saranno dette immerse.

Nota. 1l significato di ”immersione ” € quello di "embedding” definito in un

precedente esercizio. Purtroppo ’utilizzo di un termine inglese ha I’inconveniente
di non poter essere declinato in modo italiano; ad esempio il plurale dovrebbe
essere "embeddings” e si dovra a volte usare il verbo ”to embed” che verrebbe
voglia di tradurre ”embeddare” come talvolta si fa tra addetti ai lavori. Il prob-
lema linguistico si pone perché in inglese si hanno due termini ”immersion”
e "embedding” che vengono utilizzati come descritto prima. In francese sono
state trovate due parole "immersion” e ”plongement” ; in italiano potremmo
utilizzare la parole ”immersione” e ”prolungamento” che pero non e affatto la
traduzione del termine francese che significa ancora ”immersione” mentre pro-
lungamento e quel che in francese si dice ” prolongement”. Potremmo utilizzare,
a buon diritto, il termine ”immissione” e parallelamente utilizzare i verbi ”im-
mergere” e “immettere” per distinguere i due concetti . Ma cosi non viene fatto
da chi usa questi termini in Italia ed € invece piu frequente udire 1’utilizzo di
termini inglesi o di altre lingue straniere declinati all’italiana, cosa che faremo
anche noi nel seguito in diverse altre occasioni, rispettando quella che sembra
essere una prassi ormai consolidata nell’'uso volgare della lingua, spesso anche
in assenza di giustificazioni di natura tecnica.

E’ chiaro che ogni varieta immersa ha una struttura naturale di varieta
astratta. Il teorema di immersione di Whitney, che sara discusso tra poco
asserisce che viceversa ogni varieta astratta ¢ ” diffeomorfa” a qualche varieta
immersa. Cosa si intende per diffeomorfismo tra varieta astratte viene precisato
nel modo seguente: siano X , Y due tali varieta; una applicazione ¢ : X - Y e
detta differenziabile se & continua e se per ogni scelta di apertiU C X eV C Y
con ¢p(U) C V e funzione f regolare su V', la fo¢ & regolare su U. Diremo allora
che f: X — Y e un diffeomorfismo se & biunivoca e differenziabile assieme alla
sua inversa.

Nota. La costruzione di partizioni dell’unita differenziabili su varieta astratte

puo essere effettuata in modo analogo a come descritto avanti nel caso topo-
logico.
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Teorema 30 (Immersione di Whitney) Sie X una varietd astratta com-
patta di dimensione n. Allora essa é diffeomorfa a qualche varieta immersa.

Dim. Siano (Ui, h1),...,(Uy, hy) carte su X tali che ogni h;(U;) sia la palla
unitaria in R” e gli Uy,...,U, ricoprano X e siano 0 < a < b < 1 tali che gli
aperti V; = {z € U; : ||hi(2)|]? < a} peri=1,...,r ricoprano X.

Sia ¢ : R — R differenziabile e tale ¢(A) = 1 se e solo se A < a e ¢(A) =0 per
A>0D.

La funzione ¢; = ¢(||h;||?) & differenziabile su U; ed ¢ nulla in un intorno
della sua frontiera; essa puo quindi essere estesa ad una funzione differenziabile
su tutto X , che indicheremo ancora con ¢;, facendole assumere il valore zero
nei punti fuori di U.

Analogamente le applicazioni h;(z) = ¢;(x) - hi(z) , poste uguali a zero fuori di
U;, saranno applicazioni differenziabili di X in R™.
Sia ® : X — R* x R" definita da :

x = (ﬁl(m)a . -;iLr(w)ad)l(w): v 79251'(37))

Verificheremo ora che ® ¢ un diffeomorfismo tra X e una sottovarieta dif-
ferenziabile in R*" x R".

® ¢ iniettiva : infatti siano x1,x2 € X con ®(z1) = ®(x2). Per costruzione
x1 appartiene ad un V;, per cui ¢;, (1) = 1; allora essendo ¢(z3) = 1 si ha
anche z5 € V;,. Ora su V, la iLz coincide con la h; ed essendo questa iniettiva
si deduce che 1 = z».

® ha inversa differenziabile : infatti localmente l'inversa di ® , letta sulla
carta (U;, h;) ristretta a V; coincide con la restrizione di una delle proiezioni
canoniche R x R" — R".

Oss. 1l teorema precedente rimane valido anche senza l'ipotesi di compat-
tezza. La dimostrazione in tal caso utilizza la nozione di dimensione di Lebesque
e alcuni risultati di topologia relativi ad essa.

Vedremo in seguito che ogni varieta di dimensione n e diffeomorfa ad una
sottovarietd di R2"*! ossia ha codimensione di embedding al piu n + 1.

Esempi (definizioni ... )
10. Ogni varieta immersa &, in modo naturale, una varieta astratta.

11. Sia X una varieta topologica di dimensione n. Una carta su X € una
coppia (U, h) ove U & un aperto di X e h un omeomorfismo tra U ed un aperto di
R™. Due tali carte (U;, h;) per i = 1,2 sono dette compatibili se I’omeomorfismo
di hy(Uy N Uz) con he(U; N Us) indotto dalla composizione di he con h1_1 e
un diffeomorfismo. Un atlante regolare su X ¢ il dato di una famiglia di carte
(Ui, hi)ier su X a due a due compatibili e tali che (U;);er sia un ricoprimento
di X. E’ chiaro che allora esiste su X una ed una sola struttura di varieta
differenziabile astratta in cui una funzione f : U — R su un aperto U di X e
regolare se e solo se per ogni ¢ € I la restrizione di f ad UNU; letta in h;(UNU;)
tramite h; ¢ differenziabile.

Questo ¢ il modo nel quale spesso vengono introdotte varieta differenziabili.

Ad esempio sullo spazio proiettivo P*(R), ottenuto come spazio topologico
come quoziente di R**! — {0}, per 0 < i < n linsieme U; dei punti di P"*(R)
che hanno un rappresentante (xo,...,x,) con z; # 0 & un aperto sul quale le
coordinate omogenee ottenute ponendo eguale ad uno la i—esima coordinata,
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danno un suo omeomorfismo con R™. Tali n+ 1 carte danno un atlante regolare
su P,

12. Come sopra ma senza supporre che X sia uno spazio topologico.
Sia X un insieme qualsiasi. Una carta su X & una coppia (U,h) ove U C X &
un sottoinsieme e h una applicazione biunivoca tra U ed un aperto di R*. Due
tali carte (U;, h;) per i = 1,2 sono dette compatibili se I’applicazione biunivoca
di hy (U; NUy) con hy(Uy NUy) indotto dalla composizione di hy con hi' & un
diffeomorfismo tra due aperti di R™. Un atlante regolare su X e il dato di una
famiglia di carte (U;, hi)icr su X a due a due compatibili, tali che (U;)er sia
un ricoprimento di X e tali che sia di Hausdorff la topologia su X in cui un
sottoinsieme A C X & un aperto se e solo se per ogni carta (U;, h;) l'insieme
hi(ANU;) & un aperto di R”.
E’ chiaro che un tale atlante individua come nel punto 11 una struttura di
varieta (astratta) su X.

13. Nel punto 12 la condizione che la topologia di X venga di Hausdorff
viene posta per evitare fenomeni del seguente tipo:
si incollino due copie di R identificando punti con la stessa ascissa se essa €
diversa da zero: insiemisticamente il quoziente X puo essere pensato come una
retta in cui l’origine e stata sdoppiata in due punti; su tale X vi sono due carte
compatibili tra loro ma che non verificano la condizione topologica. In generale
questa sara soddisfatta se per ogni coppia di carte date su X, la corrispondenza
associata ha grafico chiuso nel prodotto: ossia se {(h1(z), h2(z)) : x € U NUz2}
e chiuso in hy(Uy) % h2(Uz). (Si rammenti che uno spazio ¢ di Hausdorff se e
solo se la diagonale A = {(z,z) : z € X} & chiusa in X x X).

Ad esempio si controlli che se X = Gr(p,n) & l'insieme dei sottospazi vetto-
riali di dimensione p in R" ( verra detta la grasmanniana dei p—piani in R"), i
seguenti dati costituiscono un atlante regolare nel senso del punto 12:
detto N un insieme di n elementi (ad esempio N = {1,...,n}), si identifichi R™
con linsieme RY delle applicazioni di N in R. Per ogni sottoinsieme P C N
costituito da p elementi sia kp : Hom(RF ,RN=F) — Gr(p,n) Papplicazione che
associa ad ogni applicazione lineare il suo grafico; ogni tale kp ¢ iniettiva e
quindi la sua inversa hp ¢ una carta. Tali hp, al variare di P tra i sottoisiemi
di cardinalita p in I, danno a Gr(p,n) una struttura di varieta differenziabile.

14. Un gruppo di Lie € una varieta differenziabile che sia un gruppo in cui
le operazioni G x G 3 (g,h) = G e G > g+~ g ! € G sono differenziabili.

Ad esempio R" , Aut(R™) ~ gruppo delle matrici quadrate d’ordine n in-
vertibili , Af f(R") =trasformazioni affini su R" (ossia applicazioni di R" in se
del tipo z +— Az + b con A € Aut(R") e b € R"), il gruppo moltiplicativo del
corpo dei reali, dei complessi, dei quaternioni.

Si puo dimostrare che ogni sottogruppo chiuso H di un grupo di Lie G
¢ una sottovarieta differenziabile e quindi anch’esso un gruppo di Lie (vien
detto sottogruppo di Lie); & elementarmente dimostrabile (si puo provare a farlo
per esercizio) che in tal caso il quoziente G/H costituito dalle classi laterali
sinistre, diviene una varietd considerando come funzioni differenziabili su un
aperto U C G/H le funzioni f : U — R tali che f o 7 sia differenziabile su
7 Y(U) ove  : G — G/H ¢ la proiezione canonica. Ne segue che ¢ : G/H — Z
ove Z & una varieta differenziabile, Z € una applicazione differenziabile se e solo
se pomloeda@in Z. In particolare quindi se H C G & anche normale, G/H
¢ in modo naturale un gruppo di Lie.

26



Cio da un altro modo di introdurre la struttura differenziabile su Gr(p,n):

sia G = Aut(R™) ed H il sottogruppo degli automorfismi che conservano
(cioé mandano in se) il sottospazio delle prime p coordinate; il quoziente G/H
¢ identificabile in modo naturale con Gr(p,n).

15. Si dimostri direttamente che se b ¢ una forma bilineare simmetrica (o
antisimmetrica) su R", allora il gruppo O(b) costituito dalle ¢ € Aut(R") che
conservano b (ossia b(x, y) = b(¢(z), #(y)) per ogni z,y € R™) & una sottovarieta
differenziabile. Ad esempio se b ¢ il prodotto scalare standard, detto S lo spazio
delle matrici simmetriche di ordine n, si consideri 'applicazione f di Aut(R™)
in S definita da A —%4A e si dimostri che I € Aut(R™) ¢ un punto regolare
per f; essendo O(b) un gruppo ne segue che I € S & un valore regolare.

16. R — {0} ¢ diffeomorfo a S™" !x]0,00[ per 'applicazione ¢ : = —
(z/]|z],]]=]]). Sia X C R™*! una sottovarieta ; essendo R diffeomorfo a ]0, +o0],
si puo supporre che X sia contenuta in R™ x]0,4o00[. Ne segue che X x SP ha
un embedding in R™ x]0, +oo[x SP C R™TP+L,

Quindi la codimensione di embedding (o immersion) di una varietd X in
spazi euclidei non cresce per moltiplicazione con sfere (va escluso il solo caso in
cui X sia ridotta ad un punto).

17. Siano X una varietd (ad esempio X = R") e f : X — R differenziabile
avente 0 come valore regolare. Allora {(z,y) € X x R : f(z) =||y||*} & una
sottovarieta di codimensione uno in X x RP.

18. Siano X una varieta differenziabile , G un gruppo di diffeomorfismi di
X inseesianw: X — X/G il quoziente (topologico) di X per la relazione z =y
se e solo se esiste g € G tale che g(z) = y. Una funzione f: U — R ove U & un
aperto in X/G sara detta "regolare” se fom: 7 1(U) — R ¢ differenziabile.

Si discuta in quali dei casi seguenti X/G ¢ una varieta differenziabile:

- X =R", G ={traslazioni di R" in se di vettore v € Z"}.

- X =R? e G generato dalle trasformazioni

O'(ZL“,y) = (l’—|—1,y) T(iL“,y) = (ZL“, _y+1)

- X = S"! e @ generato dalla mappa antipodale (z,y) = (—z, —y)

- X = 5P x S?e @ generato dalla mappa (z,y) = (—z,—y)

- X =8%={(21,22) €CxC : |z1)*> + |22|)® = 1} e G generato da

(21,22) = (w121, w229) ove wy, w2 € St ={2€C : |z| =1}

Il teorema fondamentale dell’algebra

Questo paragrafo oltre a dare una dimostrazione di un importante risultato,
costituisce soprattutto una introduzione abbastanza semplice a diverse tecniche
che saranno sviluppate nel seguito in situazioni pit complicate.

Teorema 31 Ogni polinomio P(T) € C[T| di grado positivo, ha almeno una
radice in C

Possiamo supporre che P sia monico:
PT)=T"+a,Y" ' =... +a,

Indichiamo con ¢ : C — C l'applicazione ottenuta calcolando P nei punti di C.

A. ¢ & propria. Infatti per |z| — +oo si ha |¢(z)] = +oo e quindi ¢ porta
successioni divergenti in successioni divergenti.
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B. ¢ ¢ differenziabile su tutto C; infatti il suo differenziale d¢(zp) in un punto
zg € C e precisamente ’applicazione di C in se data dalla moltiplicazione per il
numero complesso P’(zp) ove P’ indica il polinomio ottenuto derivando formal-
mente P, ossia:

P(T)=nT" '+ (n—-1D)aT" *+...+an_1
Infatti calcolando con lettere (ossia indeterminate) T,H si ha:
P(T+H)=P(T)+P'(T)-H+ R(T,H)- H*

ove R € C[T,H] & un polinomio. Sostituendo in tale espressione (T, H) con
(20,h) € C? si ottiene quanto asserito.

Si noti in particolare che d¢(zp) : C — C & non solo lineare su R ma anche
lineare su C; funzioni a valori complessi definite su aperti di C e che hanno
questa proprieta saranno nel seguito dette ”differenziabili in senso complesso”.
In particolare al di fuori delle eventuali radici di P’, il differenziale di ¢ sard un
isomorfismo e quindi ¢ sara localmente invertibile.

C. ¢ & surgettiva (evidentemente cio concludera la dimostrazione) E’ ben noto
che ogni polinomio a coefficienti in un corpo che abbia grado positivo, ha un
numero finito di radici (al pit quanto il suo grado). Ne segue che 'insieme ¥
delle radici di P’ ¢ finito e che sono finiti anche A = ¢(X) e ¥ = ¢71(A).
Per restrizione ¢ induce quindi una applicazione 1) di C — £ in C — A che &
localmente invertibile ed ha quindi immagine aperta; inoltre essa € propria (si
consideri un compatto in C — A; esso € anche compatto in C ...) ed ha quindi
immagine chiusa. Essendo C — A connesso tale restizione e surgettiva. In par-
ticolare I'immagine di ¢ contiene tutto C salvo al piu l'insieme finito A ed &
quindi densa in C. Si conclude osservando che ¢ essendo propria (su C) deve
avere immagine chiusa. Si puo dimostrare che v & un rivestimento e verificare
che ogni sua fibra ha cardinalita n. La ¢ € invece un esempio di ”rivestimento
ramificato” di grado n, nozione che viene studiata nell’ambito delle funzioni di
piu variabili complesse; attribuendo ai punti delle fibre di ¢ una molteplicita,
ogni fibra ”consiste” di n punti.

Cercheremo ora di generalizzare quanto sopra nel caso di applicazioni differen-
ziabili tra varieta.

Lo studio delle fibre di una applicazione

Sia f : X — Y una applicazione differenziabile tra varietad; supporremo che
f sia propria e che Y sia connessa; per semplificare si pu0 considerare il caso
che X sia compatta ma cid non semplifichera di fatto lo studio che faremo. Le
varieta considerate saranno, se non esplicitamente detto, supposte senza bordo.
La teoria puo0 essere riformulata per applicazioni f : X — Y tra varieta a bordo,
ma allora si deve fare ipotesi che f~!(9Y) = 0X.

Siano p = dim(Y) e n +p = dim(X). Se y € Y & un valore regolare per
f, allora f~!(y) & una sottovarietd compatta (f ¢ propria) di dimensione n che
viene detta la fibra di f su y e sara talvolta indicata con X,,.
E’ facile vedere che se gy € un valore regolare per f, anche i punti di qualche suo
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intorno lo sono; ossia i valori regolari di f costituiscono un aperto 1y in Y. E’
un po piu complicato assicurarsi che tali valori esistono; in effetti 2; € un aperto
denso come si deduce da un teorema che viene comunemente chiamato lemma di
Sard. La dimostrazione che viene data in appendice a queste note di tale teorema
& piu complicata di quanto avremo bisogno nel seguito. Si consiglia pertanto di
esaminare quella riportata in un libretto di J. Milnor dal titolo ” Topology from
the differentiable viewpoint” nei cui primi cinque paragrafi sono trattati in forma
completa i fatti relativi al grado di applicazioni cui qui ora solo accenneremo.

Supponiamo come sopra f : X — Y differenziabile e propria ed Y connessa
(nel libretto di J. Milnor si considera solo il caso che X sia compatta ma le
dimostrazioni funzionano automaticamente nel caso piu generale). Supponiamo
dim(X) = dim(Y') ; allora la parita della cardinalita (sempre finita) delle fibre
di f sui valori regolari & costante ed e detta grado modulo due di f. Inoltre se
f, g sono omotope, per una omotopia differenziabile a supporto compatto (ossia
tutte le applicazioni coincidono fuori di un compatto) allora esse hanno lo stesso
grado. Inoltre se X ed Y sono orientate, ad ogni punto regolare z € X puo essere
attribuito un segno (secondo che df (z) conservi o no le orientazioni su T, (X) e
T't(2)(Y)) allora la somma algebrica dei segni sui punti di una fibra regolare &
costante e si ottiene cosi un intero detto grado intero di f; anchesso risulta essere
un invariante di omotopia (differenziabile, ma come vedremo avanti ¢ la stessa
cosa di quella continua). Un altro risultato per il quale rinviamo al suddetto
libretto e quello del punto fisso di Brouwer : ogni applicazione continua del disco
chiuso D™ in se ha almeno un punto fisso.

Vedremo poi in queste note un risultato che nel libretto di J. Milnor e trattato
nel caso piu generale del cobordismo con framing che qui non trattiamo: nel caso
Y = 8™ ed X connessa orientabile, f,g : X — S™ sono omotope se e solo se
hanno lo stesso grado (teorema di Hopf); una dimostrazione verra riportata nel
seguito.

Fibrati

Famiglie di spazi

Sia p : E — X una applicazione continua tra spazi topologici; per x € X, lo
spazio topologico E, = p~!(z) & detto fibra di p su . Parleremo di p come di
una famiglia di spazi topologici E, su X o parametrizzati da z € X.

Un morfismo tra due famiglie p: E — X e p’ : E' — X sullo stesso spazio
X ¢ una applicazione continua h : E — E' tale che p = p' o h: penseremo a tale
h come ad una famiglia di applicazioni continue h, : E, — E! che varia con
continuita con x € X. In particolare i sara detto un isomorfismo se esiste un
morfismo k : E' — E tale che ko h e hok sono le identitd su E , E'. Cid &
chiaramente equivalente a richiedere che h sia un omeomorfismo.

Nel seguito saremo interessati al caso in cui tutte le fibre E, sono omeomorfe
ad uno spazio tipo F fissato; parleremo allora di famiglie di spazi di tipo F'. In
particolare il prodotto p: FF x X — X verra indicato come la famiglia costante
(di tipo F') e se h & un isomorfismo tra una famiglia p : E — X e la famiglia
costante, diremo che p e una famiglia banale o anche un fibrato banale ed h sara
detta una banalizzazione di esso.

Una famiglia p : E — X sara detta un fibrato a fibra F, se ogni z € X sta
in un aperto U C X sul quale la famiglia & banale; ossia tale che la famiglia
P 1P~ (U) = U (restrizione di p ad U) sia banale.
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Se nelle definizioni precedenti si sostituiscono spazi topologici con varieta
differenziabili, applicazioni continue con differenziabili e omeomorfismi con dif-
feomorfismi, si ottiene la nozione di fibrato differenziabile.

Fibrati con gruppo strutturale

Sia p : E — X un fibrato a fibra F'; ogni fibra E, per z € X & omeomorfa
ad F' ma non e dato alcun omeomorfismo preferenziale: ogni banalizzazione di p
su un aperto U che contenga z fornisce in particolare una identificazione tra E,
ed F ma questa dipende appunto dalla banalizzazione considerata e puo essere
cambiata con un qualsiasi altro omeomorfismo tra E, ed F. Nella definizione
che segue restringeremo tale arbitrarieta.

Un gruppo topologico & uno spazio topologico G su cui & data una struttura di
gruppo definita da operazioni che sono continue: ossia G X G 3 (g, h) — gh € G
e G>gwr g ' € G sono continue. Un gruppo topologico di omeomorfismi su
uno spazio topologico F' ¢ il dato di un gruppo topologico G e di un omomorfismo
iniettivo di G nel gruppo degli omeomorfismi di F' in se tale che ’applicazione che
alla coppia (g,z) € G x F associa limmagine g(z) di z secondo I’'omeomorfismo
associato a g, sia continua.

Se F' & una varieta differenziabile, G € un gruppo di Lie e ’applicazione
G x F — F discussa sopra ¢ differenziabile, diremo di avere un gruppo di dif-
feomorfismi su F.

Sia p : E — X un fibrato a fibra F e siano h; : p~1(U;) — U; per i €
I una famiglia di banalizzazioni di E su aperti U; di X. Per i,j € I, sia
hij(x) Pomeomorfismo di F' in se ottenuto ”confrontando” le due identificazioni
di E, indotte dalle banalizzazioni h; e h; (sostanzialmente h;;(z) & ottenuta
componendo h; con b} "); diremo che le due banalizzazioni sono compatibili per
G se tale omeomorfismo ¢ in G per ogni x € U;; =U; NUj e & — h;j(z) € una
applicazione continua (differenziabile se trattiamo fibrati differenziabili) di U;;
in G.

Se abbiamo fissato un fibrato p : E — X a fibra F' ed una famiglia di
banalizzazioni h; : p~1(U;) — U; x F a due a due compatibili e con gli U; che
formino un ricoprimento di X, parleremo di fibrato a fibra F e gruppo strut-
turale G: in tal caso una banalizzazione sara detta ammissibile se &€ compatibile
con tutte quelle fissate (evidentemente, come per le varieta differenziabili date
attraverso un atlante, due strutture definite come sopra saranno ritenute eguali
se le banalizzazioni ammissibili che esse definiscono sono le stesse).

Il caso che nel seguito interessera maggiormente ¢ il caso in cui F' € uno spazio
vettoriale di dimensione finita su R o C e G ¢ il gruppo degli automorfismi lineari
di F in se. Se la dimensione di F' & p parleremo di fibrati vettoriali di rango p
(reali o complessi).

Esempi ( definizioni...)

19. Sia M(n, m) lo spazio vettoriale delle matrici ad n colonne e d m righe.
Se 0 : X - M(n,m) & una applcazione continua su uno spazio topologico X si
consideri ’applicazione 5 : X x R* — X x R™ definita da 6(z,v) = (z,0(x)[v]).
Se rango o(z) = r per ogni z € X, allorakerg = {(z,v) € XxR" : o(z)[v] =0}
e un sottofibrato di X xR™ di rango n—r e Img = {(z,o(z)[v]) : (z,v) € X xR}
& un sottofibrato di rango r di X x R™.
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Se X & una varieta e o e differenziabile, allora si ottiene un fibrato vettoriale
differenziabile.

20. Siano X uno spazio topologico, N € Ned E C X x RY un sottoinsieme;
indichiamo con p : E — X la restrizione della proiezione canonica e per x € X
sia B, C RY tale che p~1(z) = {z} x E,. Se E & chiuso in X x RY e se E, ¢ un
sottospazio vettoriale di dimensione p in RV per ogni z € X, allorap: E — X
¢ un fibrato vettoriale (continuo). Se poi X & anche una varietd differenziabile
ed E ¢ una sottovarietd di X x RV allora esso ¢ un fibrato differenziabile.

21. Per p < n interi naturali, E = {(H,v) € Gr(p,n) xR* : v € H} ¢ un
fibrato vettoriale differenziabile sulla grassmanniana Gr(p,n) che viene detto il
fibrato tautologico (perché la fibra su H € Gr(p,n) coincide con H).

22. Se p: E — X ¢ un fibrato vettoriale (continuo) di rangope ¢ : Y — X ¢
una applicazione continua, posto E' = ¢*(E) = {(y,e) €Y X E : ¢(y) = p(e)}
e detta p’ : E' — Y la restrizione della proiezione canonica, si ottiene un fibrato
vettoriale di rango p su Y. Se E ¢ un fibrato vettoriale differenziabile, Y & una
varietd e ¢ ¢ differenziabile allora anche E’ sara un fibrato differenziabile.

I fibrati tangente e normale

Proposizione 32 Se X C RN wuna varieta differenziabile di dimensione n,
T(X)={(z,v) eRY xR : ze€ X, veT(X),}
¢ una varieta differenziabile di dimensione 2n

Dim. Sia (zo,v0) € T(X); essendo X una sottovarieta di RV, esiste un aperto
U C RN ed una applicazione differenziabile f : U — RN~ per la quale 0 sia
un valore regolare e tale che f~1(0) = X NU. E’ facile verificare che allora
T(X)N (U x RY) ¢l luogo di zeri in U x RV della applicazione

UxRY 3 (z,0) = F(z,v) = (f(z),df (z)[v])

La dimostrazione sara conclusa dalla verifica che (0,0) & un valore regolare per
F ossia che ogni (xg,vg) € un punto regolare per essa, ossia che il differenziale in
tale punto & surgettivo su RY x RV . Basta quindi osservare che tale differenziale
e dato dalla ”matrice”:

dF (zo,v0) = ( df(wf_?’%) df(wg,vo) )

Proposizione 33 Se X C RY wuna varieta differenziabile di dimensione n,
NX,RY) = {(z,v) e RN xRN : z€ X, veT(X)l}
¢ una varieta differenziabile di dimensione N

Dim.Analoga a quella della proposizione precedente; oppure si dimostri in
generale che per ogni sottofibrato differenziabile in X x R , il suo ” complemento
ortogonale ” & ancora un sottofibrato differenziabile.

Nota. T'(X) sara detto il fibrato tangente ad X e N (X, RN) il fibrato normale
ad X in RV,
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Intorni tubolari

Sia X C RN una sottovarieta di dimensione n. Per € > 0 poniamo
D(X)={z €RY : d(x,X) <e} N(X)={(z,0) € N(X,RV) : [jo]| < ¢}

e consideriamo I’applicazione differenziabile ® : N(X,RY) — RV definita dalla
formula ®(z,v) =z + v.

Teorema 34 Se X ¢ compatta, esiste ¢g > 0 tale che per ogni 0 < € < €
Uapplicazione ® induce un diffeornorfismo tra le varieta a bordo Ne(X) e D (X).

In particolare per ogni v € D.(X) esiste uno ed un solo r(z) € X tale che
d(z,r(x)) = d(z,X) e Uapplicazione r : D.(X) — X ¢é un fibrato differenziabile
a fibra il disco unitario DN~" in RN=" e gruppo strutturale il gruppo ortogonale

Dim. Per y € RV indichiamo con ¢y - RY - R la funzione
¢y (x) = |Jz —y||*. Essendo X compatta, la sua restrizione ad X ha un minimo
zo e conseguentemente ha differenziale nullo in zo. Il differenziale di ¢, come
funzione su RN ¢ calcolabile con lo sviluppo:

dy(wo + h) = l|zo + h —yl|I> = |lwo — yl|> + 2 < xo —y, h > +||h||?

che da : doy(xo)[h] =2 < 29 —y,h >. Quindi la restrizione di ¢, ad X ha
un punto critico in zo se e solo se xg —y = v & ortogonale a T, (X); in tal caso
(z0,v) € N(X,RY) e ®(x9,v) = y. Se y € D(X) allora ||[v|| < € e quindi si &
mostrato che ® : N (X) — D.(X) & surgettiva per ogni € > 0.

Vediamo ora che per € sufficientemente piccolo, ® ha differenziabile inver-
tibile in ogni punto di D, e quindi e una applicazione localmente invertibile.
Bastera controllare che cio & vero nei punti di X x {0} perché allora cio sara
vero in qualche intorno di X x {0} e quindi su qualche N(X) perché questi ne
costituiscono un sistema fondamentale di intorni. Avendo dominio e codominio
la stessa dimensione bastera mostrare che per z € X la ® ha differenziale sur-
gettivo nel punto (z,0). Cid segue immediatamente osservando che lo spazio
tangente ad X in z ¢ in tale immagine (perché ® : X x {0} — X & un diffeo-
morfismo) ed anche il suo ortogonale (perché ® applica {2} x T,(X)* con un
diffeomorfismo sul sottospazio affine ”ortogonale” ad X in z.

Resta quindi da mostrare che per e sufficientemente piccolo, ® & iniettiva
su N, (X). Ragioniamo per assurdo: per ogni n intero positivo, esistono quindi
(Tnyun) # (Yn,vn) in Ni/p(X) sui quali @ assume gli stessi valori, ossia
Ty + Uy = Yn + v,. Per compattezza di X una sottosuccessione degli (z,,)
convergera ad un zy € X; siccome u,, e v,, vanno a zero, anche gli y,, tenderanno
ad xo; quindi in ogni intorno di (xg,0) vi sono punti distinti (z,,u,) € (yn, vpn)
sui quali ® assume gli stessi valori e cio contrasta col fatto che in (z9,0) la ® &
localmente invertibile.

Per 0 < € < €, chiameremo D.(X) , Uintorno tubolare di raggio ¢ di X e
r: D.(X) — X sara detta la proiezione ortogonale su X. Si noti inoltre che per
tali €, I'insieme S(X) = {z € RY : d(z, X) = €} ¢ una sottovarieta differenzia-
bile di codimensione uno in RY e r : S.(X) — X & un fibrato differenziabile a
fibra la sfera di dimensione N —n —1 e gruppo strutturale il gruppo ortogonale.

Altra conseguenza: se X C RV & una sottovarietd compatta (senza bordo),
allora la funzione distanza da X & non solo continua su RY ma il suo quadrato
e differenziabile in un intorno di X.
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Confronto tra omotopie differenziabili e continue

Siano X Y due spazi topologici; due applicazioni continue fo , f; : X = Y
sono dette omotope se esiste una applicazione continua F' : X x [0,1] = Y tale
che per z € X si abbia F(x,0) = fo(x) e F(x,1) = fi(x). Chiaramente questa
¢ una relazione di equivalenza sull’insieme delle applicazioni continue di X in
Y’; lo spazio quoziente associato sara indicato con [X , Y].

Se X Y sono varieta differenziabili ed fy f1 sono applicazioni differenziabili di
X in Y, esse sono differenziabilmente omotope se esiste tra loro una omotopia
(come sopra definita) F' che sia una applicazione differenziabile. Non ¢ a priori
chiaro che questa sia una relazione di equivalenza sull’insieme delle applicazioni
differenziabili di X in Y perche il modo usuale di congiungere due omotopie, non
assicura la differenziabilita lungo i punti di congiunzione; tale differenziabilita
€ pero assicurata se congiungiamo omotopie F' che sono localmente ”costanti”
negli estremi di [0, 1] nel senso che esiste € > 0 tale che per ¢ € X et € [0, €] si ha
F(z,t) = F(z,0)e F(z,1—t) = F(x,1). A tale tipo di omotopie (differenziabili)
ci si puo ricondurre considerando una funzione p : [0, 1] — [0, 1] che sia differen-
ziabile, che valga zero su [0, 1/3] ed uno su [2/3, 1] ed associando ad una qualsiasi
omotopia F la sua ”riparametrizzazione” F definita da : F(z,t) = F(z, p(t)).
Quindi si ha una relazione di equivalenza cui € associato un quoziente che in-
dicheremo con [X,Y]_ .

Chiaramente si ha una applicazione naturale p : [X , Y] — [X , Y] 0"
Teorema 35 Se X Y sono compatte l'applicazione p sopra definita é biunivoca.

Dim. Possiamo supporre che sia X C RY ed Y C RM; sia inoltre fissato un
intorno tubolare 7 : D(Y) — Y. Si noti che se f , g sono due applicazioni di X
in Y che hanno distanza inferiore ad € (ossia || f(z) — g(x)|| < € per ogni z € X),
allora l'eguaglianza F'(z,t) = tf(x) + (1 — t)g(x) definisce una omotopia tra f
e g che e inoltre differenziabile se f e g lo sono.

Utilizzando un teorema di approssimazione (di Weierstrass od altro che as-
sicuri I’approssimabilita di funzioni continue su un compatto di R"” con fun-
zioni differenziabili) si ottiene intanto che p & surgettiva. Per liniettivita, se
F:X x[0,1] = Y & una omotopia continua tra due applicazioni differenziabili
fo e fi, si consideri una successione 0 =ty < t; < ... < t; = 1 tale che posto
fi(x) = F(z,t;) ogni f; disti meno di ¢/2 dalla successiva. Approssimando a
meno di €/2 ciascuna di esse (per 1 < i < ¢) con una applicazione differenziabile,
si passa da fy ad f; con un numero finito di passaggi tra applicazioni differenzia-
bili aventi distanza inferiore ad € e quindi differenziabilmente omotope tra loro;
per transitivita avremo che fy ed fi sono differenziabilmente omotope; quindi
1 € iniettiva.

Nota. La dimostrazione precedente puo essere modificata in modo da non uti-
lizzare la compattezza di YV : sostanzilmente in tale caso piu generale, si deve
avere un embedding proprio di Y in uno spazio euclideo e si deve riformulare
la nozione di intorno tubolare per comprendere il caso di varieta non compatte.
Utilizzando teoremi un po piu fini di approssimazione con funzioni differenziabili
(ottenibili per esempio da quello di Weierstrass utilizzando partizioni dell’unita)
si puo fare a meno anche dell’ipotesi che X sia compatto, cosicché il precedente
teorema vale per X , Y varieta qualsiasi.
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Il teorema di fibrazione

Sia f : X — Y una applicazione differenziabile propria tra varieta. Se yy € Y
¢ un valore regolare allora la fibra X, = f_1(yo) & una varietd compatta, anzi
siccome i valori regolari formano un aperto tutte le fibre X, per y sufficiente-
mente vicino ad yo saranno varieta compatte. Il teorema che ora esporremo,
mostra che tali varietad sono tutte diffeomorfe ad X, .

Teorema 36 Sia f : X — Y wuna applicazione differenziabile propria e sia
Yo € Y un suo valore regolare. Esiste un intorno aperto U di yyp in Y ed un
diffeomorfismo h : f~1(U) — U x X, tale che su f~'(U) si abbia poh = f
essendo p: U x X, = U la proiezione canonica.

In altri termini Uapplicazione f: f=2(U) — U ¢ diffeomorfa alla
proiezione p: U x X,y — U

Dim. Si puo supporre Y = R? e X C RY. Fissiamo un intorno tubolare
r: D (Xp) = Xp di Xgin RN e sia U C R? un intorno aperto dell’origine tale
che f~1(U) € D.(Xy). Definiamo h : f~1(U) — Xy x U come I’applicazione che
applica x in (r(z), f(z)). Per costruzione f = po h. Resta da mostrare che se
U e sufficientemente piccolo, h € un diffeomorfismo. Cio segue dalle asserzioni
seguenti:

a. h induce un diffeomorfismo tra X e Xy x {0}

b. h & localmente invertibile nei punti x € Xj; bastera dimostrare che in tali
punti il suo differenziale ¢ surgettivo, perché dominio e codominio hanno la
stessa dimensione.

Ed infatti in h(z) = (,0), lo spazio tangente ad Xy x {0} & nell'immagine per
quanto detto in a. Considerando ora la proiezione di Xo x U — U, I'immagine
del differenziale di h contiene il nucleo del differenziale di p e viene applicato
surgettivamente sullo spazio tangente in 0 ad U (infatti poh = f e x € un punto
regolare per f).

Possiamo quindi supporre, rimpicciolendo eventualmente U che h sia local-
mente invertibile su tutto f~(U). Ragionando per assurdo come si & fatto per
I’iniettivita nel teorema dell’intorno tubolare, si ottiene che:

c. si puo supporre che h sia iniettiva.

Resta da mostrare che per U opportuno, h € anche surgettiva. Si noti che h e
propria; infatti essa & a valori in un prodotto ed una delle componenti (la f)
e propria. Ne segue che Im(h) & un chiuso; ma I'm(h) & anche aperto perché
h & localmente invertibile e quindi aperta. Quindi Im(h) € una unione di com-
ponenti connesse di Xy x U; se U € connesso, Xy incontra tutte le componenti
connesse di zy x U ed essendo Xo C I'm(h), si avra IM(h) = Xo x U.

Varieta quasi complesse

Sia V' uno spazio vettoriale reale; una applicazione lineare J : V' — V tale che
J? = —I , ove I indica l'identitd su V, sard detta una struttura complessa su
V. Fissata una tale J si puo definire una moltiplicazione C x V' — V con la
formula:

(x+iy) - v=x-v+y-(Jv)

ed in tal modo V diviene uno spazio vettoriale complesso.
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Viceversa ogni spazio vettoriale su C & uno spazio vettoriale reale su cui
¢ fissato un endomorfismo (la moltiplicazione per i = y/—1) il cui quadrato &
meno l’identita.

Una wvarieta quasi complessa € una varietd differenziabile X ove per ogni
x € X ¢ stata fissata una struttura complessa J, su T, (X) che ”varia dif-
ferenziabilmente” nel senso che l’applicazione J : T(X) — T(X) definita da
J(z,v) = (z, J;(v)) & differenziabile.

Una applicazione f : X — Y tra varieta quasi complesse ¢ detta olomorfa
se ¢ differenziabile e se df (z) : T5(X) — T, (Y) & Clineare per ogni z € X.

Esempi (...) 23. Sia X C RY una sottovarieta orientata di dimensione due.
Ogni T,(X) per x € X & uno spazio vettoriale orientato di dimensione due
su cui ¢ fissato un prodotto scalare definito positivo (in quanto sottospazio di
RY). Su esso ha senso quindi parlare di "rotazione di angolo «; scegliendo come
struttura complessa la rotazione di 7/2 si ottiene una struttura quasi complessa
su X.

24. CN & in modo naturale una varietd quasi complessa. Si verifica facil-
mente che le applicazioni polinomiali di CV in CM sono olomorfe; anzi che il
loro differenziale in un punto & precisamente 'applicazione C-lineare indotta
dalla matrice costituita dalle derivate formali (in quanto polinomi) dei polinomi
componenti: bastera calcolarli in z; + hy,...,zn + hy e sviluppare i binomiali
che ne risultano.

Anzi, se 2 C CN & un aperto e P, Q sono polinomi in N variabili con @ mai
nullo in Q, allora P/@Q rappresenta una applicazione olomorfa di  in C. Per
dimostrarlo e sufficiente dimostrare che 'applicazione di C* in se definita da
2+ z~1 & olomorfa.

25. Una varieta complessa € una varieta quasi complessa che sia localmente
biolomorfa ad aperti di C*. Ad esempio lo spazio proiettivo complesso P =
{rette per l'origine in C"*'} & una varietd complessa. Si dimostri che se
P(Zy,...,Z,) & un polinomio omogeneo di grado d in n + 1 variabili, il suo
luogo di zeri X = {(z0,...,2n) € P*: P(z) = 0} & una sottovarietad complessa
di P se in ogni suo punto almeno una delle derivate formali 0P/dz; ¢ diversa
da zero.

In tal caso X sara detta una ipersuperficie di grado d in P™.

26. In modo analogo si definiscono i gruppi di Lie complessi, grassmanniane,
ed anche varieta complesse ottenute per quoziente di altre, ad esempio :

a. se I' & un sottogruppo discreto in C", allora C"/T" possiede una ovvia
struttura di varieta complessa.

b. Sia I' il gruppo di biolomorfismi di C" in se generato da A € Gi(n,C) .
Se |w;i| # 1 per ogni i =1,...,n, allora C* — {0}/T" & una varieta complessa.

Nota. Sipuo dimostrare che ogni varieta quasi complessa di dimensione due
¢ una varieta complessa. Per dimensioni maggiori (quattro o piu) cid non ac-
cade: devono essere verificate alcune condizioni non banali dette di integrabilita,
necessarie e sufficienti affinché una data struttura quasi complessa sia complessa.
Questo risultato non & affatto banale; & invece facile dimostrarlo se si suppone
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che le strutture di varieta differenziabile e quella della struttura quasi complessa
siano analitiche reali. Discuteremo di cio nella parte di variabile complessa.

Teorema 37 Sia f : X — Y una applicazione olomorfa propria tra varieta
quasi complesse. Se Y ¢é connessa, l'insieme ) dei valori regolari di f é un
aperto denso conmesso. Di consequenza le fibre di f sui valori regolari sono
tutte diffeomorfe tra loro

Dim. Che (2 sia un aperto denso deriva dal teorema di Sard piu il fatto che f &
propria. Per dimostrare che & connesso si noti che per ogni punto critico z € X,
Vapplicazione df (z) : T,(X) — Ty(z)(Y), essendo Clineare per le strutture
complesse esistenti su tali spazi e non essendo surgettiva, avra immagine un
sottospazio complesso che dal punto di vista reale avra codimensione almeno
due; la dimostrazione viene allora conclusa dal seguente teorema.

Teorema 38 Sia f : X — Y differenziabile e propria. Sia C = {z € X : df(z)
ha immagine di codimensione almeno due } e sia C' = f(C). Allora per ogni
aperto ) connesso non vuoto in'Y , anche Q—C' & un aperto non vuoto connesso

Dim E’ chiaro che C' @ chiuso e quindi anche C’ lo ¢ perché f ¢ propria;
inoltre, essendo C' fatto di punti critici, per il lemma di Sard non ha parte
interna. Quindi Q@ — C’ ¢ un aperto non vuoto. Dobbiamo mostrare che &
CONNesso.

Esaminiamo dapprima il caso Y = R**!. Consideriamo la proiezione p di
R™**+1 sullo spazio R”? delle ultime n coordinate e sia D ’insieme dei valori critici
dipof. Sey € R" non ¢in D, allora per ogni x € X con f(x) =y, 'immagine di
d(po f) ha dimensione n e quindi 'immagine di df (z) ha codimensione maggiore
o eguale ad n; cio significa che nessun tale x puo appartenere a C’. In definitiva
per quasi tutti gli # € R® si ha p~t(z) N C" = 0.

Siano ora z,y due punti di R* — C';cambiando coordinate in R*** di modo
che il primo vettore di base sia un multiplo di x — y, si ottiene I’esistenza di una
retta parallela ad © — y e passante vicino quanto si vuole ad x ed a y e che non
incontra C'; siccome C’ & un chiuso si pud fare in modo che tale retta incontri
palle di centri in x ed in y che siano disgiunte da C’ ed & cosi chiaro che z ed y
sono congiungibili da un cammino che non incontra C"'.

Torniamo ora al caso generale; sappiamo quindi che in ogni punto z €
se prendiamo una palla P di centro z e contenuta in €2, essendo P diffeomorfa
ad un R**! e considerando applicazione f : f~'(P) — P,si ha che P — C’
¢ connesso. In altri termini sappiamo che C’ non sconnette localmente Q. Se
per assurdo fosse 2 — C’ sconnesso, esisterebbero due aperti non vuoti disgiunti
A,B con AUB = — ('; essendo C' privo di parte interna, le chiusure (fatte
in ) di A e B avrebbero unione tutto e quindi ,essendo questo connesso,
dovrebbero incontrarsi in almeno un punto x: se P ¢ una palla di centro = e
contenuta in Q si ha che AN C'" e BN C’' sono non vuoti e quindi P — C’ &
sconnesso, contrariamente a quanto mostrato prima. Quindi € & connesso e cio
conclude la dimostrazione.
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Teoremi di isotopia

Siano X, M varieta differenziabili, X compatta. Una applicazione differenziabile
f: X — M e detta un embedding se rappresenta un diffeomorfismo tra X e una
sottovarieta f(X) di M. Per la compattezza di X, cid equivale a richiedere che
f sia differenziabile, iniettiva e abbia differenziale iniettivo in ogni punto di X.

Due embeddings sono detti isotopi se esiste F' : X x [0,1] — M tale che
utilizzando la notazione F'(z,t) = Fi(x) si abbia che Fy = fo, F1 = f1 e F} € un
embedding per ogni ¢t € [0,1]. E’ facile verificare che ci0d equivale a richiedere
che l'applicazione X x [0,1] — M x [0, 1] definita da (z,t) = (F(z,t),t) ¢ un
embedding. Una tale F' e detta una isotopia tra fo e fi. Diremo invece che
fo, f1 sono fortemente isotopi se esiste ® : M x [0,1] — M differenziabile e tale
che:

(1) per ognit e [0,1] ®; & un diffeomorfismo di M in se

(2) esiste un compatto K in M tale che per z ¢ K et € [0,1] sia ®(z,t) =z

(3) @¢ e lidentita di M in se.

(4) fi="foo 2.

In altre parole si richiede che I’applicazione definita da (z,t) — (®(x,t),1?)
sia un diffeomorfismo di M x [0, 1] in se che & l'identita su M x [0, 1] e fuori di
un compatto in M x [0, 1] e tale che il diffeomorfismo indotto da M x [0,1] in
se trasformi fy in fi.

Teorema 39 Siano fo , f1 : X — M embeddings della varietd compatta X .
Esse sono isotope se e solo se sono fortemente isotope.

dim.< ¢ facile: data ® la formula F(z,t) = ®(fo(z,t),t) definisce I'isotopia tra
foe fi

= Data F I’applicazione G : (z,t) — (F(z,t),t) ¢ un embedding in M x[0, 1].
Possiamo al solito supporre, per non avere problemi al bordo di M x [0, 1] che
F non dipenda localmente da ¢ all’intorno di X x {0} e di X x {1} cosicché G
puo essere pensata come una applicazione di X x Rin M x R.

Consideriamo su X x R il campo tangente costante S = (0,1) € T(X xR) =
T(X)®T(R) esia S’ il campo tangente a Y = G(X x R) immagine di S’ tramite
il differenziale di G.

Mostreremo ora l’esistenza di un campo di vettori tangenti 7' su M x R con
le seguenti proprieta: (1) T'(z,t) = (v(x,t),1) e quindi le curve integrali di T'
sono del tipo (a(z,t),t)

(2) T & una estenzione di S’ .

Il flusso associato a tale campo fornira allora la ® cercata.

Che un tale T esista si dimostra osservando che in generale ogni campo
tangente ad una sottovarietd (come Y) & localmente estendibile ad un campo
tangente all’ambiente (nel nostro caso M x R), perché localmente esistono si-
stemi di coordinate locali nei quali I’ambiente ¢ un prodotto della sottovarieta
per uno spazio euclideo. Sia quindi (73);e; una famiglia di estenzioni locali di S’
definite su un ricoprimento localmente finito i = (U;);e; di un intorno aperto di
Y in M x R. Si puo supporre che tali estenzioni abbiano la seconda componente
mai nulla. Completiamo tale situazione ad un ricoprimento di tutto M x R
considerando sul complementare di Y il campo costante (0,1). Incolliamo tra
loro tali campi utilizzando una partizione dell’unita; il campo ottenuto e quasi
quello cercato: gli manca solo di avere la seconda componente 1; ma essendo
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per costruzione tale componente mai nulla, esso puo essere diviso per essa ed il
risultato sara quello cercato.

Nota Quanto visto sopra vale anche (con dimostrazione analoga) nel caso
che X sia una varieta a bordo.

Unicita dei dischi
Sia DP il p-disco standard (= disco unitario chiuso in R”). Un p-disco in una

varietda M & per definizione un embedding di D? in M. Due p-dischi sono detti
equivalenti se sono isotopi come embeddings.

Teorema 40 Sia M una varietd connessa di dimensione n . Sep <n o M

é non orientabile, vi é una sola classe di p-dischi in M ; altrimenti si hanno
esattamente due classi, distinte dalle orientazioni che essi inducono su M.

dim. gSia f : DP :— M un embedding. Se 0 < a < 1 la formula F(z,t) =
f((1 4+ t(a — 1))z) definisce una isotopia tra f e la sua ”restrizione” al disco
di raggio a. Scelto un intorno di f(0) in M diffeomorfo ad R", siamo cosi
ricondotti ad esaminare il caso M = R™ e potremo anche supporre che sia
f(0) = 0. Sviluppando f si ha: f(z) = df(0)[z] + R(z)[z] ove R(z) & un
polinomio di grado due (da R" in se); quindi f(tz) = df (0)[tz] + R(tx)[tz] =
tdf (0) + t>R(tx)[z] dividendo per t si ottiene che df(0)[z] + tR(tz)[z] & una
isotopia tra gli embeddings f e df(0). La dimostrazione del teorema viene
ora facilmente conclusa utilizzando le proprieta di connessione di Gl(n,R) e la
connessione di M.

Unicita degli intorni tubolari

Sia X una sottovarieta compatta di una varieta M. 1l fibrato normale di X in M
¢ (se M @& una sottovarietd d’uno spazio euclideo V) N'(X, M) = {(z,v) €V :v
e tangente a M in x e ivi ortogonale a X} (se M & una varietd astratta, pud
essere definito come il ”quoziente” del fibrato tangente ad M ristretto ad X
modulo il fibrato tangente ad X).

Per e > 0 sia D, = {(z,v) € N(X, M) : ||v|| < €}. Per definizione un intorno
tubolare di X in M & un embedding f di D, in M il cui differenziale nei punti
(z,0) sia "l’identita” (nel caso astratto si richiede che tale differenziale induca
un supplementare del tangente di X nel tangente ad M ). Si dimostra poi,
nello stesso modo dei dischi ( che rappresentano il caso in cui X & ridotto ad un
punto) il teorema di unicita seguente :

Teorema 41 Se fy, f1 sono due intorni tubolari di X in M, esiste un diffeomor-
fismo h di M in se (isotopo all’identita per una isotopia a supporto compatto)
tale che f1 = ho fy.

In particolare se A C X & una sottovarietd con fibrato normale banalizzato da un
framing, non solo esistono embeddings ¢ : AxD, — X taliche 0(Ax{0}) = Ae
il cui differenziale induca il framing dato ma anche ogni due tali embeddings sono
fortemente isotopi; in particolare le mappe ottenute a partire da tali embeddings
per costruzione di Pontrjagin sono omotope.
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Trasversalita

Due sottovarieta X , Y di una varieta M sono dette trasversali in x € M se
x¢ XNY oppurese x € X NY e si ha:

T(X), +T(Y)s = T(M),

Diremo che esse sono trasversali se lo sono in ogni punto di X.

Tale proprieta e equivalente alla seguente: per ogni aperto U C M, se
f:U—=RPeg:U — R? sono equazioni di definizione per XNU e Y NU, allora
(f,9) : U — RPT & una equazione di definizione per X NY; in particolare se
X , Y sono trasversali, allora X NY e una sottovarieta avente per codimensione
la somma delle codimensioni di X e di Y.

Questa nozione di trasversalitd € un caso particolare della seguente: una
applicazione differenziabile ¢ : X — M & detta trasversale in ¢ € X ad una
sottovarieta Y C M se ¢(z) ¢ Y oppure se:

Im(dp(x)) + T (Y)gp(a) = T(M)e
e diremo che ¢ e trasversale ad Y se lo e in ogni z € X.

Tale proprieta € equivalente alla seguente: per ogni aperto U C M, se g :
U — R? & una equazione locale di definizione per Y N M, allora g o ¢ & una
equazione di definizione per ¢ 1 (Y") (sull’aperto ¢ 1 (U)). In particolare ¢~ (Y)
€ una sottovarieta di X avente in X la codimensione che Y ha in M.
Se X ¢ una sottovarieta di M e ¢ e l'inclusione di X in M si riottiene la
definizione precedente.

Si puo ulteriormente generalizzare la nozione di trasversalita alla situazione
seguente: siano ¢ : X - M e ¢ : Y — M due applicazioni differenziabili;
diremo che esse sono trasversali in (z,y) € X X Y se o ¢(z) # ¢ (y) oppure se

o(z) =¢(y) = z e si ha:

Im(dg(x)) + Im(dy(y) = T(M).

Diremo che ¢ e 1 sono trasversali se lo sono in tutti gli (z,y) € M; cio
equivale ad asserire che per ogni diffeomorfismo h di un aperto U C M in R”,
I’applicazione ¢ o h — 1) o h & una equazione di definizione per una sottovarieta
di ¢71(U) x 4~1(U). In particolare se ¢ e 1) sono trasversali, il loro prodotto
fibrato definito da:

XxyY={(z,y) e X xY : ¢x) =v(y)}

e una sottovarieta di X x Y avente dimensione dim(X) + dim(Y) — dim(M).
Se ¢ € una inclusione, si ricade nel caso precedente.

Formuleremo ora alcuni teoremi di trasversalita; essi precisano il significato
di affermazioni del tipo: ”ogni due sottovarieta di una varietd possono essere
spostate di poco quanto si vuole in modo da renderle trasversali” ; od anche:
”genericamente due applicazioni f : X — Z e g: Y — Z sono trasversali”.

Per dare a tali frasi un significato matematico preciso introduciamo delle
topologie sugli spazi £(X,Y") delle applicazioni differenziabili di X in Y, sugli
spazi Ap(X) delle sottovarietd compatte di dimensione p in X ecc. .
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Topologie su £(X,Y). Procediamo per gradi:

A. X compatta e Y = R Fissato k € N introduciamo sullo spazio vettoriale
EF(X) = EF(X,R) delle funzioni di classe C* su X una struttura di spazio di
Banach nel modo seguente: fissiamo una famiglia finita (U;,h;) , i =1,...N
di carte differenziabili su X e compatti K; C U; tali che Uiv K;=X. Per f €
EF(X), sia ||f||; Vestremo superiore delle derivate di ordine al piu k, calcolate
per x € K, della funzione f ”letta” tramite la carta i—esima.

Allora ogni || ||; : £¥(X) — R @& una seminorma e la somma || || delle || ||;
peri=1,...,N & unanorma su £¥(X). Segue facilmente da teoremi di Analisi
che si ottiene in effetti uno spazio di Banach.

Per dimostrare che la topologia di £*(X) non dipende dalle scelte fatte (le
carte (U;, h;) e 1 compatti K;), basterd mostrare che aggiungendo un ulteriore
carta (U, h) e compatto K C U, la norma che si ottiene & equivalente alla prece-
dente. Cio puo essere fatto in due modi:

1. Si osserva che le derivate di una f € £¥(X) fatte nella carta h sono esprimibili
(in modo pil 0 meno complicato) in funzione delle derivate di f fatte sulle carte
del ricoprimento di partenza e cio fornisce una maggiorazione della nuova norma
in funzione della vecchia.

2. Si utilizza il teorema sugli spazi di Banach detto della applicazione aperta.

Essendo £(X) C £¥(X), esso sard dotato talvolta della topologia indotta:
parleremo di topologia C* su £(X). Ovviamente essendo £¥(X,RY) ~ &N gk (X)
sara anchesso dotato di una struttura di spazio di Banach.

Analogamente parleremo di topologia C* su (X, RY).

B. X compatta e Y sottovarieta chiusa di RY. Si noti che £¥(X,Y) & un
sottospazio chiuso dello spazio di Banach e*(X,RV) e di conseguenza risulta
dotato di una struttura di spazio metrico completo.

Si puo dimostrare che cambiando I’embedding di Y in uno spazio euclideo,
la topologia su £¥(X,Y) non cambia. Infatti la topologia su tale spazio puo
essere descritta dandone esplicitamente una base di intorni tipo :
sia f € E¥(X,Y) ; fissate carte (Uy, h1), ..., (Un,hy)su X e (Vi, ki) ..., (Va, kn)
su Y tali che f(U;) C V;) per ogni i e fissati compatti K; C U; ed un € > 0, si
consideri I'insieme di tutte le g € £¥(X,Y) tali che per ogni i sia g(K;) C V;
ed ogni derivata di ordine al pitt k& nei punti di K; della g espressa tramite le
carte (Ui, h;) er (V;, k;) sia minore di €; questi insiemi costituiscono un sistema
fondamentale di intorni di f per la topologia C*.

Naturalmente lo spazio £(X,Y) non & chiuso in £¥(X,Y’) e quindi non ha una
struttura di spazio metrico completo. Si puo rimediare a cio utilizzando la
nozione di spazio di Frechet.

Topologia delle varieta algebriche

Sia F(zg,...,z,) un polinomio omogeneo di grado p in n + 1 variabili e sia
X = {(z) € P* : F(z) = 0}. Diremo che F & regolare in z € X se esiste
i €{0,...,n} tale che la derivata formale OF/0x;(x) & non nulla in x.

Lemma 42 Se F é regolare in T € X, esiste un intorno aperto U di T in P™
tale che X NU é una varieta differenziabile di dimensione n — 1.
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Dim. Una almeno delle componenti di Z & non nulla; sia essa la prima. Quindi
Z €Uy ={(x) € P": zy # 0}; su U con coordinate non nomogenee i, ..., T,
il polinomio P(zy,...,z,) = F(1,z1,...,z,) ¢ una funzione olomorfa che ha
per luogo di zeri X NUy. Per il teorema di Eulero p- F(z) = Y ©;0F/0x; ;
se F(Z) = 0, non possono annullarsi in Z tutte le derivate formali OF/0x; con
i > 0, perché allora anche 0F /0y si annullerebbe in Z. Ne segue che OP ha in
Z almeno una derivata non nulla e ’enunciato segue da un teorema di funzioni
implicite.

Oss. Sempre utilizzando il teorema di Eulero si dimostra che un luogo di
zeri in P™ di r polinomi omogenei (di vari gradi) ¢ una varieta differenziabile di
dimensione n — r all’intorno di un punto Z, se la marice delle derivate formali
di tali polinomi rispetto alle variabili omogenee di P" calcolate in Z ha rango r;
in tal caso diremo anche che tali polinomi sono funzionalmente indipendenti in
T.

Inoltre questi risultati si estendono senza fatica al caso di polinomi multiomo-
genei: ad esempio se F(zo,...,Tn;Yo0,---,Ym) & un polinomio che & omogeneo
di grado p nelle z; e omogeneo di grado ¢ nelle y;, risulta ben definito il suo
luogo di zeri X in P™ x P™ ed esso é una varieta differenziabile di dimensione
n+m—1 all’intorno di Z, se almeno una delle derivate formali F/0x; o OF/0y;
€ non nulla in z.

Chiameremo ipersuperficie liscia di grado p in P™ ogni X C P" che sia il
luogo di zeri di un polinomio omogeneo di grado p in n + 1 variabili che e
regolare in ogni punto di X.

Se X e il luogo di zeri in P™ di polinomi omogenei Fi, ..., F, rispettiva-
mente di gradi py, ..., p, funzionalmente indipendenti in ogni punto di X, esso
verra chiamato una intersezione completa di dimensione n — r e multigrado
(p1,...,pr). Analoghe definizioni nel caso multiomogeneo.

Siano P lo spazio proiettivo associato allo spazio vettoriale dei polinomi
omogenei di grado p in n + 1 variabili, W = {(F,z) € P xP" : F(z) =0} e
o:W —=P | 7:W — P" le restrizioni delle proiezioni naturali.

Teorema 43

a) W ¢ una ipersuperficie liscia in P x P"

b) Un punto (F,x) € W ¢ critico per o se e solo se il polinomio F non ¢é
regolare in x

c) Se F € P ¢ regolare per o, allora T induce un biolomorfismo tra o 1(F)
e Uipersuperficie luogo di zeri di F' in P

Dimostrazione: a) W ¢ il luogo di zeri in P x P™ del polinomio (notazioni
multiindici) lel:p asz! che & omogeneo di grado p nelle z; e di grado 1 nelle
ar; le sue derivate formali rispetto alle a; sono i monomi 2! che non possono
essere tutti nulli in alcun punto di P.

b) , c¢) sono lasciati per esercizio suggerendo di esprimere la situazione in
termini di coordinate non omogenee (che servono da coordinate locali).

Equazioni di sottovarieta

Sia Y una sottovarieta di codimensione p della varieta n—dimensionale X.
Una equazione (o sistema di equazioni) per Y e una ¢ : X — RP differenziabile,
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tale che 0 sia un valore regolare per ¢ e ¢~ 1(0) = Y. Una condizione (ovvia-
mente) necessaria per lesistenza di una tale equazione & che Y sia chiusa in X ;
semplici esempi mostrano che cio non & sufficiente (ad esempio X = S* e Y cos-
tituita da un solo punto. Oppure si osservi che se X ¢ orientabile, ogni Y C X
che ha una equazione & pure orientabile; in particolare nessuna sottovarieta non
orientabile in R™ , come ad esempio gli spazi proiettivi reali di dimensione pari,
puo avere una equazione. E’ piul complicato dimostrare che neppure P3(R) o
P%(C) possono avere equazioni in alcun R™ ove siano realizzate).

Tratteremo ora l’esistenza di equazioni nel caso che Y abbia codimensione
uno. Utilizzeremo il seguente lemma, facile conseguenza del teorema di divisione
elementare:

Lemma 44 Siano f,g: X — R con f una equazione per Uipersuperficie Y C X
e g differenziabile e nulla su'Y . Allora esiste (unica) una funzione differenziabile
h: X — R tale che g = hf. Se anche g é una equazione per Y allora h non ha
zeri.

dim. Su X —Y la h deve essere necessariamente g/f che ¢ ivi differenziabile;
verifichiamo che essa ¢ estendibile ad una funzione differenziabile su X. Siccome
Y & privo di parte interna, le eventuali estenzioni continue sono univocamente
determinate; quindi e sufficiente mostrare la locale estendibilita differenziabile
nei punti di Y. Ma leggedo localmente all’intorno di un punto di Y tramite un
opportuno sistema di coordinate, la f diviene la prima coordinata z; e g una
funzione nulla per z; = 0 e la dimostrazione ¢ conclusa applicando il teorema
di divisione elementare.

Il lemma precedente non ha analoghi nel caso di codimensione maggiore di
uno (almeno cosi semplici e generali) ed in effetti 'esistenza di equazioni diviene
in tal caso un problema molto pit complicato.

Teorema 45 Sia X una varietd differenziabile connessa e sia II = m (X, zo)
per qualche xo € X. Sono fatti equivalenti:

- Ogni ipersuperficie (=sottovarieta di codimensione uno) di X ha una equazione
- Hom(II,Z [2Z =0

La dimostrazione richiedera 'introduzione di alcuni nuovi concetti; cominceremo
a svilupparla ora ma la concluderemo nei prossimi paragrafi.

(2 <= 1) Sia Y una ipersuperficie chiusa in X ; ogni z € X ha un intorno
aperto U sul quale Y N U ha una equazione. Esistono quindi un ricoprimento
aperto U = (U;);ecry di X e per ogni ¢ € I una equazione f; : Uy —» Rper UNY.
Per il lemma precedente f;/f; = fi; € una funzione differenziabile mai nulla su
U;j = Uy N U;. Mostreremo nel successivo paragrafo sui ricoprimenti semplici
che possiamo supporre:

Ipotesi: per ogni i,j € I se U; ; é non vuoto, allora & contrattile; in particolare
é connesso e semlicemente connesso

Allora f; ;j su U;; ha un segno costante che indichiamo con ¢;; € {+1,—1}.
Notiamo che per come costruite le f; ;, se ¢, j, k sono tali che U; j 1, = U;NU;NU
e non vuoto, allora f;;fjr = fix come funzioni su U;; e di conseguenza
€i,j€j,k = €i,k . Supponiamo per il momento che ogni € sia +1 .

scelta una partizione dell’unitd (¢;)ies , la funzione f : X — R definita da
[ = 2 ici fidi & una equazione per Y perche le f; hanno tutte lo stesso segno
nei punti fuori di Y e nei punti di Y le df; “puntano” tutte dalla stessa parte
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rispetto allo spazio tangente ad Y e df , che € una loro combinazione baricentrica,
e sicuramente non nullo. Quindi il problema di costruire una equazione per Y , &
ricondotto a quello di poter aggiustare i segni nel senso seguente: sia fissato per
ogni i € I,e; € {+1,—1} ; le funzioni fi = €if; sono evidentemente equazioni
per le Y NU; . Esse possono essere ben incollate con una partizione dell’unita
come sopra (ossia le f;/ f; sono tutte positive), se valgono le relazioni €; ; = €;/€;
per ogni ¢,j € I tali che U; N Uj sia non vuoto.

Le condizioni affinche tali €; esistano saranno determinate nel paragrafo sulla
descrizione formale del gruppo fondamentale , il che concludera questa parte
della dimostrazione. Per quanto riguarda (1 = 2) dovremo attendere il para-
grafo sui fibrati vettoriali.

Buoni ricoprimenti

Nel passaggio da soluzioni locali a soluzioni globali € spesso utile e talvolta
necessario, conoscere |’esistenza di ricoprimenti aperti arbitrariamente fini, tali
che non solo ogni aperto del ricoprimento sia “semplice ”per il problema che
stiamo trattando, ma anche ogni intersezione finita di essi lo sia.

Nel caso in esame definiamo semplice un ricoprimento aperto U = (U;)ier
di uno spazio topologico X se:
(1) & localmente finito
(2) se dg,---,ip € I sono tali che U;, N---NU;, # 0, allora tale aperto &
contrattile.
Chiameremo invece buono un ricoprimento aperto di X se ¢ semplice ed inoltre
si ha :
(3) se U, N---NU;, # 0 allora Us, U---UU;, & contrattile.

Nel seguito, trattando di varieta differenziabili, intenderemo che il termine
“contrattile” nelle definizioni precedenti significhi ”diffeomorfo ad R™”.

Proposizione 46 Se X ¢ aperto di R™, esso ha ricoprimenti buoni arbitraria-
mente fini.

dim. Sia U un ricoprimento aperto di X. Costruiamo un ricoprimento aperto
VY di X che & buono e piu fine di ¢/ nel modo seguente. Fissiamo una famiglia
(Kp)nen di compatti di R che ricoprano X ed ognuno dei quali sia contenuto

nella parte interna del successivo. Allora per n > 2, K, +1— K, € coperto da
un numero finito di palle aperte i/ —piccole (cioé contenute in qualche elemento

di &) e contenute in I%nﬁ —K,, 1. E’ chiaro come in questo modo si possa
costruire un ricoprimento aperto V = (V;);cs di X localmente finito, piti fine
di U e tale che se V;; N---NV;, # 0 allora esso e Vi, U---UV;, sono aperti
stellati (rispetto a qualche loro punto) limitati in R”. La dimostrazione ¢ quindi
conclusa dal seguente:

Lemma 47 Ogni aperto stellato limitato V C R™ é diffeomorfo a R™

dim. supponiamo che V sia stellato in 0 € R".
Asserzione 1 : esiste una successione (¢,,) di funzioni differenziabili su S"~!
tali che :
1. per ogni n sia 0 < ¢, < Ppt1
2. l'unione dei V,, = {z € R" : ||z|| < ¢n(x/||z]])} & tutto V.
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Dimostriamo ’asserto. Sara sufficiente mostrare che esiste una successione
(¢)n di funzioni continue, verificanti 1. e 2. , perche allora, approssimando (con
Weierstrass) abbastanza finemente le ¢,, con funzioni differenziabili, si ha la
famiglia richiesta (precisamente, se r, = d(¢,, dn+1), si approssimi ¢,, a meno
di $inf{rn,rn-1})-

Sia quindi p : S"! — R* definita da p(z) = sup{\ € R* : Az € V'}.

Tale p & semicontinua nel senso che per zo € S" ! e € > 0, esiste un intorno
U di zp tale che per y € U si ha p(y) > p(xo) — €.

Sia R ={f € Qz1,---,z,] : f < p}. Questa & una famiglia numerabile il
cui primo elemento puo essere scelto una costante fo € Q positiva (perche p ha
un minimo positivo.

Poniamo ¢,, = sup;{f;}. Allora 0 < ¢, < ¢p41.Tale successione (¢,,)nen
soddisfa la proprieta 2. . Infatti se zo € V', ||zo|| < p(zo/||x0l]);
per semicontinuitad di p , esiste un intorno U di zo tale che p > ||xo|| in U.
Allora esiste una funzione continua o : S*"~! — R con o(xo/||zol]) = ||zol]
e supp(o) C U. Quindi 0 < p e o(zo/||zol]) = ||zol]. Se € > 0 & tale che
p—o > € ossia o +¢€ < p, approssimando sufficientemente o + € con un
elemento f € Q[z1,---,zy,] si trova una f € R, quindi f = f,, per qualche n e
Falwo/llzoll) > Ifzoll-

Manca da soddisfare la condizione ¢,, < ¢,+1. Essa non sara in generale sod-
disfatta ma sara ottenibile cancellando alcune ¢; e cio conclude la dimostrazione
dell’asserzione 1.

Asserzione 2: Sia ¢ : S"7! — R" differenziabile e sia V = {z € R" : ||z|| <
o(z/||z]|)}. Allora esiste un diffeomorfismo di R" in se che trasforma una palla
aperta in V.

Dimostriamo questa asserzione: R® — 0 pud essere pensato come S?~! x Rt
tramite il diffeomorfismo (coordinate polari):

S"L X RT 3 (s,7) =75 € R* — {o}.

Considereremo applicazioni F' : "7t x Rt — S~ ! x RT del tipo F(s,r) =
(s,h(s,r)) ove h: S"~1 x Rt — R* ¢ differenziabile ; ogni tale f sard evidente-
mente differenziabile. Articoleremo il ragionamento nei seguenti quattro passi:
A) Se esiste € > 0 tale che h(s,r) = r per r < €, tale F' induce una applicazione
differenziabile di R™ in se che & ’identita vicino all’origine.
B) Se 0h/0r > 0, allora F' rappresenta un diffeomorfismo di R™ su un aperto
di R™ ( teorema di inversione locale + iniettivita).
C) Se inoltre lim,_, o = +00 per ogni s , allora F & un diffeomorfismo di
R™ in se. In tal caso , B(1) = { € R" : ||z|| < 1} viene trasformato su
Q= {z e R : ||z|]| < h(z/||z]|,1)}. Affinche sia Q@ = V , occorre quindi che
valga anche la :
D) (/| 1) = o(x/|l)-

Dimostriamo ora l’esistenza di una h : S~ x Rt — Rt soddisfaciente le
quattro condizioni A,B,C e D.
Siano 0 < ¢y < €1 < ¢ . E’ facile costruire funzioni differenziabili A\, : R — R
verificanti le condizioni :
-At)=1pert<e , AMt)=0pert>1, Ax>0e¢ 0+°°/\(t)dt:M<el.
~u(t)=0pert<eot>1,u>0e [(" u(t)dt =M < €.

Si vede facilmente che la funzione h(s,r) = [J(A(t) + (¢(s) — M)pu(t))dt
verifica le condizioni richieste.

44



Asserzione 3. Esistono diffeomorfismi F), : R* — R" che trasformano
B(p) = {z € R : ||z]| < p} in V), e tali che per p > 2, F}, coincide con F,,_; su
B(n—1). Cio viene dimostrato sostanzialmente nello stesso modo dell’asserzione
2.

Definiamo ora F' : R* — R"con la formula : F(z) = F,(x) se z € B(p). E’
chiaro che F' & un diffeomorfismo tra R" e V.

Per estendere la costruzione fatta nel caso di un aperto di R al caso di una
varieta differenziabile qualsiasi , supponiamo X C R" e definiamo una sorta di
“convessi” su X che “funzionano” come i convessi di R".
Def. Un dominio a frontiera liscia in una varieta differenziabile X di dimen-
sione n , € un aperto 2 di X che verifica le proprieta :
1. Q & la parte interna della sua chiusura
2. Q) & una sottovarietd compatta a bordo di X

Cio e equivalente a richiedere:
1’. Q e relativamente compatto in X
2’. ogni zg € ON(=frontiera topologica di ) ha un intorno U su cui esiste una
funzione differenziabile f : U — R tale che QNU = {x € U : f(z) < 0} e se
f(xz) =0, allora df (z) # 0. Una tale f & detta una equazione su U per il bordo
di Q.

Fortemente convessi in R"

Siano X un dominio a frontiera liscia in R” |, g € 90 , U un intorno aperto di
zp in R™ ed h una equazione locale per 02 su U. Chiameremo hessiano di h in
X la forma quadratica su T'(0Q2),, che e restrizione della forma quadratica su
R" associata alla matrice (8% f/0z;0x (o)) ; essa verrd indicata con H(h)(zo).

Lemma 48 Se k ¢ un’altra equazione locale su U per O , allora esiste una
costante positiva p tale che H(k) = pH(h).

Def. Per il lemma precedente la segnatura di #(h) (ossia la terna (a, b, c) data
dai suoi indici di positivita , negativita e nullitd ) ¢ indipendente dalla particolare
equazione utilizzata e sara detta la segnatura di 2 in xg € OQ

Dim. del Lemma: Per il teorema di divisione , si ha che k =rhconr:U —
R & differenziabile mai nulla in U anzi strettamente positiva perche h,k sono
entrambe negative su Q N U.

confrontiamo gli hessiani di h, k ; calcoliamo prima su R” :

- 0k/0xz; = Or/0z; + rOh/0x;

0k )0x;0x; = (0°r)dx;0x;)h + (Or/0x;)(Oh/0x;) +
+ (0r/0x;)(0h/dx;) + r(8*h/dz;0x;)

Calcolando in xg si ha h = 0, quindi il primo addendo del secondo membro si
annulla. Vediamo poi che calcolando I’hessiano di k su un vettore v € T'(99),, ,
anche il secondo e terzo addendo si annullano , cosicche solo il quarto membro
rimane e quindi H(k)(zo) = r(zo)H(h)(x0) ove r(zp) # 0.

Infatti la matrice data da secondo e terzo membro si pu0 scrivere:

(Vr)(Vh)* + (Vh)(Vr)* (M* indica la trasposta della matrice M).

Il suo valore su un vettore v € R* ¢ dato da v*(Vr)(Vh)*v +v*(Vh)(Vr)*v ed
essendo ’equazione di T'(092),, esattamente v*(Vh) = 0 od anche (Vh)*v =0,
tale espressione si annulla per v € T'(9Q),,.

Nota Si puo dare la seguente caratterizzazione della segnatura (a, b, ¢) di un
dominio liscio in un suo punto zg del bordo:
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Sia H C R™ uno spazio affine ; diremo che esso ¢ tangente a X in xg se
xo € H e se la direzione di H (unico sottospazio di R™ di cui H ¢ un traslato) ¢
contenuto in T'(0N2), . Un tale H & detto tangente internamente (risp. tangente
esternamente) a X in xo se ¢ tangente nel senso precisato sopra ed esiste € > 0
tale che H. ={v e H :0 < |[jv — x| < €} C Q.

Considerando la restrizione della funzione h ad H si vede facilmente che
a <massima dimensione dei sottospazi affini tangenti esternamente ad 2 in zg
< a + ¢ e b ¢ riferito analogamente alle possibili dimensioni degli spazi affini
tangenti internamente. Ne segue che se ’hessiano ¢ non degenere , ossia ¢ =0,
allora a e b misurano esattamente tali dimensioni.

Def. Un aperto fortemente convesso in R® e un dominio a frontiera liscia ,
connesso ed avente segnatura (n — 1,0,0) in ogni punto del bordo.

Proposizione 49 Un aperto fortemente convesso in R é convesso.

Dim. Siano zg,z1 €  ; dobbiamo mostrare che [zg,z1] C Q. Essendo
connesso , esiste una curva v : [0,1] = Q con v(0) = zo,v(1) = x;. Sia
A ={te[0,1]: [xo,7(t)] € 2} Tale A & chiaramente un chiuso in [0, 1] , quindi
se non vuoto ha un primo elemento ty. E’ facile convincersi che allora la retta H
per xo,v(to) € tangente internamente a 92 in qualche suo punto Z . Ma allora
la segnatura di 99 in Z , dovrebbe avere b + g > 0 contro 'ipotesi.

Nota : La segnatura di un dominio liscio 2 C R” non cambia , cambiando
linearmente le coordinate di R™ ; tale nozione & quindi trasportabile su uno
spazio vettoriale (o affine ) qualsiasi.

Fortemente convessi in sottovarieta di R"

Sia X C RY una sottovariet .

Def. Un dominio fortemente convesso in X € un dominio liscio (2 C X tale che
per ogniz € Q 7, : X — T(X), induce un diffeomorfismo tra e la chiusura di
un dominio fortemente convesso di T'(X), ( ossia € un dominio che “letto” dallo
spazio tangente di un qualsiasi punto della sua chiusura , “appare” fortemente
Convesso).

Proposizione 50 Siano X C RN una varietd differenziabile e o € X. Allora
per ogni € > 0 sufficientemente piccolo , B, = {z € X : ||z — xo||> < €} & un
dominio fortemente convesso di X .

Dim. La proiezione ortogonale di T'(X), su H = T'(X),, per  in un intorno suf-
ficientemente piccolo U di g in X , &€ un isomorfismo ; si ottiene cosi , utilizzando
anche una carta locale su X di centro x¢ una applicazione f(z,y) : UXxR* - H
che rappresenta ¢, (y) e che & chiaramente differenziabile. Per € > 0 indichiamo
con D, la chiusura di B, in X. Mostriamo che esiste € > 0 tale che per x € D, ,
7, induce un diffeomorfismo tra D, e la sua immagine e questa ¢ un dominio
fortemente convesso.

Iniettivita di dm,, :

per assurdo esisterebbero xp, , y, € R® e vy, € S™ ! tali che df,, (yn)[vn] = 0.
Passando al limite in qualche sottosuccessione per cui vy, converga , si avrebbe
dfo(0)[v] = 0 che non & possibile perche f, & I'identita e ||v|| = 1.

Iniettivita di m,:

per assurdo esisterebbero zp,ap # by, € R" tali che f,, (ap) = fz, (bp) . Uti-
lizzando lo sviluppo f(z,y + z) = f(z,y) + ¢(z,y, 2)[2] si avrebbe f(zp,by) =
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f(zn,an) + ¢(zh, an, by — ap)[bn — ap] e quindi ¢(zp, an, by — an)[bn — an] = 0.
Osservato che ¢(0,0,0) & l'identita su R" e passando al limite in una sottosuc-
cessione per la quale by, — ap,/||by, — an|| converge si ottiene una contraddizione.

Si osservi ora che per € piccolo , D, C X & un dominio connesso a frontiera
liscia (si utilizzi ad esempio il lemma di Morse). Resta gindi da dimostrare che
se € e piccolo , per ogni z € D, il dominio connesso a frontiera liscia 7, (D) in
T(X), ha segnatura (n —1,0,0) in ogni punto del bordo.

Resta quindi da verificare la condizione sugli hessiani. Una equazione di
definizione per il bordo di Q. su X ¢ data dalla funzione ||z —x¢|?>. Verifichiamo
che essa in tutti i punti di ¢ e su tutto lo spazio tangente (e non solo su 7'(9)
come gia basterebbe ai nostri fini ) ¢ definita positiva. Infatti, siccome il fatto di
avere hessiano definito positivo € invariante per cambiamenti affini di coordinate,
possiamo leggere T'(X), per proiezione ortogonale su H = T(X),, . Si ottiene
cosl una funzione ¢(x,y) definita in un intorno U x V. di 0 € R* x R* = H x H
che per y € V rappresenta (a meno di una costante —¢) una equazione per
il dominio D, “letto” su T'(X),. Siccome fo ha hessiano definito positivo, ne
segue che anche le f, per y piccolo hanno hessiano positivo ( su qualche intorno
compatto di 0 in X)) e cio conclude la dimostrazione.

Descrizione formale del gruppo fondamentale

Sia U = (U;)ier un ricoprimento aperto fissato dello spazio topologico X.

Un cammino formale € una successione g, -, di elementi di I tali che
Ui, NU;, +1 sia non vuoto per h = 0,---,r — 1. Diremo che tale cammino ha
inizio in ig e termine in 4,. Si possono comporre in modo ovvio due cammini
se il secondo inizia ove termina il primo . Se 73 = (49, --,%,) € un cammino
formale e ¢ € I e tale che U;, N U; N U;,,, sia non vuoto allora il cammino
Yo = (lo, "+ ,is,%,05+1, ", i) € detto ottenuto da y; per espansione elementare ;
diremo anche che ~; € ottenuto da v, per contrazione elementare. Due cammini
sono equivalenti se si pud passare dall’ uno all’altro con un numero finito di
espansioni e contrazioni elementari. Evidentemente due cammini equivalenti
hanno stesso inizio e termine. E’ facile verificare che le classi di equivalenza
di cammini chiusi in iy (ossia cammini con inizio e termine in iy ) formano un
gruppo che sara detto gruppo formale di ¢/ e sara indicato col simbolo II(U, ).

Supponiamo che I/ sia un buon ricoprimento dello spazio topologico con-
nesso X. Fissiamo per ogni ¢ € I un z; € U; . Siano fissati inoltre cammini
continui v; ; da z; a z; in U; U U; per ogni coppia 4,5 € I per cui U; N Uj sia
non vuoto.

Costruiamo un omomorfismo ¢ : II(U, i) — m1 (X, x;,) associando ad un
cammino formale (ig, - - -, iy, i9) la classe di omotopia di ¥y i, *Viq,ia *** = * Vir o -
Essendo ¢ un buon ricoprimento , si verifica facilmente che ¢ ¢ un omomorfismo
ben definito indipendentemente dalle scelte fatte (a parte il punto base). Con un
po di lavoro analogo a quello richiesto per dimostrare il teorema di Van Kampen ,
si dimostra inoltre che ¢ ¢ un isomorfismo .

Nota : si possono costruire generatori di m (X, z;,) fissando cammini continui
v da x4, a x; in X . Allora i cammini 3;; = y; % 75 * fyj_l per i,7 € I tali
che U; NUj sia non vuoto , costituiscono un sistema di generatori per il gruppo
fondamentale di X. Col teorema di Van Kampen si puo anche dimostrare che
una presentazione di 71 in tali generatori ¢ data dalle relazioni 7;; * Y, * Yx: = 1
per ogni 4, j,k tali che U; N U; N Uy # B. Torniamo ora alla costruzione di
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equazioni per ipersuperfici in X. Si aveva la seguente situazione :
1. & dato un ricoprimento buono U = (U;);es di una varieta X
2.s0no assegnate costanti €; ; € {+1,—1} per ¢,j € I tali che U; N U; sia non
vuoto
3.per 4,7, k € I tali che U;NU;NU}, sia non vuoto, si ha la relazione €; j-€; 1 = €1
Vogliamo sapere se :
4. esistono costanti €; € I tali che per ogni 4,5 € I tali che U;NUj sia non vuoto
si abbia €; ; = €;/€;(= €; - €; perche tali costanti sono di periodo due).

Siano quindi assegnate costanti come in 1.—3. che indicheremo in blocco col
simbolo w. Per ogni cammino formale o = (i1, -,i,) poniamo :

/ W = €y iy " €igyiz "~ Cipy,iy
g

Le relazioni 3. di sopra assicurano che tale “integrale” ha lo stesso valore su
cammini equivalenti. Definisce in particolare una applicazione

v:IOU,z;,) = {+1,-1}

che & un omomorfismo di gruppi. Supponiamo che tale omomorfismo sia nullo.
Ne segue che per ogni ¢ € I possiamo definire una costante ¢; “integrando” lungo
un cammino qualsiasi da ig ad 7 ; tali costanti verificheranno la condizione 4. ,
cosicche 'ipersuperficie da cui eravamo partiti ha una equazione.

Resta da dimostrazione che se 7 (X, z9) ha omomorfismi non banali a valori in
R, allora esiste in X qualche ipersuperficie chiusa che non possiede equazioni
locali. Sia o : 71 (X, z9) — R un omomorfismo. Identifichiamo per z € U;NU; e
Ai, Aj € Ril punto (x,A;) € U; x R con (x,0(45) - Aj) € U; x R. Si ottiene cosi
un fibrato vettoriale di rango uno su X. Sia s una sezione di tale tale fibrato
trasversale alla sezione nulla; dal teorema di divisione locale si ottiene che il
luogo di zeri Y di s non pud avere una equazione globale se ¢ non & banale.
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Algebra esterna di uno spazio vettoriale

Siano V' uno spazio vettoriale di dimensione finita su R e p un intero non
negativo. Definiamo una relazione di equivalenza su V? nel modo seguente:
v=(v1,...,0p) ~w = (wr,...,wp) se e solo se & verificata una (almeno) delle
seguenti due condizioni:

- v e w sono entrambi sistemi linearmente dipendenti in V

- esiste una matrice quadrata M = (m;;) d’ordine p e determinante 1 tale

che v = Ell) mi;w;
Gli elementi del quoziente di VP per tale relazione sono dette le p-faccette di V.
Il loro insieme sara indicato con F, (V).

Una applicazione o : F,(V) = W delle p-faccette di V' in uno spazio vetto-
riale W & detto un morfismo se la composizione V? — F,(V) — W & p-lineare
alternante. Un tale morfismo sara detto un prodotto esterno di grado p per V
se verifica la seguente condizione:

per ogni altro morfismo o' : F,,(V) — W' esiste una ed una sola

applicazione lineare h : W — W' tale che ¢/ = hoo.

Unicitd. E’ facile verificare che se 0,0’ soddisfano entrambi la condizione prece-
dente, allora esiste uno ed un solo isomorfismo h : W — W' che trasforma o in
o', cosicché tali spazi sono identificabili in modo ben precisato. Esprimeremo
cio dicendo che il prodotto esterno di grado p per V se esiste € univocamente
determinato a meno di isomorfismi.

FEsistenza. Siano dati un morfismo o : F,(V) — W e una base (ej,...,e,) di V.
E’ facile verificare che ¢ & un prodotto esterno di grado p per V se e solo se gli
elementi (o (e, , ..., €i,)1<i, <-.<i,<n COStituiscono una base di W.

Infatti cid equivale ad asserire che dare una applicazione p-lineare alternante o’
su V a valori in uno spazio W', equivale ad assegnare i valori di ¢’ sugli elementi
(€iys.v.rei,) per 1 <ip <--- <ip <.

Esibiamo una tale o: sia V* il duale di V' e W ={applicazioni p-lineari
alternanti su V* a valori in R}. Definiamo o : VP — W cosi :

per vi,...,vp €V ,0(v1,...0p)[h1,-.., hp] = det(hi(vj)).
Dette ej,...,e, unabasedi Ve ef,...,ey ladualein V*, per
1< <---<ip<ne 1 <5 <---<Jjp <nsiha

oleiy,---ei,)ef, - ,e;p] =0ijy * - 00y,
Utilizzando il fatto sopra ricordato di come si scrivono le forme p-lineari su uno
spazio in cui ¢ fissata una base, si conclude che o ¢ un prodotto esterno di
grado p per V. Tale W verra indicato con la notazione A’V e lapplicazione
VP — APV con (v1,...,v,) = v1 A...Av, ; un elemento in A’V sara detto
semplice se € nell'immagine di FP(V).

Nota. Quanto descritto sopra fornisce una immersione della varieta (detta di
Grassmann) dei sottospazi vettoriali di dimensione p di V' nello spazio proiettivo
P(A” V) ottenuta considerando per ogni p-faccetta non nulla v = v A... A v, il
sottospazio H (v) generato da vy, ...,v, che verra detto il suo supporto.
Prodotti. Definiamo un prodotto A*V x A’V = A’*?V come 'unica appli-
cazione bilineare (v, w) — v A w verificante:

(Vi ACAU) AW A Awg) =LA AV AW AL AWy

Che tale definizione & ben posta segue facilmente dalle proprieta richieste alle
applicazioni F"(V) — A"V cosi come la associativita di tali prodotti e la anti-
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commutativitd: per v € A’V ,w e A’V sihavAw = (=1)PTw Av.

Si ottiene coi una R—algebra AV = @, A’ V, che viene chiamata |’ algebra
esterna su V. -
Per hy,...,hp €V* evy,...,v, €V ponendo

(hi Ao Ahp)[or A ... Avp] = det(hi(v)))

si ottiene un isomorfismo di A” V* con (A")*.
Seb:V xV — R ¢ una forma bilineare, si ottiene una forma bilineare b, su
APV ponendo

bp(vi A Avp,wi AL Awy) = det(b(v;, w;))

Tale b, ¢ simmetrica e definita positiva se b lo e.

Siano fissati su V' un prodotto scalare <, > definito positivo ed una orien-
tazione (un tale oggetto viene detto spazio euclideo). Definiamo ora un iso-
morfismo * : A’V — A" "V associando ad una p-faccetta v =v; A... A v, la
(n—p)-faccetta w = wiA. . .Awp_, avente per supporto l'ortogonale del supporto
di v , tale che v e w abbiano la stessa norma e tale che vq,...,vp,w1,...,Wp—p
dia l'orientazione positiva di V. Si vede facilmente che * & una isometria e che
x2 ¢ la moltiplicazione per (—1)”(””’) ; cio puo essere controllato ad esempio
osservando che se ey, ..., e, costituiscono una base ortonormale di V', allora gli
e, N...Ne;, per 1 <i; <...<i, <n sono una base ortonormale per A" V.
In particolare A" V' verra identificato canonicamente con R fissando per base la
n-faccetta e; A ... A ey.

Nel seguito avremo uno spazio vettoriale V' che sara lo spazio tangente
T(X,Z) in un punto Z ad una varieta differenziabile X e considereremo ’algebra
esterna sul suo duale V*. Dalla costruzione descritta avanti segue che A* V* &
identificato con lo spazio vettoriale delle forme o : VP — R p—lineari simmet-
riche. Se z1, ..., z, sono coordinate locali su X vicino ad z, allora dz1,...,dx,
costituiscono una base per V* e quindi una base per A’V ¢ data dalle forme
dri;, A...Adz;, per 1 <ip <...<ip <n.

Siano o una p-forma e § una g-forma su V. Se esse sono semplici,, a =
hMAN...ANhy e B=k A...Nkg ove hi,....,hy , ki,....,kg € V* ,sie
posto a AB=hi A...ANhy Aki1 A... ANk Se a e B non sono semplici, essendo
esse somma di semplici, si puo calcolare a A 8 utilizzando la distributivita del
prodotto esterno rispetto alla somma. Altrimenti si puo utilizzare la seguente
formula per la cui validita & sufficiente controllare il caso in cui a e 8 sono
semplici: se v1,...,vp44 € V siha

(@nB)(v1,. .., Vpiq) = Z (_1)‘0‘0‘(7)0(1)7 s 71}0(17)) 'ﬁ(va(lﬂ-l)? e 7va(p+q))
o€6(p,q)

ove &(p,q) ¢ il gruppo delle permutazioni o di {1,...,p+ ¢} tali che
o(l)y<--- <o) eclp+1) <--- <o(p+q) e come al solito |o| & la parita
della permutazione.

Nota.Le formule ora date, nel caso di forme semplici sono precisamente le for-
mule di Laplace generalizzate per il calcolo dei determinanti.
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Forme differenziali su una varieta

Sia  un aperto in una varietad differenziabile X; una forma differenziale di
grado p o p-forma w su Q ¢ il dato per ogni punto z in ) di una p-forma

w(Z) sullo spazio tangente T'(X)z. Se (x1, ..., xy) sono coordinate su un aperto
U C Q si ha una scrittura w(z) = ) a4,..4,dx;, A ... Adz;,, ove la somma &
estesa alle p-uple crescenti iy < ... < i, in {1,...,n}ele i, ...i, SONO funzioni

univocamente determinate su U. Diremo che w & a coefficienti continui o dif-
ferenziabili se in ogni tale rappresentazione le funzioni a;, . ;, sono continue o
differenziabili. Indicheremo con AP((2) lo spazio vettoriale delle p-forme a coef-
ficienti differenziabili sull’aperto © della varieta differenziabile X e con AP(£)
il sottospazio di quelle a supporto compatto.

Se f : X — Y e una applicazione differenziabile ed z € X, il differenziale di f
in z ¢ (stato definito come) una applicazione lineare df () : T (X) = T't(,)(Y);
se w € una p-forma su un aperto U di Y, indicheremo con f*w la p-forma su
f7H(U) definita per x € f~1(U) e vy, ...,v, € T;(X) dalla eguaglianza:

fro@)or, ... vp] = w(f @)[df (2)[v1], - - -, df () [vp]]

E’ facile verificare, scrivendo la f in termini di coordinate locali, che f*w e
differenziabile se w lo & e che essa commuta con le operazioni dell’algebra esterna.
Inoltre, se g : Y — Z & anche differenziabile, si ha (g o f)* = f* o g*; con
queste definizioni gli AP(X) divengono funtori contravarianti sulla categoria
delle varieta differenziabili. Diversamente gli A.(X) rappresentano dei funtori
(ancora contravarianti) solo sulla categoria i cui oggetti sono ancora le varieta
differenziabili ma i morfismi sono solo le applicazioni differenziabili proprie.
Sia X una varieta differenziabile orientata di dimensione n. Definiamo una
applicazione lineare [, : A?(X) = R cosi:
se il supporto di w € A?(X) € contenuto in una carta orientata (U, h) di X, si
legga w tramite h come forma su R” ; si otterra una n-forma f(z)dz; A...Adz,
con f differenziabile a supporto compatto e si definisce:

/w: flx)dzy - ... dxy,
X R

Nel caso generale utilizzando una partizione dell’unita ed il fatto che il supporto
di w & compatto, si trova una decomposizione w = wy + ... + w, ove ogni w; ha
supporto contenuto in qualche carta orientata su X e si pone :

/w:/w1+...+/wr
X X X

Che i valori trovati non dipendono dalle scelte arbitrarie fatte si dimostra facil-
mente utilizzando la formula di cambiamento di variabili in un integrale multiplo
in R” e la linearita per tali integrali.

Nota. E’ chiaro che l'integrazione delle n-forme a supporto compatto risulta
definita anche se la varieta X ha un bordo non vuoto o per forme a coefficienti
continui. Se il supporto dell’integrando w non & compatto l'integrale & definibile
solo sotto certe condizioni. La condizione generale di integrabilita che puo essere
richiesta ¢ la seguente: per ogni € > 0 esiste un compatto K tale che per ogni
funzione continua h : X — [0, 1] avente supporto compatto disgiunto da K si
ha | [ « hw| < e. Cio corrisponde al fatto che comunque si decomponga la forma
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in una somma di forme i cui supporti costituiscano una famiglia localmente
finita, I'integrazione degli addendi fornisce una serie convergente incondiziona-
tamente (ossia la somma non solo ¢ finita per ogni ordinamento seguito nella
sommazione ma anche il risultato & lo stesso: trattandosi di serie di numeri
reali, cio ¢ equivalente alla assoluta convergenza). Oppure si puo fissare una
procedura determinata di integrazioni e richiedere che esista il limite dei valori
cosl trovati come ad esempio col porre [, f(t)dt = lim, o0 [, f(t)dt.

Una coppia (A, h) ove A & una varieta differenziabile orientata compatta a
bordo di dimensione pe h : A — X ¢ una applicazione differenziabile verra detta
p-catena differenziabile in X; se OA = () essa verrd detta un p-ciclo differenzia-
bile. Ogni tale p-catena definisce una applicazione lineare f( INOE AP(X) - R
definendo per una p-forma w su X :

Jan®= e

Chiameremo opposta di una p-catena v = (A, h) su X la p-catena , ¥ = (A, h)
ove Ae ottenuta da A invertendo l'orientazione. Se «y; = (A;, h;) per i = 1,2
sono p-catene in X, considerando 'unione disgiunta di A; e A, si ottiene una
p-catena che verra detta somma di v, e 2. Due p-cicli v1,72 sono bordanti se
71 + 72 ¢ il bordo di qualche (p + 1)-catena. Per dimostrare che questa ¢ una
relazione di equivalenza, occorre utilizzare ’esistenza di un collare per il bordo di
varieta differenziabili; ossia che se X & una varieta differenziabile compatta (ma
e vero anche senza questa ipotesi), esiste un intorno di 0X in X diffeomorfo a
0X x [0,1[. Oppure si puo per semplicita mettere cio nella definizione di varieta
a bordo.

E’ facile verificare che le classi di equivalenza di p-cicli di una varietd X,
formano un gruppo abeliano (opposto della classe di v ¢ la classe di ¥) che
viene detto p-esimo gruppo di bordismo orientato Bp(X) di X. Se f: X =Y
¢ differenziabile, si ha un omomorfismo f. : B,(X) — B,(Y) che dipende solo
dalla classe di omotopia di f. Per il tipo di considerazioni che svolgeremo nel
seguito, questo invariante e troppo fine; infatti esso tiene conto non solo della
complessita della varietd X su cui lo si calcola, ma anche del fatto che non
tutte le varieta orientate sono bordo di qualcosa. Ad esempio si pu0 dimostrare
(non in modo elementare) che la 4-varieta P?(C) non & il bordo di alcuna 5-
varietd orientata, cosicché ogni applicazione f : P?(C) — X anche se costante
ed anche se X & un punto, da un elemento non nullo in B,(X). Per ridurre
questo invariante in modo che rappresenti solo la complessita topologica di X si
devono ammettere cicli con singolarita. Un modo, e quello di sostituire le varieta
A di dimensione p che abbiamo considerato all’inizio con poliedri orientati P
(in qualche R™) ed applicazioni (differenziabili o continue,non cambia molto) h :
P — X. Gli invarianti che ne derivano sono detti gruppi di omologia singolare a
coefficienti in Z. Un altro modo potrebbe essere quello di ammettere solo certi
tipi di singolarita: si fissa una lista di poliedri e si prendono sottoinsiemi A C
R™ che siano localmente modellati sugli elementi della lista (con orientazioni
coerentemente definite). Si possono cosl ottenere teorie intermedie alle due
discusse sopra.
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L’operatore di differenzazione

Sia X una varieta differenziabile. Associando ad ogni funzione differenziabile
il suo differenziale, si ottiene un omomorfismo d : A°(X) > f — df € A'(X).
Gli elementi di Im(d) sono detti differenziali esatti o integrabili su X ; essi
costituiscono uno spazio vettoriale B!(X). Per w € B*(X), ogni f € Ao(X)
tale che df = w & detta una primitiva di w; se X & connessa, due primitive della
stessa forma differiscono per una costante. La 1-forma df misura infatti quanto
la f non sia localmente costante. Precisamente se valutamo la f sullo O-ciclo
xg € X, ottenendo quindi f(zo) e confrontiamo con il valore f(x;) in un punto
x1 vicino a xo, la differenza f(x1) — f(xo) puo essere calcolata con I'integrale di
df su una qualsiasi 1-catena -y che ha per bordo {z1, —zo}; infatti per la formula
di Torricelli, se 7 : [0,1] — X & differenziabile, si ha

/ df = F(+(1) - F(2(0))

Costruiremo ora operatori d : AP(X) — APT1(X) che svolgono lo stesso ruolo
per le p-forme: si vuole associare ad una p forma w una (p + 1)-forma dw che
misura quanto || A w vari quando A viene sostituito con un ciclo bordante con
lui; precisamente gli operatori d verificheranno una analoga della formula di
Torricelli che verra detta formula di Stokes:

per w € AP(X) e (A,h) una (p + 1)-catena in X si ha:

/ dw = / w
(A,h) A(A,h)

Chiameremo esatte o integrabili le p-forme « che siano il differenziale di una
(p—1)-forma w che verra detta una sua primitiva; queste formeranno uno spazio
vettoriale B?(X). Una p-forma sara detta invece chiusa o localmente integrabile
se ogni x € X ha un intorno aperto U sul quale la forma ¢ integrabile; queste
formeranno uno spazio vettoriale ZP(X) e il quoziente ZP(X)/BP(X) = HP(X)
sara chiamato p-esimo spazio di coomologia di de Rham di X.

Analoghe definizioni si introducono per le forme a supporto compatto: una
w € AP(X) sara detta integrabile se esiste a € AP71(X) tale che da = w e sara
detta chiusa se tale & in quanto p—forma su X, ossia dw = 0; si introducono cosi
gli spazi di coomologia a supporti compatti HP(X) come quozienti di {forme (a
supporto compatto) chiuse} modulo {forme esatte}. Si noti chese f: X - Y
¢ differenziabile, non & definita f* : AP(Y) — AP(X) e quindi neppure una
f*: HP(Y) - HP(X) a meno che f sia propria; essa per0 esiste in un caso
particolarmente importante, quello in cui f & una inclusione aperta, ossia X &
un aperto in Y.

L’operatore di differenzazione esterna d viene introdotto di solito in quest’altro
modo che seguiremo per uniformarci alla trattazione seguita nei pitt comuni testi
di geometria differenziale:

Teorema 51 FEsiste una ed una sola successione di operatori lineari
d: AP(X) — APTYH(X) per p > 0 che verifica:
1. d ¢ l'usuale differenzazione per gli elementi di A°(X)
2. dod: AP(X) — APTL(X) ¢ l'operatore nullo
3. pera € AP(X) e f € AUX) si ha dlaAB) = (da A B + (=1)Pa A (dB)
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Dim. Si dimostra dapprima che d & un operatore locale, ossia che per ogni p-
forma « il supporto di da & contenuto nel supporto di a (se a = 0 all’intorno
di zg, sia f € A°(X) tale che f-a = 0su X e f = 1 vicino ad x; allora
0=d(f-a)=...etc ). Si puod quindi lavorare su R" ove se x1,..., T, sono le
coordinate le p-forme si scrivono:

o = E a,-l___ip d;v,-l VANCERIAN d:E,'p
i1 < <dp

e per le richieste fatte deve essere:

do = Z (dai,..i,) Ndziy A--- Ndxg,

i1 <<l

Con un po di fatica si scopre che cio porta ad una buona definizione degli ope-
ratori di differenzazione esterna (si controllino i dettagli su un qualsiasi testo
di Geometria Differenziale). L’operatore d cosi introdotto & funtoriale nel senso
chese f: X — Y & una applicazione differenziabile ed w € una p-forma differen-
ziabile su Y, allora si ha la formula di commutazione: f*dw = df*w.

Teorema 52 (Formula di Stokes) Sia X wuna varietd orientata o bordo di
dimensione p e sia w una (p — 1)-forma a supporto compatto su X. Si ha:

/dw:/ w
X oX

Dim.Essendo ambo i membri lineari ed essendo ogni forma a supporto compatto
esprimibile come somma di forme con supporto contenuto in una carta, e suffi-

ciente dimostrare la formula nel caso X = {(z1,...,xp) € RP : 1 > 0}. Bastera
allora considerare il caso w = a(x) - dxs, A --- A dw;, distinguendo in due casi
secondo che 1 sia o no presente tra gli 41,...,7, e questa e una facile verifica
diretta.

Il teorema di de Rham sulle 1-forme

Sia X una varieta differenziabile. Se w & una 1-forma su X e v : [a,b] - X &
differenziabile, abbiamo definito fv w. Se «y e solo continua tale integrale perde di
significato; ma se si suppone che w sia chiusa, possiamo definire I'integrale anche
su cammini continui nel modo seguente: diciamo piccola una decomposizione
a=ty<...<t.=bseper h=1,...,7sihache y([tp_1,%s]) & contenuto in un
aperto Uy, di X sul quale esiste una primitiva fj, di w. Per una tale scelta di dati
si definisce fw w =Y pn_y fa(v(tr)) — fa(y(tn=1)). Si verifica che tale valore non
dipende dalle scelte fatte (le primitive locali, e la decomposizione di [a, b]) e che
tale valore rimane lo stesso anche se si cambia < in un cammino a lui omotopo
per una omotopia che lascia fissi punto iniziale e finale. In particolare fissato un
punto base zo € X, si ottiene una applicazione Z!(X) x (X, z9) — R che &
chiaramente bilineare. E’ ovvio che se w € esatta essa ha integrale nullo su tutti i
cammini chiusi per cui si ottiene una forma bilineare Hf, (X ) x 71 (X, z9) = R.
Ad essa & associato un omomorfismo v : Hp(X) — Hom(m (X, z0), R).

Teorema 53 (de Rham in dimensione uno) L’omomorfismo v costruito so-
pra é un isomorfismo.
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Dim. Sia w una 1-forma chiusa su X tale che fv = 0 per ogni v € m (X, z0). Se
0:[0,1] = X & un cammino in X che parte da ¢, allora fa w dipende solo dal
punto finale z = o(1); esso definisce quindi una funzione f : X — R. Che tale
f ¢ differenziabile e che df = w, si verifica direttamente utilizzando un sistema
di coordinate locali all’intorno di z. Cio dimostra la iniettivita di v.

Per la surgettivita occorre mostrare che se o : m(X,z9) — R & un omo-
morfismo, allora esiste una 1-forma chiusa w tale che fw = o(y) per ogni
v € m(X,z0). La costruzione di tale w si fa utilizzando un buon ricoprimento
U = (Uy)ier di X, con aperto base U;, contenente zo nel modo seguente.
Siano fissati i seguenti dati:
-per i € I, un punto z; € U; ed un cammino continuo ; da z¢ a ;.
-per i,j € I con U; NU; # B, un cammino continuo v;; in U; UU; da z; a ;.
Consideriamo i cammini chiusi 6;; = y; * 755 * 7;1 peri,jeIconUNU; #0
e poniamo ¢;; = o(d;;). Se U; NU; N Uy, # B, essendo ¢ un buon ricoprimento,
U; UU; U Uy e semplicemente connesso per cui si ha la relazione §;; * §;1 = ds
e di conseguenza c;; + cjr = Cik-

Sia (¢:)ier una partizione dell’unita subordinata a U. Per z € U; poniamo:

filx) =Y cntn()

hel’

ove I' indica l'insieme degli h € I per cui « € Up,. Se v € U; N Uj si ha:

filw) = fi(@) = (cin — ¢jn)dn

hel’

Per h € I' si ha U;NU; N UL, # 0 e quindi ¢;p, — ¢jp = ¢;; non dipende da h.

Allora
filw) = fi(@) =cij - Y ¢nlx) = cij
hel’

perché ¢p(z) = 0 se h ¢ I'. Le f; differiscono cosi sull’intersezione di due
elementi di U per una costante: i loro differenziali definiscono quindi una 1-
forma chiusa globale w di cui le f; sono delle primitive locali. Cio, ricordando la
definizione data avanti di integrale su un cammino continuo, dimostra che per
ogni v € m (X, o) si ha o(w) = fv w e la dimostrazione e conclusa.

Nota : Come asserito in precedente occasione, i cammini J;; utilizzati nella
precedente dimostrazione, costituiscono (inducono) un sistema di generatori per
71 (X, x0). Infatti se v : [0,1] = X & un cammino chiuso di origine zg, esiste
una decomposizione 0 =ty < t; < --- <t = 1 tale che ogni intervallo [¢, th41]
venga applicato entro un elemento Uy, del ricoprimento dato. Con una omo-
topia si pud deformare v in modo che per ogni h il punto medio s di [tp, tp+1]
venga applicato in x;() (infatti gli elementi di ¢/ sono connessi); con un altra
omotopia il cammino tra sy e sp41 Viene portato a coincidere con v;(p)i(p+1) (in-
fatti le intersezioni non vuote di due elementi di &/ sono semplicemente connesse).
Inserendo i cammini ;(p) * 7;(,1) si e finalmente deformato 7 in un prodotto di
dij- Ricordando poi che m (X, zg) & isomorfo al gruppo II(, iy) costruito con i
cammini formali modulo le relazioni di espansione e contrazione elementare, si
ottiene che un insieme di relazioni di definizione per 7 (X, zo) sui generatori J;;
& costituito dalle d;; % d;, = s per 4, j,k € I tali che U; NU; N U # 0.
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La dualita di Poincaré

Abbiamo associato ad ogni varieta differenziabile X degli spazi vettoriali H?(X)
e HP(X) che misurano quanto le condizioni di integrabilita (cioe avere differen-
ziale nullo) assicuri l'effettiva esistenza di primitive.

Essendo AP(X) C AP(X) si ha un omomorfismo H?(X) — HP(X) ed &
naturale indagare sulle sue proprieta. Vedremo nel seguito che la misura di
quanto esso non sia un isomorfismo e legato alla topologia della ”frontiera” di
X ossia alle proprieta topologiche di X fuori di compatti sufficientemente grandi
in X. In questo paragrafo studieremo un alto legame tra queste due coomologie
esistente nel caso di varietd orientate.

Sia quindi X una varieta orientata di dimensione n. L’integrazione su X
fornisce un omomorfismo | v + AZ(X) = R ; componendo con ’applicazione
bilineare :

AP(X) x AMP(X) 5 (o, f) » a NP € AZ(X)

si ottiene una forma bilineare che induce (lo si dimostri utilizzando la formula
di Stokes integrando su aperti relativamente compatti a frontiera differenziabile
in X che contengano i supporti delle forme da integrare) una forma bilineare:

HP(X) x H?(X) > R

Restringeremo la discussione a varieta di tipo finito intendendo con cio varieta
che possiedano un ricoprimento buono finito. Dimostreremo il seguente:

Teorema 54 (Dualita di Poincaré) Se X ¢é una varieta di dimensione n di
tipo finito, allora tutti i suoi spazi di coomologia e di coomologia a supporti
compatti sono di dimensione finita e le applicazioni bilineari:

H?(X) x H" ?(X) > R

sono delle dualita

La dimostrazione di questo teorema verra fatta per induzione sul numero r
di aperti di un ricoprimento buono di X. Il caso r = 1, ossia X = R”, segue
dai lemmi di Poincaré svolti nel prossimo paragrafo. Nel paragrafo successivo
verranno introdotti metodi di algebra omologica che permetteranno di dedurre
il caso r + 1 dal caso r.

Premettiamo alla dimostrazione alcune osservazioni e la descrizione di alcuni
esempi che illustrano quel che succede in generale. In particolare indicheremo
come si possa verificare direttamente con considerazioni abbastanza semplici
il teorema di dualita se si conosce esplicitamente la geometria di X, come ad
esempio per le superficie orientate di tipo finito. In dimensioni superiori in-
vece, € spesso il teorema di dualita che permette di scoprire proprieta di X
indipendentemente da descrizioni esplicite della varieta.

Notazioni : nel seguito, per r > 0 indicheremo con D = D(r) il disco chiuso
di centro 0 e raggio r in R? e con C' = C(r) il suo complementare in R?.

Sia quindi X una varieta di dimensione 2 orientata e che supporremo con-
nessa con un qualche punto base z( fissato.

Grado zero: Per definizione H°(X) & costituito dalle funzioni differenziabili
su X (sono le 0-forme) che hanno differenziale nullo, ossia le funzioni localmente
costanti; quindi la sua dimensione ”conta” quante sono le componenti connesse
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di X. Per H(X) si ottengono le funzioni localmente costanti a supporto com-
patto; quindi la sua dimensione ”conta” quante componenti connesse di X sono
compatte.

Grado 2: [, : A2(X) — R induce un isomorfismo di H?(X) su R; ossia tale
coomologia & generata da una qualsiasi 2—forma w a supporto compatto che
abbia integrale non nullo su X. Per X non compatta si ha H?(X) ~ (0).
Verifichiamo dapprima che nel caso X = R%si ha H?(X) ~ (0); infatti se
w = fdxi A dze & una 2—forma allora « = F(x)dxs & una sua primitiva se
g—wFl = f e per una tale F' si puo prendere ad esempio F = fowl ft,x2)dt.

Dobbiamo ora dimostrare che se w € una 2-forma a supporto compatto che
ha integrale nullo su X, allora essa ha una primitiva a supporto compatto.
Esaminiamo dapprima il caso X = R2. Essendo H?(X) ~ (0), esiste una
1—forma «a con da = w. Essendo w a supporto compatto, esiste > 0 tale che
w = 0 su C(r); quindi la restrizione di a a C(r) & chiusa. Essa ¢ esatta su C(r),
se ha tutti i periodi nulli: bastera mostrare che per R > r si ha fBD(R) a = 0;
per la formula di Stokes tale integrale coincide con || D(R) da = [, w che & nullo
per ipotesi. Quindi esiste una funzione differenziabile f : C'(r) — R tale che
df = a. Sia ¢ : R> — R una funzione differenziabile che sia nulla su D(2) ed
identicamente 1 su C(3); allora f = ¢ - f & una funzione differenziabile su R? e
w=df suC(3) e quindi & = o — df & una primitiva a supporto compatto per
la forma w.

Da questo fatto si deduce che se w & una 2—forma a supporto compatto su
R? ed V & un aperto in R?, allora esiste una 1—forma a supporto compatto
a tale che @ = w + da abbia supporto entro V: bastera prendere per & una
qualsiasi 2—forma con supporto entro V ed avente su R? lo stesso integrale che
w.

Se ora X & qualsiasi, sia fissato su X un ricoprimento U = (U;)ies di aperti
diffeomorfi ad R?; per mezzo di una partizione dell’unitd, possiamo esprimere
una qualsiasi 2—forma a supporto compatto w come somma finita di forme,
ognuna avente supporto entro qualche elemento di /. Se w’' & uno di tali addendi,
avente supporto in U; e questo interseca Uj, per l'osservazione precedente w' &
coomologa (a supporti compatti) ad una forma avente supporto in U; N Uj e
quindi in U;. Proseguendo in questo modo si puo sostituire w’ con una forma a
supporto entro un Uy prestabilito (perché X & connessa) senza cambiare la classe
di coomologia; cid puo essere fatto per tutti gli addendi di w ed in definitiva
si puo assumere sin dall’inizio che w abbia supporto entro Up. In tale processo
I'integrale della due forma su X non cambia e quindi se la forma aveva integrale
nullo su X anche la sua coomologa con supporto in Uy avra integrale nullo su
Up ~ R? ed il risultato precedente dimostra che essa ha una primitiva a supporto
compatto.

Mostriamo ora che se X non & compatta, allora H?(X) ~ (0). Se w ¢ una
2—forma, dobbiamo costruire una sua primitiva. Utilizzeremo un ricoprimento
aperto localmente finito U = (U;);es fatto di aperti diffeomorfi ad R™ e relati-
vamente compatti in X e una partizione dell’unita (¢;);e; associata.

Le forme w; = ¢;-w formano una famiglia localmente finita e si ha w = Y w;.
Sia fUl- w; = r; per i € I. Se gli r; sono tutti nulli allora esistono «; € AL(U;)
con da; = w; che formano una famiglia localmente finita e ponendo o = )" 5
si ha da = w. Per i,j € I tali che U; NU; = 0 sia B;; € A%2(U; N Uj) avente
integrale 1 e h;; costanti con h;; = —hj;; poniamo poi h;; = 0 se U; NU; = .
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Definiamo @; = w; — Zjel hijBij. Evidentemente @ = ), &; & coomologa ad

w e si ha:
fi =Tr;— Z hij
jeI

Quindi avremo dimostrato che w & integrabile se mostriamo che & possibile
determinare le costanti h;; di modo che per ogni ¢ € I si abbia Ejel hij =r1;.

Siamo cosi ridotti ad un problema sul grafo i cui vertici sono gli elementi di I
e due vertici distinti ¢ e j sono congiunti da uno spigolo se e solo se U; NU; # 0;
tale problema risulta risolubile perché il grafo che viene associato ad U risulta

connesso, localmente finito e costituito da infiniti vertici.

Quanto visto dimostra che per ogni superficie orientata connessa X e per
i = 0,2 lapplicazione bilineare H:(X) x H27¢(X) — R & una dualitd. Esami-
niamo adesso il caso i = 1.

In un precedente paragrafo (teorema di de Rham) abbiamo mostrato che
H'(X) siidentifica allo spazio degli omomorfismi di IT = 71 (X, 79) in R. L’ omo-
morfismo v di H(X) in H!(X) & quindi quello che alla classe di una 1—forma
chiusa a supporto compatto associa I’omomorfismo II 5 v +— fww € R In ge-
nerale v non & né iniettiva né surgettiva. Ad esempio per X = R* —{0} ~ S'xR
si ha IT ~ Z e quindi H'(X) ~ R & generato dall’omomorfismo che vale 1 sul
generatore di II. Esso non puo essere ottenuto integrando una 1—forma chiusa
a supporto compatto: infatti siccome il generatore di II e rappresentabile con
un laccetto chiuso fuori di un qualsiasi prestabilito compatto in S' x R, ogni
1-forma chiusa in Al(X) avra periodo nullo su esso (si ricordi che non esistono
problemi di punto base perché i periodi di 1-forme chiuse dipendono solo dalla
classe di omotopia libera dei laccetti).

Inoltre v non ¢ iniettiva: ossia se una 1-forma chiusa a supporti compatti
ha integrale nullo su ogni elemento di II non & detto che essa sia esatta, ossia
sia il differenziale di una funzione a supporti compatti. Ad esempio si consideri
una funzione differenziabile f : R — R tale che f(z) =0 perx <0e f(z) =1
per x > 1; tale f pud essere pensata come una funzione su S' x R che non
dipende dalla prima coordinata. Allora « = df & una 1-forma chiusa a supporto
compatto ma che non puo avere primitive a supporto compatto. Si verifica in
modo ovvio che tale a & un generatore di H!(S* x R).

Quindi in questo caso H'(X) ~ R & generato da una 1-forma chiusa w
tale che fslx{o}w = 1le H}X) ~ R & generato da una 1-forma chiusa «

a supporto compatto tale che f{l}xRa = 1 e v & 'omomorfismo nullo. E’

immediato riconoscere che [ ywAa=1equesto ¢ appunto quel che afferma il
teorema di dualitd di Poincaré che & stato verificato cosi per X = S' x R.

E’ facile d’altra parte verificare in modo analogo tale teorema nel caso
X = S' x S! o piu in generale per una superficie orientata di tipo finito se di
essa si sa descrivere un modello esplicito.

Torneremo nel seguito a discutere sulla costruzione classi di coomologia delle
forme a partire da descrizioni esplicite di sottovarieta orientate.

Il lemma di Poincaré

Sia X una varietd differenziabile e siano ¢ : X x [0,1] = X
e jo,j1: X = X x [0, 1] definite per z € X , t € [0,1] e per h = 0,1, da
¢(z,t) =z e ju(z) = (z,h)
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Lemma 55 Esiste un operatore lineare K : AP*1(X x [0,1]) — AP(X) tale che
(%) Kod+doK =ji—jg

Corollario 56 jj e ji coincidono a livello di coomologia di de Rham
(da HP(X x [0,1] a HP(X))

Corollario 57 (Invarianza omotopica) Se X,Y sono varieta differenziabili
edo , o1 : X =Y sono differenziabilmente omotope, allora ¢§ e ¢7 coincidono
(da HP(Y) a HP(X)

In particolare ogni equivalenza di omotopia (differenziabile) tra varietd induce
un isomorfismo degli spazi di coomologia di de Rham

Corollario 58 (Lemma di Poincaré) Se X , Y sono varieta differenziabili
ed Y é (differenziabilmente) contrattile, allora la proiezione o : X x Y — X
induce un isomorfismo o* : HP(X) — HP(X x Y). In particolare , se X ¢é
costituita da un punto, si ha che se Y é contrattile, HP(Y') é nullo per p > 0

Dim. (del lemma) Per ogni (z,t) € X x[0,1] ,slae=(0,1) e T(X), PR =
T(X % [0,1])(4,¢) il vettore tangente ”verticale”di lunghezza 1.
Per w € AP™H(X x [0,1] , definiamo Kw € AP(X) ponendo per z € X e
Vi, €T(X), -

1
Kuwlvi,...,vp] = / w(z,t)e,vi,...,vpldt
0

Evidentemente Kw ¢ una p—forma differenziale su X e K & un operatore
lineare. Per dimostrare che vale la relazione (%) , basterad controllarla sulle
forme w aventi supporto in un aperto del tipo U x [0,1] C X x [0,1] con U in
un ricoprimento fissato di X. Cio dipende dal fatto che tutti gli operatori T'
coinvolti nella (x) sono tali che se una forma w & nulla su U x [0, 1] allora anche
T'(w) lo & e la formula puo essere controllata moltiplicando w per funzioni ”test”
su X (ossia funzioni differenziabili a supporto compatto).

Si pud quindi supporre che w abbia supporto in U x [0,1] e che su U esista
un sistema di coordinate x1,...,Ty,-

Una tale w sara somma di elementi del tipo:

L f(z,t)dz;y A ... Ndxy,
II.  f(z,t)dt Ndz;, A ... ANdziy

Se w & del tipo I. si ha Kw = 0 e quindi anche dKw = 0 . Inoltre :

1
Kdw = (/ %(m,t)dt)dm,-l Ao Adaiy = (@) — i ()
0

Se w & di tipo II. essa & annullata da j; e da ji ed inoltre :

n 1
dKw = Z( Mdt)dwh/\dmil /\---/\dwip

h=1 0 a.’I/'h
- t
Kdo=K(} %x;)dxh Ndt Adzi, A .. Ade, = —Kd
h=1
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Lemma di Poincaré per forme a supporti compatti

Sia X una varieta differenziabile. Definiamo un operatore :
¥ APTHX x R) — AP(X)

nel modo seguente :
sew€ AT X xR) ,z€ X e vy,...,v, € T(X), sipone:

+oo
(Bw)(z)[v1,-..vp] = / w(z,t)[e,v,...,vpldt
—00
ove e € T(X x R) & definito come nel paragrafo precedente.

Indichiamo con 7 : X x R — X la proiezione n(z,t) = z ; fissata una volta
per tutte una funzione differenziabile ¢ : R — R a supporto compatto e tale che
fjooj #(s)ds = 1, definiamo un operatore I' : A2(X) — APT1(X x R) ponendo
per w € AZ(X):

Tw=¢(t)dt Nm*w

Lemma 59

1. Sia ¥ che T' commutano, a meno del segno, con gli operatori di differen-
zazione esterna (precisamente Yod = —do¥ el'od = —dol'). Di consequenza
essi inducono omomorfismi ¥, : HPTH(X x R) — HP(X) eI : HP(X) —
HPTH(X x R)

2. Yol =identita su A2(X) e quindi ¥, o I', =identita su H?(X)

3. Esiste un operatore lineare K : AP*1(X x R) — A?(X x R) tale che :

() doK+Kod=id—-ToX

ove id ¢ Uidentita su APT'(X x R). Conseguentemente I'y o ¥, =identita su
HPTY(X x R) e quindi '\ e X, sono isomorfismi, l'uno inverso dell’altro.

Dim. 1. Osserviamo che d(¢(t)dt) = 0. Per w € AP(X) si ha :
d(Tw) = d(¢(t)dt A" (w)) = d(P(t)dt) A" (w) — ¢(t)dt A d(n* (w)) =
= —¢(t)dt A 7*(dw) = —T'(dw)

Per verificare che d o ¥ = —X o d basta, come nel paragrafo precedente,
controllarne i valori su forme aventi supporto compatto in aperti del tipo U x R
per U in un ricoprimento fissato di X. Possiamo quindi supporre che w abbia
supporto compatto in U X R ove U e un aperto di X su cui esistano coordinate
Llyeenydp.

Una tale w sara somma di forme del tipo:

L w=a(z,t)dwi A ... Ndz;,

II. w = a(xz,t)dt Ndx;, A...Ndx;,

Caso I. : Yw = 0 e quindi anche d o ¥w = 0. Inoltre:
"\ da

Oa
dw = 1 a—midwi/\dwio/\.../\d;vip+Edt/\dmio/\.../\dmip

Il primo addendo non contiene dt e quindi viene annullato da I'; il secondo
addendo e annullato da I' perché a € a supporto compatto e quindi e zero per
t>>00t<<0.
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Caso II. : Yw = (fj;o a(x,t)dt)dz;, A ... Adz;,

- T 9q

dEw:Z(/

1 —0 83:1

(w,t)dt)dx; Adxi, A ... Adx;,

dw = Zaa—;i(a:,t)dxi ANdt ANdxi, A ... ANdxg,
1

Per eseguire ¥ (dw) dobbiamo scambiare dz; con dt e poi integrare da —oo a
+00 : lo scambio fa cambiare segno e integrando si ottiene I’opposto del valore
di d¥Xw scritto nel rigo precedente.

E’ chiaro ora che se w € A2 (X) & chiusa, dw = 0, allora ¥dw = 0 e quindi
d(Xw) = 0, ossia Xw ¢ chiusa; quindi ¥ trasforma forme chiuse in forme chiuse.
Inoltre se w' = w + da, allora Yw’' = Yw — dXa e quindi la classe di coomologia
di Yw dipende solo dalla classe di coomologia di w e si ottiene un omomorfismo
¥, : HPY1(X x R) — HP(X). La stesa cosa si ottiene per T..

La proprietra 2. ¢ verificata in modo ovvio.

3. Per definire K poniamo A(t) = ffoo #(s)ds e per w € APTH(X x R) ,
(r,t) e X xRewvy,...,vp € T(X X R)z4):

t +oo
Kw(z,t)[v1,...,vp] = / w(m,s)[e,vl,...,vp]ds—A(t)/ w(z, s)[e,v1,...,vplds
—0o0 —0o0
Ancora, per verificare la relazione (}), si pud supporre che w sia del tipo I. o IL.:
caso I. w = a(x,t)dw;, A ... Ndx;,.
Allora kw = 0 (perché w non contiene dt) e quindi anche dKw = 0. Inoltre:

Oa "\ da
dw = = (@, )dt Ndwig .. Adai, +21:a_a:id$i/\dw"° A...Adz;,

t
Kdw = (/ %ds)dmio Ao Ndxg, = a(x, t)deg, A .. ANde;, =w

Quindi Kdw + dKw = w — I'Yw perché Yw = 0 e quindi I'Yw = 0.
caso IL. : w(x,t) = dt Adxy, A ... ANdx;,. Siha:

t “+ 00
Kw= (/ a(z,s)ds)dw;, A...Ndw;, — A(t)(/ a(z,s)ds)dz;, A...A\dw;,
dKw = d d [ 2% 0 s)ds)das A d d
w = a(z,t)dr;, A...ANdz;, +21:( . ami(m,s) s)dz; Adzy, A ... A dz;,—
+oo too 2 Ha
_¢(t)([m a(x, s)ds)dtAdz;, A. . ./\da:ip—A(t)(/iOo ; a—xi(az,s)ds)dwil/\. . Adz;,

Calcoliamo ora Kdw :

n
)
dw=-3" a;- (z, 8)dt A dw; Adziy A ... A da;,
1 (3
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Kdw = — / (z,8)ds)dx; Ndxi, A...Ndx;, +

+oo M

Z / Z —ds Ydx; Adx, A ... A dxg,
1

e quindi ancora dK + Kd =id — T'%.

Corollario 60 Una n-forma w a supporto compatto su R™ ha una primitiva
a supporto compatto se e solo se fRnw = 0. Piu precisamente l’applicazione
AYRY) 3w [, w induce un isomorfismo tra H?(R") ed R

Piu in generale se X € una varieta orientata di dimensione n, 'integrale
di una n-forma a supporto compatto su X dipende solo dalla sua classe di
coomologia a supporto compatto e definisce quindi un omomorfismo H?(X) —
R che indicheremo con [ +; cio segue dal fatto (conseguenza della formula di
Stokes) che l'integrale del differenziale di una n—forma a supporto compatto &
nullo.

Proposizione 61 Sia X € una varieta differenziabile connessa di dimensione
n. Se X ¢é orientata, allora [y : HMX) — R & un isomorfismo. Se X non é
orientabile allora H*(X) = (0)

Dim. Sia w € A?(X) tale che [, w = 0; dobbiamo mostrare che essa ha una
primitiva a supporto compatto. Fissiamo un ricoprimento buono U = (U;);er
di X ed un U, € U. Utilizzando una partizione dell’unita w puod essere espressa
come una somma finita w; +...4+wpy di forme ognuna con supporto in qualcuno
degli U;. Con la stessa argomentazione svolta per le superficie prima del lemma
di Poincaré, si mostra che fissato un ip € I, ognuna delle w; & coomologa (a
supporti compatti) ad una che ha supporto in U;,; quindi w & coomologa ad
una forma con supporto in U;, ~ R" e avente lo stesso integrale di w ossia nullo
e la questione ¢ ricondotta al caso X = R" che ¢ gia noto. Anche ’asserzione
su H"(X) nel caso di X connessa ma non compatta si tratta con gli stessi

argomenti utilizzati nel caso delle superficie.

Nota. Quest’ultima proposizione fornisce una verifica per p = 0,n del teo-
rema di dualitd di Poincaré ( che l’accoppiamento HP(X) x H" ?(X) - R ¢
una dualita).

Algebra omologica e teorema di dualita

Introduciamo ora dei metodi, che fanno parte della algebra omologica, che cos-
tituiscono procedure di calcolo lineare standardizzate, applicabili in svariate
circostanze. Gli utilizzeremo in questo paragrafo per costruire le successioni di
Mayer-Vietoris e per dare una dimostrazione del teorema di dualita che dovrebbe
apparire estremamente semplice, specie se comparata alle trattazioni parziali di
tale teorema svolte prima come esempi introduttivi. Un’altra loro utilizzazione
verra mostrata nel prossimo paragrafo in cui si tratta la coomologia relativa.

Chiameremo complesso ogni coppia (X, d) ove X & uno spazio vettoriale reale
ed: X — X ¢ un endomorfismo tale che d o d = 0 che verra detto operatore di
bordo.
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I cicli di X sono gli elementi del nucleo Z(X) di d; i bordi di X sono gli
elementi dell’immagine B(X) di d e lo spazio vettoriale H(X) = Z(X)/B(X)
viene detto 1’omologia del complesso.

Spesso X sara graduato: ossia e fissata una decomposizione X = @pez Xp.
In tal caso d sara detto omogeneo di grado r se d(X,) C Xp4r; se 7 = —1 diremo
che X & un complesso di catene, se r = 1 parleremo di complesso di cocatene.
In tali casi si hanno graduazioni indotte in modo ovvio sugli Z , B ed H i
cui fattori verranno indicati con indici in basso nel caso di complessi di catene
e con indici in alto per i complessi di cocatene. Nel seguito tratteremo solo
complessi di cocatene. Un morfismo tra complessi ¢ : (X,d) — (X',d’) & un
omomorfismo ¢ : X — X' di di spazi vettoriali che commuta con gli operatori di
bordo: ossia tale che ¢ od = d o ¢. Ogni tale morfismo induce un omomorfismo
H(X) — H(X') che verra indicato con H(¢) o pil spesso con ¢.

Si verifica facilmente che H diviene in tal modo un funtore della categoria dei
complesi su R nella categoria degli spazi vettoriali. Cio significa che se ¢ : X —
X'ey: X' —» X" sono morfismi di complessi, allora H (¢ o ¢) = H(¢)) o H(¢)
e che se id e l'identi ta su X, allora H(id) e l'identita su H(X).

Una costruzione fondamentale della teoria & la seguente; siano a : X' — X
e #:X — X" morfismi di complessi tali che:

0-X' >X—->X">0
sia una successione esatta (detta successione esatta corta). Allora la successione:
HX') - H(X)— H(X")
e esatta ma in generale non lo ¢ la :
0> HX')—>HX)—>HX")—>0

Si costruisce comunque in modo ”naturale” un omomorfismo
0: H(X") — H(X') tale che la successione:

. > HX"Y > HX") > HX)—> HX") > HX') > ...

sia esatta; tale & viene detto operatore di congiunzione e la successione ottenuta
e detta successione esatta lunga di omologia. L’affermazione che § &€ "naturale”
puo essere precisata considerando la categoria delle successioni esatte corte di
complessi: ¢ & un ”omomorfismo” (ossia quello che nel linguaggio delle categorie
viene detto una trasformazione naturale) del funtore che ad ogni tale successione
associa H(X") in quello che ad essa associa H(X') e cio & esprimibile in termini
di commutativita dei diagrammi che si ottengono in tale situazione.

La costruzione di § procede cosi : Sia 2" € X" un rappresentante di una
classe h'" € H(X"); quindi d(z") = 0. Essendo (3 surgettiva esiste € X con
B(x) = x". Consideriamo y = dz; allora f(y) = Bd(z) = df(x) = d(z") =0 ed
essendo ker(B) = Im(a) esiste y’ € X' con a(y') = y. Si verifica che d(y") =0
e si definisce come d(h) la classe determinata da y' in H(X').

Che tale §(h) non dipende dalle scelte fatte e che quindi dipende solo da h,
che § & un omomorfismo di H(X") in H(X') e che la successione esatta lunga
e effettivamente esatta, e dimostrabile con tediose ma banali argomentazioni di
tipo lineare.
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Se X', X, X" sono graduati, a e § sono omogenei di grado zero e d ha grado
—1 (risp. grado +1) si avra:

§:Hy(X") = Hy—y(X")  (risp. §:H*(X") — HPT(X"))

Cio si deduce dalla costruzione sopra descritta la quale utilizza solo operatori
di grado zero salvo una volta in cui interviene ’operatore di bordo.

Successioni di Mayer-Vietoris

Siano X , X5 aperti in X tali che X = X; U X5; poniamo Xg = X; N X5.

Proposizione 62 Si hanno successioni esatte corte di complessi di cocatene:

0 — AP(X) 5 AP(X)) & AP(X,) S AP(Xo) = 0

0 — AP(Xy) % AP(X)) @ AP(X,) D AP(X) = 0

ove j ha per componenti le restrizioni da X a X1 e Xa, a é la differenza delle
restrizioni da Xo ¢ X1 a Xo, ¢ ha per componenti meno I’ inclusione di A(Xp)
in A(Xy) e linclusione di A(Xs) in A(Xo) e B é la somma degli omomorfismi
associati alle inclusiont di X1 e Xy in X.

Dim. Gli unici fatti non completamente banali sono la surgettivita di « e
di 8 che sono facilmente dedotte utilizzando una partizione dell’unita relativa
al ricoprimento {X;X5}.

Dalla precedente proposizione si ottengono con la costruzione descritta so-
pra le successioni di Magjer-Vietoris di coomologia e di coomologia a supporti
compatti seguenti:

S (X)) B HP(X) @ HP(X,) %5 HP(Xo) > HPPL(X) 5 -

D HP(Xo) S HP(X) @ HP(Xy) 5 HP(X) S HPPY(X) & -

Una conseguenza dell’esistenza di tali successioni ¢ ad esempio che se Xy , X3
e X, hanno tutti gli spazi di coomologia di dimensione finita, anche X ha tale
proprieta; od anche che se X ed X la verificano tale condizione, lo stesso accade
per X; e X5. Stessa cosa per la coomologia a supporti compatti. Cio dimostra
quindi che ogni varieta di tipo finito ha coomologia e coomologia a supporti
compatti di dimensione finita. Per una tale varietd ha quindi senso definire
la caratteristica di Eulero-Poincaré come lintero x(X) = > 7 (—1)'dimH(X);
una conseguenza del teorema di dualita & che essa coincide con ’analoga definita
utilizzando gli spazi di coomologia a supporti compatti.

Il lemma dei cinque

Sia dato un diagramma di spazi vettoriali e omomorfismi:
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'%Alﬂ)Azﬂ)AggA4ﬂ>A5—)"'

lfl lfz lfa lfz; lfs
-— B, — By, — B3 — By — B; — ---
B1 B2 B3 Ba

in cui le due righe siano successioni esatte ed il diagramma sia commutativo.
Il lemma in questione asserisce che se f1, f2, f1, € f5 sono isomorfismi allora anche
f3 & un isomorfismo. La dimostrazione si fa ”camminando” sul diagramma: se
x3 € Az va azero in Bs allora la sua immagine in A4 deve essere zero, perché va a
zero in By e f; € un isomorfismo; quini a3 proviene da un as € A,. Continuando
cosi si dimostra anche che as proviene da un a; € A; e siccome as o a; = 0 cio
dice che a3 = 0 e quindi f3 & iniettiva. Con un ragionamento analogo (”duale”
in un senso che potrebbe essere precisato) si ottiene che f3 € anche surgettiva.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema di dualitd per varietd di tipo
finito ragionando per induzione sul numero IV di aperti di un ricoprimento sem-
plice di X: se N = 1, allora X & diffeomorfa ad R"™ ed il risultato & dato dai
lemmi di Poincaré. Per il passaggio da N ad N + 1 sara sufficiente dimostrare
che se due aperti X; , X di cui X sia unione verificano il teorema di dualita
assieme ad Xy allora anche X lo verifica. Per dimostrare cio interpretiamo per
ogni varieta X Dlapplicazione bilineare H?(X) x H" P(X) — R come una ap-
plicazione lineare H?(X) — (H™ P(X))* che possiamo chiamare omomorfismo
di Poincaré; I'affermazione da dimostrare € che quest’ultimo € un isomorfismo.
Dualizzando la successione di Mayer-Vietoris relativa alla coomologia di X si
ottiene un diagramma:

5 HP(X,) s HP(X) e HP(X,) 2% HP(X) &

2 grer(Xg)e L HR(X) @ B (X)) S Her(x)r D L

in cui la prima riga (successione di Mayer-Vietoris di coomologia a supporti
compatti) e la seconda riga (dualizzata della successione di Mayer-Vietoris di
coomologia, in cui gli apici * indicano il passaggio a spazi ed omomorfismi duali)
sono esatte e le frecce verticali sono gli omomorfismi di Poincaré. Se mostreremo
che tale diagramma e commutativo, applicando il lemma dei 5 avremo concluso
la dimostrazione.

In realta vedremo ora che tale diagramma e solo commutativo a "meno dei
segni”; ma ¢ evidente che il lemma dei 5 vale anche in tale circostanza.

Consideriamo il ”quadrato”:

HY(X) 5 HP(X,)

c

[ Jr=

anp(X)* — anpfl(XO)*
5*

ove px e px, sono gli omomorfismi di Poincaré. Sia w una p—forma a
supporto compatto rappresentante una classe [w] € H?(X); per calcolare la sua
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immagine tramite p, od rileviamo dapprima w in H?(X1) 3 H?(X>) ottenendo
P1w, P2w) con @1, Py una partizione dell’unita per il ricoprimento Xy, Xs.
Allora d(¢ow) rappresenta la classe §[w]; il valore di p, d[w] sulla classe di una
6 chiusa in A"~P~1(Xj) & quindi dato da:

/Xd(gzﬁgw)/\0:/ dpy Aw A B

Xo

Consideriamo ora la composizione §* op, . Rilevando la forma 0 tramite « si
ottengono le forme —¢,0 € A" P71(X,) e ¢10 € A" P71(X,) i cui differenziali
coincidono su Xy e definiscono quindi una (n —p)-forma chiusa o su X ; tenendo
conto che il supporto di ¢ & contenuto in Xy e che quindi in Xy si ha ¢ =
d(—¢20) = —d¢s A 6 si ha che

il valore dell’immagine della classe di w tramite 'omomorfismo 6* o p, sulla

classe di 0 ¢ dato da:
/ w/\o:—/ wAdps A6
X Xo

e quindi il quadrato ¢ commutativo a meno di un fattore (—1)P*!.

Gli altri tipi di quadrati della successione che compara gli omomorfismi di
Poincaré sono invece commutativi, come si verifica facilmente esplicitando le
definizioni.

Periodi di 1-forme chiuse

Siano X una varieta differenziabile connessa, rg € X e w una 1-forma chiusa
su X. Se X e semplicemente connessa, esiste una primitiva f : X — R di w
con f(xo) = 0; tale f pud essere costruita cosl : per ogni x € X, f(x) = fww
ove v e un qualsiasi cammino differenziabile da zy ad . Esaminiamo il caso
71 (X, 20) # 0. Sia ¢ : (X,%0) — (X,z) il rivestimento universale di X. Allora
® = ¢*w & chiusa in X ed esiste quindi una f : X — R con f(i"o) =0edf =a.
1l gruppo 71 (X, o) opera su X come gruppo di omeomorfismi; si ha inoltre
un omomorfismo o : m (X, zy) — R definito da o(v) = fvw e si ha f(yz) =

f(z) + o(v). 1l sottogruppo additivo di R dato dall’immagine di o & detto
gruppo dei periodi di w; se esso & nullo, f ¢ invariante per I’azione di m (X, o)
e definisce quindi una primitiva di f: X — R con f(zg) = 0.

Supponiamo che il sottogruppo dei periodi di w sia discreto non nullo: ossia
che esso sia l'insieme dei multipli interi di un ¢ € R. Allora, posto 7 : R —
R/aZ ~ S si ha una unica f : X — S con f(zg) =1e fo¢ = 7f. Tale f
soddisfa la seguente proprieta: se df & la 1-forma su S* invariante per traslazioni
e tale che [q, df =1 allora w = f*(adf). L’omomorfismo o : 71 (X, z) — R si
fattorizza quindi cosi :

(X, 20) B (Sh,1) ~Z D R

ove A e la moltiplicazione per a.

Ma in generale il sottogruppo dei periodi di w non & discreto in R. Ad
esempio per X = R?/Z? e w = dx; + v/2dx», il sottogruppo dei periodi ¢ il
gruppo I' generato in R da 1 e /2 che & denso in R. Il quoziente R/T non ha
quindi strutture geometriche naturali (ad esempio la sua topologia quoziente &
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quella banale). Si prova allora a rifare quanto precede simultaneamente per pit
forme: siano wy,...,w, assegnate l-forme chiuse sulla varietad connessa X; si
ha allora una applicazione differenziabile f = ( fl, ceey fr) : X > R tale che
f(.’L'o) =0e df = ((:)1, - ,(:)T) ove (:),' = d)*w,-.

Si considera ora ’omomorfismo o : 71 (X, z9) — R definito da

J, w1
o(y) = :

J

che ha come immagine in R" un sottogruppo I' che verrd detto gruppo dei
periodi simultanei di (wq,...,w,). Se I' & discreto in R", allora R" /I’ & una
varieta differenziabile (diffeomorfa al prodotto (S')"* x R"~" ove h ¢ il rango di
I') e si costruisce come sopra una f : X — R"/T con f(zo) =0e f*(dz;) = w;
peri=1,...,7r (ove x1,...,z, sono le coordinate di R").

Vediamo un caso particolare in cui cio accade che e sostanzialmente model-
lato sul cosidetto metodo di inversione degli integrali ellittici che verra esaminato
nell’ambito delle funzioni di variabile complessa.

Teorema 63 Sia X wuna varieta differenziabile connessa e compatta di dimen-
stone n e siano wi,...wy  l-forme chiuse su X tali che per ogni x € X |,
wi(x),...,wp(x) siano una base del duale di T,(X). Allora il gruppo T' dei
periodi & discreto di rango n e lapplicazione f da X nel toro n-dimensionale
R™ /T ottenuta integrando le 1-forme date é un diffeomorfismo.

Dim. Consideriamo come sopra I’applicazione f : X — R" ottenuta integrando
le @; = ¢*(w;) sul rivestimento universale ¢ : X — X a partire dal punto base
Zo. Mostreremo che essa € un rivestimento: essendo R semplicemente connessa
ne seguira che essa ¢ un diffeomorfismo. Per dimostrare che & un rivestimento
mostreremo il fatto seguente (vedi la nota che segue la dimostrazione) che per
semplicita di esposizione sara formulato in termini di una metrica su X compa-
tibile con la sua topologia (ad esempio quella indotta da una sua realizzazione
come sottovarieta di R"):

- f ¢ localmente invertibile in modo uniforme nel senso che esiste un r > 0
tale che per ogni x € X, f induce un diffeomorfismo tra un intorno aperto di
# in X ed un aperto contenente la palla di centro f(z) e raggio r in X.

Ed infatti f & un diffeomorfismo locale perché df = (&1, . . .,@n) & per ipotesi
unisomorfismo tra T (X ) e R™. Inoltre in due punti aventi la stessa proiezione
su X f differisce di una costante additiva e da quindi la stessa copertura
dell’immagine in R”; essendo X compatta si deduce l’esistenza di un r > 0
come richesto.

Resta da verificare che nel rivestimento f~' o ¢ : R* — X, due punti di R”
hanno la stessa immagine in X se e solo se differiscono per un elemento di I'.
Siano a, 8 € R™ con la stessa immagine xzin X; quindi provengono da punti
a,b € X che si proiettano in z. Sia 4 un cammino continuo in X daaabesia
7 la sua immagine in X; i valori a, 8 di f in a, b differiscono per

@
a—f= :

J,
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Essendo fv w; = fﬁ w; per tutti gli 4, tale differenza ¢ uno dei periodi simultanei.

Siano ora a € R* , A € T' e a,b € X le controimmagini tramite f di o e a + .
Dobbiamo mostrare che a e b hanno la stessa proiezione in X. Sia A ottenuto
integrando le w; su un cammino chiuso vy che possiamo prendere di origine ¢(a).
Rilevando ~ in X a partire da a, si terminera in un punto a’ che ha la stessa
immagine di @ in X. Siccome il valore di f in a differisce come b da quello in
a ed f ¢ iniettiva, si ha @’ = b e quindi @ e b hanno la stessa immagine in X.

1l fatto che I" & discreto di rango massimo deriva dal fatto che X ¢ di Hausdorff
e compatta.

Nota. Ogni spazio topologico di cui si parlera in questa nota sara supposto
di Hausdorff, localmente contrattile (ogni punto ha un sistema fondamentale di
intorni che sono contrattili) e metrico, anche se gran parte di queste condizioni
sono sovrabbondanti per i risultati che otterremo.

La nozione di rivestimento puo essere introdotta in tre modi equivalenti;
alla base di tutti ce una applicazione continua ¢ : X — Y tra spazi topologici
connessi che e localmente invertibile nel senso che :

(#) ogni € X ha un intorno aperto U tale che V = ¢(U) ¢ aperto in Y e ¢ da

un omeomorfismo tra U e V.

Una sezione di ¢ su un sottoinsieme V C Y e una applicazione continua
sV — X tale che ¢ o s sia l'identita su V. Se la (f) & valida, I'insieme dei
punti ove due sezioni di ¢ su V coincidono ¢ aperto e chiuso in V' quindi vuoto
o tutto V nel caso questo sia connesso.

Def. Una applicazione ¢ come sopra ¢ detta un rivestimento se una delle
seguenti condizioni equivalenti e verificata:

1) ogni y € Y ha un intorno connesso V tale che ¢~1(V) sia 'unione (necessari-
amente disgiunta per quanto osservato sopra) delle immagini delle sezioni di ¢
su V; ossia ogni sua componente connessa ¢ omeomorfa a V' tramite ¢.

2) esiste una funzione continua positiva € : Y — R tale che per ogni y € Y ed
r € ¢ (y), esiste una sezione s di ¢ sulla palla di centro y e raggio €(y) tale
che s(y) = z.

3) sollevamento dei cammini: per ogni cammino continuo £ : [0,1] — Y ed ogni
x € ¢~1(B(0)) esiste un cammino « : [0,1] = X tale che a(0) =z e poa = f3.

La validita della condizione (f), nel caso di una applicazione tra varieta
differenziabili, € assicurata se ¢ non ha punti critici. Le condizioni equivalenti
1), 2) e 3) sono allora automatiche se ¢ & propria; se essa non lo &, pud invece
accadere che 'intorno V' di un y € Y sul quale ¢ si inverte non si possa scegliere
indipendentemente da z € ¢~!(y) e diviene allora necessario stimare quanto
grande sia per x € X lintorno V di invertibilita di ¢ fornito dal teorema di
inversione locale al variare di ¢(z) in Y.

La condizione 1) ¢ quella di solito utilizzata per definire i rivestimenti. La
2) & stata espressa utilizzando una metrica su Y unicamente perché & spesso piu
facile esprimere maggiorazioni in termini numerici che insiemistici; ma per di-
mostrare che essa & equivalente alla 1), & piu semplice utilizzare la sua seguente
formulazione equivalente che non fa ricorso a metriche anche se puo apparire a
prima vista meno chiara:

2’) Esiste un intorno V della diagonale di Y x Y tale che per ogni y € Y, detto
V il sottoinsieme di Y per cui {y} x V = ({y} x Y) NV per ogni z € ¢ *(y),
esiste una sezione s di ¢ su V' con s(y) = x.
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Per mostrare l'equivalenza tra le 1)-2) e la 3), la parte piu difficile & di-
mostrare che da 3) segue 2). La dimostreremo come corollario del seguente:

Teorema 64 (di Monodromia) Sia ¢ : X — Y una applicazione continua
verificante la condizione (£) e quella sul sollevamento dei cammini. Allora ogni
omotopia su'Y si solleva in una omotopia su X se € fissato il suo sollevamento
sulla faccia iniziale. Precisamente: se Z € uno spazio topologico e fo : Z — X
e F': Z x[0,1] =Y sono continue con ¢(F(z,0)) = fo(z) per ogni z € Z,
allora esiste G : Z x [0,1] = X continua e tale che ¢(G(z,t)) = F(z,t) e
G(z,0) = fo(z) per ogni (z,t) € Z x [0,1]

Dim. Per la condizione 3) si sollevano (in modo unico perché vale la (f)) tutti
i cammini dati dalla restrizione di F' agli {z} x [0, 1] a partire dagli fo(2); si trova
quindi una G : Z x [0,1] — X che solleva la F' con le condizioni richieste salvo
la continuita che & assicurata solo nella seconda variabile ogni volta che fissiamo
la prima. Bastera quindi verificare che ogni z € Z ha un intorno A tale che G
ristretta a A x [0, 1] & continua; ed infatti, fissato z, esiste una decomposizione
0=ty < - <tr=ledapertiU; C XeV;CYperi=1,...,r—1,taliche ¢ &
un omeomorfismo tra U; e V; e G({z} X [ti, tix1] CU;. Perognii=1,...,r—1,
esiste poi un intorno A; di z in Z, tale che F({z} % [t;,ti+1] C V;. Detta A
I'intersezione degli A;, si avra un sollevamento continuo della restrizione di F' ad
A x [0, 1] costruita utilizzando gli omeomorfismi dagli U; ai V; che per 'unicita
osservata sopra coincide con la restrizione di G a A x [0, 1] e cid conclude la
dimostrazione.

Corollario 65 Nelle ipotesi del precedente teorema, dati due cammini in Y
aventi stesso punto iniziale e stesso punto finale omotopi per una omotopia a
estremi fissi, ogni due loro sollevamenti aventi stesso punto iniziale terminano
nello stesso punto.

Dim. Si sollevi 'omotopia tra i due cammini considerandola come una omotopia
di faccia iniziale costante nel punto di inizio comune dei due cammini. Allora il
cammino faccia finale del sollevamento ¢ a valori nella fibra di ¢ sopra il punto
finale dei cammini; essendo questa discreta tale cammino € costante.

Corollario 66 Nelle ipotesi del precedente teorema, se V' é un aperto semplice-
mente connesso di Y, ogni componente connessa U di ¢~*(V') ¢ applicata da ¢
su'V' con un omeomorfismo.

Dim. Essendo ¢ continua ed aperta (su X) basta dimostrare che ¢ : U — V
e biunivoca. Se z1,x2 € U hanno la stessa immagine y in V', si consideri un
cammino da x; a wo; la sua immagine in V' sard un cammino chiuso in V di
origine y. Esso & omotopo al cammino costante in y perché V' & semplicemente
connesso. Utilizzando il corollario precedente si ottiene che z; = z5 e quindi
I’applicazione da U a V & uniettiva. Per la surgettivita, dato y € V, si scelgano
un qualsiasi € U ed un cammino da ¢(x) a y; il sollevamento di tale cammino
con origine z avra punto finale un punto che si proietta in y.

Il teorema che segue, anche se non appare evidente a prima vista, ¢ essen-
zialmente una riformulazione del teorema di de Rham.

69



Teorema 67 Sia X una varietd differenziabile compatta e connessa. Allora:
1) HLp(X) & uno spazio vettoriale di dimensione finita r

2) se wi,...,w, sono 1-forme chiuse su X che inducono una base di H}p(X),
il gruppo T dei periodi da esse determinato € un sottogruppo discreto di rango
massimo (quindi r, cosicché T ~7Z") in R" e quindi T(X) =R"/T ¢é un toro di
dimensione r

3) sia fissato xg € X ; esiste una ed una sola f : (X, z0) = (T(X),0) differenzia-
bile e tale che dette df,,...,d0,. le 1-forme chiuse su T (X) indotte dai differen-
ziali dxy, . .. ,dx, delle coordinate su R, si abbia w; = f*(db;) peri=1,...,r
4) la f del punto precedente classifica le classi di omotopia di X nei quozienti
di R™ per sottogruppi discreti nel senso sequente:

se A C R™ ¢ un sottogruppo discreto, la composizione con f stabilisce una cor-
rispondenza biunivoca tra {omomorfismi differenziabili di T(X) in R™/A} e
Uinsieme [(X, zo), (R™ /A, 0)] delle classi di omotopia di applicazioni differen-
ziabili di (X, z9) in (R™/A,0)

Dim. Essendo X compatta il gruppo fondamentale IT = 1 (X, o) ¢ finitamente
generato; di coseguenza Hom(II,R) & uno spazio vettoriale di dimensione finita
e quindi il punto 1) & dimostrato dal teorema di de Rham.

Alla applicazione bilineare Hjyp(X) x II — R definita da (w,7) = [ w
¢ associato un omomorfismo o : II - Hom(HpLi(X),R) ; utilizzando su
Hom(H},z(X),R) la base duale di quella indotta da wi,...,w, su Hhg(X),
I'immagine di ¢ diviene precisamente il sottogruppo dei periodi I'" associato
alle w;. Utilizzando il teorema di de Rham, ci si riduce quindi a studiare
I'immagine del gruppo fondamentale II nell’omomorfismo naturale:

IT - Hom(Hom(II, R),R)
Se IT' & l’abelianizzato di II, si ha un diagramma commutativo:

n % Hom(Hom(Il,R),R)

| g
' % Hom(Hom(Il',R),R)

nel quale p & chiaramente un isomorfismo perché R e abeliano.
Analogamente se I1” & il quoziente di IT' modulo il sottogruppo di torsione, si
ha un diagramma commutativo:

' % Hom(Hom(I',R),R)

! %

’

" % Hom(Hom(II",R),R)

nel quale p' & un isomorfismo perché R & privo di torsione. In definitiva si puo
supporre che II sia abeliano senza torsione ed essendo inoltre finitamente gene-
rato esso sara isomorfo a Z™ per qualche intero m; dovra essere necessariamente
m = r perché Hom(II,R) ~ R". E’ poi evidente che 'omomorfismo naturale
Z" — Hom(Hom(Z",R),R) & l'inclusione Z" C R" e cio dimostra il punto 2).
Per la 3) si costruisce la f applicando un € X nel vettore avente per com-
ponenti gli integrali delle w; su un qualsiasi cammino da xy ad z: riducendo
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modulo I' tale applicazione diviene ben definita e verifica ovviamente le con-
dizioni richieste.

Dimostriamo la 4):

surgettivita: sia g : X — R™/A differenziabile ove A & un sottogruppo dis-
creto in R™. Dette yi,...ym le coordinate su R™, poniamo «; = g*(dy;) per
i =1,...,m. Per 'ipotesi fatta sulle w;, esisteranno delle relazioni:

a; = Zcijwj + dfl
J

ove alla matrice C' fatta con i ¢;; ¢ associata una applicazione lineare di R" in
R™ che applica I" entro A e quindi definisce un omomorfismo (differenziabile)
B:T(X)— R™/A. Resta da dimostrare che o f & omotopa a g. L’omotopia
viene realizzata integrando le m  1-forme:

Y cijw; + tdf;
i

perte€[0,1]ei=1,...,m.

iniettivita: se g1,g2 : X — R™ /A sono omotope, allora per ogni i =1,...,m
le forme g¢idy; e ¢g3dy; individuano la stessa classe di coomologia su X ossia,
a meno di differenziali esatti, sono espresse dalla stessa combinazione lineare
delle wj: i coefficienti di tali combinazioni sono appunto quelli che determinano
Pomomorfismo di 7(X) in R™/A che composto con f di una applicazione
omotopa alle g; ; tali omomorfismi sono quindi univocamente determinati dalla
classe di omotopia delle loro composizioni con f.

Coomologia relativa e applicazioni

Sia M una varieta compatta e X una sua sottovarieta chiusa. Si ha una succes-
sione esatta:
0— AP(M,X) - AP(M) — AP(X) = 0

ove AP(M, X) & lo spazio delle p-forme su M che sono nulle nei punti di X; la
sua coomologia sara detta coomologia relativa di M modulo X e sara indicata
con H?(M, X).

Lemma 68 L’inclusione j : A2(M — X) — AP(M, X) induce un isomorfismo
J« : HP(M — X)) — HP(M, X) per ogni p € N.

Dim. Surgettivita: sia w una p-forma chiusa su M nulla su X; si deve mostrare
che esiste una (p — 1)-forma « chiusa su M e nulla su X tale che w — da sia
a supporto compatto in M — X. Si fissi un intorno tubolare aperto T' di X in
M esiar: T — X la retrazione associata. Essendo l'inclusione X — 7 una
equivalenza di omotopia, essa induce un isomorfismo in coomologia di de Rham
ed essendo w nulla su X, essa ¢ esatta su X e quindi esatta su 7T: sia a una
(p — 1)-forma su T con dff = w; se ¢ : M — R & una funzione differenziabile
con supporto in 7' e eguale ad 1 in un intorno di X, allora o' = ¢a & una
(p—1)-forma su M e w — da' & a supporto compatto in M — X. Bastera quindi
mostrare che tale a puo essere scelta nulla su X. Osserviamo che la restrizione
di o ad X e chiusa perché da = w vicino ad X e w € nulla su X e quindi la
(p—1)-forma & ottenuta restringendo o ad X e poi rilevandola su T tramite r*,
e chiusa; la forma a — & verifica cosi quanto richiesto.
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Per la iniettivita si ragiona nello stesso modo: se w € una p-forma a supporto
compatto su M — X che ¢ il differenziale di una (p — 1)-forma a € AP(M, X),
allora a & chiusa in qualche intorno tubolare T' di X in M (perché da = w
e w = 0 vicino ad X). Quindi « & esatta in tale T (ancora perché X — T
¢ una equivalenza di omotopia e a € nulla e quindi esatta su X); se § ¢ una
(p — 2)-forma su T con dff = a e ¢ : M — X & come sopra, allora ' = ¢f
¢ una (p — 2)-forma su M, o’ = a — df’' & a supporto compatto in M — X e
do! = da=wsu M.

Corollario 69 Se M ¢é una varieta compatta e X una sottovarieta chiusa, si
ha una successione esatta:

oo — HP(M — X) —» HP(M) — HP(X) = HPY' (M — X) — -+
che viene detta successione di coomologia della coppia (M, X).

Oss. Quanto precede resta valido se M & una varietd compatta avente per
bordo X.

Siamo ora in grado di dimostrare che P?(C) non ¢ bordo di alcuna varietd
orientata.

Lemma 70 Sia data unae successine esatta di spazi vettoriali di dimensione
finita:
04 A== 4.0

Allora Y 7(—1)'dim(A;) =0

Dim. Per r = 3 ¢ la formula del rango. Si proceda quindi per induzione nel
seguente modo: detta B l'immagine di Ay in Az si considerano le successioni
esatte 0> A A4 >B—>0 e 0B —>A3—~---— A, —>0.

Corollario 71 Se M é una varietd compatta a bordo orientabile, il suo bordo X
ha caratteristica di Eulero-Poincaré pari.

Dim. La successione esatta della coppia (M, X) &:
oo — HP(M — X) —» HP(M) — HP(X) = HPY' (M — X) — -+

Per la dualita di Poincaré dimH?(M — X) ~ dimH" P(M — X). L’enunciato
si ottiene con il precedente lemma calcolando modulo 2.

Per mostrare che P?(C) non & bordo di alcuna varietd compatta orientata,
bastera mostrare che ha caratteristica di Eulero-Poincaré dispari. Ed infatti
sappiamo gia che H°(P?(C) ~ H*(P?(C) ~ R. Dalla successione esatta della
coppia (P2(C),P*(C)), essendo P»(C) — P}(C) = C?> = R?, si ottiene:
H(P?(C)) = (0), H3(P?(C) = (0) e H?(P?(C) 2R cosicché x(P?(C)) = 3.

Oss. Sia X una varietad orientata. Se dim(X) & dispari dalla dualita di
Poincare si deduce che x(X) = 0 e quindi la condizione necessaria che abbiamo
trovato per essere un bordo ¢ vuota. Se n = 2p , sempre la dualitd di Poincaré
da X(X) = dim(HP(X)) (mod 2). In tal caso se p & dispari, la forma
bilineare < , > su HP(X) che descriviamo qui sotto, & antisimmetrica e dovendo
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essere non degenere, necessariamente HP(X) deve avere dimensione pari e di
conseguenza ogni tale varieta ha caratteristica pari. Cosi 'unico caso in cui
puo essere utile applicare il risultato trovato e per varieta di dimensione 4k, ove
abbiamo gia visto una applicazione.

Descriviamo adesso un risultato piu fine col quale si puo¢ dimostrare ad esempio
che la somma connessa di due copie di P?(C), pur avendo caratteristica pari,
non & un bordo.

Sia X una varieta compatta orientata di dimensione 2n. Si ha una forma
bilineare < , > su H"(X) ottenuta associando alle classi di coomologia indotte
da due n-forme chiuse «, 3 su X il numero < a, 8 >= [, a A 5.

Tale forma bilineare ¢ simmetrica se n e pari, altrimenti ¢ antisimmetrica.
Per la dualita di Poincaré e in ogni caso non degenere.

Teorema 72 Sia X il bordo d’una varietd differenziabile compatta orientabile M.
Allora immagine A dell’omomorfismo di restrizione H™(M) — H™(X) coin-
cide col proprio ortogonale A+ rispetto a < , >.

Dim. Si consideri il diagramma :

HY(M) % H*(X) 2 H'(M - X)

g |

H"(X)* — H™(M)
o

ove la prima riga, parte della successione di coomologia della coppia (M, X) &
esatta, a* ela trasposta di « e le frecce verticali sono gli isomorfismi di Poincaré
(si noti che H™(M) & identificabile con H"(M — X); infatti considerando un
intorno tubolare di X in M, si dimostra l’esistenza di una varieta compatta a
bordo M'" € M — X tale che le inclusioni M' — M e M’ — M — X siano
equivalenze di omotopia). Tale diagramma & commutativo: essenzialmente cid
e dimostrato dal fatto che data una n-forma chiusa w su X e fissata una sua
estenzione & ad una n-forma su M che sia chiusa vicino ad X, per ogni n-forma
chiusa 8 su M si had(a A f = (da) A B e di conseguenza:

/on/\ﬂ:/Md/\ﬂ

Allora un elemento w € H™(X) ¢ nellimmagine di «, cioe sta in A, se e solo se
la sua immagine secondo p , ossia 'omomorfismo da lui indotto tramite < , >
va a zero tramite o*, ossia « appartiene a A=+,

Corollario 73 Sia X una varieta di dimensione 4k che sia bordo di una varieta
compatta orientata M. Allora la segnatura di < , > su H?*(X) & nulla.

N

Dim. La forma bilineare < , > sullo spazio vettoriale reale H = H?!(X) &
non singolare ed ¢ nulla sul sottospazio vettoriale A che ha dimensione meta
di quella di H?*(X); infatti essendo la forma bilineare < , > non singolare
si ha dimA + dimA+ = 2dimA = dimH?*(X). L’enunciato segue ora dalla
caratterizzazione dell’indice di positivita e negativita di una forma quadratica
in termini della dimensione dei sottospazi sui quali la sua restrizione & definita
positiva o negativa.
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Esempi di calcolo dell’anello di coomologia

Siano M una varieta orientata di dimensione n di tipo finito e X C M una
sottovarieta compatta orientata di dimensione p. Essa determina un funzionale
Jx : AP(M) — R, ottenuto associando ad ogni p-forma w su M lo scalare [, w.
La formula di Stokes mostra che esso e nullo sulle forme che hanno primitiva
e quel che si ottiene quindi & un funzionale su HP(M) che indicheremo ancora
con [y.

Per il teorema di dualita deve esistere una classe in H*~P(M) che rappresenta
/ « » ossia deve esistere qualche (n — p)—forma w chiusa e a supporti compatti
in M , tale che per ogni forma chiusa a € AP(M) si abbia

/a:/a/\w
X M

Ogni tale w sara detta una forma duale di X in M e la sua classe di coomolo-
gia in H?» P(X), che & univocamente determinata per il teorema di dualita, sara
detta la classe duale di X in M.

Supponiamo che M sia una sottovarietd di un RY; allora esiste € > 0 tale
che posto:

N=N(X,M)={(z,v) eRY xR :z € X,v e T(M), NT(X)+}

esiste un diffeomorfismo o tra N e un intorno aperto 7' di X in M tale che
o(xz,0) = x. Tale T, assieme alla retrazione differenziabile r : T — X cor-
rispondente alla proiezione N — X, viene detto un intorno tubolare di X in
M.

Teorema 74 Sia w una forma duale di X in T; allora essa é anche una forma
duale di X in M e per ogni x € X si ha fr_l(w) w=1.

Viceversa ogni (n — p)—forma chiusa a supporto compatto in T che ha integrale
1 sulle fibre di T induce la classe duale di X in T e quindi anche in M

Dim. Se w ¢ una forma a supporto compatto in 7', essa puo essere prolungata
a tutto M ponendola zero su M — X ed e chiaro dalla definizione che se essa &
una forma duale per X in T lo & anche per X in M.
Sia fissata una tale w. Per x € X esiste un suo intorno aperto U in X tale
che il diagramma :
vecr i (v)yS U

e diffeomorfo al diagramma:
RP x {0} CRP x R"? 5 RP

ove 7 ¢ la proiezione 7 (z,t) = x.

Possiamo inoltre supporre che w, letta su R™ tramite tale diffeomorfismo,
abbia supporto nell’insieme {(z,t) € RP x R*? : ||t|| < 1}. Inoltre, per ogni
p—forma chiusa « su R" tale che supp(«a) N supp(w) sia compatto, si avra:

/ a/\w:/ «
n RP

Ora lintegrale di w su {z} x R*P & una costante ¢ che non dipende da
x € RP. Cio puo essere dimostrato ad esempio cosi : sia h : R*7P — R™ definita
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dat — (p(||t]))z,t) ove p : R — R & differenziabile e tale che p = 1 a sinistra di 1
e p =0 a destra di 2 e chiamiamo H l'immagine di . Essendo R" contrattile,
esiste una (n —p — 1)—forma 6 su R" tale che df = w. Ora w ha lo stesso
integrale su {z} x R* P e su H (perché essi coincidono ove w # 0); la formula
di Stokes dice allora che tale integrale coincide con l'integrale di € sulla sfera
in {z} x R*P di centro zero e raggio 2 ed esso coincide con l'integrale di w su
{z} x R"~P.

Si noti che per calcolare [ (o} w 'unico termine di w che sopravvive e

XRn=p
la ”componente verticale” del tipo a(x,t)dty A ... A dt,_p.

Sia ora a la p—forma ¢(x)dzy A ... A dz, ove ¢ € una funzione a supporto
compatto su R? tale che [, a # 0. Essa & chiusa su R" ed ¢ estendibile ad una

p—forma chiusa sull’intorno tubolare 7". Quindi:

/ a/\w:/ «
n RP

Si noti che anche nel prodotto a A w ”sopravvive” solo la componente verticale
di w ossia si ha:

aANw=¢(@)a(z,t)dry A...ANdzy Adty A ... ANdtp_p

Integrando prima nelle variabili verticali e poi nelle altre si ottiene che:

/ oz/\wzc-/ o}
n R’"’*p
e quindi ¢ = 1.

Per quanto riguarda la caratterizzazione descritta nella seconda parte
dell’enunciato, bastera dimostrare che H? P(T') & uno spazio vettoriale di di-
mensione uno; infatti in tal caso vi € al piu un elemento avente integrale 1 sulle
fibre di T' (ed uno almeno vi deve essere perché la classe duale di X in T esiste).

Ed infatti T & chiaramente omotopa ad X (e diffeomorfa al fibrato normale di
X in M) e quindi la restrizione di forme induce isomorfismi H(T) ~ H(X) per
ogni ¢. Utilizzando le dualita di Poincaré su 7" e su X si ottengono isomorfismi
HI'{(T) ~ HP={(X) = HP~!(X). In particolare per i = p si ha che H?7P(T) ~
H°(X) = R ha dimensione 1.

Corollario 75 Siano M una varietd orientata di dimensione n ed X ,Y sotto-
varietd rispettivamente compatta di dimensione p e chiusa di dimensione n — p.
Se w ¢ una forma duale di X in M, allora fyw e un intero. Precisamente se
X' ¢isotopa a X ed é trasversale ad Y, fY w conta la somma algebrica dei punti
di intersezione (positivi e negativi) di X con Y. In particolare se anche Y ¢
compatta e 8 € una sua forma duale, allora wa A8 da il numero dei punti
(contato algebricamente confrontando localmente l'orientazione di M con quella
data dall’orientazione di X seguita da quella di'Y' ) in cui si incontrano X ed Y
se ”poste in posizione generica”

Corollario 76 Sia f : M — N wuna applicazione differenziabile propria tra
varietd che sia trasversale ad una sottovarieta compatta Y C N. La classe
duale di X = f~Y(Y) in M ¢é f*(w) ove w ¢ la classe duale di Y in N

Dim. Per il precedente teorema basta osservare che si possono trovare intorni
tubolari Sdi X in M e T diY in N tali che f(S) C T ed f dia un diffeomorfismo
della fibra di S su X sulla fibra di T su Y.
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Corollario 77 Se due sottovarieta compatte orientate X , Y della varietda orien-
tata M sono trasversali tra loro allora la classe duale di X NY é il prodotto in
H} (M) tra le classi duali di X ed Y. In particolare, se dim(X) + dim(Y) =
dim(M) ed o , B sono loro forme duali , allora fMa A B € 7Z da il numero dei
punti (contato algebricamente ) in cui si incontrano X ed Y.

Vediamo ora come la nozione di classe duale di una sottovarietd permetta in
alcuni casi di individuare ’anello di coomologia.

Siano M = P*(C) = P* ed X = P"! C M un iperpiano. Essendo
M —X ~ C", un facile ragionamento di tipo induttivo che utilizza la successione
di Mayer-Vietoris della coppia ed il teorema di dualita da gli spazi di coomologia.
Precisamente: H(P"~') ~ H!(P™) per i < 2n & isomorfo a C per i pari ed ¢
nullo per i dispari. Per 0 < r < n, sia w; la classe duale di un sottospazio
proiettivo di dimensione r in P" (perché tale classe non dipende dal particolare
sottospazio scelto?). Dalla discussione precedente sulle classi duali si ottiene che
an wyrAwy,_ = 1. In particolare per n = 2 si ha che w = w; & tale che wAw = wo.
Tale formula resta vera per ogni P" (perché la restrizione da un omomorfismo
di anelli di H*(P") — H*(P"~1)). Per induzione si dimostra analogamente che
wr Aws = wrys € quindi che lalgebra H*(P") ¢ isomorfa all’algebra dei polinomi
in w ridotta modulo l'ideale (w™?).

Sia P" lo spazio proiettivo complesso di dimensione n che considereremo
come varietd quasi complessa. Fissato o € P", le rette (proiettive) passanti
per zo costituiscono un P*~! ed associando ad ogni € P — {xo} la retta
congiungente x con g si ha una applicazione olomorfa 7 : P — {zo} — P"~L.
Se X C P™ & una sottovarieta quasi complessa chiusa di dimensione 2n — 2,
la restrizione di 7 da una applicazione X — P"~! olomorfa e che quindi ha un
grado strettamente positivo a meno che X sia vuota; tale grado, che chiaramente
non dipende dalla scelta di zg, sara detto il grado di X. E’ chiaro che se d ¢ il
grado di una tale X allora la classe duale di X in P" & d-w ove w ¢ il generatore
descritto sopra di H*(PP), ossia la classe duale di un iperpiano.

In modo completamente analogo si definisce il grado di una sottovarieta quasi
complessa chiusa di dimensione 2p in P" (si sceglie un P* "7~ disgiunto da X
e si proietta su un PPP); se d ¢ il grado di una tale X allora d > 0 se X & non
vuota e la sua classe duale e d - wP

Corollario 78 Sia X; , per i = 1,...,r, una sottovarietd quasi complessa
chiusa non vuota di codimensione 2p; in P™. Sepi+...pr <n allora X;N...N

X, #0

Dim. Per i =1,...7, se d; ¢ il grado di X; in P", allora d; - w & la sua classe
duale. Se lintersezione delle X; & vuota, tale rimarrd anche per delle X; vicine
alle X;. Possiamo quindi supporre che le X; siano trasversali e ne segue che
d-w?P=0o0ved=d;-...-d.ep=mp1 + ...+ p, il che non puo essere perché
d#0ewP#0essendop <n+ 1.

Corollario 79 Ogni sottovarieta quasi complessa chiusa di codimensione 2p
in P" ¢ connessa se 2p > n. Ad esempio ogni curva complessa liscia in P? ¢
irriducibile (in effetti come vedremo in sequito cio vale anche per curve singolari)

Dim. Due componenti connesse di X dovrebbero avere, per il precedente corol-
lario, intersezione non vuota.
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Corollario 80 Ogni sistema di equazioni polinomiali omogenee sul corpo com-

plesso ha soluzioni non banali se il numero delle variabili é superiore a quello
delle equazions.

Dim. Anche qui utilizzando il lemma di Sard, si potra supporre che ogni
equazione definisca una ipersuperficie complessa liscia in P” e quindi una sotto-
varieta quasi complessa di codimensione due; € ovvio inoltre che ognuna di esse
¢ non vuota ( ad esempio perché C & algebricamente chiuso).

Forme armoniche

In questo paragrafo X sara una varieta differenziabile connessa, compatta senza
bordo, orientata e dotata di una struttura metrica riemanniana (ossia ogni
spazio tangente T, (X), e quindi anche il suo duale, & dotato di un prodotto
scalare definito positivo < , >, che varia differenziabilmente con z € X; qui,
per sempilicita, si puo supporre che X sia una sottovarieta di qualche RV e che
il prodotto scalare sia la restrizione di quello su RY. In effetti cid pud essere
sempre supposto, per un teorema di immersione dovuto a Nash e molto piu
difficile di quello di Whitney che abbiamo riportato noi).

Si ricordi che su una spazio vettoriale orientato T (X)* = V di dimensione n
e dotato di un prodotto scalare definito positivo (brevemente: uno spazio eu-
clideo) & definita una isometria % : APV — A" PV tale che x> = (—1)P(n—p),
Utilizzando coordinate locali si verifica che se una p-forma su X e differenziabile
lo & anche *w. In definitiva si ottengono omomorfismi * : AP(X) - A" P(X).
Definiamo un prodotto scalare su AP(X) nel modo seguente:

per a, f € AP(X) si pone (a,f) = [y a A *f.

Per la definizione di * si ha che a A xf coincide con < a, # > -* 1. Essendo *
una isometria di APT,(X*) con A" PT,(X)*, ne segue che anche * : AP(X) —
A" P(X) lo &. Ponendo A(X) = @ZZO AP(X) e considerando questa una de-
composizione ortogonale, ne segue che % & un operatore ortogonale di A(X) in
se e quindi che =1 & Paggiunto di *.

L’aggiunto di d su A(X) & 'operatore § = (—1)P *x~!dx che pud essere scritto
anche (—1)"T"*! x dx. Si ha §o§ = 0. Inoltre d + § & autoaggiunto. Se n &
pari si avrd § = — xdx e d = *J*.

L’operatore di Laplace-Beltrami ¢ definito da : A = (d + 4)? = d§ + dd.

Si ha che A commuta con d , § e con *. Una p-forma w e detta armonica se
Aw = 0. Si noti che

(Aw,w) = (déw + ddw,w) = (dw, dw) + (dw, dw)
Ne segue il seguente:
Teorema 81 Una p-forma w é armonica se e solo se dw =0 e dw =0

Indichiamo con HP (X) lo spazio vettoriale delle p-forme armoniche su X;
i suoi elementi sono p-forme chiuse su X e quindi si ha un omomorfismo
j: HP(X) —» H} ,(X). Si verifica facilmente che tale j ¢ iniettiva: infatti se
w € HP(X) ha una primitiva a su X, essendo da armonica si ha dda = 0 e
quindi 0 = («, dda) = (da, da) ossia da = 0. Assai pilt complicato & il seguente:

Teorema 82 j:HF(X) — HY, o (X) é un isomorfismo per ogni p € N
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La funzione esponenziale

La serie Zgoo 2—7: converge per ogni z € C e definisce quindi una funzione
exp : C — C*; lo studio elementare di tale funzione & svolto nelle prime pagine
di "Real and Complex Analysis” di W.Rudin. In particolare si trova che exp
¢ un omomorfismo (differenziabile) surgettivo del gruppo additivo dei numeri
complessi nel gruppo moltiplicativo dei numeri complessi non nulli. Il nucleo di
exp € un sottogruppo ciclico infinito il cui generatore avente parte immaginaria
positiva ¢ indicato con la notazione 27i.

Introduzione di exp tramite inversione di un integrale

Consideriamo la 1—forma olomorfa w = dz/z su C*. Detto ¢ : (X,z9) —
(C*,1) il rivestimento universale, siano @ = ¢*(w) e f : X — C la primitiva di &
con f(zg) =0. Tale f & un rivestimento e quindi un biolomorfismo. Infatti f
un omeomorfismo locale perché il suo differenziale e in ogni punto non nullo. Se
h : Q — C & una primitiva di w su un aperto di C* e A € C*, allora h(z) = h(\z)
¢ una primitiva di w su Q = (1/A) - ©; da cio si deduce nel modo solito che per
f vale il sollevamento dei cammini e quindi e effetivamente un rivestimento.
Quindi il rivestimento universale di C* puo essere identificato con C e descritto
come linversione dell’integrale [ dz/z.

Ne risulta che C* & descrivibile come quoziente di C modulo il sottogruppo
I" dei periodi di w; questo deve essere un sottogruppo discreto e non puo essere
il gruppo nullo perché C* non ¢ omeomorfo a C (non & semplicemente connesso)
e non puo avere rango due perché C* non & compatto. Quindi I' ha rango uno.
Verifichiamo che I' e fatta di numeri puramente immaginari. Infatti:

w=dz[z=(2-d2)/(Z-2)=a+if

ove a = (zdz +ydy)/(x? +y?) e B = (vdy — ydx) /(2 +y?) sono 1—forme chiuse
reali su R? — {0}. Se F': R" — R & una primitiva di w su R" (essa esiste perché
RT & semplicemente connesso), allora (1/2)F (2% + y?) & una primitiva di « che
quindi e esatta. Ne segue che i periodi di w sono i periodi di 8 moltiplicati per
I’'unita immaginaria. Risulta cosi univocamente determinato un generatore 7'
di I' a parte immaginaria positiva e si puo introdurre la costante reale positiva
7w ponendo T = 2.

Evidentemente questo modo di introdurre la funzione esponenziale & con-
cettualmente molto piu complicato dell’altro. Inoltre lo schema sin qui descritto
introduce una struttura di gruppo su C* (come quoziente di C) ma non precisa
che questa coincide proprio con quella gia esistente (la moltiplicazione tra nu-
meri complessi non nulli). Questo metodo ha comunque alcuni pregi. Anzitutto
non utilizza alcun tipo di calcolo; inoltre assicura che su C* ¢’ una struttura di
gruppo, quella di quoziente di C modulo il sottogruppo dei periodi della forma
w, indipendentemente dal fatto che gia una tale struttura (il prodotto tra numeri
complessi) fosse presente.

Risultati analoghi si possono ottenere con gli stessi metodi in situazioni pit
complicate come quella che descriveremo ora.

Inversione di integrali

Sia F(x,y) un polinomio in due variabili che per ora supporremo a coefficienti
reali e sia P = (o, yo) tale che F(zg,yo) = 0 e DyF(xo,yo) # 0. Quindi il luogo
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A degli zeri di F' & localmente in (zg,yo) il grafico di una funzione (analitica)
y = h(x). Consideriamo integrali del tipo:

/” R(z, h(x))
o Sz, h(z))
ove R e S sono polinomi in due variabili con S(z, h(z)) non identicamente nullo.
Come insieme di definizione di & si puo prendere quello massimo ove € prolunga-
bile la funzione (implicitamente definita) h passante per (zo,yo) (problematica
dello studio del campo di definizione); se il punto (zo,yo) non viene indicato
si ha l'indeterninazione di quale funzione si voglia integrare e su quali possibili
intervalli. Ad esempio se F(z,y) = y> — x e (zo,y0) = (1, 1) si otterra la fun-
zione h(z) = /z definita su RT e si potra integrare su qualsiasi intervallo della
semiretta positiva. Sinoti che fissando invece il punto (1, —1) avremmo ottenuto
h(z) = —y/z. Nel caso di una F pilt complicata si avranno maggiori difficolta
nella descrizione delle possibili funzioni ottenibili per esplicitazione; inoltre non
e chiaro se e come tali varie funzioni e relative primitive siano correlate tra loro.
Si puo rimediare in parte a cio considerando la ”curva” X definita nel piano
come luogo di zeri di F' e la forma differenziale

_ R(z,y)
= S(oy)°

o meglio la sua restrizione alla curva X (si suppone ovviamente che S non sia
identicamente nulla su alcuna componente di X).

Risultera proficuo estendere tutto cio al caso complesso; cio tra 1’altro per-
mettera (nel caso che F' sia irriducibile) di ”connettere” i vari fogli in cui si
spezzava il caso reale (si consideri ad esempio il caso F(z,y) = y? — z(2? — 1)
in cui la curva X si decompone in due rami apparentemente totalmente slegati
tra loro; eppure i ”calcoli” fatti per integrare su essi saranno sostanzialmente
gli stessi).

Si ha infatti il seguente teorema di connessione:

Teorema 83 Se F € C[X,Y] ¢ irriducibile, allora X = {(x,y) € C: F(z,y) =
0 (DyF(z,y),Dy(z,y)) # (0,0) é connesso ed é quindi una superficie di Rie-
mann

Tale X non sarda compatta. Risultera utile aggiungere un insieme finito di
punti in modo da ottenere una superficie di Riemann compatta come precisato
dal prossimo teorema: diremo che una superficie di Riemann X & compattificabile
se & biolomorfa ad un aperto di una superficie di Riemann compatta X ; diremo
che ¢ finitamente compattificabile se cid & possibile con X — X finito.

Teorema 84 Se la superficie di Riemann é finitamente compattificabile, ogni
due sue compattificazioni sono biolomorfe per un biolomorfismo che induce l'identita
su X ). La superficie di Riemann determinata (come nel precedente teorema) da
un polinomio irriducibile € finitamente compattificabile

Si potrebbe dimostrare che con questa procedura (compattificazione di su-
perficie associate a polinomi di due variabili) si ottengono tutte le superficie di
Riemann compatte, ma cio richiederebbe 'utilizzo di techiche di Analisi abbas-
tanza approfondite. Ci accontenteremo di dimostrare un risultato pitt debole
ottenibile perd con metodi geometrici di tipo elementare.
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Prolungamento di funzioni olomorfe

Introduciamo una topologia nello spazio prodotto O = C x C{{T'}} (i cui
elementi sono detti elementi di funzione analitica secondo Weierstrass) fissando
come base di aperti gli insiemi del tipo seguente:

dati (20,5(T)) € O ed € > 0 sia B l'insieme degli (z1,S1) € O tali che
|21 — 20| < € e del raggio di convergenza di S(T') e Sy ¢ lo sviluppo della somma
di S nel punto z;. La proiezione sul primo fattore di O su C & un omeomorfismo
locale che introduce su O una struttura di varietd complessa di dimensione uno.
la componente connessa di un elemento di funzione (z¢, S(7)) di O & cosi una
superficie di Riemann che viene detta ottenuta per prolungamento dell’elemento
di funzione dato.

Teorema 85 Un elemento di funzione analitica (20, S(T)) induce per prolunga-
mento analitico una superficie di Riemann finitamente compattificabile se e solo
se esiste un polinomio irriducibile F(x,y) tale che F(T,S(T)) =0 in C{{T}} (o
equivalentemente in C[[T]] oppure F(z,S(z)) = 0 per ogni z sufficientemente
piccolo)

Questo risultato segue facilmente dal seguente:

Teorema 86 1l corpo delle funzioni meromorfe su una superficie di Riemann
compatta, & un corpo di funzioni algebriche in una variabile (ossia é una esten-
zione finitamente generata di trascendenza uno su C)

Funzioni analitiche generalizzate

Il prolungamento sopra definito di un elemento di funzione analitica fornisce
una superficie di Riemann X (una componente connessa di ), una funzione
z : X — C (la proiezione sul primo fattore di O) che & priva di punti critici e
una funzione olomorfa f : X — C (quella i cui sviluppi in serie costituiscono la
seconda componente in ). Generalizziamo ulteriormente questa nozione con-
siderando le terne (X, z, f) ove X & una superficie di Riemann, z : X — P
¢ una applicazione olomorfa non costante su una superficie di Riemann P e
f: X — P! & una funzione meromorfa. Tale oggetto sard detta una funzione
analitica polidroma; chiameremo P il dominio della funzione e P! sard il codo-
minio ed abbrevieremo l'indicazione della funzione con la sola lettera f.

Alcuni esempi Esaminiamo ora un caso particolare di integrale del tipo
sopra introdotto. Sia f € C[z] un polinomio di grado n avente radici distinte,
ossia tale che per z € C se f(x) =0 si ha f'(x) # 0 e studiamo l'integrale della
forma w =dz/+/f(x).

Si verifica intanto che il luogo di zeri X di F(z,y) = y*> — f(z) in C* & una
varieta complessa di dimensione uno (perché in ogni punto di X almeno una
delle derivate parziali di F' & diversa da zero). Le coordinate z , y su C> danno
per restrizione due funzioni olomorfe su X verificanti la relazione y? — f(x) = 0.

Si ha quindi la relazione 2u - dy = f'(x) - dx (relazione tra 1—forme su X)
che puo essere scritta dz/y = 2dy/f'(x) il cui primo membro & la 1— forma w
che vogliamo studiare; il fatto che essa si possa scrivere anche come nel secondo
membro, assicura che w & olomorfa mai nulla su tutto X (ossia all’intorno di
ogni punto di X, scelta una coordinata locale ¢ si ha w = h(t)d¢ con h olomorfa
e h(0) #0)

Compattificazione di X. Fuori di un disco D che contenga tutte le radici
di f, si ha una applicazione olomorfa localmente invertibile di grado due di
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X—¢Y(D) in C—D (¢ & larestrizione ad X della proiezione sull’asse z). Allora
0 X —¢ (D) & unione di due componenti connesse e ¢ induce un biolomorfismo
tra ognuna di esse e C— D oppure C—D & connesso e allora X —¢~(D) — C—D
€ un rivestimento di grado due; in questo caso essendo C — D biolomorfo a
U = {0 < |z| < 1}, tale rivestimento & isomorfo a z — 22 di U in U, perché
U possiede un solo rivestimento di grado due. Saremo nel primo caso se n &
pari ed allora X sard compattificabile con 2 punti; altrimenti n & dispari e si
compattifica con un solo punto.

Cason =3 Alloraz,y:X — P! sono olomorfe di gradi rispettivamente
due e tre. Quindi nel punto py aggiunto ad X per compattificarla, = , y hanno
poli di ordine due e tre. Ossia se ¢t € una coordinata locale olomorfa di centro
po, si avra z(t) =t 2 -a(t) , y(t) = t=3-b(t) con a , b olomorfe (per ¢ piccolo) e
non nulle in zero. Con facile calcolo si verifica quindi che w = dz/y & olomorfa
non nulla anche nel punto pg.

A questo punto ragionando come in un teorema precedente in cui si avevano
1—forme wy,...,w, su una varieta differenziabile che inducevano in ogni punto
una base del duale dello spazio tangente (si integra la rimontata di w sul rives-
timento universale, si scopre che questo &€ C ...) si trova che il sottogruppo I'
di C formato dagli {f,y w per v € m(X)}, & discreto di rango due ed esiste un

biolomorfismo f : X — C/T tale che w = F*(dt).

La dipendenza algebrica di funzioni meromorfe su una superficie di Riemann
compatta ha una dimostrazione che utilizza le stesse tecniche del teorema di
connessione. Descriveremo ora le linee essenziali di tali dimostrazioni.

Sia f : X — P! una funzione meromorfa non costante su una superficie
di Riemann compatta X. Essa sara una applicazione di un certo grado n;
precisamente esisterd, A finito in P! tale che f : X — f~1(A) — P! — A sia un
rivestimento di grado n.

Mostreremo che ogni altra funzione meromorfa g : X — P! & radice di un
polinomio di grado n a coefficienti in C(f).

Infatti supponiamo che ¢ sia finita in tutti i punti che non si proiettano
in A (altrimenti si ingrandisca un po A); fissiamo per ogni € P' — A una
numerazione i (z),...,a,(x) dei punti di f~!(z) (non richiediamo per le a;
alcuna condizione di regolarita). L’espressione :

(W —glaw(2)) ... (W = glan(z)) = G(W, )

¢ un polinomio monico di grado n in W a coefficienti funzioni (a priori discon-
tinue) di z. Dimostreremo ora che i coeflicienti di G sono funzioni meromorfe
su P! | quindi rapporti tra polinomi in z e cid concludera la dimostrazione

Anzitutto tali coefficienti sono olomorfi fuori di A; infatti siccome essi non
dipendono da come sono state scelte le oy, attorno ad ogni punto di P! — A
possiamo supporre che le a; siano inverse locali olomorfe di f.

Si controlla poi che tali coefficienti hanno nei punti di A singolarita elim-
inabili o polari: infatti essi avranno limite zero se moltiplicati per una opportuna
potenza di una coordinata locale.

Funzioni olomorfe di piu variabili

Notazioni. Le variabili in C" saranno di solito indicate zp,...,2, ove, es-
plicitando le parti reali ed immaginarie, scriveremo 2, = x4 + iy,  per
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1 < a < n; lidentificazione di C* con R?" che utilizzeremo sard quella in-

dotta da (z1,...,2n) = (Z1,Y1,--+,%n,Yn). In termini intrinseci, se V & uno
spazio vettoriale su C di dimensione finita, ad ogni base ej,...,e, di V su C
associeremo la base di V su R data da (e, ier,...,en,iey).

Siano 2 C C" un aperto e f : Q@ — C™ una applicazione; essa puod quindi
essere considerata come una applicazione di un aperto di R?" in R*™ e nel
caso sia differenziabile in un punto p € €, il suo differenziale df (p) sara una
applicazione R-lineare di C'* in C™. Diremo che f & olomorfa se :

- f & differenziabile (infinite volte) in senso reale

- perognip € Q , df(p) : C* — C™ & C-lineare.

Esempi di applicazioni olomorfe:

1. Una applicazione polinomiale P di C* in C™; infatti detta J(z) la ma-
trice a m righe ed n colonne costituita dalle derivate formali delle componenti
polinomiali di P, per z,h € C" un semplice calcolo da ’eguaglianza:

P(z+h) = P(z) + J(2)h + R(z, h)

ove R e una matrice di polinomi nelle z, h. Da cio si deduce che tale applicazione
¢ differenziabile nel punto z e che il suo differenziale & dP(z)[h] = J(z)h; ne
segue anche che P ¢ differenziabile infinite volte; infatti 'applicazione dP : Q —
Homg(C",C™) ¢ fattorizzata da z — J(z) di C* in C" = Home(C*,C™)
che per ipotesi di induzione (ad esempio sul grado delle componenti) possiamo
supporre differenziabile infinite volte, seguita dall’inclusione in Homg(C",C™)
che ¢ lineare e quindi anch’essa differenziabile infinite volte.

N

2. Una applicazione C* D 2 4y ©m & olomorfa se e solo se le sue componenti
lo sono; inoltre la composizione di applicazioni olomorfe & olomorfa. Osservando
quindi che somma e prodotto sono applicazioni polinomiali di C* x C* — C, si
ottiene che per 2 aperto in C*, 'insieme O(2) delle funzioni olomorfe su 2 a
valori in C & chiuso rispetto a somma e prodotto e costituisce cosi un annello
(un algebra su C perché contiene le costanti). Dimostrando (facilmente come
in 1.) che z — 1/z definisce una funzione olomorfa su C — {0}, si deduce anche
che se f,g € O(Q) e g & priva di zeri in Q, allora f/g & olomorfa su Q.

3. 1l teorema di inversione locale. Sia f : @ — C" olomorfa ove Q &
un aperto in C" contenente 0; se df(0) ¢ un isomorfismo di C" in se, allora
f e localmente invertibile come applicazione olomorfa. Infatti, per 'ordinario
teorema di inversione locale, f sara localmente invertibile come applicazione
reale; si tratta quindi solo di controllare che I'inversa locale ha il differenziale
C-lineare e cio segue dal fatto che esso € l'inverso di df(0). Una applicazione
biunivoca e olomorfa assieme alla sua inversa sara chiamata un biolomorfismo
o anche cambiamento di coordinate olomorfo; si deducono immediatamente gli

N

analoghi olomorfi dei teoremi delle funzioni implicite reali: se C* D Q ENY G
olomorfa, 0 € C e f(0) = 0 allora se df (0) ha rango m, modulo un cambiamento
di coordinate in un intorno di 0 in C”, la f & la proiezione di C" sullo spazio delle
prime m coordinate. Se invece ha rango n, cambiando coordinate in 0 € C™ la
f diviene l'inclusione di C" nello spazio delle prime n coordinate in C™.

4. Siano 2 un aperto in C* e K : [a, b] x 2 — C continua e tale che per ogni
to € [a,b] la funzione 2 3 z — K (tg,2) € C sia olomorfa. Allora la funzione g
da © in C definita dalla formula g(z) = f; K(t,z)dt & olomorfa.

In effetti cio segue immediatamente dalla formula di differenzazione degli
integrali contenenti un parametro.
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Sommazione di serie

Sia f : X — C una funzione. Per A C X finito, ), f € definito come la somma
degli f(x) per z € A. Diremo che f & sommabile su X se esiste L € C tale
che per ogni € > 0 esiste Ay C X finito tale che per ogni sottoinsieme finito
Ag C A C X siabbia|) \ f— L| <e. Tale L, che ovviamente & univocamente
determinato nel caso che esista, verra detto somma di f su X e scriveremo
Yxf=L.

FEsercizio f : X — C & sommabile su X se e solo se |f| lo &. (Questo
enunciato e piu facilmente dimostrabile per funzioni a valori reali. Rimane
comunque valido per funzioni a valori in R ma & falso se i valori sono presi in
uno spazio di Hilbert).

Teorema 87 Siano f : X — C sommabile e (X;)icr una partizione di X.
Allora per ogni i € I la funzione f|x, é sommabile su X; e detta L; la sua
somma la funzione i — L; é sommabile sul e siha )  f=73 ;L.

La dimostrazione, del tutto ovvia, e lasciata per esercizio.

In modo analogo a quello seguito nel caso delle successioni reali si dimostra che
una f : X — C e sommabile se e solo se e di Cauchy nel senso seguente: per
ogni € > 0 esiste Ag C X finito tale che per ogni sottoinsieme finito A di X con
ANAp=0siha|) \ f| <e Nelcaso di serie di funzioni, ossia se si ha una
applicazione f : X xT — Covet € T ¢ considerato come parametro, si introduce
in modo evidente la nozione di sommabilitd uniforme. Un caso speciale in cui
cio avviene ¢ il caso in cui esiste una funzione sommabile g : I — [0, +o00[ che
maggiora la f nel senso che |f(z,t)| < g(z) per ogni z € X e ¢t € T; diremo in
tal caso che f (o la serie )., f(i)) & totalmente sommabile.

Il caso delle serie di potenze rientra in questo schema: si prende X = N" e,
utilizzando notazioni multiindice, si fissa una costante a;y € C per ogni I € N?;
per ogni z € C" si ha una funzione N* > I — a;2! € C: Dinsieme degli z € C
per i quali essa ¢ sommabile sara detto ’insieme di convergenza della serie
> renn a;Z" e la parte interna di questo il dominio di convergenza della serie.

Indicheremo con C[[Z1,. .., Z,]] Vanello delle serie formali Y ;o anZ! € con
C{Z,...,Z,} il sottoanello costituito dalle serie con dominio di convergenza
non vuoto.

Per z € C* ed 7 = (r1,...,7rn) €]0, +0o[™ il policilindro di centro z e raggio
r sard l'insieme P(z;7) = {z € C" : |z; —z;| < r; per i = 1,...,n}. La sua

chiusura sara chiamata policilindro chiuso.

Lemma 88 Se la serie di potenze . arZ' ¢é sommabile per z = (z1,-..,2n),
allora essa € totalmente sommabile sul policilindro P(0,r) over = (|z1],...,|2nl)-
In particolare (vedi gli usuali teoremi di analisi) la sua somma é una funzione
continua su tale policilindro.

Corollario 89 Il dominio di convergenza di una serie di potenze su C* é una
unione di policilindri.

Nota. Nel caso n = 1 il dominio di convergenza ¢ un disco (eventualmente di
reaggio nullo o infinito) perché in tal caso i policilindri (=dischi) sono totalmente
ordinati dall’inclusione. Per n > 2 cid non e piu vero. Comunque il dominio
di convergenza non pud essere una arbitraria unione di policilindri. Si puo
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infatti dimostrare con semplici maggiorazioni che se per ogni z del dominio di
convergenza di una serie che sia a componenti tutte non nulle, si considera la
n-upla di numeri reali costituita coi logaritmi dei moduli delle sue componenti,
si ottiene un insieme (aperto) convesso in R™. In particolare ad esempio se una
serie in due variabili converge sui policilindri di raggi (1,2) e (2,1) allora essa
converge anche in un intorno del punto (1,1)

Funzioni analitiche

Useremo notazioni multiindice.

Siano Q@ C C" un aperto e f : @ — C una funzione. Diremo che f &
analitica se essa e sviluppabile in serie di potenze all’intorno di ogni punto di (2.
Intendiamo con cio che per ogni z € Q esistono r = (r1,...,ry) €]0, +00[™ ed
una serie di potenze Y ;. arZ? tali che il policilindro P(z; ) sia contenuto in
eper z € P(z,7) laserie ) yn an(2 —2)" sia sommabile ed abbia somma f(z).

Teorema 90 Sia > a;Z! una serie convergente sul policilindro P; allora la
sua somma su P & una funzione analitica f su P.

Dim. Si deve mostrare che f & sviluppabile in serie di potenze in ogni punto z
di P. Dimostreremo non solo che tale sviluppo esiste ma anche che esso converge
almeno sul piu grande policilindro di centro z che & contenuto in P.

Sia R = (Ry,...,R,) il raggio di P e consideriamo il policilindro ¢ di
centro z e raggio r = (ry,...,7,) ove R; = |z;| + r; per i = 1,...,n. Per
h = (h1,...,h,) € P(0,r) Consideriamo la serie Y a;(z + h)! ; da essa, svol-
gendo le potenze binomiali, si trova una serie di potenze nelle 2n variabili
Z1y++-r2n,P1,...,hy. Se quest’ultima € sommabile, allora la somma puo es-
sere calcolata sommando prima per ogni potenza di A tutti i termini in cui essa
compare e successivamente la serie di potenze nelle h che ne risulta e avremo
cosi ottenuto il risultato voluto. Che effettivamente tale serie sia convergente si
dimostra mostrando che essa e assolutamente convergente nel modo che segue:
la serie di partenza sarad sommabile anche nel punto (|z1| + |h1], - - -, [2n] + [An])-
Quindi essa ¢ assolutamente sommabile; ora se nella serie Y |ar|(|z| + |h]) si
svolgono le potenze, si ottiene una serie a termini non negativi, la cui somma-
bilita equivale all’essere le somme parziali limitate e cio € evidentemente vero
perché > |as|(|z] + |h|)! & sommabile.

Esercizi 1. Una serie di potenze Y asz! ha dominio di convergenza non
vuoto (si dice allora che & una serie di potenze convergente) se e solo se esistono
costanti positive r e M tali che |ay| < Mr~I!| per ogni I € N*.

2. Ogni funzione analitica e olomorfa.

La formula di Cauchy

Essa si deduce dalla conoscenza di quella in una variabile nel seguente modo. Sia

P = P(zg,r) un policilindro di centro zp € C* over = (r1,...,r,) conr; €]0,00[
per i = 1,...,n. Chiameremo frontiera fine di P la varieta differenziabile
P={z¢C : |z =mr,i=1...,n}, dotata della orientazione prodotto

delle orientazioni naturali delle 1-sfere di cui & prodotto.
Supponiamo che f sia olomorfa su un aperto {2 contenente la chiusura del
policilindro P.
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Teorema 91 Per w € P si ha

_ £) o
f(w)_ /}5(21_'[1)1) dz; N ANdz,

(2mwi)n oo (2 — wy)
Dim. Si applica n volte la formula di Cauchy in una variabile.

Corollario 92 Sia f olomorfa su un policilindro P. Allora essa é su P la
somma di una serie di potenze il cui dominio di convergenza contiene P.

Dim. Analoga a quella per una variabile.

Un teorema di Hartogs

In una variabile si ¢ visto che se f & olomorfa, allora la 1-forma f(z)dz & chiusa.
In n variabili si ha che se f & olomorfa, diciamo su un aperto 2 C C”, allora la
n-forma f(z)dz; A -+ A dz, & chiusa su .

Supponiamo di avere una f olomorfa su un aperto {2 contenente l’insieme
H costituito dagli z € C* per cui o |z1| < a1 e z; =0 per i = 2,...,n oppure
|z1l = a1 e z; < a;peri=2,...,novea=(a,...,a,) € N*". Allora detto P
il policilindro di raggi a, la formula

1 f(2)

Flw) = - / dzi N ---Ndz
(w) 2r)™ Jp (21 —wy) -+ (2 — wy) "

definisce una funzione olomorfa su P che estende la f: infatti per w vicino ad

H, si puo integrare sulla frontiera fine di un policilindro di raggio (a1,€...,¢€)

con e sufficientemente piccolo, perche questo & bordante a P (si usa la formula

di Stokes) e questo da la f all’interno di tale policilindro.

Corollario 93 Sia n < 2. Ogni funzione olomorfa su un aperto connesso di
C" avente complementare compatto é estendibile ad una funzione olomorfa su
tutto C".

Appendice 1: Equazioni differenziali ordinarie

Flussi

Siano X un insieme ed U un sottoinsieme di R x X. Per z € X indichiamo
con J, I'insieme dei ¢ € R tali che (t,x) € U; in tal modo U = {J,cx Jo X {2}
Analogamente per t € R indichiamo con U l'insieme degli x € X tali che
(t,z) € U; in tal modo U = |J,cp{t} x Us.

Diremo che U ¢ stellato se ogni J, & convesso in R (ossia ¢ un intervallo,
eventualmente vuoto).

Sia X uno spazio topologico. Un flusso locale su X e il dato di un aperto
stellato U e di una applicazione continua ® : U — X tale che se (0,2) € U
si abbia ®(0,2) = z e se (t,z) , (s+t,z) e (s,®(¢,z)) sono in U si abbia
O(s, ®(t,z)) = ®(s + t,z).

Due flussi locali ® , ®' definiti su aperti stellati U e U’ sono detti compatibili
se coincidono su un aperto stellato V' contenente Uy N U} e contenuto in UNU'.

Un flusso locale @ : U — X tale che Uy = X e che sia massimale nel senso
che non esistono flussi locali ®' : U' — X a lui equivalenti e con U’ contenente
strettamente U, sara detto un flusso od anche un sistema dinamico su X. Un
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tale flusso sara detto completo se si ha J, = R per ogni x € X, ossia se ® &
definito su tutto R x X.

Quanto detto sopra puo essere alternativamente espresso come segue. Per
t € R sia ¢ : Uy — X definita da ¢;(z) = ®(t,x). Le proprietd caratterizzanti
un flusso locale possono essere espresse allora dicendo che ¢ & l'identita su Uy
e che per s,t € R ed z € X si ha ¢5(¢(x)) = ¢s++(x) quando tutti i termini in
tale formula sono definiti.

Lemma 94 Sia ® : U — X un flusso locale definito su un aperto stellato U
di R x X. Per ogni xg € Uy esistono un €9 > 0 ed un intorno aperto V di
xo in Uy tali che [—€,¢] x V C U e per |h| < € , Uapplicazione ¢y induce un
omeomorfismo tra V ed un aperto ¢n(V) C Uy

Dim. Siano W un intorno aperto di o in Up ed € > 0 tali che [—¢, €] x W sia
contenuto in U. Essendo ® continua nel punto (0, z), esistono 0 < ep < € ed
un intorno aperto V di xp in W tali che per |h| < €, 'immagine di V' tramite
¢, sia contenuta in W. Per tale h, 'applicazione ¢_j € quindi definita su V3
ed ¢ l'inversa di ¢p. Resta da verificare che V}, ¢ un aperto. Sia z € V; per
la continuita di ¢_, nel punto ¢p(z), esiste un intorno A di ¢n(z) in W che
viene applicato da ¢_, entro V. Per ogni y € A si ha allora y = ¢p(d—_p(y) con
¢_n(y) € V; quindi A & tutto contenuto in Vj,.

Sia ) : UY) — X per i € I un sistema di flussi locali su X che siano a due
a due compatibili e tali che X sia unione degli Uéi). Un tale sistema sara detto
costante in x € X se per ognii € I con x € Uéi) ed ogni t € R con (t,z) € U
si ha ®()(t, ) = 2. Tale sistema sara detto a supporto compatto se & costante
in tutti i punti fuori di un compatto di X.

Una curva o : J = X ove J e un intervallo aperto di R e detta un integrale
(per tale sistema) se per ogni ty € J esistono € > 0 ed un i € I tali che per
|h| < esiaty+h e J, (haly+h)eUDealty+h) =09 (halty)). Se
0 € J ed x = a(0) diremo che « parte da .

Si verificano facilmente le seguenti proprieta:

- la composizione di un integrale con una traslazione su R & ancora
un integrale

- la restrizione di un integrale « : J — X ad un sottointervallo J' C .J
€ ancora un integrale

-se a, f:J — X sono integrali ed esiste ty € J con a(ty) = B(to)
allora a e f coincidono su tutto J

Ne segue che per ogni x € X, esistono un intervallo aperto J, in R ed un
integrale a : J — X che parte da = e che non e restrizione di alcun altro
integrale. Indichiamo con U l'insieme dei (¢,z) € R x X tali che ¢t € J, e sia
® : U — X lapplicazione che a (¢,x) associa il valore in ¢ dell’integrale che
parte da .

Teorema 95 U ¢é un aperto stellato in Rx X, Uy =X e ® é un flusso su
X. Perz € X, se l’estremo superiore di J, é un b finito, allora ®(¢,x) diverge
i X pert — b nel senso che per ogni compatto K C X, esiste tg € J, tale che

86



per ogni ty < t < b sia ®(t,x) ¢ K. Analogamente se l’estremo inferiore di J,
é un a finito, ®(t,z) diverge per t — a. In particolare se il sistema é a supporto
compatto, il flusso ® & completo

Dim. Sia xo € X; per ipotesi esiste i € I con (0,z0) € U®. Essendo U®
aperto, esistono un intorno aperto V' di 2y in X ed un intervallo aperto J C R
contenente 0 con J x V' C U®; & chiaro allora che J x V C U (perché per
x € V, lapplicazione J — X definita da t — ®(¥ (¢, ) & un integrale). Si & cosi
mostrato che Uy = X ed anzi che {0} x X ¢ interno ad U.

Mostriamo che anche ogni (tg, o) € U con ty > 0 & interno ad U. Consid-
eriamo l'integrale o : J — X che parte da zp; essendo J aperto, esiste t; > tg
con [0,t;] C J. Per la compattezza di tale intervallo e vista la definizione di
integrale, esiste un intero positivo n tale che per 0 < v < n il punto (1/n, a(v/n)
appartenga ad un U(»). Si ha allora che a(t;) & ottenuto calcolando successi-
vamente ¢;,, ..., ®;,_, a partire da xo. Essendo ogni tale applicazione continua
nel punto ove viene calcolata, si ottiene alla fine un intorno V' di x( tale che
partendo da V' ed applicando successivamente ¢;,,. .., ¢;, , , il codominio di og-
nuno ¢ contenuto nel dominio del successivo, cosicché la composizione & definita.
Quindi tutto V' x [0,¢;] € contenuto in U e cid mostra che (tp,xp) € interno ad
U. Stessa cosa per to < 0.

La verifica che ® soddisfa la condizione di essere un flusso locale e che &
massimale viene lasciata per esercizio. L’ultima affermazione dell’enunciato, si
dimostra cosl : Sia « :]a,b[— X lintegrale che parte da zp € X con b finito
e supponiamo per assurdo che per ¢ — b non si abbia la divergenza di «(t).
Se ne deduce allora ’esistenza di una successione t, €]a,b[ con t,, — b e a(t,)
tendente ad un y € X. L’integrale che parte da «(t,) essendo ottenuto per
traslazione da « e allora definito su un intervallo il cui estremo destro b, va a
zero per n che cresce (precisamente b, = b —t,). Cio contraddice il fatto che
per ogni y € X esistono un suo intorno A ed un ! > 0 tali che ogni integrale che
parte da un punto di A & definito almeno su [0,!] (infatti se y € Uéz) bastera,
che sia [0,1] x A c UD).

Nel seguito saremo interessati al caso che X sia un aperto in uno spazio vet-
toriale di dimensione finita (o di Banach) od anche, quando avremo introdotto le
varieta, una varieta differenziabile; richiederemo allora che i flussi e gli integrali
associati siano differenziabili. Tutto quanto precede rimane valido sostituendo
ovunque ”continuo” con ”differenziabile”.

Campi di vettori

Sia  un aperto in uno spazio vettoriale E (di dimensione finita o piu in
generale di Banach). Un campo di vettori su ) e una applicazione differen-
ziabile T : Q@ — E. Chiameremo (curva) integrale di un tale campo T ogni
applicazione differenziabile « :]a,b[— € che verifichi &(t) = T'(«(t)) per ogni
t € (). La restrizione ad un sottointervallo di un integrale ¢ ancora un integrale
e cio permette di introdurre un semiordinamento sugli integrali di 7" e quindi di
parlare dei suoi integrali massimali.

Se E = R" con coordinate z1,...,z, , dette T1,...,T, le componenti di T,
la condizione sulla curva a(t) = (z1(t),-..,x,(t)) di essere un integrale di 7" &
data dalle eguaglianze:

z;(t) = Ti(z1(t),...,z,(t)) per i=1,...,n
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Quindi tale condizione & precisamente un sistema di equazioni differenziali (au-
tonomo, ossia non dipendete dal tempo) al primo ordine in forma normale.

Dal teorema di esistenza ed unicita per le soluzioni di un tale sistema si ha
I’esistenza per ogni z € (2 di un unico intervallo aperto J, C € ed un unica
curva integrale massimale « : J, — Q di T tale che a(0) = z; essa verra detta
Vintegrale di T' che parte da z. Sia U 'insieme delle coppie (¢,z) € R x Q tali
che t € J,. Sia ® : U — Q l'applicazione che a (t,z) associa a(t) essendo a
Iintegrale di T che parte da x.

Teorema 96 U é un aperto di R X E e ® : U — Q ¢ un flusso differenziabile

Per quanto visto nella trattazione dei flussi, questo teorema & un corollario
del seguente:

Lemma 97 Sia Q un aperto di una spazio vettoriale E (di dimensione finita o
di Banach) e sia T : Q — E un campo di vettori differenziabile. Allora per ogni
xg € Q esistono un intorno aperto V di xg in Q , un l > 0 ed una applicazione
differenziabile ® ;] — 1,1[xV — Q tale che ®(0,z) = = per ogni © € V e che
t — ¢(t — ) sia un integrale del campo T per ogni fissato x € V

Dim. Supponiamo per semplicita che zq sia l'origine di E. Poniamo B, =
{z € E : ||z|| < r} e supponiamo che sia By, C ). Posto I =[—1,1], per k in-
tero sia C* lo spazio delle applicazioni f : I — E che sono k volte differenziabili;
esso diviene uno spazio di Banach definendo la ||f|| come I’estremo superiore
delle ||f™ (t)|| per t € I e 0 < h < k. Il sottospazio C§ delle f € C* cche
sono nulle per t = 0 e un sottospazio chiuso ed e quindi anch’esso uno spazio di
Banach. Sia p un intero fissato ed indichiamo con U l’insieme delle f € C’é’“
la cui immagine & contenuta in B,; esso € chiaramente un aperto di Cg“. Per
x € By et €Isihallz+ f(t) < 2r; & quindi ben definita una applicazione
F:R x B, xU — CP con la formula:

F\ 2, f)=ft) = A-T(x+ f(t))

Tale F' & una applicazione definita su un aperto di uno spazio di Banach;
essa € composizione di applicazioni differenziabili ed e quindi anch’essa differen-
ziabile. Il differenziale di F' nell’origine, ristretto alla terza componente, e I’
applicazione lineare di Cg“ in CP che ad una h : I — E apparetenente a C’(’)’+1
associa la sua derivata appartenente a CP. Questo ¢ un isomorfismo di spazi di
Banach; un teorema di funzioni implicite dice allora che esiste un intorno aperto
] — a,a[xV dell’origine in R x B, ed una applicazione H differenziabile di tale
intorno in C? tale che F(A\,z, H(A,z)) = 0. Cioe:

d
ZHX2)(®) =A-T(@+ HA 2)(1))
per ogni t € I. Supponiamo che sia 1 €] — a,a[ ; la ® dell’enunciato si trova
allora ponendo ®(¢,z) = H(1,z)(t). In generale questa condizione non sara
soddisfatta. Sia oy la curva definita su | — A, \[ da:

t oa(t) =z + H(\ ) (/)

per —a < A <aedzx €V fissato. Essa e un integrale del campo dato e siccome
H & a valori in C’(’)’+1 tale integrale parte da z; per il teorema di unicita degli
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integrali tali o coincidono nel comune dominio di definizione. In definitiva si
avra un integrale o :] —a, a[— Q. La sua espressione in termini di H dice allora
che la ® associata e differenziabile p + 1 volte.

Appendice 2 : Spazi vettoriali topologici

Sia V' uno spazio vettoriale reale. Una struttura topologica su V & detta
compatibile con la struttura algebrica se, ponendosu V xV e R x V
le topologie prodotto, le operazioni:

VxVo(z,y sz+yeV RxVa(N\Nz)=> eV

sono continue. In tal caso diremo che su V & stata fissata una struttura di

spazio vettoriale topologico. Nel seguito saremo interessati, a parte il caso di R™

dotato delle sue strutture standard, principalmente a tre tipi di spazi vettoriali

topologici detti spazi di Banach,di Hilbert e di Frechet. In tali casi la topologia

e di tipo metrico, cosicché si potra sempre ragionare in termini di successioni;

inoltre si trattera di spazi localmente convessi nel senso che ora precisiamo.
Sia V' uno spazio vettoriale reale. Introduciamo le seguenti nozioni:

Convessi: Un sottoinsieme A C V ¢ detto convesso se per ogni x,y € A , il
segmento [z,y] = {Axz + (1 = Ay : 0 <A <1} & contenuto in A.

Seminorme: Una funzione p : V — R & detta una seminorma se per x,y € V
e A € R si ha:

—-p(z) >0

—p(Az) = [Alp(z)

—p(z +y) < p(z) + p(y)

Una tale seminorma & detta una norma se inoltre si ha:

—p(xz) >0 per z non nullo

Spazi normati e di Banach: Uno spazio normato € uno spazio vettoriale reale
su cui sia stata fissata una norma che solitamente viene indicata con  — || ||.
Ad una norma su V' & associata una distanza d su V definita dalla formula
d(z,y) = ||z — y||. Si verifica facilmente che con la topologia indotta da tale
metrica, le operazioni di V sono continue cosicché ogni spazio normato & uno
spazio vettoriale topologico. Uno spazio di Banach & uno spazio normato che,
in quanto spazio metrico, sia completo.

Spazi di Hilbert: Ricordiamo che un prodotto scalare su V' & una forma biline-
are simmetrica b: V' x V — R che sia definita positiva nel senso che b(z,z) > 0
per z # 0 in V. Uno spazio V su cui sia stato fissato un prodotto scalare viene
detto uno spazio di pre-Hilbert. Ad ogni tale prodotto si associa una norma su V'
definita dalla formula ||z|| = 1/b(z, z) (che questa sia effettivamente una norma
si verifica come si e fatto in Analisi per R” | dimostrando la disuguaglianza di
Schwartz) cosicché V' diviene uno spazio normato; se con tale norma lo spazio
risulta completo diremo che V' & uno spazio di Hilbert. In definitiva quindi, uno
spazio di Hilbert & uno spazio di Banach nel quale || ||? ¢ una forma quadratica,
ossia ¢ tale che la funzione ||z + y||* — ||z||* — ||y||* & bilineare.

Spazi di Frechet: Sia p una seminorma su V. La formula d(z,y) = p(z — y)
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definisce una pseudodistanza d che induce una topologia su V', ovviamente non
di Hausdorff se p non & una norma. Ad una famiglia P di seminorme su V
associamo la topologia meno fine tra quelle piu fini delle topologie associate agli
elementi di P; precisamente un punto z¢ € V ¢ detto interno ad un sottoinsieme
A C V se e solo se esistono un numero finito py, ..., p, di elementi di P ed € > 0
tali che ogni x € V' che verifichi p;(z) < e peri=1,...,7 & contenuto in A.

Tale topologia sara di Hausdorff se e solo se & verificata la seguente con-
dizione: per ogni ¢ € V esiste p € P tale che p(z) > 0. Supponiamo che cid
avvenga e che P sia (al pill) numerabile; diremo che V' & uno spazio di Frechet
se esso & P-completo nel senso che se una successione (z,,) in V' & di Cauchy per
ogni elemento di P, allora esiste € V tale che p(x,, — z) tende a zero per ogni
peEP.

Possiamo riformulare questa condizione utilizzando le seguenti osservazioni:
- se d & una distanza (o una pseudodistanza) su un insieme X ed r & una costante
positiva, allora d = r-d e d' = d/(1 + d) sono distanze su X che inducono la
stessa topologia ed hanno le stesse successioni di Cauchy di d.
- se (dp)nen € una famiglia numerabile di (pseudo-)distanze su un insieme X
per le quali d,, < 27" , allorad = }_, d, € una distanza su X per la quale le
successioni di Cauchy sono precisamente quelle che sono di Cauchy per ciascuna
d, e la topologia indotta da d & quella meno fine tra quelle che sono piu fini
delle topologie indotte dalle d,,.

Ne segue che uno spazio di Frechet € uno spazio vettoriale topologico in cui
la topologia e indotta da una metrica d rispetto alla quale esso e completo e che
& esprimibile come una serie:

d=Y_27"d,/(1+dy)

neN

essendo d,, la pseudometrica associata ad una seminorma.

Note
1. Sia V uno spazio vettoriale topologico in cui i punti (basta supporlo per
Porigine) possiedano un sistema fondamentale di intorni che sia numerabile.
Diremo che una successione (z,,) in V' & di Cauchy se per ogni intorno U di
0 € V esiste ng € N tale che per n,m > ng si abbia z, — z,, € U. In tale
situazione ha quindi un senso parlare di completezza senza fare riferimento ad
una metrica su V.

Diremo inoltre che V' & localmente convesso, se ogni intorno dell’origine ne
contiene uno convesso.

Si puo dimostrare, che gli spazi di Frechet sono precisamente quelli che sono
localmente convessi, possiedono un sistema fondamentale di intorni dell’origine
che & numerabile e che sono completi.

2. Le definizioni di spazi di Banach, Hilbert e Frechet date sopra hanno analoghe
ovvie nel caso di spazi vettoriali complessi. Osserviamo solo che se su un tale
V' & definita una norma in quanto spazio vettoriale reale, affinché essa sia una
norma sui complessi non basta supporre che sia invariante per la moltiplicazione
per ¢, ma occorre che esso sia invariante per la moltiplicazione per ogni numero
complesso di modulo uno. Ad esempio su C la norma del sup tra parte reale e
parte immaginaria € una norma sui reali, e invariante per la moltiplicazione per
1 ma non € una norma, sui complessi.
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Nel caso di spazi di Hilbert sui complessi,il prodotto scalare < , > deve
essere una forma hermitiana; la sua parte reale & allora un prodotto scalare sui
reali che e i-invariante. Viceversa se su uno spazio vettoriale complesso viene
dato un prodotto scalare in quanto spazio sui reali, che sia ¢-invarinte, esso ¢
la parte reale di un prodotto scalare sui complessi univocamente determinato.
Quindi le strutture di spazio di Hilbert complesso sono precisamente le strutture
di Hilbert reali in cui la norma associata si i-invariante.

3. Quasi sempre accade che nell’utilizzo di uno spazio di Banach e la topologia
ad essere rilevante mentre la norma giuoca un ruolo sussidiario. Cosi in R” la
norma euclidea o quella del sup possono essere utilizzate indifferentemente nelle
stragrande maggioranza delle situazioni. In effetti gli spazi di Banach che in-
trodurremo non avranno generalmente una norma avente un qualche significato
intrinseco (o ”geometrico”). La stessa cosa per gli spazi di Frechet. Per questa
ragione sarebbe forse stato preferibile definire questi spazi come spazi vettoriali
topologici la cui topologia puo essere introdotta da una norma o da una famiglia
di seminorme come descritto sopra. La stessa cosa accade in topologia quando
si studiano gli spazi metrici ma la particolare metrica non e rilevante: si parla
allora piu propriamente di spazi metrizzabili.

Al contrario, nell’uso degli spazi di Hilbert, il prodotto scalare ha spesso un
significato intrinseco ed e quindi importante di per se.

Esempi Sia V' lo spazio delle funzioni continue a valori reali su uno spazio
topologico X. Supporremo che X sia localmente compatto ed a base numerabile;
essenzialmente possiamo pensare ad un sottoisieme chiuso in qualche RY. Se
K C X éun compatto fissato, introduciamo una seminorma su V' ponendo, per
fev:

£l = sup{|f(@)| : = € K}

Se (Kp)nen € una famiglia esaustiva di compatti di X (ossia i K, sono compatti,
ognuno ¢ contenuto nella parte interna del successivo e la loro unione & tutto X),
allora la famiglia || ||k, per n € N definisce su V' una struttura di spazio
di Frechet; cio si deduce facilmente dal teorema che assicura che il limite di
una successione uniformemente convergente di funzioni continue € una funzione
continua. Si verifica inoltre che tale topologia su V' ¢ indipendente dalla scelta
della famiglia esaustiva di compatti.

E’ immediato verificare che se X stesso & compatto, la topologia introdotta su
V coincide con la topologia associata ad una norma, precisamente la || || x; ossia
V' & uno spazio di Banach. E’ anche abbastanza facile dimostrare che viceversa
se tale V e di Banach, ossia se esiste una norma che induce la topologia di V,
allora X deve essere compatto. In particolare lo spazio di Frechet delle funzioni
continue su un aperto (non vuoto) di R” non ¢ di Banach.

Come vedremo, analoghe strutture di Frechet si introducono sugli spazi di
funzioni differenziabili definite o su aperti di R” o pil in generale su spazi sui
quali abbia senso parlare di differenziabilita, come le varieta differenziabili.

Un esempio standard di spazio di Hilbert e lo spazio I, costituito dalle suc-
cessioni = (z,,) di numeri reali (complessi se si vuole uno spazio di Hilbert sui
complessi) aventi quadrato sommabile, ossia tali che ||z|[> = Y% 22 < +oo.

Si noti che sul sottoinsieme costituito dalle successioni aventi nulle tutte le com-
ponenti dopo le prime 7, la funzione || || induce una struttura identificabile ad
R™ dotato della sua struttura di Hilbert standard. Utilizzando la disuguaglianza
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di Schwartz in R™, si dimostra facilmente che se z = (z,,) ed y = (y,,) apparten-
gono ad I , risulta ben definito il numero < z,y >= Y"{° z,y, e che si ottiene
cosi un prodotto scalare su I la cui norma associata & proprio || ||. Ancora
facilmente si verifica che l5 con tale struttura ¢ completo e che ¢ quindi uno
spazio di Hilbert.

Lo spazio di Hilbert descritto ora ha lo stesso ruolo che ha R™ per gli spazi
vettoriali di dimensione finita dotati di un prodotto scalare: introducendo in un
qualsiasi spazio di Hilbert (purché separabile) una base ortonormale, si ottiene
un isomorfismo tra H ed Iy che conserva i prodotti scalari. Insomma [y viene
utilizzato per dare ”sistemi di coordinate” agli spazi di Hilbert che si vogliono
studiare.

Nella pratica spesso gli spazi di Hilbert appaiono come spazi di funzioni,
sui quali il prodotto scalare & dato in forma di un integrale. Ad esempio sia V
lo spazio delle funzioni continue su [0, 1] a valori reali e definiamo il prodotto
scalare tra due funzioni f,g € V tramite la formula:

<fg>= / F(Hg(t)dt

Oppure sullo spazio W delle funzioni con derivata continua su [0, 1], si ponga:

<fg>= / Fhgtydt + / F(t)g' (1)t

In questo modo ed in altri analoghi che tratteremo, si ottiene uno spazio di
pre-Hilbert che non e completo. Con procedimenti astratti generali, partendo ad
esempio dallo spazio di tutte le successioni di Cauchy di V', si costruisce un suo
”completamento” (univocamente determinato da ovvie condizioni) che risulta
essere uno spazio di Hilbert; tale costruzione e totalmente analoga a quella con
la quale si ottiene R a partire da Q.

Ma in genere tale costruzione astratta & poco interessante (utilizzabile) a
meno che non si forniscano sue interpretazioni in termini di spazi di funzioni
e questa parte e di solito quella pit complicata; queste questioni verranno af-
frontate negli studi di Analisi Funzionale dopo 'introduzione dell’integrale di
Lebesgue, quando verra approfondito anche lo studio degli spazi di Banach. Per
il momento avremo bisogno solo dei pochi fatti sugli spazi di Banach che qui di
seguito esponiamo.

Alcune generalita sugli spazi di Banach

Siano V', W spazi di Banach. Indicheremo con le notazioni £(V, W) =Hom(V, W)
lo spazio vettoriale delle applicazioni lineari e continue ¢ : V. — W. Su tale
spazio considereremo la norma definita da:

1l = sup{[[f ()| = z eV, |lzf| =1}

N

Si verifica facilmente che con tale norma L(V,W) & completo ed & quindi
uno spazio di Banach. Piu in generale per r intero, indichiamo con £,.(V, W) lo
spazio delle applicazioni r—lineari e continue b : V" — W ; tale spazio diviene
uno spazio di Banach con la norma:

[1b]| = sup{||b(z1,...,2.)|| : z1,...,2, €V sono di norma uno}
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Si dimostra in modo ovvio che con tali stutture le mappe di ”composizione
di applicazioni” sono continue, nel senso che ad esempio se U,V e W sono spazi
di Banach, risulta continua ’applicazione:

LV,W) x LU, V)3 (f,9) = fog e LUW)

cosl come sono continue altre trasformazioni naturali tra spazi ottenuti a
partire da spazi di Banach con costruzioni ”funtoriali” come fatto sopra.

Tali fatti sono pero veri (e facili da dedurre), nel caso di spazi di Banach
ma per spazi di tipo piu generale puo essere impossibile dotare gli £(V, W) di
topologie naturali in modo che le composizioni siano applicazioni continue.
Anche per gli spazi di Banach bisogna avere qualche cautela: non tutto funziona
come in dimensione finita. Ad esempio una applicazione f : V. — W lineare
e continua tra spazi di Banach, ha nucleo ma non necessariamente conucleo di
Banach. Con cio intendiamo dire che esistono successioni esatte (parliamo di
applicazioni lineari e continue tra spazi di Banach):

0sK—oVhw

(basta prendere K = kerf e K — V linclusione) ma pud non esisterne
alcuna del tipo:

05 K—-VLWoH-0

Infatti f pud avere immagine non chiusa, come accade ad esempio per
I'inclusione di C*([0,1]) in C°([0, 1]).

Un’altra complicazione ¢ che un sottospazio H di uno spazio di Banach V'
che sia chiuso, puo non possedere alcun supplementare chiuso; ossia non e detto
che esista un altro sottospazio chiusoin V taleche HN K = (0)e H® K =V.

Nel seguito, alcuni teoremi di ”funzioni implicite” su spazi di Banach saranno
dimostrati solo nel caso che le applicazioni linearizzanti (i differenziali) siano
applicazioni lineari aventi immagine chiusa e dotata, assieme al nucleo, di sup-
plementare chiuso.

Alcuni risultati fondamentali per spazi vettoriali topologici

Un sottoisieme C' di uno spazio vettoriale V' & detto stellato in x € V se per
ogni y € C tutto il segmento [z,y] & contenuto in C.

Lemma 98 In ogni spazio vettoriale topologico gli aperti stellati in un punto x
costituiscono un sisteme fondamentale di intorni di x. In particolare ogni tale
spazio € localmente connesso per poligonali

Dim. Siano V uno spazio vettoriale topologico ed A un intorno dell’origine.
Essendo il prodotto per gli scalari una applicazione continua, esistono un intorno
aperto B dell’origine ed un € > 0 tali che B = {\-z : = € B, |\| < ¢} &
contenuto in A. Un tale B & evidentemente stellato in 0 ed & aperto perché
unione dei A - B per 0 < |A| < e che sono aperti in V.

Teorema 99 Un funzionale lineare su uno spazio vettoriale topologico € con-
tinuo se e solo se ha nucleo chiuso
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Dim. Sia o : V — R lineare non identicamente nulla e sia H il suo nucleo.

E’ ovvio che se o & continuo, allora H & chiuso. Supponiamo che H sia chiuso
ossia che U =V — H sia un aperto. Essendo V localmente connesso per poli-
gonali, le componenti connesse di U sono aperte e coincidono con le componenti
connesse per poligonali; queste per la continuitda di applicazioni lineari in di-
mensione finita sono Uy = {x € V ; o(x) > 0} ed il suo opposto U_ = —Uy.
Se a < b sono numeri reali, scelti z,y € V con o(z) = a e o(y) = b, si ha che
o1 (Ja,b]) & intersezione tra y+ U, e z+U_ che & aperto cosicché o ¢ continua.

Chiameremo iperpiano in uno spazio vettoriale topologico V' ogni sottospazio
che sia nucleo di qualche funzionale lineare e continuo o : V" — R.

Teorema 100 Su uno spazio vettoriale di dimensione finita V esiste una ed
una sola struttura di spazio vettoriale topologico di Hausdorff

Dim. Scelta una base ej,...,e, di V sia ¢ : R* — V D’applicazione lineare
definita da ¢(z1,...,2,) = Y| z;e;. Dalla compatibilitd delle operazioni con
la topologia si ottiene la continuita di ¢. Identificando V' con R", resta quindi da
verificare che per ogni topologia di spazio vettoriale topologico su R™, ogni disco
B={z €R" : ||z|| <r} ¢ un intorno dell’origine. Ed infatti per la continuita
di o, I'insieme S dei vettori di norma r & compatto; essendo lo spazio localmente
connesso per poligonali, il complementare di S avra componenti connesse aperte
ognuna delle quali & contenuta o in B o nell’ insieme B’ dei vettori di norma
maggiore di uno, perche ogni segmento disgiunto da S & tutto contenuto o in
B o in B'. Ne segue che la componente connessa del complementare di S che
contiene l'origine & contenuta in B che ¢ quindi un intorno dell’origine.

Lemma 101 Sia V uno spazio vettoriale topologico. Se {0} é chiuso allora V' ¢
regolare, ossia i punti sono chiusi e ogni un chiuso e punto fuori di esso hanno
intorni disgiunti

Dim. Essendo le traslazioni degli omeomorfismi di V' in se, nelle ipotesi fatte
ogni punto di V' e chiuso. Sia F' un chiuso non contenente 'origine. Essendo
Papplicazione di V' x V' — V definita da (z,y) — = — y continua in (0,0), deve
esistere un intorno aperto U dell’origine in V tale che {z —y : z,y € U sia
disgiunto da F' e cio significa che U e U+ F sono disgiunti. Basta allora osservare
che U + F ¢ unione degli U + f per f € F ed € quindi un intorno aperto di F'.

Corollario 102 Se V' é uno spazio vettoriale topologico ed M é un sottospazio
vettoriale chiuso, allora V/M dotato della topologia quoziente é uno spazio vet-
toriale topologico di Hausdorff

Teorema 103 Siano V uno spazio vettoriale topologico, M C V un sottospazio
chiuso ed A un aperto convesso con AN M = (). Allora esiste un funzionale
lineare e continuo o : V — R il cui nucleo contiene M ed é disgiunto da A

Dim. L’enunciato & vero se dim(V) =2 ed M = (0). Infatti A = Uisot -4
& un aperto e siccome A & convesso e non contiene 0, esso sara disgiunto dal suo
opposto —A. L’unione di A con —A non pud quindi contenere tutto l'insieme
S! dei punti di norma uno perché questo & connesso cosicché esiste una retta
L per l'origine in R? non contenuta in tale unione e quindi disgiunta da A; si
prenda allora per o un qualsiasi funzionale su R? avente per nucleo L.
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Il caso generale verra dimostrato ora per induzione.

Sia H l'insieme dei sottospazi vettoriali di V' che contengono M e sono disgiunti
da A; per il lemma di Zorn esiste in 7 un elemento massimale rispetto al semior-
dinamento dato dall’inclusione; sia Hp un tale elemento. E’ facile verificare che
se ‘H contiene un elemento contiene anche la sua chiusura topologica cosicché
H, deve essere chiuso. Poniamo V' = V/Hy e sia 7 : V. — V' la proiezione
canonica. Se dimV' = 1 esso, essendo di Hausdorff, & identificabile ad R e 7
fornisce il o dell’enunciato.

Supponiamo per assurdo dimV’ > 1 e sia W un suo sottospazio di dimen-
sione due. Allora essendo 7, come tutte le mappe quozienti tra spazi vettoriali
topologici, una mappa aperta, l'insieme 7(4) N W & un aperto convesso che
non contiene ’origine nel piano W; se L C W e una retta per l'origine dis-
giunta da esso, allora 7! (L) & un elemento di H che contiene strettamente Hp,
contraddicendo quindi la sua massimalita.

Corollario 104 (Teorema di Hahn-Banach) In uno spazio localmente con-
vesso di Hausdorff, i funzionali lineari e continui separano i punti. Ossia per
ogni punto © € V esiste 0 : V — R lineare e continua tale che o(x) # 0

Dim. Si applichi il teorema precedente con M = (0) ed A un intorno convesso
di z che non contenga ’origine.

Teorema 105 (Banach) Siano V , V' spazi vettoriali topologici la cui topolo-
gia é indotta da metriche invariants per traslazioni e rispetto alle quali essi siano
completi (siano ad esempio spazi di Frechet). Allora ogni applicazione lineare e
continua f : V — V' che sia surgettiva & aperta. In particolare ogni isomorfimo
algebrico che sia continuo tra spazi di tale tipo ¢ anche un omeomorfismo

Dim. Indichiamo con B(e) (risp. B’(e)) la palla aperta di centro l'origine e
raggio e in V' (risp V'). Bastera mostrare che per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale
che B'(0) C f(B(e)).

Mostriamo dapprima che dato € esiste un 6 > 0 per cui B'(d) € contenuto
nel chiuso f(B(e) .

Infatti gli insiemi n - B(e/2) per n intero positivo coprono tutto V' per cui
le loro immagini coprono tutto V'. Essendo V' metrico completo, almeno una
di tali immagini ha chiusura a parte interna non vuota ed essendo ciascuno di
essi immagine del primo per una omotetia di V' in se cio sara vero gia per il
primo; esisteranno quindi un z € B(e/2) ed una palla di centro f(z) e raggio
d > 0 contenuta nella chiusura di f(B(e/2)). Ricordando che le distanze sono
invarianti per traslazioni, se ne deduce che B'(§) C f(B(e)).

Per i intero positivo scegliamo §; > 0 tale che B'(d;) C f(B(e;)) ove ¢; =
27 %. Mostreremo che B’(6;) C f(B(e). Ed infatti dato y € B(d1) si scelga
x1 € B(ey) tale che d(y — f(x1),0) < 3 ossia y — f(z1) € B'(d2); si scelga quindi
un zs € B(e2) per cui (y — f(z1)) — f(z2) =y — (f(z1 — x2) € B'(J5 e cosi via.
La serie 37> z,, converge in V ad un elemento di B(e). Si noti infatti che se d
¢ una distanza invariante per traslazioni su uno spazio V, per n intero positivo
ed z € V si had(n-z,0) < n-d(z,0) (si utilizzi la disuguaglianza triangolare
alla successione di punti z , z+, ...). Da cio 0 segue che la serie Zfoo x, edi
Cauchy e quindi sommabile per la completezza di V' ed anche che la sua somma
x ha distanza inferiore ad € dall’origine. Si ha poi d(y, f(x1+...+xy) < dpt1 €
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cio assicura che f(x) = y se si & scelta,come era lecito la successione §,, in modo
che converga a zero.
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