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1 Impostazione di un’analisi statistica: modelli statistici parame-
trici
Cominceremo con un esempio, che ci servira da guida anche in altre situazioni.

Esempio 1.1 L’analisi di qualita.

Si vuole analizzare la qualita dei pezzi prodotti da una certa fabbrica. C’¢ una probabilita p (non
nota) che il pezzo generico sia difettoso. Lo scopo dell’analisi ¢ quello di ottenere informazioni sul
valore di p. Consideriamo a questo scopo un campione di n pezzi (n € noto) e poniamo

X = numero di pezzi difettosi fra gli n scelti.

Sappiamo che X ~ B(n,p), cioe

>pk(1p)”_k, k=0,1,...,n.
Questa quantita dipende dal parametro incognito p (0 < p < 1).
Piu precisamente, la situazione e la seguente. Abbiamo

(i) lo spazio campione 2 (cioe l'insieme di tutti i possibili risultati dell’esperimento) (nel nostro
esempio abbiamo Q = {1,2,...,n});

(ii) una o—algebra F C P(2)(nell’esempio ¢ F = P(Q));

(iii) una famiglia parametrizzata di leggi di probabilita su Q {P?,6 € ©} (nell’esempio si tratta
delle leggi binomiali B(n,p). In questo caso il parametro ¢ p; in generale, cioé quando non
saremo in situazioni specifiche per le quali si usano tipicamente altre notazioni, il parametro
sara indicato con 6).

Lo scopo di un’analisi statistica parametrica ¢ quello di ottenere informazioni sul parametro 6;
parlando genericamente, esse sono di due tipi fondamentali:

(a) si vuole stimare il parametro a partire dai dati;

(b) si vuole effettuare un test sul parametro.
Per capire meglio, torniamo all’esempio di partenza.

(a) intuitivamente una buona stima sembra essere la quantita % (almeno per valori di n ragio-
nevolmente grandi).

(b) Supponiamo di dover effettuare un test per sapere se p < 0.1 (ipotesi), e supponiamo che
risulti % = 0,07. In questo caso l'ipotesi verra accettata con sufficiente tranquillita. Con
altrettanta tranquillita I'ipotesi verrebbe respinta se risultasse ad esempio % = 0,35. Ma
come comportarsi se trovassimo & = 0,11? Vedremo in seguito la risposta.

n

Definizione 1.2 Si chiama modello statistico (parametrico) una terna (Q, F,{P% 6 ¢c @}), dove



e O (detto spazio campione) ¢ un insieme (da interpretare come l'insieme di tutti i possibili
esiti dell’esperimento studiato);

e JF ¢ una og—algebra di sottoinsiemi di €2;

e {PY § c ©} ¢ una famiglia di leggi di probabilita su (Q2, F), dipendente dal parametro 6 € ©.
© e l'insieme det parametri.

L’appellativo di parametrico viene utilizzato per questo tipo di modelli tutte le volte che sia
necessario distinguerli dai modelli non parametrici, di cui non parleremo in queste note.

Osservazione 1.3 La speranza e la varianza fatte rispetto alla legge P? verranno indicate rispet-
tivamente con i simboli E? e Var?.

Per evitare problemi sulle questioni di trascurabilita (gli eventi trascurabili possono essere diversi
a seconda della probabilita P? scelta) si da la seguente

Definizione 1.4 Il modello statistico (Q,H’, {PY.0 c @}) si dice dominato se esiste una misura
o—finita su (Q, F) tale che, per ogni § € O, risulti P? < . u viene detta misura dominante.

Se le P? sono tutte tra loro equivalenti (e dunque, in particolare, sono tutte dominanti) il modello
si dice regolare.

ALCUNI ESEMPI DI MODELLI STATISTICI.

Esempio 1.5 Un modello regolare discreto. Sia n un intero fissato e poniamo Q = {0,1,...,n}.
Su (,P(Q)) consideriamo le leggi binomiali B(n,#), dove 8 € (0,1) =: ©. Si ha cioe

PO({k}) = (Z)H’“(l —o 7k k=0,1,...,n.

Questo ¢ un modello regolare, perché tutte le P? “caricano ”i numeri 0,1, ..., n.

Esempio 1.6 Un modello discreto dominato ma non regolare. Su (N, fP(N)) consideriamo le stesse
leggi B(n,d), con (n,0) € (N,(0,1) =: ©. Si tratta di un modello dominato: una misura domi-
nante € una qualsiasi misura che “carica”tutti gli interi, per esempio la misura che “conta”i punti
(cioe assegna massa unitaria ad ogni punto di N). Tuttavia, evidentemente, questo modello non &
regolare.

Esempio 1.7 Un modello continuo dominato ma non regolare. Su (R,T(R)) le leggi uniformi su
[a,b], con (a,b) € {(a,b) € R?,a < b} =: © costituiscono un modello dominato ma non regolare,
per gli stessi motivi dell’esempio precedente. Una misura dominante € per esempio A = misura di
Lebesgue su R.

Esempio 1.8 Un modello continuo regolare. Su (R, P(R)) le leggi N(m,c?) (dove 6 := (m,0) €

R x R =: ©) hanno tutte densita rispetto a A = misura di Lebesgue su R; una densita ¢ data

dalla formula

(z —m)?
202

1
(M) () — ox (_
S (@) oz P
Pertanto le leggi normali su (R, P(R)) sono un modello dominato (per esempio da A). Poiché f (m.0)
¢ strettamente positiva per ogni @ := (m, o), ciascuna legge N(m, 0?) & equivalente a A\. Dunque
questo modello & addirittura regolare.

), rz eR.



Esempio 1.9 Un modello non dominato. Su (R, P(R)) la famiglia di misure {d,, 2 € R} (dove
dz= misura di Dirac in ) non sono un modello dominato. Questo fatto seguira dal Teorema 1.14
(si veda I’Osservazione 1.17). Questo esempio mostra che la nozione di modello dominato non &
banale.

Vale il seguente risultato (per la dimostrazione si veda ad es. [1], p.244 e ss.)

Teorema 1.10 (di Radon—Nikodym). Siano i e v due misure positive e c—finite su (2, F), con
v < p. Allora esiste una e una sola f € L'(u) tale che

V(E):/Efdu, VEe€J.

Definizione 1.11 Nelle ipotesi del Teorema di Radon—Nikodym, ogni rappresentante di f si chia-
ma (versione della) derivata di Radon—Nikodym di v rispetto a p, e si indica spesso con il simbolo

_dV

=5

Si usa anche la scrittura v = f.u (che si legge dicendo che v ha base f rispetto a ).

Osservazione 1.12 Siano pj, p2 e pg tre misure o—finite su (2, F) tali che p1 < po e pa < ps;
e facile vedere che

(i) < ps;
ii) una versione della derivata L & data 3-q.0. da
dus H
dun _ dmdps
dus  dpe dps

Si noti che nella formula precedente 'espressione dus si puo formalmente “semplificare”,
trattandola come se fosse un numero. Questo artificio di scrittura sara usato spesso nel
seguito per velocizzare le formule.

Osservazione 1.13 Sia v < i, e poniamo

dv

=g

Allora v ~ pu se e solo se f > 0 p-q.o. ed inoltre, v-q.o.

dp 1 1
_— = — = T’
dv f ﬁ

Come si vede, anche in questo caso i termini dy e dv che compaiono nella formula possono essere
trattati formalmente come numeri.

In un modello dominato, la misura dominante non ¢ unica; tra tutte le misure dominanti, alcune
hanno importanza particolare. Vale infatti il



Teorema 1.14 (di Halmos-Savage) Sia (Q,F,{P’,0 € ©}) un modello statistico dominato. Al-
lora esistono una successione (6,,), di elementi di © e una successione (a,), di numeri con

tali che la probabilita

sia una misura dominante del modello. Una tale P® (combinazione convessa di una successione
(Pen)n) ¢ detta “dominante privilegiata”.

DIMOSTRAZIONE. (a) Ogni misura o-finita & equivalente ad una misura di probabilita. Infatti
esiste una successione di eventi (£2,,),>1, con

U 0, =, 0 < () < oo, Vn.
n=1

Posto allora
1o, (@)
T) = &
f@) ; 27 ()
risulta [ fdu =1, e quindi la misura v = f.u & una probabilitd equivalente a p.
Dunque nel seguito supporremo u(2) = 1.

(b) Poniamo ora

R

P=a c={CeT}:uC)>0e30€0O,p’>0suC)}

€ non & vuoto: infatti, fissato # e posto Qf = {pg > 0}, si vede subito che Q7 € € perché

o _ _ _ _ po _
PQ(QG)Z/ peduz/ p(’du+/ peduz/pedﬂz/ddﬂz/dPezl,
0o 0o (Q0)e Q o du Q

N—_——
=0

e dunque 1(Q) > 0 perché P? < 4.
(c) Consideriamo ora la famiglia

D := {unioni finite di elementi di C}
e poniamo

M = sup u(D).
DeD

Dato che p € una misura di probabilita, si ha M < 1.
Sia poi (Dy) una successione crescente di elementi di D, tale che

sup w(Dy) = M

e poniamo

D*® = UDk.
k
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(d) D*® & unione numerabile di elementi di € (in quanto unione numerabile di unioni finite di elementi
di €), cioe esiste una successione (Cy,) di elementi di € tale che

D* = JCn.
n
Per definizione della classe C, per ogni n > 1 esiste 6, tale che p’» > 0 su C),. Posto allora

=1

= 5" Pr=pt,
n=1

proveremo che P*® ¢ una probabilitd dominante.

(e) Intanto, P® ~ p su D* poiché dal punto (d) segue che, per ogni = € D*, esiste C,, € € tale che

z € Oy, e dunque

P*(2) > o pho () > 0.

_270

(f) Vediamo ora che, V0, si ha p? = 0 su (D*)¢, u-q.o. Infatti, supponiamo per assurdo che esistano
un @ € © ed un A C (D®)° tali che u(A) >0 e p? > 0 su A; dunque che A € € per definizione di €.
Per ogni k si ha AN Dy = () (perché A C (D*)) e, posto Ex, = AU Dy, Ej appartiene a D (unioni
finite di elementi di €). Pertanto

1(A) + p(Dg) = p(Ey) < sup u(D) = M
DeD

e, passando al sup rispetto a k, si ottiene

p(A)+ M <M

relazione assurda in quanto p(A) > 0 e M ¢ un numero finito (ricordare quanto detto nel punto

())-

(g) I punti (e) e (f
tale che P*(F) =

) implicano che ogni PY & assolutamente continua rispetto a P®. Sia infatti £ € F
0. Allora, per ogni P?:

(i) Per il punto (f) si ha

PY(EN(D*)°) = / dP? = / pPdu = 0;
EN(D*)¢ EN(D*)¢

(ii) Adesso vediamo che & anche PY(E N D*) = 0. Dato che P% assolutamente continua rispetto
a , basta verificare che p(£ N D®*) = 0. Questo ¢ vero in quanto

P*(END*) < P*(E)=0
e dunque anche p(E N D*®) = 0 perché P* e i sono equivalenti su D*® per il punto (e).
Si conclude pertanto che
PY(E)=PY(EN(D*)°) 4+ P (END*)=0+0=0,

e cioe che P* domina ogni PY. La dimostrazione & completa.



Esempio 1.15 Consideriamo il modello di un campione bernoulliano di taglia n, che e dato da

({o, 1", B({0,1}"), {P’,0 € (0, 1)})

dove

PO(w) = 02%i(1 — )" 2% = (wy,...,w,.)

Sia 6y € (0,1) fissato; P% & una dominante privilegiata, dato che 1'unico elemento di B({0,1}")
che sia trascurabile rispetto a P% & ’evento vuoto, che ¢ trascurabile anche rispetto a ogni altra
PY. Una densita di Py rispetto a P% ¢ data da

7% (w) =

(0)=iwi(1 —g)n—2iwi ( 0 >Ziw@- ( 1-6 >n—zm
(90)21 W'i(l — go)n—Zi w; 0y 1— 6y .
Esercizio 1.16 Trovare una dominante privilegiata

(i) per un campione gaussiano N(m,o?);

(ii) per un campione di legge U(0,1) (uniforme sull’intervallo (0,1)).
Osservazione 1.17 (i) L’esempio e l'esercizio precedenti mostrano che, se il modello ¢ regolare,
ogni PY & del tipo della Proposizione 1.14: basta prendere 6 =6, a; = 1.

(ii) (Séguito dell’esempio 1.9). Su (R, P(R)) la famiglia di misure {é,,2 € R} non sono un modello
dominato. Infatti, se per assurdo lo fossero, esisterebbe una P*® dominante del tipo P® = )" a,04,;
tuttavia non ¢ possibile che P® domini tutte le d,: sia & {x1,x2,23...,}. Allora x & trascurabile
per P®, ma non per J,.

(iii) Se P* =", a, P’ allora, per ogni A € F si ha

P*(A) = a,P"(4A),

e quindi, per ogni g limitata,

/gdP':Zan/gdpen.

Definizione 1.18 Sia (9,7, {PY 0 c ©}) un modello statistico dominato da una misura (o-finita)
w. Si chiama wverosimiglianza del modello ogni funzione L : © x  — R tale che, per ogni 6 fissato,
la funzione LY := L(0,-) : w + L(0,w) sia una versione della densita di P? rispetto a .

Osservazione 1.19 Per ogni 6 € © la funzione LY : w + L(6,w) & misurabile; inoltre, per ogni

A € Fsiha ,
PG(A):/AdP‘g:/A(g;dp:/AL‘)du(:/AL(G,w)dp(w)).

Esempio 1.20 Il modello del campione.

Definizione 1.21 (a) Sia g una misura di probabilita su R. Si chiama campione di taglia (o
numerosita ) n e legge 1 una famiglia (X, Xo, ..., X,) di v.a. reali indipendenti, aventi tutte legge

.



Una realizzazione si ottiene nel modo seguente. Prendiamo

Q=R", F=BR"), P=puu®- - -op=pu"
N——— —

nvolte
Poniamo poi per ogni i = 1,...,n X; : 2 — R= proiezione i-esima, definita da
Xi:w=(x1,...,2,) — ;.

Allora, come si verifica facilmente, la legge di ogni X; € u e le X; sono tra loro indipendenti.

(b) Assegnata una famiglia {1?,6 € ©} di leggi di probabilita su R, chiamiamo campione di taglia
(o numerosita) n e legge p® una famiglia (X1, Xo,...,X,) di v.a. reali indipendenti, aventi tutte
legge 11f. Con leggero abuso di linguaggio, chiameremo nello stesso modo il modello statistico
(Q,9,{P? 0 € ©}) definito da

Q=R", F=BR"), P =plou’e -ou ="
nvolte

Se le leggi {11?,6 € ©} sono discrete, il modello precedente puo essere semplificato in modo ovvio.
Si lasciano i dettagli per esercizio.

Osservazione 1.22 Sia (X1, X»,...,X,,) un campione di taglia n e legge u?, § € ©. Dunque si
tratta del modello precedente,

(R”, B(R™), (1")*").
Sia 4 ¢ una misura su R tale che p? < p per ogni # € ©, e poniamo

e

f(a) = G (@)

Allora PY = (u9)®n < pu®™ (cioe anche il modello del campione & dominato) ed inoltre

9 n
L(0,w) = dzf;m(m =117

Ovvero la verosimiglianza del campione ¢ il prodotto tensoriale delle verosimiglianze dei singoli
elementi del campione. Si lascia la verifica per esercizio.

Esempio 1.23 Il modello per una catena di Markowv.

Supponiamo di avere una catena di Markov sullo spazio misurabile (E, £), di legge iniziale p asse-
gnata e operatore di transizione

He(x,A) = / €e(x,y)l'[(x,dy), reFE Acé,
A

dove II & un operatore di transizione fissato di (F, &) in (E, &) e {£%(-,-)}gco ¢ una famiglia di
verosimiglianze.

UNA NOTAZIONE. Dato un operatore di transizione (z, A) — II(z, A) di (F, ) in (E, €), poniamo
II®! =TI e per induzione definiamo

1+ (5, B) = / II(z, dy) / %" (y,d2)1p(y,2), x€E, Be &2+l

8



Allora IT®™ & un operatore di transizione di (E, &) in (E™, €®"), e la misura di probabilita (definita
su E9m)
B+ 11%"(z, B)

rappresenta la legge del vettore (X1, ..., X)) condizionata a Xy = z; in altre parole si ha
P((X1,...,X,) € B|Xg =2z) = I*"(z, B).

Pertanto, se la legge di Xy & p, la legge congiunta del vettore (Xo, ..., X,) ¢ data da

C / P(Ar) I (2, dy) Lo, y) = (p®TIEM)(C),  C € £B0H),

Torniamo alla situazione iniziale. Se si osservano i primi n + 1 passi, X, X1,..., X, possiamo
prendere come modello statistico

(En+1’ 8®(n+1), {(p@ (H9)®n)’9 c @})

Si vede facilmente che si tratta di un modello dominato: una misura dominante & (p® H®”), e una
versione della verosimiglianza ¢ (x = (zg, ..., Zy))

L(0,x) = (o, x1) - 0 (21, m3) - -+ L0 (w1, ).
Infatti (caso n = 2 per semplicitd) per C' € €% si ha (y = (y1,v2))
(& (1)2)(©) = [ plds) (1) (2. dp)1o (e, )
— [ ptda) [ 100G [ 100 a1 1,10)
= /p(dw)/ﬁe(w,yl)ﬂ(%dyl)/ﬁg(yl,yz)H(yl,dyz)lc(w,yhyz)-

2 La nozione di riassunto esaustivo

Sia (Q,F,{P?,6 € ©}) un modello statistico.

Definizione 2.1 Si chiama statistica (definita sul modello statistico) ogni applicazione misurabile
T di (©2,%F) in uno spazio misurabile (E, £) che non dipenda da 6.

Xi+-4Xp (
n

Ad esempio, nel modello di un campione ¢ una statistica la v.a. X := detta media

campionaria), mentre non ¢ una statistica ad esempio la v.a. X1 + 0.

Diamo ora una idea intuitiva della nozione di riassunto esaustivo, che definiremo tra poco, utiliz-
zando ancora ’esempio del controllo di qualita; si estraggono in modo indipendente 1’'uno dall’altro
n pezzi prodotti, e poniamo, peri=1,...,n

X {1 se 'i-esimo pezzo ¢ difettoso
Z‘ =

0 se no.

Sia p (non nota) la probabilita che il generico pezzo sia difettoso. (X7, ..., X,) € il nostro campione,
e ha legge B(1,p). Poniamo poi

X1+ -+ X,, = numero di pezzi difettosi.



Se vogliamo stimare p, € chiaro che basta sapere qual & il valore di X + ---+ X,,, non e necessario
conoscere il vettore (X1,...,X,) (che significherebbe sapere se il primo pezzo era difettoso o no,
lo stesso per il secondo, e cosi via). In altri termini la statistica

T=T(X1,...,Xn) =X1++ X,

contiene tutta 'informazione contenuta nel modello: conoscere separatamente i valori di X1,..., X,
non ci direbbe di piu.

Cerchiamo di arrivare ad una buona definizione matematica. Sia assegnato il modello statistico
(Q,7,{P% 6 € ©}). Osservare T(X1,...,X,,) equivale ad osservare la o-algebra B generata da
T, B = o(T). In generale risulta B C J; il nostro scopo & (o meglio sarebbe) individuare P? su
tutta la o-algebra F conoscendo solo i valori che essa assume su B (o, in modo equivalente, per
esprimersi in termini di T', conoscendo PG(T € I), al variare di I sottoinsieme misurabile di R, e
cioe conoscendo la legge di T secondo P?).

Ora, in generale, assegnata una sotto-o-algebra B di F, P? & individuata dalla sua traccia su B
(cioe dai valori che essa assume sugli elementi B € B, P?(B)) e dalle speranze, condizionate a B,
delle v.a. limitate: infatti, per ogni A € JF, risulta

P’(A) = E°(14] = E°[E°[14]B]] = /E9[1A|13]dp9 = /E9[1A|B]dP9|3. (1)

Dunque, se riusciamo a trovare una versione della speranza condizionale Ee[l A|B] che non dipen-
de da 6, per individuare PY ¢ sufficiente conoscere P?|g.

Esempio 2.2 Dinuovo il controllo di qualita. Prendiamo n = 2 per semplicita. Vogliamo mostrare
che la statistica T'= X + X ¢ esaustiva. In questo caso si ha F = B(R?) e u? = B(1,6). Faremo
i conti nel solo caso particolare

A={(X1,X2) €[1/2,3/2] x [-1/2,1/2]} = {X1 =1, X, = 0}.
La o-algebra generata da X; + X3, cioe
B = {B:B={X;+ X, €I}, misurabile CR}
¢ generata dai tre eventi By = {X; + X2 =0}, By = {X; + X2 = 1},,B2 = { X1 + X2 = 2}.

Poniamo (w = (w1, ws))

0 altrimenti.

Y (w) = {; per w € By

Vogliamo far vedere che Y = E?[14]B]. Y & ovviamente misurabile, dunque sara la speranza
condizionale cercata se, V B € B, risulta

/1AdP9=/ ydP?.
B B

Bastera verificare la relazione precedente per i tre generatori By, By e Bs.

(i) Per By. Si ha

/ 1AdP9:P9(AmBo):P"(Xl:1,X2=o,X1+X2=0)=oz/YdPa.
Bo B

10



(ii) Per By la verifica ¢ identica.

(iii) Per B;. In questo caso risulta

/ 14dP? = PY(AN B))
By

=PUX1=1,X,=0,X1+Xo=1)=P/(X; =1,X, =0) = 0(1 — 0);

1 1
YdP? = ZPY(B)) = = -20(1 —6) = 0(1 — 0).
B 2 2
Concludiamo questo esempio con la verifica che la speranza condizionale, cioe la v.a. Y, verifica la
relazione (1). Si trova infatti

/YdmB _ %Pe(Bl) —0(1—6) = PP(A).

Siamo pronti per dare la definizione formale di riassunto esaustivo:

Definizione 2.3 E assegnato il modello statistico (Q, T, {PO, 0 e @}), dominato da una misura pu.
La statistica T : (2, F) — (F, €) si dice riassunto esaustivo (o statistica esaustiva o anche sufficiente,
sufficient statistic in inglese) se, per ogni v.a. Y definita su (2, F), a valori reali e limitata, esiste,
definita f-q.0., una versione della speranza condizionale E°[Y|T] che non dipenda da . Se T ¢
cosiffatta, scriveremo E°[Y|T] invece che E°[Y|T].

Osservazione 2.4 Vediamo un caso particolare importante. Sia (Q, F,{P% 6 c @})del tipo Q =
R™; X; = i-esima proiezione, ¥ = g-algebra generata da X = (X1,...,X,), P? = (u%)®". In altre
parole X & un campione di taglia n e legge pf. Per il criterio di misurabilita di Doob, ogni v.a. Y
che sia F-misurabile ¢ del tipo Y = ¢(X1, ..., X,), con ¢ : R” — R misurabile. Dunque, dire che T’
& esaustiva equivale a dire che, qualunque sia ¢, la speranza condizionale E?[¢(X1, ..., X,,)|T] non
dipende da 6 o, cio che ¢ lo stesso, che la legge condizionale di (X7,...,X,), data T, non dipende
da 0. Questa seconda definizione & quella preferita nei libri di tipo applicativo.

Esempio 2.5 (CALCOLO DI UNA STATISTICA SUFFICIENTE NEL CASO PARTICOLARE DELL’OS-

SERVAZIONE PRECEDENTE). Sia (Xi,...,X,) un campione di legge IIy, 8 > 0. Mostrare che la
statistica T'=T'(X1,..., X)) = X1 + -+ + X, & esaustiva.
SOLUZIONE. Calcolare la legge condizionale del vettore (Xi,...,X,), data T, significa calcolare

P(X1=m1,..., X, = 2,|T =t) al variare di (z1,...,2,) € N® e t € N. Si ha facilmente

P(Xlle,...,XnZZCn,T:t)
P(T =1t)

0 set#x +---+x,

P(Xlz:l}l,...,Xn:a?n‘T:t):

P(Xlz:bl,...,Xn:a?n)
P(T =t)

set=x1+ -+ Tn;

continuiamo il calcolo nel secondo caso: poiché le X; sono tra loro indipendenti e di legge Iy, si ha
T ~ Il,9; di conseguenza

01 0 0°n 9 geitten  _pg
P(Xi=ai,... . Xo=a,) (5r¢") (Tre") Toore™ #!
P(T =1t) N n'ot \—no - nt0to—no  pqloox,Int’

t! t!

dato che t = x1 + - - - + x,,. Come si vede, il risultato non dipende da 6, e quindi si conclude che T
€ un riassunto esaustivo.
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E chiaro che la definizione non ¢ comoda per decidere se una statistica e esaustiva oppure no: il tipo
di calcolo effettuato nell’esempio 2.5 necessita di conoscere in anticipo la statistica candidata per
essere esaustiva. Il teorema che segue costituisce un criterio operativo, che in particolare fornisce
anche la statistica candidata.

Teorema 2.6 (DI NEYMAN-FISHER, O DI FATTORIZZAZIONE) Sia (€0, F,{P?,0 € ©})un modello
statistico dominato; siano p una misura dominante, T : (2, F) — (E, £) una statistica. Allora sono
fatti equivalenti

(a) T & un riassunto esaustivo;

(b) esistono una funzione misurabile h (non dipendente da 0) e, per ogni #, una funzione misu-

rabile ¢? tali che
LO.w) = S—(w) = ¢’ (TW)) - hw),  p—qos

(c) se P é una dominate privilegiata, allora , per ogni 6,esiste una funzione misurabile ¢? tale che

dap?

—(w) = q° (T(w)), P —q.o.,

L(O,w) := 1P

(cioé in questo caso si puo prendere h = 1, ovvero O}f; coincide P-q.o. con una variabile della

forma ¢’ o T.

DIMOSTRAZIONE. Mostreremo che (a)=(c) =(b) =(a).

(a)=-(c). Osserviamo prima di tutto che, per ogni v.a. limitata X, se E°[X|T] (non dipendente da
6!) ¢ una versione della speranza condizionale di X rispetto a T relativamente ad ogni P?, allora
E°[X|T] ¢ una versione della speranza condizionale di X rispetto a 7" anche relativamente a P (che
¢ una dominante privilegiata). Infatti, per ogni B € o(T)( o(T") = o-algebra generata da T), si ha

/BXdP:Zn:an/BXdP@n :Zn:an/BE@n[X]T]dP@n
:zn:an/BEo[X|T]dP9" :/BEQ[X|T]d(;anP9") :/BE<>[X|T]dP

per 1'Osservazione 1.17 (iii).

Sia ora 925 = L(f) una versione della verosimiglianza (rispetto a P), e mostriamo che la v.a.
$(T) = EY[L(9)IT]
¢ anch’essa una versione della verosimiglianza. Infatti, per ogni v.a. X limitata, si ha
o0 6 o _ 0 dp’ P[p6
E(X) = E°[E°[X|T]] E°[X|T)dP EY| X|T] dP EV[E’[X|T|L(9)]
= EP[E°[X|T]L(0)] = EF [EP [E°[X|T]L( }T]} — g [EO[X|T] PIL(0)|T] }
~—_——
=g%(T)

EP[EP[g(T)X|T]]

g,

0S8Ss.prec

— B”|B°[X|T)g"(T)| B E°[g" (T)X|T]]

~—
g% (T)misur

= EP[¢"(T)X].
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In altri termini, per ogni v.a. X si ha
/ Xdp? = / X¢(T)dP,

il che significa proprio che g(T') & una versione di Clli;, e il punto (c) & dimostrato.

(c) = (b). Dato che y domina tutte le P?, e di conseguenza anche P, per l'ipotesi si ha

dp? dp? dP 0
= el L = (T .
dove si e posto
L P
e

(b) = (a). Premettiamo un

Lemma 2.7 (FORMULA DI BAYES). Su (2, F) siano Q1 e Q2 due probabilita , con Q1 < Q2. Sia

B una sotto-o-algebra di F. Posto Z = %, per ogni v.a. positiva X si ha

E®?2[X Z|B|

EQl[X"B] = W,

Q1 —q.o.

Continuiamo con l'implicazione (b) = (a). La dimostrazione del Lemma ¢ rimandata al termine
della dimostrazione del Teorema. Prima di tutto vediamo che non & restrittivo supporre che la
misura dominante p sia una probabilita . Infatti, come nella Proposizione 1.14 costruiamo la
funzione f strettamente positiva tale che Q = f.u sia una probabilita equivalente a u. Si tratta
allora di far vedere che anche la @ verifica l'ipotesi (b). Questo & vero, in quanto, poiché 'ipotesi
(b) & valida per p, si ha

dp? dp? dp dP? 1
7:7_7:7‘7299( )-—::ge(T)'/i.
dQ  dp dQ  dp f f
Poiché dunque ) € una probabilita, possiamo applicare il Lemma 2.7 alla coppia di probabilita
Q1 =P’ e Qy=Q (con B =0o(T)). Si trova

EC[Xg"(T)s|T] _ g"(T) - E9[Xk|T] _ E[Xk|T]

6 _
ERIX|T] = EQI(T)wIT] — ¢%(T)- EQ|T] — EQ[K|T]

dato che quest’ultima variabile aleatoria non dipende da 6, si conclude che T ¢ un riassunto
esaustivo.

g

Osservazione 2.8 Conseguenza del Teorema di fattorizzazione € che, nel caso di un modello do-
minato, se T' ¢ esaustiva e T" = ¢(5), allora anche S ¢ esaustiva. Questa proprieta non vale se il
modello non & dominato.

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 2.7. Prima di tutto osserviamo che l’evento

A= {E?[Z|B] =0}
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¢ trascurabile rispetto a Q1 ( e dunque il secondo membro della relazione precedente € ben definito).
Infatti, A & ovviamente B- misurabile e quindi, per la definizione di speranza condizionale E%2[Z|B]

si ha
_ _ dgl _ Q2 _
Ql(A)/AdQl/ 1 dQo = /,4ZdQ2/AE [Z]|B]dQ2 = 0.

Poniamo ora per semplicita

B E®[X Z|B|
- B®[Z]B]
U ¢ chiaramente B- misurabile; per terminare la dimostrazione basta allora far vedere che, per ogni
B € B, si ha
/ Ud@, = / XdQ;.
B B
Infatti
E[XZ|B] EQ[X Z|B] dQ1 EQ[X Z|B]
d = - -d = d = ———7d
Jy v = ), e 29 = [ g ag, %~ | v ey 29
E92[X Z|B] E9[X Z|B] E®2[X Z|B]
= E9|1p—— 2 7| = E9|E?|1 72‘3 = E9 1= @ [7|B
[ BTEQ:[Z|B] ] [ [ EQ:[Z[B] ] BT EQ:[Z]B] [212]

— B [1BEQ2[XZ|B]] — B [EQZ[lBXZw]] = E%[15;X7 :/ XZdQ, :/ x991 40,
B B

dQs
= /BX dQ;.

Osservazione 2.9 Il Lemma 2.7 ¢ una generalizzazione della formula di Bayes: sia infatti B =
{0,Q} la o- algebra banale (la speranza condizionale rispetto a B non & altro che la speranza),
B € F con P(B) > 0 e siano Ay,..., A, € F, con P(Ax) > 0 per ogni k, una partizione di ;
poniamo

O

Qi(-) = P(B),  Qa()=P(-) =) P(|Ar)P(A)
k=1

Si ha evidentemente Q1 < ()2 ed inoltre una versione della densita 381 ¢ la funzione

lp 1p

= PB) T S, P(BA)P(AY)

Infatti, per ogni C € F

B _P(CNB) _ [lonpdP _ [1clpdP [, 1pdP
WO =PCB) = =55 = "pm  Pm) PB)

:/CZdP:/CZdQQ.

EQ[14] = P(4;|B);  E%[Z] = B

Si ha poi
g 1
P(B)} =1

e, per ogni 7,
14,15 _ P(A;NB) _ P(BJAj)P(4;)

Q2
2 = B S PUBTA PR~ S PBIANPAY ~ Sy PUBLA P
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Usando la formula del Lemma con X = 14; , si trova dunque

o 1 E®NaZ]  P(B|Aj)P(A))
P(A;|B) = E9[14,] = E®[z] S, P(B|An)P(Ay)

ovvero la ben nota formula di Bayes.

ALCUNI ESEMPI DI STATISTICHE ESAUSTIVE.

(a) CONTROLLO DI QUALITA. Poniamo Q2 = {0,1}", F = P(Q) e, per ogni i =1,...,n
X 1 se il pezzo i-esimo e difettoso
‘10 se no.
In altre parole, se w € Q, (w = (w1,...,wy) con w; € {0,1}), si pone X;(w) = w;, cioe X; : @ —

{0,1} non ¢ altro che l’i-esima proiezione. Poniamo poi
P(w) = 02i=19i(1 — )" Xi=1%im(w), (prodotto tensoriale di n leggi B(1,0)),

dove m ¢ la misura che assegna massa 1 ad ogni punto di 2 (dunque m ¢ una misura dominante).
n n . N .
Allora, se T'(w) = > 7" yw; = ;- Xi(w), si puo scrivere

ar

@) = 0T (1 - )" T = (T (w)),

Quindi 7' & un riassunto esaustivo (per la condizione (b) del Teorema di Neymann—Fisher).

(b) Sia X = (X3i,...,X,) un campione di taglia n avente legge di Poisson di parametro 6 > 0
(X; ~ Iy indipendenti); questo significa che la legge di ogni X; ¢ data dalla formula

914:

= Ee*"m(k), keN,

p1o (k)
dove m ¢ la misura che “conta”’i punti di N. Secondo la definizione di campione, il modello statistico
e

Q=R", F=R", P'=(u")"",
X; = i-esima proiezione, T'= X7 + --- + X,,. La misura dominante in questo modello ¢ m®", cioe
la misura che “conta”i punti di N”. Allora, indicando con w = (ki,...,k,) (k; € N) il generico
elemento di €, per I’Osservazione 1.22 si ha

dp? n ki gT(w)
L(O;ky,... ky) = ki,... k) =—efP=e™——— = ¢°(T(w)) - h
( y 1, y ) d(m®”)( 1, ) ) kzle € Hﬁ:1 kZ' g ( (W)) (W)g
=1 T
dove
1

] _ . —nBpk — = =5
g (k) =e"0%, h(w) = hw1, ... wn) = T, ki

Dunque si conclude che T'= X + - - - + X, € un riassunto esaustivo.

(c) Sia p? la legge concentrata su (0, 1) e assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue
con densita

fz)=(0+1)2 ) (x), 0>-1.
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, X,,) un campione di taglia n e legge pf (costruito con il solito metodo). Una
C s Tp)

misura dominante ¢ la misura di Lebesgue n-dimensionale (su (0,1)"). Indichiamo con (z1,
il generico elemento w € 2 = (0,1)"™. Ancora per 1’Osservazione 1.22, la verosimiglianza ha la forma

Sia X = (Xq,.
n ]
L;ar,.omn) = 0+ 10" ([Jas) = 6" (T(w)),
i=1
dove
n
F)y=0+1)"0, Tw)=T(x1,... 2,) = Hmz
i=1
Detto in termini di statistiche, significa che la statistica
n
T(X1,.... X)) =[] X
i=1

€ un riassunto esaustivo.
(d) Campione di taglia n e legge N(m, 0?). Distinguiamo tre casi:
sono entrambi sconosciuti, e dunque in questo caso il parametro 6 e vettoriale; 0 =
(m,o?). La legge N(m, c?) ¢ assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue su R,

(1) me o?
e la verosimiglianza &
1 - (; —m)?
Lim, %@, an) = (27)2 0™ gexp(— 202 )
1 > i (2 —m)?
T enE Y ( T —nlog U)
1 1 n n
2 2
= ﬂexp(——2(2$1+nm —QmZml)—nlogJ)
2m)> 20705 i=1
n n
= ge< L, x12>7
i=1 =1
1 1 )
—e p(- 5 5 (y + nm? — 2ma) —nloga).

dove
0 _
g’ (z,y) = @)t

Si conclude che il vettore aleatorio

¢ un riassunto esaustivo (bidimensionale questa volta). Si dice anche che le due statistiche

n n
Z X;, Z X2
i=1 i=1

= 092 ¢ nota quindi # = m), si puod scrivere la verosimiglianza nella
2
).

sono congiuntamente sufficienti.
(2) Se m non & nota e o
forma
) = 1 exp(—z?1m’2>exp<2mz?lxl_nm
o 21 %0’ n 20’2 20'()2
0 0
=h(w) =9%(T(w))

L(m;aq, ..

e si riconosce che la statistica T'= Y ;" | X; & sufficiente per m.
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2

(3) Se m = myg & nota e 0° non & nota, scrivendo la verosimiglianza nella forma

L(02;$1,...,$n): 1 exp(—Z’ 1 (i —mo)” —nloga)-g(zn:(xi—mo)2>,

(271-)% 20 =1
si riconosce che la statistica T = Y"1 | (X; — mg)? ¢ sufficiente per o2
(e) Sia (X1,...,X,) un campione di taglia n di legge uniforme sull’intervallo (61, 62), con 61 < 65

entrambi sconosciuti. Anche in questo caso il parametro ¢ bidimensionale, § = (01,62) con 0 €
R%2N {y > z}. u? ¢ la legge su R avente densita (rispetto alla misura di Lebesgue)

1
0

r)=-—-—1 x).
£@) = g Lo @)
La misura dominante € al solito la misura di Lebesque n-dimensionale, e la verosimiglianza ha la

forma
n

1 n
L, -vo) = ] 5 =5 b = =55 01 7 1[0
=1

i=1

Come si vede facilemente, si ha

- 1 Se:L‘iE(el,Hg) Vi=1,...,n
Hl(el,eg)(ﬂfi) = . .

- 0 altrimenti
=1

w=min(zy,...,2,) > 6
se
v = maX(xl, e 71"71) < 92 = 1(91,92)X(91,92)(u’ U)
0 altrimenti
= g@(u’ U),
dove evidentemente si pone
9% (2.9) = 110, 02)x (01,00) (T, ¥)-

Tutto questo significa che le statistiche

U = min(Xy,...,X,)
V =max(Xy,...,X,)

sono congiuntamente sufficienti (ved. esempio precedente).

Osservazione 2.10 (i) Nell’esempio (d)(1) il risultato ottenuto e ragionevole, se si pensa che, per
n . n 2
la Legge dei Grandi Numeri, le statistiche Zi:nl Xi o Z’:nl X7 sono buone approssimazioni di m e di

02 + m? rispettivamente. Considerazioni simili valgono per i punti (d)(2) e (d)(3).

(ii) Nell’esempio (e), il risultato ¢ interpretabile intuitivamente pensando che una v.a. uniforme
sull’intervallo (61, 62) modellizza la scelta di un punto a caso nell'intervallo dato; & ragionevole
individuare i due estremi dell’intervallo mediante il piti piccolo e il pitt grande dei punti ottenuti
nelle n scelte.

Osservazione 2.11 Gli esempi (d) e (e) fanno pensare che la statistica necessaria per individuare
un parametro s-dimensionale sia di dimensione s. In realta le cose non vanno sempre cosi, come
mostra ’esempio seguente (nel quale per un parametro unidimensionale ¢ necessario avere una
statistica bidimensionale).
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Esercizio. Sia X = (Xi,...,X,) un campione di legge 1%, §# € N\ {0}, avente densita rispetto
alla misura che conta i punti di N

C)2 5, z=60,0+1,0+2,...

f(z) = N
0 altrimenti

(C(0) & 'opportuna costante normalizzatrice). Trovare una statistica sufficiente per 6.

SOLUZIONE. La verosimiglianza (rispetto alla misura n-dimensionale che conta i punti) &

L(G;xl,...,xn)—{n?lc(ep? x; intero >0Vi=1,...,n

0 altrimenti
Z?:l T . .
_Jc@r2 = x; intero >0Vi=1,...,n
0 altrimenti
P
=2 =T ¢ (min(z1, ..., 25))

n
99<Zazi, min(x1, ... ,:rn)>
i=1

dove

¢9(t):{1 =0

0 altrimenti

9 (z,y) = CO)"27 14 (y).

Dunque in questo caso la statistica e bidimensionale:

T= (Zn:Xi,min(Xl,...,Xn)).

=1

Situazioni come questa si incontrano quando I'insieme {z : f%(z) # 0} dipende effettivamente da
(nei casi degli esempi (c) e (d) tale insieme & costante in 6).

3 Teoria della stima. La nozione di stimatore

Sia (Q,’J", (P9 c @})un modello statistico. Supponiamo dapprima che ® C R. Stimare il
parametro 6 significa assegnare una funzione U : 2 — R che supporremo misurabile (e dunque U
¢ una v.a.); intuitivamente cio significa che, se il risultato del nostro esperimento ¢ un w € €, in
base a tale risultato assegniamo un numero, che indichiamo con U(w) perché dipende da w. Piu in
generale, senza restringerci cioe al caso di ©® C R, assegnata g : © — R, potremmo aver bisogno
di stimare g(#); ad esempio, in un campione di legge gaussiana nel quale il parametro ¢ la coppia

§ = (m,c?), possiamo essere interessati a stimare solo la media m o solo la varianza o2.

Definizione 3.1 Assegnati il modello statistico (2,5, {P% 6 c ©})e una funzione g : © — D (D
aperto di R) si chiama stimatore di g(€) una v.a. U : Q@ — D che non dipenda da 6 (si tratta dunque
di una statistica nel senso della definizione 2.1). Assegnato w € €, il numero U(w) si chiama stima

di g(0).
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Intuitivamente uno stimatore ¢ “buono” quando si avvicina (in qualche senso da definire) al vero
valore del parametro 6 (o della sua funzione g(6) nel caso generale). Piu precisamente, ¢ chiaro che
la sostituzione del valore vero con il suo stimatore U comporta un “costo” (o “perdita”’), ed uno
stimatore sara tanto migliore quanto piu piccolo & questo costo. Dunque si tratta di chiarire cosa
intendiamo per costo. In generale, il “costo” conseguenza della sostituzione di g(f) con un numero
reale a & una funzione non negativa (6,a) — C(6,a). Poiché noi sostituiamo ¢(#) con U(w), per
ogni # otteniamo la funzione w +— C(6,U(w)), che supporremo misurabile (dunque sara una v.a.).
Di questa v.a. faremo poi la media rispetto a P?.

Definizione 3.2 Si chiama rischio dello stimatore U il costo medio rispetto a P? o, pill precisa-
mente, la funzione, definita su O,

0 — Ry(9) := E°[C(0,U)] = / C(6,U(w)) dP?(w).
Q

Generalmente come funzione “costo” si prende (6, a) — |g(#) —al?, e si parla in questo caso di costo
quadratico. In corrispondenza, il rischio Ry () = E°[|g(0) — U[?] si chiama rischio quadratico.
Tuttavia altre scelte sono possibili per il costo, e di conseguenza per il rischio.

AVVERTENZA. D’ora in avanti, salvo diverso avviso, utilizzeremo sempre la funzione “costo qua-
dratico”’e, di conseguenza, parlando di rischio, intenderemo il “rischio quadratico”.

Avendo a disposizione il rischio, siamo ora in grado di stabilire una “gerarchia” tra stimatori.

Definizione 3.3 (a) Uno stimatore U si dice preferibile ad un altro stimatore V' se, per ogni 6 € O,
si ha
Ry(0) < Ry (0).

(b) U si dice strettamente preferibile a V se ¢ preferibile ed esiste almeno un 6y € O tale che
Ry (60) < Ry (o)

(cioé con la disuguaglianza stretta).

(c) Sia D una famiglia di stimatori, e sia U € D. U si dice ammissibile (relativamente a D) se in
D non esistono altri stimatori strettamente preferibili a U.

(d) U € D si dice ottimale (relativamente a D) se ¢ preferibile ad ogni altro stimatore della famiglia
D.

Osservazione 3.4 La relazione di preferibilita € un preordinamento nella classe degli stimatori:
due stimatori possono essere non confrontabili, cioeé puo accadere che per alcuni valori di 8 si abbia
Ry(0) < Ry (0) e per altri si abbia invece Ry (0) > Ry (6), come mostra ’esempio seguente.

Esempio 3.5 Nell’esempio del controllo di qualita, consideriamo uno stimatore del parametro 6

della forma
_t+a

n+b’
Calcoliamo Ry (#). Poniamo S,, = X7 + - - - + X, e ricordiamo che

U=hXi+--+X,), dove h(t) a>0,b>0.

E%S,) =nb,  Var’(S,) =nd(1—0).
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Si ha allora

1
(n+0b)?

_ <E9 (S — n6)?] + (a — b0)2 + 2(a — bO) E°[S, — ne])

Ry (6) = E°[((S.) — 6)?] = EY[{(Sy —n6) + (a — b6))?]

_ (E°[(Sn = E'1S))%] +(a — 00) + 2(a — b6) E°[ S, — E°[S,.] )
=Var?(Sy) =0
(6% — n)6? + (n — 2ab)6 + a®
(n+0b)2

— (n+1b)2<"9(1 )+ (a—b)?) =

A seconda dei valori che si danno ai parametri a e b, si hanno diversi andamenti della funzione
di rischio. In particolare si vede che due di questi stimatori possono essere non confrontabili tra

loro. Per esempio, ponendo a = @ e b = y/n si ottiene lo stimatore U; di rischio costante
Ry, (0) = m (si tratta dello stimatore bayesiano, v....).
Invce, per a = b = 0 (che corrisponde al caso in cui si prende come stimatore Uy la media campio-

naria, di cui parleremo al....) si ottiene la funzione di rischio Ry, (0) = w; si vede facilmente

che Ry, (3) > Ry, (3), mentre Ry, (0) < Ry, (0) per 0 abbastanza vicino a 0 oppure a 1.

Osservazione 3.6 Tutte le definizione date sopra restano valide nel caso multidimensionale, cioe
se si considera

(i) una funzione g : § — D, con D aperto di R¥;
(ii) una famiglia di stimatori a valori in R¥;
(iii) il costo quadratico definito da C(6,a) = ||g(#) — al|?.
Sarebbe bello che la stima U(w) coincidesse proprio con la quantita da stimare g(#), ma ovviamente

questa € una richiesta impossibile a soddisfare. Possiamo pero chiedere che cio accada “in media”,
cioe si da la seguente

Definizione 3.7 (a) Uno stimatore U di g() si dice corretto (o non distorto, unbiased in inglese)
se ¢ integrabile (il che significa integrabile per ogni P?) ed inoltre

E°[U]=g(#), Voeo.
Osservazione 3.8 Sia U uno stimatore di g(#). Si ha allora

Ry(0) = E°[(U — g(0))*] = E°[{(U — E°[U]) + (E°[U] — g(6)}?]

= E°[(U — E°[U])?] + (E°[U] — g(0))* + 2(E°[U] — 9(0)) E°[U — E°[U]]
=0

= Var®(U) + (E°[U] — 9(0))? > Var (U)

Evidentemente, se U & corretto, allora Ry (0) = Var?(U).

Esercizio 3.9 Si consideri un campione di legge su R {uf, 6§ € ©} con momento secondo finito,
cioe tale che per ogni 6 € O, si abbia

/x2 dpl(x) < +oo.
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(a)

Mostrare che, tra tutti gli stimatori corretti della media m() = [ du’(z) (supposta non
nulla) della forma Y " ; a; X;, con a; € R, la media campionaria (o media empirica)

Y:X1+"‘+Xn

¢ ottimale.

SOLUZIONE. Intanto osserviamo che, se U = )" | a;X; ¢ uno stimatore corretto della media,

allora .
= Eo[ZaiXi] ZCLZEQ Zaz
i=1

da cui segue

3

a; =
=1

Il rischio di U e uguale alla sua varianza, e cioe

Ry(0) = Var®(U) = Vara(zn:aiXi) ZV(M‘ (al Z) Za2Var Za o0
i=1

dove 0%(0) = [(z —m(0))?dp’(z) ¢ la Varianza della legge 1?. Dunque il problema si riduce
al calcolo del minimo della quantita Y"1 | a? sotto il vincolo Y1 ; a; = 1, ed & ben noto che
tale minimo si raggiunge per

1
a; = Ev V,i=1, y T
Inoltre esso vale
"1 _ o . : L
E —0 m (varianza della media campionaria).
n
i=1

Si chiama varianza campionaria la statistica

52 - Z:L:l(X’L — Y)2
: w1 .

Mostare che S? & uno stimatore corretto di o%(6).

SOLUZIONE

n

B[S (% - X% = E"[Z{ ) = (X = m(6))?]

=1
n

=3 E[(X - m(6))?] + Z E[(X — m(6))?] — 2B [(X —m(0) > (X - m(ﬂ))} .
=1

i=1 =1

Osserviamo ora che E?[(X; — m(0))?] = Var’(X;) = 0%(6); inoltre, ricordando che E/[X] =
m(0) abbiamo

E[(X —m(0))?] = Var’(X) = Var (Zz 1 ) ! ZV&T _ 20

n2 n
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(qui & stata usata I'indipendenza delle X;); infine

n

B[ = m(6) 30X - m(0)] = E°[(X = m(8)) (3 X - nm(0))]

i=1 i=1

_ noX, _ _
— nE? [(X — m(6)) (Z=nl - m(a)ﬂ = nE?[(X — m(0))2] = nVar’(X) = 02(6).
Usando le precedenti relazioni si ottiene

B {i(xi - Y)Q} = no?(0) +n - a*(9)

i=1

= —20%(6) = (n — 1)a?(0).

4 Stimatori ed esaustivita

In tutto il paragrafo sono assegnati un modello statistico (€2, {PY 0 c ©})ed una funzione
g : © — R. Il Teorema che segue indica in quali casi esistono “buoni” stimatori.

Teorema 4.1 (DI BLACKWELL-RAO). Sia T un riassunto esaustivo a valori in (E, £), e sia U uno
stimatore di g(#) di quadrato integrabile (rispetto ad ogni P?). Allora

(i) lo stimatore V := E°[U|T] (versione della speranza condizionale non dipendente da 6) &
preferibile a U; inoltre V' ¢ strettamente preferibile a U a meno che U non sia o(T')-misurabile.

(ii)) Se U é corretto, anche V' & corretto.

DIMOSTRAZIONE. (i) Si ha

Ry(0) = E°[(U = 9(0))*) = U = 9(0) || 2(.poy-

Inoltre
V —g(0) = E°[U|T] — g(0) = E°[U — g(0)|T] = E°[U — g(0)|T].

Ricordiamo ora che E?[U — g(6)|T] coincide con la proiezione ortogonale di U — g(#) sul sottospazio
chiuso L2(Q,o(T), P?), e quindi la sua norma L? & pii1 piccola di quella di U — g(#); inoltre essa
¢ strettamente pilt piccola a meno che U — g(#) non appartenga gia a L%(Q, o(T), P@)7 e cioé non
coincida P%-q.0. con una funzione o(7T") misurabile.
(ii) Si ha
E°|V] = E°[E°[U|T]] = E°[E°[U|T]] = E°[U] = ¢().
U

Osservazione 4.2 Il significato del Teorema 4.1 ¢ che, in presenza di un riassunto esaustivo, e
necessario cercare stimatori che siano T-misurabili, cio¢ della forma h(7T'), con h : E — R funzione
misurabile opportuna. In altre parole, i “buoni” stimatori dipendono da w solo attraverso T'(w).

Esercizio 4.3 Sia (X,...,X,) un campione avente legge Iy, § > 0; si vuole stimare la quantita
g(#) = e~ con i due stimatori

1 su {X;=0} (n—l)ZZ:1Xk
1= ) 2= .
0 su {X;>1}

(i) Mostrare che 77 e T5 sono stimatori corretti di g(0).

n
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(ii) Calcolare Ry, e Rr,.

SOLUZIONE (i) Si ha subito
E'T]=P(X,=0)=e¢".

Ricordando che Y }_; X ~ Il si trova

E|Ty] = i (n ; 1>j (n?)j e = i 7((71 — 1)Q)je_"e — ¢ (=10 — =0

| 1l
j=0 n J: j=0 J:

(ii) Poiché i due stimatori sono corretti, i loro rischi sono uguali alle loro varianze. Quindi
Ry, (0) = Var’(Th) = efg(l - efe) —e ¥ (eg —1);
Rr, () = Var®(Ty) = E°[T3) — (E°[T3))” = E° T3] — 2.

Calcoliamo E?[TZ].

— 1\ 2 (n@)’ O(n—1)2\j 1 0(n—1)2 0(1—2n)
EQ[T22] — <n ) (n') e—n@ — ( (n ) ) Te—né — e—n9—|— nl —e 1n2 .
jZO n j! ]ZO n J!

Si vede dunque che
RTz (9) < RT1 (9)7

come prevede il Teorema 4.1, dato che, come sappiamo, T, € una statistica esaustiva.

Definizione 4.4 Una statistica esaustiva T si dice completa se ogni v.a. che sia T-misurabile (cioe
della forma h(T)), integrabile e tale che E?[Y] = 0 per ogni 6 € © & nulla (P%-q.c. per ogni § € ©).

Il seguente teorema giustifica I'importanza della definizione appena data.

Teorema 4.5 Supponiamo che esista una statistica esaustiva completa e sia U uno stimatore
corretto e di quadrato integrabile di g(f). Allora E°[U|T] ¢ preferibile ad ogni altro stimatore

corretto e di quadrato integrabile.

DIMOSTRAZIONE. Per il Teorema di 4.1 sappiamo che E°[U|T] & preferibile a U. Quindi ba-
stera dimostare che, per ogni coppia U e V di stimatori corretti e di quadrato integrabile, risulta

E°[U|T] = E°[V|T]. Questo ¢ vero: infatti, intanto E°[U — V|T] ¢ T-misurabile, ed inoltre
E°[E°[U - V|T]] = E°[E°[U - V|T]] = E°[U - V] = E°[U] — E°[V] = g(0) — g(0) =
perché U e V sono stimatori corretti di g(6). Dunque
E°[U|T) — E°[V|T] = E°[U — V|T] =0,

perché la statistica T' & completa.
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Osservazione 4.6 Il Teorema precedente dice in altre parole che, nel caso esista una statistica
esaustiva completa, o non esiste alcuno stimatore corretto di quadrato integrabile, oppure nella
classe di tali stimatori esiste un elemento ottimale.

Le statistiche esaustive complete possono essenzialmente essere trovate in due modi: o per calcolo
diretto oppure mediante 1'uso dei modelli esponenziali, che vedremo nel prossimo paragrafo. Qui
facciamo un calcolo diretto, nel caso di un modello che non & esponenziale.

Esercizio 4.7 Consideriamo un campione (Xi,...,X,) avente legge U([O, 9]), con § > 0. La
verosimiglianza rispetto alla misura di Lebesgue n-dimensionale sullo spazio (R*n, fB(R*")) ha la

forma
n

L(O;zq,...,2,) = gin 1_11 Lo,y (i) = ginl(o»@) ( lrgzagxn xl)
i=

Dunque 7' = max;<;<, X; € una statistica esaustiva. Vogliamo vedere che 7' & completa. Poiché,
come vedremo, il modello non & esponenziale, non ci resta che fare un calcolo diretto. Sia dunque
Y = h(T) una v.a. T-misurabile (h boreliana integrabile) tale che E?[h(T)] = 0 per ogni § € ©.
Dobbiamo vedere che Y = 0, P’-q.c. Indicando con f? la densita della legge di T sotto la probabilita
PY siha

+oo

BT = [ o 0

— 0o
e quindi tutto & ricondotto al calcolo di f?. Calcoliamo dapprima la funzione di ripartizione di 7.
Si ha evidentemente

Fe(t):PH( maXXiSt):{O per t <0
tsisn 1 pert>6.
Per 0 < t < 0 si ha invece
n n
Pl Xe<t) = PG(Q{XZ' <t}) = EP"(X@- <t)={PU(X; <t))".

Dato che

si conclude che, per 0 < ¢ < 0 risulta

0 . _
Pmax Xi <) = g

Una densita di T si ottiene allora “per derivazione”, e vale

ntn 1 n—1
0 o per0<t<f nt

t) = =—1 t).

70 {0 altrimenti on ©00)(*)

Si conclude quindi che
+o0 n 0
E°[h(t)] = / h(t)fO(t)dt = en/ )t tdt=0, V6>0,

—o0 0

e non ¢ difficile vedere che questa relazione vale se e solo se h(t)t" ! = 0, e quindi anche h(t) = 0,
Vit € (0,0), q.c. rispetto alla misura di Lebesgue. In altre parole abbiamo dimostrato che ¥ =
h(T) = 0, P%-q.c. per ogni 6, e cioe che T & completa.
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Cerchiamo uno stimatore corretto di 6. Non ci sono regole generali; in questo caso possiamo
procedere cosi : calcoliamo

0 6 n+1
0 no
E"T:n/ £t t:n/ mdr = 2. = .

Da questo calcolo si deduce che

n-+1
o (max Xi)

¢ uno stimatore corretto (e dunque ottimale per il Teorema 4.5) di 6.

Diamo ora la nozione di statistica libera. Si tratta dell’opposto della nozione di esaustivita, nel
senso che, mentre una statistica esaustiva conserva tutta 1’“informazione”sul parametro € fornita
dal modello statistico, una statistica libera non da su # alcuna informazione (questa affermazione
sara pit chiara una volta che avremo il concetto di informazione di Fisher). La formalizzazione di
questa idea ¢ data dalla seguente

Definizione 4.8 Assegnato il modello statistico (Q,?, {P% 0 c @}), una statistica .S, definita su
di esso e a valori in (F, €), si dice libera se la sua legge S(P?) non dipende da 6.

Esempio 4.9 Sia (X3,...,X,) un campione di legge N(6, 1), e poniamo

X1+ + X,
n

X =
(media campionaria).

(a) La statistica
n

S1=> (Xi-X)

i=1
¢ libera in quanto, posto Y; = X; — 6, si ha Y = X — 0, e quindi

n

SlZZ(Y}:—?

=1

2

).

11 vettore (Y7,...,Y,) ha per legge il prodotto tensoriale di n leggi N(0, 1), che non dipende
da 6; di conseguenza anche S; ha una legge non dipendente da 6 (vedremo in seguito che si
tratta della x?(n — 1), ved. richiamo dopo la Proposizione 9.1).

(b) Poniamo 82 = IMaxj<i<n Xi—minlgign Xz Si vede subito che SQ = mMaXji<i<n }/Z'—Ininlgign }/i,
dove il vettore (Y1,...,Y,) & quello introdotto sopra; dunque anche Sy & una statistica libera.

Vediamo ora quali relazioni sussistono tra i concetti di statistica esaustiva e statistica libera.

Teorema 4.10 Sul modello statistico (Q, F, {Pa, 0 € @})siano S e T due statistiche. Supponiamo
che T sia esaustiva completa e S sia libera. Allora S e T sono indipendenti (come statistiche, cioé
relativamente ad ogni P?).
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DIMOSTRAZIONE. La tesi equivale al fatto che, per ogni funzione boreliana limitata h, risulta
E°[n(9)|T] = E°[h(S)], ovvero

E°[W(S)|T] — E°[h(S)] = 0. (2)

La v.a. al primo membro della (2) & T-misurabile (E?[h(S)|T] & una speranza condizionata a T e
E?[h(9)] & costante); dunque, grazie al criterio di Doob, per ogni 6, esiste una funzione misurabile
#? tale che

E°[n(9)|T] - E°[n(S)] = ¢°(T), VOeo.

D’altra parte la stessa v.a. non dipende da 6 (E? [2(S)|T] non dipende da 6 perché T' & un riassunto
esaustivo e E[h(S)] non dipende da @ perché S ¢ libera), dunque 6 + ¢? & costante in ; in altre
parole si ha

E[h(S)|T] ~ E°Ih(S)] = o(T) Vo eo, 3)
per un’opportuna funzione misurabile ¢.

D’altra parte, per la (3), si ha
E’[¢(T)] = E° [E°[n(S)|T]-E°[h(S)]] = E°[E°[h(S)|T]] - E° [E°[h(S)] = E°[h(S)]-E[h(5)] = 0,

e si conclude che ¢(T) = 0 poiché T ¢ completa. La (2) segue allora dalla (3).
g

Osservazione 4.11 Torniamo alla situazione dell’esempio 4.9; vedremo tra poco (nella sezione
sui modelli esponenziali) che la statistica X & esaustiva completa. Si deduce allora dal Teorema
precedente che X ¢ indipendente da S; e da So. Ritroveremo l'indipendenza di S; e X come
conseguenza del Teorema di Cochran (Teorema 9.3).

Del Teorema precedente vale un viceversa, in ipotesi particolari. Precisamente

Teorema 4.12 Sul modello statistico (Q, F, {P(’, 0 e @}), dominato dalla misura u, siano S e T
due statistiche. Supponiamo che T sia esaustiva e T e S siano indipendenti (al solito in quanto

statistiche). Supponiamo inoltre che, per ogni coppia (61, 62), PY% e P% non siano tra loro singolari.
Allora S é libera.

DiMOSTRAZIONE. Dimostrare che S e libera significa dimostrare che, per ogni h limitata boreliana,
si ha

E"[R(S)] = E®[h(S)].

Intanto, poiché T' ¢ esaustiva, esiste E°[h(S)|T] (versione non dipendente da #). Allora, per ogni
coppia (61, 02) fissata, esiste B € F con u(B) = 1, tale che

E°[h(S)|T)(w) = E%[h(S)|T)(w) = E%[h(S)|T)(w), per ogni w € B.

D’altra parte, dato che S e T sono indipendenti, esistono 4; € F e A; € F, con P (A;) =
P62 (A2) =1le

ENW(S)|T](w) = E®[1(S)], Ywe A;; E%[n(S)|T)(w) = E2[h(S)], VYw € As.

Possiamo supporre che A1 C B e Ay C B: infatti, dato che u(B€) = 0, si ha anche P% (B¢) = 0
(poiché p domina P%), e dunque anche P%(A; N B) = 0. In modo analogo si vede che anche
P%(Ay N B®) = 0. Si puo allora sostituire A; con A; N B e Ay con Ay N B.
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A; e Ay non sono disgiunti, in quanto il primo porta la probabilita P% e il secondo la probabilita
P% che sono tra loro non singolari. Dunque esiste almeno un wy € A; N Ay C B; per tale wy
abbiamo allora la catena di uguaglianze

E"[1(S)] = E"[h(S)|T](wo) = E”[h(S)|T)(wo) = E®[h(S)],
wo€AL woEB wo€A2
come volevamo. O
APPLICAZIONE. Sia X = (Xj,...,X,) un campione di legge N(m, 0?); sia assegnata una matrice

A = (aij)ij=1,. n simmetrica e semidefinita positiva. Condizione necessaria e sufficiente affinché X

t . . . PR n _ P n - 1
e "X AX siano indipendenti & che ) " ;a;; =0, per ogni j =1,...,n (3., a;; € la somma degli
elementi della matrice A che si trovano sulla colonna j-esima, ma per simmetria anche la somma
degli elementi di A che si trovano sulla riga j-esima).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo dapprima che sia ¢> = 1 e indichiamo con 0 ed e i vettori

n-dimensionali *(0,...,0) e !(1,...,1) (vettori colonna con tutte le componenti uguali a 0 e 1
rispettivamente). Poniamo infine Y = X — me.

11 vettore aleatorio X ha legge N,,(me, I) (si tratta della legge gaussiana n-dimensionale di media
me e matrice di covarianza I). Quindi Y ha legge N, (0,1) (e di conseguenza ‘Y AY ¢ libera). Si
puo scrivere

n
t
Y aij = (4e), = (‘ed);,
i=1
dato che A & simmetrica. In altri termini il vettore (Y7, am)j non & altro che Ade =! eA.

'XAX =" (Y + me)A(Y + me) =" YAY +' (me)AY +' Y A(me) +' (me)A(me)
=tYAY + m(teAY) + m(tYAe) +m? (teAe) =Y AY +2m (teAY) +m? (teAe).

Dunque, se > ;a;; = 0 per ogni j = 1,...,n (ciot se Ae =" eA = 0), si ha 'XAX =' YAY,
e quindi X AX ¢ libera. Poiché X ¢ esaustiva (a varianza fissata, ved. esempio (d) (2) sulle
statistiche esaustive) e completa, X AX e X sono indipendenti per il Teorema 4.10.

Viceversa, se {XAX e X sono indipendenti, allora X AX & libera per il Teorema 4.12. Dobbiamo
far vedere che questo implica che Ae = 0.
Ora, !X AX ¢ libera se la sua legge non dipende dal parametro m; pertanto non dipende da m
neppure

E"['XAX] = E™['Y AY] + 2m'e AE™[Y] + m? (‘e Ae)
Ora, dato che E™['Y AY] non dipende da m e E™[Y] = 0, E™[!X AX] non dipende da m se e
solo se lfeAe = 0, e da qui ¢ semplice dedurre che Ae = 0. Infatti, essendo A semidefinita positiva,

i suoi autovalori Aj,..., A\, sono tutti non negativi; inoltre, indicata con K la matrice diagonale
K = (Akdk’r)k.,r, cioe

A0 o0 0
0 A ... O
0 0 ... X\

esiste una matrice simmetrica ortogonale O = (0;;); ; tale che A = OKO. L’elemento di posto
(i,7) della matrice A si scrive allora nella forma

Qj5 = § Oi,k)\kdk,ror,j = § Oi,r/\ror,j-
k,r r
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Se si pone v = Oe, il vettore (colonna) v =! (v1,...,v,) ha la forma

n n
Uy = g Ojr = g Or.j,
Jj=1 Jj=1

e la relazione

'vKv0 =' (Oe)K(Oe) =" e('OKO)e =' ede =0

> A =0,

e, dato che tutti gli addendi di questa somma sono non negativi, si deduce che, per ognir =1,...,n,
si ha \v2 = 0, e quindi anche \,.v, = 0. La componente j-esima del vettore Ae ¢ allora data da

n
E Q5 5 = E Oi,'r)\ror,j = g Oi,r)\'r g Orj = g Oi,r()\rvr) =0.
i=1 i,r r J r
tXAX

Nel caso di varianza o2 generica, si considera il vettore X = %, e si dimostra quindi che =3~ e

t
XAX o X gono
ag g

puo essere scritta nella forma

g sono indipendenti se e solo se Y " | a; ; =0, perggni j=1,...,n. Ovviamente
indipendenti se e solo se altrettanto sono ‘X AX e X.
5 I modelli esponenziali

Prima di introdurre i modelli esponenziali, occorre richiamare qualche proprieta della trasformata
di Laplace di una misura.

Sia p una misura o-finita su (R*, B(R")), e sia

D,={0¢ RF /exp ((0,2)) du(z) < +oo}.
Per 0 € D,, definiamo
L,(0) = /exp ((0,2)) du(z).
Definizione 5.1 La funzione £, : D, — R" definita sopra si chiama trasformata di Laplace della
misura p.
Elenchiamo alcune delle proprieta essenziali che ci serviranno in seguito.
(i) D, & un convesso di R¥ (eventualmente vuoto);

(ii) all’interno di D,,, I'applicazione 6 — D, (0) ¢ di classe C*° ed inoltre la derivata “passa sotto
il segno” di integrale, cioe

0 0 0
8792-5“(0) = 892‘/exp ((6,z)) du(z) = / 20, exp ((0,z)) du(z) = /xz exp ((0,z)) du(z).
Piu in generale, se & = (a1, ..., a) € un multiindice, si ha

DL, (0) = D* /exp ((0,z)) du(z) = /DO‘ exp ((0,z)) du(z) = /xo‘ exp ((0,z)) du(z),
dove come al solito si pone

o (03] ag a 00 ag
D* = Dyt --- D% xt=xy e x
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(iii) Siano p e v due misure; se esiste un aperto non vuoto A C D, N D, tale che £,(0) = £,(6)
per ogni f € A, allora p = v.

CENNO DI DIMOSTRAZIONE. (i) poiché u + €" & convessa, si ha

et<91,m)+(17t)<92,x> < te<91,x> + (1 - t)e<92,x>?

e dunque, integrando

L, (t01 + (1 — 1)) < tLou(01) + (1 — )£,,(02).

(ii) & immediata, a condizione di provare che, se § € Dy, allora x — z;e!%%) & p-integrabile.

(iii) si puo dedurre dall’analogo risultato riguadante le funzioni caratteristiche (o trasformate di
Fourier), nel modo seguente (cenno): nelle ipotesi fatte, per alcuni risultati sulle funzioni analitiche
(di pitt variabili) le funzioni @ + £,(0) e § — £,(0) (definite su un sottoinsieme aperto di R¥)
possono essere estese a (un sottoinsieme aperto di) C*. Prendendo allora 6 = (ity,...,it;), si vede
che 1 e v hanno la stessa funzione caratteristica, e pertanto coincidono.

9’z>

Definizione 5.2 Il modello statistico dominato (Q, F, {Pe, RS @})si dice esponenziale se esistono
una misura dominante x e una statistica 7' a valori in R” tali che si abbia

dap?

(w) =C(0) exp ((9,T(w)>), V(0,w) € © x Q,

dove
(i) C(0) & una costante (rispetto a w);

(ii) © & un aperto convesso di R¥, contenuto in
D := {9 € RF / exp ((6,T(w))) dp(w) < —i—oo}.
Q

T viene detta statistica del modello.

Poiché si deve avere [ L(6)du = 1, si ha necessariamente

-1
c9) = (/ exp ({6, 7)) du) .
Q

Dunque, se si pone

Y(0) :10g</ exp(<9,T>)du>,

Q
si ottiene la forma canonica della verosimiglianza
L(0) = exp ({6,T) = v(9)).

Osservazione 5.3 (i) 7' ¢ una statistica esaustiva (ovvio per il Teorema di fattorizzazione 2.6).
(ii) Ogni modello statistico esponenziale & regolare; infatti L(f) ¢ strettamente positivo ovunque
(se fosse C'(f) = 0 per qualche valore di 6, la relativa densita %(w) sarebbe nulla per ogni w € (2,
e questo non ¢ possibile).

Come abbiamo anticipato, i modelli esponenziali sono comodi per trovare statistiche complete. Vale
infatti il
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Teorema 5.4 In un modello esponenziale per il quale L(0) = % = C(0)exp ((0,T>), T & una
statistica completa (se T'(u) = pr, misura immagine di T' secondo i, & o-finita).

DIMOSTRAZIONE. Sia Y = h(T') tale che, per ogni 6, si abbia

0= E°[n(T)] = C(0) /

Q

BT (w)) exp (8, T(w))) dpa(w) = /R hw)exp ((6,2) dur(2)

(per il teorema di integrazione rispetto alla legge immagine). Scrivendo h nella forma bt — h™ si
ottiene allora

[ @eso (0.0) durte) = [ h(@)exp (0,)) dpr (o)

Rk
dunque, per la proprieta (iii) della trasformata di Laplace, le due misure h*.ur e h™.ur coincidono,
cioe h* = h™, pr-q. o. Cid significa che h = 0, pup-q. o., ossia che h(T) = 0, u-q. o.
O

Esempio 5.5 Riprendiamo ’Esempio (c) sulle statistiche esaustive. Avevamo trovato che, rispetto
alla misura di Lebesgue su [0, 1]™, la verosimiglianza del campione &

L(B;21,. .. o) = (0 +1) (H:z) —exp<92n:10gxi+nlog(0+l)>:exp(GT—w(G)),
=1

dove

T(X1,..., Xp) =) logX;, () =—nlog(6+1).

Dunque T & una statistica esaustiva completa. Possiamo sfruttare questo fatto per calcolare uno sti-
matore di un’opportuna quantita g(6), che spuntera fuori pero a posteriori. Cominciamo calcolando
la speranza di T rispetto a PY. Si ha

n 1
{ZlogX} —ZE9 log X;| = nE%[log X1] :n(0+1)/ 2% log x dz
0

i=1
:n(@%—l){bg+1 log:r: /0 " % m}:—n{giﬂl};:—eil.

Si deduce da questo calcolo che

g T _ _XinlgXi
n n

& uno stimatore corretto di 0—_1H . Poiche S & funzione di T (statistica esaustiva completa) si conclude

per il Teorema 4.5 che S € uno stimatore ottimale di ﬁ.

Osservazione 5.6 Per le stesse considerazioni, nell’Esercizio 4.3 T & stimatore ottimale di g(0) =
—0
e .

Osservazione 5.7 ATTENZIONE: In generale non & vero che se S & uno stimatore ottimale di g(6)
ed ¢ assegnata una funzione ¢, allora ¢(S ) ¢ uno stimatore ottimale di ¢(g(#)). Per esempio,in
riferimento all’Esempio 5.5, non & vero che 4 5= —W ¢ uno stimatore ottimale di 6 + 1.

=1 ?

Esercizio 5.8 (a) Mostrare che, in un campione di taglia n e di legge Iy, la media campionaria
X & uno stimatore ottimale di 6.
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SOLUZIONE. Abbiamo visto nell’Esempio (b) sulle statistiche esaustive che, rispetto alla misura p
che conta i punti di N”, la verosimiglianza ¢ data da

L(@Jﬂly...,kn)_ dp - kil k!

In questa forma il modello non € esponenziale, a causa del denominatore della frazione qui sopra.
Tuttavia, per “scaricare” i fattoriali, e sufficiente cambiare la misura dominante, prendendo

1

m(kl,...,]{,'n) = W,

rispetto alla quale la verosimiglianza diventa

dP? e kit
— =e g™ » =exp ((k1 + -+ + ky) log 0 — nb).
dm
Posto allora T'(ki,...,k,) = k1 + -+ k, = X1 + -+ + X,,, e cambiando il parametro , t = log,

(t) = net, possiamo scrivere la nuova verosimiglianza nella forma

L(t) = exp (t(/ﬂ +o k) — w(t)>7

e si riconosce quindi un modello esponenziale. Dunque la statistica T'= X; + - - - + X, € esaustiva
completa, e, dato che

E°[T) = Ee[in} - iEe [X,] = nE®[X,] = né,
=1 =1

si ottiene, ragionando come sopra (Esempio 5.5), che X & uno stimatore ottimale di 6.

(a) Mostrare che, in un campione di taglia n e di legge £(¢) (esponenziale di parametro ), la media

campionaria X € uno stimatore ottimale di %.

SOLUZIONE (identica a quella del punto (a)). In questo caso la verosimiglianza rispetto alla misura
di Lebesgue su RT" ¢

L(O; 21 4 - 4 x,) = Oe @1+ F0) — oxp (—60(z1+- +2,) +nlogh)
che ¢ esponenziale prendendo
T(z1,...,2p) = —(z14+ -+ xp),

e dunque T = X + - -- + X, ¢ statistica esaustiva completa. Si ha poi subito E°[T] = 7, e dunque
X e uno stimatore ottimale di %.

Osservazione 5.9 Come abbiamo appena visto nell’Esercizio 5.8 (a), talvolta il modello non si
presenta in forma esponenziale, ma lo diventa se si effettua un opportuno cambio di parametro

t=g(0).

Osservazione 5.10 Sia (p/) una famiglia esponenziale di probabilithd su R, cio¢ tale che per
un’opportuna misura dominante p, si abbia

0
i{;(x) =exp ((6,T(x)) — v (9)).
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Sia ora X = (X1,...,X,) un campione di legge pf; allora la verosimiglianza rispetto alla misura
dominante p®" & data da

n

L(O;21,...,20) = [ [ exp ({0, (1)) — $(60)) = exp (<e, S T(a) - mp(e));

i=1 =1

quindi anche il campione ¢ un modello esponenziale e, se si pone come al solito X;(z1,...,z,) = X,
la statistica del modello e

e dunque € una statistica esaustiva completa.

ESEMPI DI MODELLI ESPONENZIALI SU R

Vediamo allora alcuni modelli esponenziali su R. Come detto nell’Osservazione 5.10, i relativi
campioni sono ancora modelli esponenziali.

(a) Legge B(1,0). La densita (rispetto alla misura che assegna massa unitaria ai punti 0 e 1) ¢ data
da

L(0:k) = 05 (1 — 0)'F) = exp (k:log +log(1 — 0)),

0
1-4
che diventa esponenziale passando al parametro

t = log

1-6
(Osservazione 5.9).

(b) Legge di Poisson di parametro §. Abbiamo gia trattato questo caso nell’Esercizio 5.8 (a).

(c) Legge I'(a, A) (a > 0, A > 0). La verosimiglianza rispetto alla misura di Lebesgue su Rt ¢

)\O[
I(a)

L(a,\;z) = 2 e ™ =exp (— Az + (o — 1) logz + alog A — logT'(a)),

che, nel caso di parametri entrambi sconosciuti, diventa esponenziale se si pone
0=(—\a-—1), T(z) = (x,logz).
Se solo A non & noto, si ha evidentemente
0=-)X, T(z) ==,
mentre, se non € noto solo «, si pone

0=a-—1, T(x) = logx.

Vediamo ora qual ¢ il legame tra la statistica T" del modello e la funzione . Si ha il seguente
risultato:
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Teorema 5.11 Valgono le seguenti equazioni

o) _ o o ‘
(a) 891 =F [,-rl]a 'l—].,...,k’

92 (0) _ ) o
v 20,00, ~ ¢ (T, T5),  i,j=1,....k

DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha

agéi) 830 o g(/ﬂexp(w’T))) — (/Qexp(<9,T>>)_1,;;/Qexp((@,T»dM

= vO). 8891 /Q exp ((6,T)) dp. (4)

D’altra parte

[ew(@.1) du= [ exp ((0.2) dur(o)
Q Rk

dove pp € 'immagine di p secondo T' (ur € supposta come al solito o-finita). Dunque, per la
prorieta (ii) della trasformata di Laplace sopra ricordata, si ha

(9801- /Q exp ((9,T>) dp = 8691 . exp (<9,:E)) dur(z) = /Rk Z; exp ((9,m)) dur(x)
= /QTiexp ((6,T)) dp.

Inserendo questa uguaglianza nella (4) troviamo allora

oY(6 _ _
851) = ' 96; /exp u=e ¢(9)/9T¢exp ((6,T)) dp

— [ Tiexp ((0.7) - 0(6) dn = / T.L(0)du = [ T.aP" = E'[T),
Q Q Q

(b) Continuando a derivare, si trova

Py 0 4 (., 0

90,00, - 89j{/QTZeXp (<97T> *7!)(9)) d:u} —/QTz&ojexp (<9,T> f¢(9)) du

_ [T _ 0 _[r B _0¥(9)
_/QTzexp(<97T> W))ae ((6,T) — zp(e))du_/ﬂzexp(w,ﬂ W)))( i~ 5, )du

- /Q Tyexp ((6,7) = 0(0)) (T — E°[13]) dpu = /Q T,(1; - E[13]) aP? = (1T} - E°[T E°[13]

6 L’informazione secondo Fisher e la disuguaglianza di Cramer-
Rao

Quando si deve stimare il parametro § € © (con © aperto di R¥), 'importante ¢ il tipo di variabilita

delle leggi PY intorno al vero valore del parametro 6. Di qui l'idea di avere un’“informazione
locale”. A questa esigenza risponde il concetto di informazione introdotto da Fisher. Questa
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affermazione sara chiara quando, dopo I'informazione di Fisher, avremo introdotto anche il concetto
di informazione di Kullback (nel paragrafo seguente).

In tutta questa sezione supporremo assegnato un modello statistico (Q, g, {PG, RS 6}), dominato
dalla misura u, e sia L una scelta della verosimiglianza rispetto a pu:

dp?
LO,w)=——.
( ) ) d,u
Indicheremo con E l'operatore di speranza fatta rispetto a u. Si suppone che O sia un aperto di
R”, e che la funzione § — L(6,w) sia strettamente positiva per ogni w € Q.

Osservazione 6.1 A PROPOSITO DELLTPOTESI DI STRETTA POSITIVITA DI 6 — L(6,w). Un
esempio € quello di un campione di legge gaussiana: la densita gaussiana e strettamente positiva
su tutto R, dunque la verosimiglianza del campione ¢ strettamente positiva su tutto R™. Un altro
esempio e quello di un campione di legge avente densita (64 1)x91[071} (x): in questo caso L(6,w) > 0
per ogni w € [0, 1]" soltanto (e non su tutto R™); tuttavia, in questo caso il modello del campione
puo essere definito prendendo € = [0, 1]" anziché R™ e in questo modo l'ipotesi richiesta ¢ verificata.
Per questo motivo, pensando il modello definito comunque con 2 = R", alcuni la formulano nella
forma seguente: l’insieme Ag = {w € Q: L(6,w) > 0} non dipende da 6.

Osserviamo che I'ipotesi non ¢ valida per esempio nel caso di un campione di legge U[(0, #)], poiché
in questo caso il modello deve obbligatoriamente essere definito con €2 = R".

Osserviamo anche che con questa ipotesi il modello (Q,H’, {PY o c @})risulta essere un modello
regolare.

Supporremo inoltre che si possa scambiare ’operazione di integrazione con con quella di derivazione
nel derivare le funzioni del tipo @ +— E[L(6)Y], con Y v.a. in L?(u) (questa ipotesi ¢ vera ad esempio
se VL(0) ¢ di quadrato integrabile secondo ). In particolare, poiché si ha

E[L(e)]:/ dPGdu:/ﬂdP":l,

o dp
derivando e sfruttando l'ipotesi appena fatta si trova, per ognii =1,... )k
0 0 0
E|l—L(0)| = —FE[L#)==—1=0
[8(% ( )} 00; L©)] 00; ’

che, in forma vettoriale, significa
E[VL(9)] = VE[L(9)] = V1 =0,

dove 1 (risp. O ¢ il vettore con componenti tutte uguali a 1 (risp. tutte nulle).
Da quest’ultima relazione segue che

BV 0] = B[ 1vr)] = [ hovroar = [ ovne
L(0) o L(0) o L(0) du
~—~—
—L(6)
= / VL(0)du = E[VL(9)] = 0.
Q
In altre parole, questa relazione dice che , per ogni ¢ =1,...,k, le v.a.

3}
W 20, log L(0,w)
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sono centrate rispetto a P?, per ogni 6.

Come ultima ipotesi, supporremo che il vettore aleatorio Vlog L(6) sia di quadrato integrabile
secondo P?, per ogni 6.

A questo punto possiamo dare la

Definizione 6.2 Si chiama matrice di informazione secondo Fisher la matrice 1(6) = (I1(6);;)
dove 5

1(0);; = E° 7

log L(9) - -2 1ogL(9)] ij=1,... .k

80
Osservazione 6.3 Dato che, perognii=1,...,k

) 1 9L
a6, e L0 = Ty o

si ha la formula alternativa

" . .
1) =8 [Lz(e) 09; 06,

Osservazione 6.4 [(f) ¢ una matrice simmetrica e semi-definita positiva. Infatti essa ¢ la matrice
di covarianza del vettore V log L(0) (che come abbiamo visto & centrato). D’altra parte, la matrice di
covarianza C di un vettore aleatorio (X1, ..., Xy) (con X; definita su (2, F, P)) & sempre simmetrica
(ovvio) e semi-definita positiva. Infatti

(Cx,x) ZCO’U Xi, Xj)wiz; = ZE zi(X; — B[Xi])z;j(X; — E[X;])]

7.7

- F Z%X BE[Xi])z;i(X; — E[X])}

:E(Z%X E[X )(ZxJX ~ E[X ]))}
:E_(in(Xi —E[Xi])) } = E[(z, X — E[X])?] > 0.

Né la definizione né la forma alternativa sono comode per calcolare 'informazione di Fisher. Ve-
diamo dunque una formula piu pratica. Premettiamo il

Lemma 6.5 Per ognii,j =1,...,k si ha

of 1 0?L(0)
{W 0 ae}

DIMOSTRAZIONE.

Ee[1.82L(0)] :/ 1 9°L(0) dp‘):/ 1 9°L(h) dPed

o u

L(0) 00,00, L(0) 00,00, L(0)  00;00; du
N
=L(6)

0?L(0) = E[62L(9)} 2

8600, 90,00, ~ 26,00, © [L(Q)] =0

=1
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Proposition 6.6 Vale la formula

DIMOSTRAZIONE. Si ha

0% log L() _ i(@logL(@)) _ i( 1 8L(0)) _ 1 ( (9)82[,(9) _OL(0) (9L(0)>

00,00, 00; 00; 00; \L(0) 00, L?(0) 00,00, 00; 00;

1 9%L(9) 1 OL(#) OL(
L(0) 00;00; L20) 86; 90,
Passando alle speranze e utilizzando il Lemma 6.5 si trova

0% log L(0 1 OL(#) OL(¢
| ael-gaej(- )} = _Ee[Lz(e) ' aéi) ‘ agj)} =10y,

dove I'ultima uguaglianza segue dall’Osservazione 6.4.

O
Vogliamo ora vedere come si comporta l'informazione quando il numero di esperienze fatte aumenta.

I1. CASO DI PROVE INDIPENDENTI. Per prima cosa, vediamo cosa accade quando le varie esperienze
sono tra loro indipendenti, formalizzando la situazione cosi: si hanno due modelli statistici dominati
(Q1,91,{P{,0 € ©}), con misura dominante y; e verosimiglianza L;(f) (primo esperimento) e
(Q2, F2, {PY,0 € ©}), con misura dominante pi2 e verosimiglianza Ly(6) (secondo esperimento).
Per modellizzare Pesperimento composto, poniamo Q = Q; x Qo: F = F; @ Fo; P? = Ple ® P29
(w € Q & del tipo w = (wy,w2), con w; € Q1 e wy € Q9); ¢ immediato vedere che il modello
(Q, F, {PO, 0 € @})ora costruito ¢ dominato da w1 ® s e che una versione della verosimiglianza
¢ data da L(0,w) = L1(0,w;1) - La(0,w2). Denotiamo (come al solito) con Xje Xy le proiezioni
(X1(w) = w1 e (X1(w) = wa), che risultano indipendenti per costruzione. Indichiamo infine con I,
I e I3 le informazioni di Fisher nei relativi modelli (con notazioni ovvie).

Lemma 6.7 Su (0, F, P) siano U e V due vettori aleatori a valori in (R*, B(R¥)) tra loro indi-
pendenti. Indichiamo con CovU, CovV e Cov(U + V') le matrici di covarianza diU,V eU +V
rispettivamente. Si ha allora

Cov(U + V) = CovU + CovV.

La dimostrazione € conseguenza immediata del caso k£ = 1, ben noto.

Teorema 6.8 (DI ADDITIVITA). Nelle ipotesi fatte sopra, per ogni 6 € © si ha

1(6) = L(0) + L(0).

DIMOSTRAZIONE. Indicheremo con X (w) = w l'applicazione identica di € in se stesso. Si ha prima
di tutto
log L(6, X) = log (L1(6, X1) - La(6, X3)) = log L1(6, X1) + log La(6, X>).

Dunque, ricordando che () ¢ la matrice di covarianza del vettore Vlog(é, X) (Osservazione 6.4),
si ha

I() = Cov(Vlog L(6, X)) = Cov(V{log L1(8, X1) + log Ls(6, X2)})
= Cov(Vlog L1 (0, X1) + Vlog La(8, X5))
= Cov(Vlog L(0,X1)) + Cov(Vlog L(0, X5)) = 11 () + I>(6),

per l'indipendenza di X; e Xy (Lemma 6.7).
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Osservazione 6.9 (a) Naturalmente il Teorema precedente puo essere formulato (in modo ovvio)
anche quando i modelli di partenza sono piu di due.

11 significato del Teorema & che, in caso di indipendenza, le informazioni si sommano; in particolare
I'informazione I,,(©) fornita da un campione (Xi,...,X,) (di legge u?), e cio¢ I'informazione del
modello

(R", B(R"), {(u")®",0 € ©})

¢ uguale a n volte I'informazione I fornita dal modello
(R, B(R), {6 € O}).

Cioe l'informazione fornita da n prove i.i.d. € n volte 'informazione fornita da una singola prova. ,

IL CASO DI UNA CATENA DI MARKOV. Un’altra situazione interessante in cui studiare come varia
I'informazione all’aumentare delle osservazioni e quella del modello statistico dell’Esempio 1.23
(catena di Markov). Supponiamo di avere una catena di Markov sullo spazio misurabile (E, €) di
legge iniziale p assegnata e operatore di transizione

H(Q,az;A):/AE(O,:E,y)H(x,dy),

dove © C R, II ¢ un operatore di transizion fissato di (E, ) in (E, &) e {¢(0, -, ") }oco € una famiglia
di verosimiglianze. Sappiamo che il modello statistico (definito in 1.23)

(Bt eomtt (P’ o e®}), dove P'=pe )"

¢ un modello dominato; una misura dominante ¢ p ® II®" e una versione della verosimiglianza &

(x = (z0,...,%n))
L(0,z) =£(0,x0,21) - €(0,x1,29) - -+ - £(0, 2, Ty 1).

Calcoliamo I, () con la formula alternativa dell’Osservazione 6.3, cioe
L'(0)1?
o = 5[{E0Y)
Per semplicita consideriamo solo il caso n = 2. Poniamo

_od
00

Allora L(@,X(),Xl,Xz) = E(G,Xo,Xl)é(H,Xl,Xg) e

/ 00, x,y).

L'(0) = (6, Xo, X1)0(0, X1, Xo) + £(0, X0, X1)£(0, X1, X2)

e quindi

L) 00, Xo, X1) | 40, X1, X2)

L(e) E(H,XO,Xl) e(eyXlaX2)‘
Dunque

{L’<0>}2:{€<97X0,X1>}2 {é(e,Xl,XQ)}Q S 100, X0, X1) (0, %), X5)

L(6) (0, Xo, X1) (6, X1, X2) (0, X0, X1)  £(0, X1, X5)’

e passando alle speranze si trova

no =2 (e 1 2 {iae ) | 22 e sex) i s )
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D’altra parte

08, Xo, X1) €0, X1, Xs) o| o000, X0, X1) 46, X1, X5)
5 . —E|E . Xo, X
[e(e X0, X1) e(e,xl,xg)} [e(a,xo,xl) B(H,Xl,Xg)‘ 0 1}
6, X0, X1) Lo [£(6, X1, X5)
_ EG ( 0, A1 ) Xo. X _
(8, Xo, X1) [ 00, X1, X2) ’ o 1] 0
perché
(0, X1, Xo) 00, X1,9) (6, X1,y)
[ 06, X1, X3) }XO’Xl e 6, X1,y) H (X1, dy z 5, %5,y O X)X, dy)

- [ = o [ w0 x i = o [ 10 -o
|

Si ottiene dunque che

) = B[{ L0V o [0y

In generale, se ¢ € una funzione di due variabili limitata, si ha

Ee[gb(Xo,Xl)] —/p(d:):o)/He(acg,dxl)(b(aco,xl) —/¢(xo,x1)d(p®l'[9)(:no,x1)

EY [gb(Xl,Xg)] —/p(daro)/He(wo,d:vl)/Hg(xl,dxg)¢(a?1,:c2)
= /¢(x1,x2)d(p® (H9)®2)(x0,x1,w2).
Inoltre, se p € una misura invariante per la catena, la legge di X7, e cioe ’applicazione
AH/p(dxo)He(wo,A)
coincide con p. Pertanto

Ee [¢(X1,X2 :/ dx(] /He xg,dxl /H ($1,d$2)¢(1‘1,$2)

2/{/ (dwo)T1? (g, dy) /He (z1,dz2)d(21, 22) :/P(du’ﬂl)/He(xlad@)ﬁb(xlax?)

= E?[¢(Xo, X1)].

Si puo dunque scrivere

#liarex) | = o) aro o

Ee[{mﬂ :/ {M}Qd(m<H9>®2><xo,x1,xz>
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L(0) :/{ﬁgg:ig:ii%}Zd(p@)ﬂf’)(zo,m)+/{§Ez:i1:iz§}2d(p®(H0)®2)(:c0,x1,932)

e, se p ¢ invariante per la catena, si trova
I5(0) = 21,(0).

In generale (n > 1) otteniamo

9 Xi-1 0 Ti 1 a:z) 2 i
E9[{ i—1, X, // ’ }d 1%\ ®i e 1)
Z 00, X1, X Z 10, 2 1,7) (p @ (I1")®") (w0, 21 i—1.2,)
inotre, se p € invariante per a catena, si trova

1,(0) = nE? [{mﬁ — nly ().

Si nota dunque che I'informazione cresce al crescere del numero n di passi osservati; se per di piu p
¢ invariante per la catena, si ritrova la stessa situazione che avevamo visto nel caso di un campione:
I'informazione ottenuta dopo n passi della catena e n volte quella ottenuta dopo un passo.

In ogni caso, il concetto di informazione di Fisher € in accordo con I'intuizione per quanto riguarda
l’aumento delle osservazioni: piu osservazioni, piu informazione.

Esempio 6.10 (a) Sia (Xi,...,X,) un campione di legge N(m, o?), dove o2 & noto. Calcoliamo

I,(m) (la notazione I,(m), cosi come la successiva L(m), sta a rammentare che che in questo
momento siamo interessati a considerare queste quantita come funzioni di m, che ¢ il parametro
che ci interessa). Per il calcolo, useremo la Proposizione 6.6.

La verosimiglianza e data da

. 1<
L(m;xla”'uxn): (271_)%0- exp<_@2($i_m)2)7
=1

dunque
n

1
log L(m) = —g log(27) — nlogo — 252

quindi

R G S L B N o) Bt

Per la Proposizione 6.6 si ha allora

2

n(m) = ~B" [ 2 log L(m)] =

n
0-2

Osserviamo comunque che, per il Teorema di additivita 6.8, si ha I,,(m) = nl;(m), e quindi sarebbe

bastato calcolare I1(m) = ﬁ
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(b) Come in (a), sia (X1,...,X,) un campione di legge N(m, c?), dove perd questa volta conside-
riamo noto m. Calcoliamo I,,(c2). La verosimiglianza & la stessa che in (a), ma questa volta va
guardata come funzione di o2, quindi scriviamo

1
log L(c2) = — 2 log(2r) — 21 2y _ _~ C—m):
og L(07) = —5 log(2m) — 5 log(0”) — 55 i:1(w m)%;
da cui
d? ) d? n 5 1< 5
WlogL(U)—d(az)a{—§10g(0)—f,2 (i — m)?}

— d n 1 21 n 1 n 9
N d(02){ 202 + 204 pt (i —m) } T 954 T 46 ;(33% m)”.

Quindi, sempre per la Proposizione 6.6,

2
d(0.2)2

_ n_{_lzn:Eaz[(Xi—m)?}_ n+n_ n
204 ot Pt o 204 gt 20

=Var ( Xi—m ) =1

o

In(02) =—E° { log L(O’Q)] = _g°o° [7 ~ =3 (- m)2]

(c) Ancora come in (a), sia (X71,...,X,) un campione di legge N(m,0?). desso calcoliamo I,,(o)
(il significato della notazione dovrebbe essere ormai chiaro). Ora scriviamo

log L) = — & log(2x) — nlog(o) - 1 > (i =

d? d? - )

e log L(0) daQ{ —nlog(o) — %57 ;:1 (x; —m) }

d n 1 AL 3 — 2.

5{ T ﬁizl(‘”z m) } =32 gl Z:1<wz—m> ;
T d2 o[ T 3 % 2

In tutti gli esempi precedenti sono valide le ipotesi per poter sviluppare la teoria dell’informazione
di Fisher; dunque, fra I’altro, come abbiamo potuto verificare con i calcoli diretti, vale il Teorema
di additivita. Vediamo cosa accade nell’esempio che segue, in cui, come abbiamo osservato in 6.1,
le ipotesi non valgono
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Esempio 6.11 Sia (Xi,...,X,) un campione di legge U[(0,0)] (6 > 0).

(i) Calcoliamo I;(0) (informazione relativa a X;). La verosimiglianza ¢

1
L(0,z) = 510)(2)-

Dunque Ag = {x: L(0,z) > 0} = (0,6) e, per x € Ay, abbiamo
d 1
S logL(0,z) = — >

in altre parole

d 1
T log L(0,r) = —51(0,0)(37)

e quindi
L(6) = E° H%log L(97Xi)}2} - E’ H - %1(0,9)(&')}2} = @Ee [1(0,9)(Xi)} = 912/09 % dx = %

(ii) Proviamo ora ad usare la formula della Proposizione 6.6:
d2

L) = ~E |+

10) do?

1 1

log L(9)] = —E° [ 5100 (X)] = — 5.

Si osserva che in questo modo non otteniamo il valore corretto (quello del punto (i)); fra laltro si
tratta di un numero negativo (viceversa, sappiamo che I'informazione ¢ sempre non negativa).

(iii) Verifichiamo che non vale il Teorema di additivita 6.8, calcolando I,,(#) (informazione relativa
al campione). La verosimiglianza del campione &

1
Lz, ....2n) = golog)(@1) - Lio,0)(zn).
Dunque
Ag ={z1,...,2p : L(0;z, ... ,x5) >0} = (0,6)";
log L(0;z, ..., zn) = (—nlog )1 gyn (1, -, Tn)-
Pertanto
offd 2 0 n 2
1,(0) = E [{@logL(Q;Xl,...,Xn)} } —E [{ . 51(079)R(X1,...,Xn)} ]
2 2 2
ne _g n 1 n
= ?E [1(0’9)71()(1, . ,Xn)] = ﬁ /(70’0),“ eindl' = 972 ;é n[1(9)
Esempio 6.12 UN CASO BIDIMENSIONALE. Sia (X1,..., X,) un campione di legge N(m, o, con m

e 0% entrambi sconosciuti. Calcoleremo I(m,o?). Osserviamo che in questo caso si ha § = (m, 0?),
cioe il parametro ¢ bidimensionale. I(f) sara dunque una matrice 2 x 2:

_ (11(0) LL2(0)
16)= <I2,1(9) 12,2(9)> '

La verosimiglianza ¢ data da

1 1 <
L(0;21,...,2,) = L((m,0%); 21, ..., 2n) = =0 ”exp(— ﬁZ(L —m)2>,
i=1



dunque

n n 1<
logL((m,UQ)) =-3 log(2m) — 5 log 0% — 252 Z(xl —m)?;
i=1

da cui (in (1) e (2) si fanno gli stessi conti che nei punti (a) e (b))

i=1 i—
2 9 . "
2) 9(02)2 logL((m’UQ)) = 3(?2)2{ 5108;((72) — T; (x; m)2}
=1
0 n 1 n n 1 n
- 3(02){ T 952 T g1 121(% - m)Q} = 5,1 56 Z_l(a:z m)?;
2 5 n
(3) mo(o2) 10gL((m,a2)) - 9(c2) {% Z(CBZ - m)} = —% Zl(xz —m)
Dunque
? n
(1) Lip = _Ee[aiﬂ logL((m,JZ))] =
9 Lo — B[ tog L(tm.o®)] = B[ — LS (x, - m)?
@) a2 =~ [ o L{(m.o)] =~ [ - 55 30 =]

_ n+1iEe[(M)Q]_ no,n_n
204 ot — o 204 gt 20%

n
2 — 0
I(mva )_ 0(—) n
204

Adesso vogliamo vedere se la nozione di informazione di Fisher & in accordo con l'intuizione per

quanto riguarda i concetti di statistica libera e statistica esaustiva.

E necessario innanzitutto definire cosa si intende per “misura dell’informazione” contenuta in una
statistica T' (finora abbiamo parlato solo di informazione contenuta in un modello statistico); per

far questo mettiamoci nella situazione seguente.

Sia (Q,&r AP 0 c 6})un modello statistico assegnato, dominato da una misura u e con vero-
simiglianza L(#); su di esso consideriamo la statistica T, a valori nello spazio misurabile (F, ).
Indicata con Q? = T'(P?) 1alegge di T (cioe la probabilita immagine di P? secondo T'), consideriamo
il modello statistico (E, €,{Q’,0 € ©}) (detto modello immagine di (Q,F,{P’ 0 € ©})secondo T).
Si tratta ovviamente di un modello dominato (una misura dominante € v = T'(u), supposta al solito
o-finita; indicheremo la verosimiglianza di questo modello con L7 (€). Supporremo che sia L che Ly
verifichino le ipotesi necessarie per poter definire I'informazione di Fisher; le informazioni dei due
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modelli (Q,ff, {PY.0c @})e (E,&,{Q’, 6 € ©}) saranno indicate con I(6) e Ir(f) rispettivamente.
I7(0) ¢ appunto l'informazione contenuta in T.

Sappiamo che una statistica libera non da alcuna informazione sul parametro, mentre all’opposto
una statistica conserva tutta l'informazione del modello. Quindi, intuitivamente ci aspettiamo
che IT = 0 se T ¢ libera e IT = I se T ¢ esaustiva. Questo e effettivamente quello che accade.
Precisamente si hanno i risultati seguenti.

Proposition 6.13 (a) Se T & libera, allora I7(f) = 0 per ogni 6 € O.
(b)Viceversa, se I7(f) = 0 per ogni § € © e lapplicazione 6 — VLr(#) ¢ continua, allora T ¢
libera.

DIMOSTRAZIONE. (a) T & libera se Q% = T(P?) non dipende da #. Dunque non dipende da 6
neppure Ly (6) = d&%e, e di conseguenza Vlog Lt = 0.

(b) Indichiamo con X : (E,&) — (F, &) applicazione identica X (z) = x, x € E, e osserviamo
che I7(0) & la matrice di covarianza del vettore aleatorio centrato Vlog Lr(0, X). Dunque, se essa
¢ identicamente nulla, allora, per ogni 6, il vettore Vlog L7(#,X) ¢ Q%-quasi certamente nullo.
Dunque, per ogni 6, esiste un evento Ny € &€, con QH(N9> = 0 e tale che, per ogni x € Ny, si ha

Vieg Ly (0, x) = VLr(f,2) =0= VLr(0,z) =0.

Lr(0,x)

Osserviamo ora che % = L7(0,x) > 0 per ogni 6 e per ogni x, e dunque, per ogni 6,

_ I By N L S
U(NG)_/N@dV_/NGdQedQ __/NgL(e)dQ =0

perché lintegrale & fatto su un insieme trascurabile rispetto a QY. Sia D C © un sottoinsieme
numerabile e denso in ©, e poniamo

N = No.
0D

Allora ¥(N) = 0. Sia x ¢ N; allora = ¢ Ny per ogni 6 € D e quindi
VLr(0,z) =0, sempre per ogni # € D.

Per ogni 6 esiste una successione (6,,) di elementi di D, tale che 6,, — 6. Passando allora al limite,
per la continuita di 8 — V Ly (0) si ottiene

VLT(90,$) = li_>m VLT(Qn,l’) = 0,

6
per ogni z ¢ N. Dunque L7 (6, x) = % & v-quasi certamente costante rispetto a 0, e di conseguenza

anche Q% = T(P?) lo ¢ : infatti, per ogni A € & abbiamo

QQ(A)_AdQB_A(gdu.

Cio significa che T' & libera.

Passiamo a vedere il caso di una statistica esaustiva. Premettiamo il
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Lemma 6.14 Per ogni statistica T' si ha la relazione

E?[V1og L(0)|T] = Vlog Lr(6,T).

DiMOSTRAZIONE. Il secondo membro dell’'uguaglianza nell’enunciato e chiaramente 7T-misurabile;
quindi basta verificare che, per ogni B € F, del tipo B = T~}(A) = {T € A}, con A € & e per ogni

i=1,...,ksiha
/%g[’w’w)dpe(w):/ Olog L(0, T (w)) dP?(w).
B B

Infatti
L on U= L 1o T ), ae, a9
_[OL®O), 0 9 [aP? o 0 g, O 4

Questo nel modello di partenza. Nel modello immagine avremo le stesse relazioni (fino alla pe-
nultima uguaglianza) sostituendo QY, v, A e Ly(6) al posto di P?, u, B e L(#) rispettivamente.

Troviamo
/ 0log L7(0)
A

0
o _ 9 9

e quindi concludiamo che

dlog L(O,w) g, « O g . [ OlogLyp(0,x) 4 o) — Olog L(0,T(w)) 0,
/de(w)_agiQ (A)—/dQ()—/B 4P (w).

00; A 00; 00;
O
Proposition 6.15 Per ogni statistica I' si ha la relazione
I7(0) < I1(0), Vo e 0,
nel senso che la matrice 1(6) — I7(0) é semidefinita positiva.
DIMOSTRAZIONE. Per il lemma precedente, per ogni u € R¥ si ha
2
(Vlog L(6,T), u)? = { E*[(Vlog L(0),w)|T] }* < E|(V1og L(6), u)*|T), (5)

(dove nell’ultima relazione si ¢ applicata la diseguaglianza di Jensen per le speranze condizionali:
per ogni ¢ funzione convessa si ha

6(EX|B)) < B[6(X)|B).
Nel nostro caso si prende ¢(z) = z2.)
Passando allora alla speranza secondo P? in entrambi i membri della diseguaglianza (5), troviamo
(Ir(8)u, u) = ((Cov®Vlog Ly (8, T)u, u) < ((Cov?¥ log L(8, X)u, u) = (I(8)u, u),

indicando con X e ’applicazione identica di €2 in €2 e ricordando che, dai conti fatti nell’osservazione
6.4 segue che, se U & un vettore centrato, si ha

E[(X, u>2} = ((CovU)u, u).

La Proposizione ¢ dimostrata.
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Teorema 6.16 Se T' ¢ esaustiva, allora I(0) = Ip(0) per ogni 0 € O.

DIiMOSTRAZIONE. Grazie al Teorema di fattorizzazione 2.6, i puo supporre che p sia una dominante
privilegiata. In tal caso lo stesso Teorema ci dice che la verosimiglianza si scrive nella forma

Lp(0,w) = ¢*(T(w)).

Questo implica che la verosimiglianza nel modello immagine (rispetto alla misura dominante v =
T'(w)) ha la forma

L(6,t) = ¢°(¢t).

Infatti, per ogni A € € si ha
QW) =PT e )= [ 1am)aP’ = [ @)L du= [ 1aD)" (1) s
Q Q Q

— [ 1o a0 = [ d'an

per il teorema di integrazione rispetto alla legge immagine.

Dunque, per ¢,7 =1,...,k si ha

0 0 0 0

0 0

10);; =FE [89 log L(6) - 80 logL(H)} 20, log ¢%(T) - 60] log ¢°(T) ¢°(T)dp
L(6) du=dP?

N S LA Z — I(0),
= [ 3 1oad’ 0 5 load ) LW ) = 1r(0)

Ly (0) dv(t)=dQ°(¢)

Il viceversa di questo risultato ha bisogno di qualche ipotesi supplementare. Precisamente

Teorema 6.17 Se le applicazioni 6 — L(0) e 6 — Lr(0) sono continue e 1(0) = Ir(0) per ogni
0 € O, allora T é esaustiva.

DIMOSTRAZIONE. Dire che I(f) = Ir(f) significa dire che, per ogni u € R¥ e per ogni § € ©, &
nulla la speranza rispetto a P? di

E°[(Vlog L(0), |7 — { E°[(Vlog L(6), w|T] }

per il Lemma 6.14. Dato che questa quantita & sempre non negativa, (per la prima relazione che
compare nella dimostrazione della Proposizione 6.15), si deduce che

E[(V1og L(6),w?|7] = { B [(V1og L(0), u)[T]

PP-quasi certamente, per ogni u e per ogni 6. Vale il risultato seguente (per la dimostrazione si
veda [2]).
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Proposition 6.18 (RECIPROCA DELLA DISEGUAGLIANZA DI JENSEN). Sullo spazio (Q,F, P) sia
Y un vettore aleatorio integrabile a valori in R% e B una sotto-o-algebra di F. Sia ¢ : R* - R una
funzione strettamente convessa. Se accade che

Elp(Y)|B] = ¢(E[Y|B]),

allora 1gY & B-misurabile per ogni B € B.
In particolare, se B = {0, Q} é la o-algebra banale, allora X = 10X & costante.

Applicando questa proposizione con ¢(z) = 2%, Y = (Vlog L(#),u) e B = o(T) si trova che, per
ogni u € R¥ e per ogni @ € O, la v.a.
w > 1p(Vlog L(0, omega), u)
¢ o(T)-misurabile per ogni B € o(T). Dunque, indicando con X la v.a identica su €2, si ha
15(Vlog L(0, X),u) = E°[15(Vlog L(0, X),u)|T] = 1pE° [(Viog L(6, X),u)|T]
=15(Vlog L1(0,T),u),
dove nell’'ultima uguaglianza si e applicato il Lemma 6.14. L’uguaglianza ottenuta, applicata con

B =), dice allora che
<v log L(97 X)7 U> = <v 10g LT(ea T)7 U>,

PP quasi certamente. In altre parole, per ogni 6 e per ogni u, esiste un evento Ny € F con
PG(NQ’U) = 0 tale che, per ogni w € Ny, si ha

<V 10gL(9,w),u> = <V log LT(Q,T(W)),’U;) (6>
Procedendo come nella dimostrazione della Proposizione 6.13, si arriva a trovare un evento N,, € &,
con p(N,) = 0 tale che 'uguaglianza (6) vale per ogni w ¢ N,, e per ogni 6.

A questo punto, fissata una base u1, ..., u; di R* e posto N = U Ny,, si ha che u(N) =0 e, per
ogni w ¢ N, per linearita la relazione (6) vale per ogni u € R¥, e di conseguenza si ha I'uguaglianza
Vlog L(6,w) = Vlog L1(60,T(w)).

Integrando, si trova allora che, per ogni w € N e per ogni 0, risulta
log L(@, w) = lOg LT<67 T(('U)) + g(w)7
(per un’opportuna g) e cioé
L(0,w) = Lp(0, T(w))e?™).
La conclusione segue allora dal Teorema di fattorizzazione 2.6.

O

Esempio 6.19 Sia (Xi, ..., X,) un campione di legge N(m, 1) e sia T'= X (la media campionaria).
Il modello statistico di partenza e

(R", B(R™), {P™,m € R}),

dove P™ & il prodotto tensoriale di n leggi N(m, 1). Dall’esempio 6.10 (a) segue che I(m) = 75 = n;

inoltre, come & ben noto, la legge di X & la N(m, 1) e quindi il modello di arrivo &

(R, B(R"),Q™),
dove Q™ = N(m, %), di conseguenza, amcora per ’esempio 6.10 (a), si ha

In(m) = - =

=n=1
=1 =n=1m),

z\»a‘b—‘

in accordo con il fatto che T'= X & esaustiva (a varianza costante).

46



Esempio 6.20 Sia (X1,...,X,) un campione di legge N(m,o?) e sia T = S? = L (X=X (la

n—1
varianza campionaria). In questo caso abbiamo § = (m, ¢?). 1l modello di partenza &

(R™, B(R™),{P?,0 € R x R"}),

dove P ¢ il prodotto tensoriale di n leggi N(m, o?). Per stabilire il modello di arrivo, & necessario
ricavare la legge di T'. Vedremo nel Teorema... che la statistica

Tzl s (22X

ha legge x?(n — 1) = F(%‘l, 3). la cui densita &

1 n-3 _z
== g7 e zlps(x).
f(x) Q%F(%>x R (x)
Dunque -
P(T <t)= P<T(ZQ_ D < t(nU; 1)> = /_ - f(z)de,

e quindi, derivando, si trova che la densita di 7' ¢ data da

fr(t) :f<t(n_ 1)) o l_nol 1 )(t<"_ 1))”;36_1%;091%@)

o2 o2 2 2%1“("51

n—1 0_2

1 —1 n-1 n—:= 72(71,—1)
- (n ) T e A L (t).
QTF(”T*)

Indicheremo la legge di T con il simbolo QU2(: o2 -x?(n —1)). Il modello di arrivo & dunque
R, B(R",{Q7, 0> € RT}).

Abbiamo visto in 6(b) che I(0?) = 5%;; calcoliamo ora I7(0?). Si ha, su RY,
20

LT<J2a t) =

5 t 2 e 272 .

n—1

1 (n—l)"E1 n-3 _tn-1)
QTI‘(”T—l)

g

Dunque
—1 n—1 n

n
log Ly (0%, t) =
og Ly(o°,t) =c+ > = 5

Derivando

d
—ay log L(0®,1) = —

d(o?) 2 n-1 of ot
derivando ancora ) ( )
d n—1 n—1)t
— log Lp(c?,t) = — .

Quindi

n—1 (n—l)T]_ n—1

B _ n—l)T}:_n—l 1E02{(n—1)T}
204 o 204 ’

2y 2 2 (
Ii(o%) = —E° [ +E° { ob 204 +¥ o2

Come abbiamo detto, %2_1) ha legge x?(n — 1), e quindi media n — 1. Per concludere, si trova
ea
9y n—1 no_ 9
Ip(o®) = 5o < 251 =I(m,o%);

dunque T non ¢ esaustiva per 2.
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Passiamo a dimostrare una importante diseguaglianza che, in sostanza, dice che se pretendiamo di
avere uno stimatore corretto, non si puo contemporaneamente pretendere di avere un rischio basso
quanto vogliamo.

Ci serve qualche richiamo di algebra lineare. Sia A una matrice n X n simmetrica; si dice che A
e semidefinita positiva (A > 0) se, per ogni x € R", (Ax,z) > 0; si dice che A & definita positiva
(A > 0) se, per ogni x € R", con = # 0, (Ax,z) > 0. E noto che A ¢ definita positiva se e solo se
A ¢ semidefinita positiva e invertibile. Nel seguito ci serviranno due risultati di algebra lineare.

Lemma 6.21 Sia A una matrice n X n simmetrica semidefinita positiva; allora esiste una matrice
B n x n simmetrica tale che A = B'B = B?. Inoltre, se A é invertibile, anche B é invertibile. B
viene talvolta indicata con il simbolo v/ A.

DIMOSTRAZIONE. Dato che A ¢ semidefinita positiva, i suoi autovalori Aq,...,\, sono tutti non
negativi. E noto che, posto
A 0 ... 0
0 X ... 0
K=|. . )
0 0 ... A\

esiste una matrice ortogonale O tale che A = OK ‘0. Poniamo

Vi o0 ... 0
0 VX ... 0

0 0 ... V)
e B=OH'0. B risponde alla questione. Infatti ‘B = {OH '0) = OH 'O = B ed inoltre

B*=(OH'O)(OH'O) = OH('OO)H'O = OH*'0 = OK 0 = A.

La seconda affermazione ¢ ovvia, perche se A € invertibile, allora ¢ definita positiva e quindi tutti
i suoi autovalori sono strettamente positivi, e dunque anche H ¢ invertibile.

g

Lemma 6.22 Siano a € R" e A una matrice n X n simmetrica e definita positiva (dunque inver-
tibile). Allora

e )
xeRRI (Az,z)  zer" (Az,x)

= (A7 a,a).

DIMOSTRAZIONE. Il risultato € ovvio se a = 0. Consideriamo dunque il caso in cui a # 0. Dal
Lemma 6.21 sappiamo che esiste una matrice B n x n simmetrica e invertibile tale che A = B?;
dunque, per ogni & € R, esiste uno e un solo y € R” tale che x = B~'y; in particolare poniamo
b= B~ 'a. Allora, poiché B~! & simmetrica e AB~! = B, si ha

(@,0)> _ (B7'y,a)> _ (y,B7'a)> _ (yB'a)> _ (y,b)* _ <<y,b>)2

(Az,z) ~ (AB~'y,B~'y)  (By,B~'y) (y,BBly) |yl Iy
E ben noto che la funzione Y > <ﬁ’y’l|’|> assume il suo massimo per y = ﬁ e che tale massimo vale

||b||. Pertanto il massimo del suo quadrato vale

Ib]* = (B~ a, B~ a) = ((B™")%a,a) = (B*)"'a,a) = (A" \a, ).
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Torniamo alla nostra situazione. Vale il

Teorema 6.23 In aggiunta alle ipotesi fatte finora, supponiamo che I(0) sia invertibile per ogni
6. Allora, per ogni 6 e per ogni v.a. Y (di quadrato integarbile secondo P?) si ha

Var®(Y) > (1(0) Y (VE’[Y]), VE’[Y]).

DIMOSTRAZIONE. Non & restrittivo supporre che la funzione § — E[Y] non sia costante (in tal
caso la tesi € ovvia). Si ha (passando la derivata dentro la speranza)

VE’lY] = VE[L()Y] = E[(VL(®))Y] = / (VL(9))Y dp

= / (vL(e))Y% dpP? = / (VL(G))YLI(H dP? = E°[(V1og L(6))Y]

= E?[(ViegL(9)) - (Y — E°[Y])],
ricordando che il vettore Vlog L(#) & centrato rispetto a ogni P? e quindi
E°[(Vlog L(0)) - E°[Y]] = 0.

Moltiplicando scalarmente per z € R¥ il primo e ultimo termine della relazione precedente, si
ottiene allora
(z, VE°[Y]) = E?[(z, (V1og L()) - (Y — E°[Y]))]

e, usando nella funzione integranda la diseguaglianza di Schwartz si trova
(z, VE°[Y])? < (Var®Y) E?[[(z, (V1og L(9)))?] = (Var’Y)(I(0)z, ),

dove l'ultima uguaglianza segue dai conti fatti nell’Osservazione 6.4 (ved. anche la dimostrazione
della Proposizione 6.15).

Dato che I(f) ¢ definita positiva (in quanto invertibile), la relazione precedente si puo scrivere
anche nella forma

(@, VE°[Y])?
(L(0)z,x)

e questa diseguaglianza puo essere ottimizzata passando al sup,cgn. Utilizzando allora il Lemma
6.22 con A = I(0) e a = VE?[Y] si ottiene la tesi.

Var’y >

O

L’importanza del Teorema precedente e riposta nel

Corollario 6.24 (DISEGUAGLIANZA DI CRAMER-RAO). Nelle ipotesi del Teorema 6.23, sia Y
uno stimatore corretto e di quadrato integrabile della funzione g(0). Allora

Ry (0) = Var’(Y) = (1(6)"'(Vg(6)), Vg(0) ).
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Osservazione 6.25 Nel caso particolare in cui © sia un intervallo della retta, la diseguaglianza di
Cramer-Rao diventa

Ry (o) > WO

Si vede dunque che il rischio di Y & minorato da un numero positivo, tanto pit piccolo quanto
pitt nell’intorno di € Yinformazione di Fisher & grande. Questa osservazione spiega (in parte)
quanto detto all’inizio di questo paragrafo. Le cose saranno piu chiare quando avremo introdotto
I'informazione di Kullback (§ 7).

La diseguaglianza di Cramer-Rao dice che uno stimatore corretto ha sempre un rischio non infe-
riore ad una certa quantita (il termine a destra nella diseguaglianza). E quindi naturale chiedersi
se il confine inferiore posto da tale diseguaglianza (detto confine, o bound di Cramer-Rao) sia
raggiungibile.

Definizione 6.26 Si chiama efficace (efficient in inglese) uno stimatore Y di quadrato integrabile
della funzione g(#) il cui rischio uguagli il confine inferiore posto dalla diseguaglianza di Cramer-Rao.

Esempio 6.27 Consideriamo un modello esponenziale con © C R e verosimiglianza della forma
L(0) = exp (T — ¥(6)). Ricordando il Teorema 5.11 si ha

1(6) = EY [(% log L(@))z} = E[(T - ¢/(0))%] = E°[(T — E°[T])*] = Var(T) = ¢ (6).

T ¢ uno stimatore corretto efficace di g(0) = v'(0); infatti il confine di Cramer-Rao ¢

/ /! 2
(9'9))* _ (¥"(0)) ="(0) = Var®(T) = Ry ().

1(6) P"(0)

Considerando pill in generale un modello esponenziale con L(6) = exp ({8, T) —1(6)) con © aperto
di R¥, con passaggi analoghi (che richiedono qualche calcolo di algebra lineare) si prova che
(a) la matrice di informazione (I(6);;) ¢ data da

8*4(6)
1(0);;, = L i=1,...,k;
( )Z7j 89189] ’ 7’7] 9 s vy
(b) Per ogni i =1,...,k, T; & uno stimatore efficace di ag{gf)' Parlando in termini vettoriali, si dice

che T & uno stimatore efficace di Vi (6).

Esercizio 6.28 Sia (uo) una famiglia esponenziale su R e si consideri un campione di taglia n e
legge ;1¢. Provare che il confine di Cramer-Rao decresce come %

Esercizio 6.29 Si consideri un campione di taglia n e legge €(f) (0 < # < c0). Provare che non
esiste uno stimatore efficace di 6.

Suggerimento: ricordando che . | X; ¢ una statistica esaustiva completa e che, sotto PY ha
legge I'(n, 0), verificare (ed. Esempio (8.4)) che T' = E?;lxi ¢ uno stimatore corretto di 6 (e quindi

ottimale nella classe degli stimatori di 6 corretti e di quadrato integrabile), che perd non ¢ efficace.
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7 L’informazione di Kullback

Il significato ell’informazione di Fisher si comprende meglio se si introduce un altro concetto di
informazione, dovuto a Kullback.

Sia (Q,?, {P% 0 ¢ @})un modello statistico dominato dalla misura g. Supponiamo che il vero
valore di 6 sia 6;; ci domandiamo in quale misura il modello ( o meglio, il risultato w dell’esperi-
mento di cui (Q, F,{P%,0 c @})é il modello) ci permetta di distinguere #; da un altro valore 5.
Consideriamo i due casi estremi (© C R per semplicita):

(i) L(A1,w) = L(f2,w) per ogni w € ; ¢ evidente che in questo caso il risultato w dell’esperimento
non permette di fare alcuna distinzione fra 6; e 0s;

(ii) L(61,w) > 0 per w € (a1,b1), L(f2,w) > 0 per w € (az,b2), dove (ai,b1) e (az,b2) sono due
intervalli in R con (a,b1) N (az,b2) = (). Dato che w cade quasi certamente in (aq,b1), possiamo
identificare 6 con certezza (essendo (ap,b;) disgiunto da (az, ba).

Ma naturalmente in generale ci troviamo in una situazione intermedia fra (i) e (ii): in qualche caso
I'identificazione non & proprio possibile, come mostra la figura (1).

Invece in una situazione come quella della figura (2) sottostante, se il risultato dell’esperimento
cade tra aq e ao, possiamo di nuovo identificare .

Pertanto cercheremo di stabilire “in che misura” il risultato w dell’esperimento permette di di-
stinguere 0 da 6.

Definizione 7.1 1l potere discriminante tra 61 e 05 da assegnare al risultato w € la quantita

L(Hl,w)

i(01/02)(w) = log m7

definita su {L(01,w) > 0} U {L(f2,w) > 0} e con la convenzione log0 = —oo, log(§) = +oo.

Osservazione 7.2 Se siamo nella situazione di pefetta discriminazione (caso (ii)) allora la quantita
precedente vale +00; se invece non ¢ possibile distinguere (caso (i)), allora essa vale 0. Inoltre, per
i risultati w per i quali si ha L(f2,w) > L(01,w), i(61/62) & negativo: questo & naturale se si
interpreta L(61,w) come la probabilita di ottenere il risultato w se il valore del parametro ¢ 6;
e L(f,w) analogamente: se la probabilita di ottenere w con il parametro #; ¢ piu bassa della
probabilita di ottenere w con il parametro -, saremo inclini a decidere in favore di 65.

Il potere discriminante dipende ovviamente da w; quindi, se vogliamo poterlo usare come una
misura della possibile “lontananza” tra 6 e 6, occorre effettuare una media. Si da dunque la

Definizione 7.3 Si chiama informazione di Kullback di 61 contro 05 la quantita

L(61)
L(02)

L(61)
L(62) )

1(61/65) == E®'[i(61/65)] = E*" [1og } - E[L(Hl) log

Osservazione 7.4 In Teoria dell’Informazione l'informazione di Kullback € nota con il nome di
entropia relativa (di P9 rispetto a P92).

E ovviamente necessario verificare che la speranza che compare nella definizione ha senso.
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Teorema 7.5 I(01/603) ha senso per ogni coppia (01,62).

DIMOSTRAZIONE. Intanto, la v. a. w — log fgg;i; & definita P%'-quasi ovunque, poiché
dph
P ({L(61,w) > 0} U{L(62,w) > 0}) > P (L(6:1) > 0) = / dpP? = / dp
{L(01)>0} {Len>or 1
=L(61)

:/L(el)duz/dpel =1.

Abbiamo bisogno di un

Lemma 7.6 Sullo spazio (Q,F, P) sia Y una v.a. avente media finita (cioé¢ tale che E[|Y]|] =
E[YT] + E[Y™] < 400, e sia ¢ una funzione convessa. Allora E[¢(Y )] < +oc.

DIMOSTRAZIONE. Sia a un numero fissato. Poiché ¢ ¢ convessa, per ogni y si ha ¢(y) — ¢(a) >
k(a)(y — a), dove k(a) & un’opportuna costante. Dunque
BY) = (6la) — an(@)) + (s(@)Y). (7)
E facile vedere che, se u e v sono due numeri reali, allora
(u+v)” <u +o”
e
(uwv)” <u vt +uto”
(dimostrazione per esercizio). Utilizzando queste due relazioni nella (7), si trova che
¢(Y)™ < [(¢(a) —ak(a)) + (k(@)Y)] < (¢(a) — ar(a)) + (k(a)Y) "
< (¢(a) —ar(a))” +k(a)" YT +K(a)TY ",
e si conclude passando alla speranza.
O

Torniamo alla dimostrazione del Teorema. Applichiamo il Lemma precedente alla funzione convessa
x +— —logx e alla v. a. non negativa

L(GQ,W)
L(61,w)’

wrY(w) =

dopo aver osservato che

oy _ [ L(02) e [ L(62) _ _ 02 _
E [Y}_/L(el)dP _/L(el)L(el)dM_/L(Gg)du_/dP =1

Troviamo che

w[(ve o) ] -2 (-vatd) ] <o

da cui segue che E% [log ﬁgg;g] ha senso (eventualmente uguale a +00).
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Esempio 7.7 (a) Sia (R, B(R), P?) il modello statistico con P’ = TIy (con la misura che conta i
punti come misura dominante). Vogliamo calcolare I(6;/6).
Per k € N si ha

log EEZ; 113 log { (Z;) (91*92)} = klog (g;) — 01 + 0,

e, integrando rispetto a P, si trova

01

1(61/62) :10g<6 )Eel[ ] =01+ 6 =6 log (0

o, ) —91+92—01(log01—1) 92(10g92—1).

(b) Pit in generale, supponiamo di avere un modello esponenziale (Q,F,{P?, 6 € ©})con verosi-
miglianza

L(0) = C(0) exp ((Q,T)).
Allora,

L(61) C(6,)
log 7,) = o8 { G0

exp (61 = 02,T)) } =log C(61) —10g C(62) + (61 — 6, T)
e, integrando rispetto a P!, si trova
I(61/62) = og C(67) ~ 105 C(62) + [ (61 — 02, T)C(ON) exp ((61.T)) di
=log C(61) —log C(62) + (61 — 62, /T{C (01) exp( (0,,T )}du
=1log C(61) — log C(H2) + (61 — 92,/TdP91> =1log C(61) — log C(02) + (61 — 0, EO1[T)).

Teorema 7.8 Per ogni coppia (61,02) si ha 1(61/02) > 0; inoltre I(6,/62) = 0 se e solo se P/' =
P,

DIMOSTRAZIONE. Per la diseguaglianza di Jensen applicata alla funzione x — —logx si ha

L(62) L(62)
1(6,/9 :Eal[—l }>—1 Eel[ }:—1 1=0.
(61/62) og L6 = 0g L(61) 0g
Inoltre, per I'inversa della diseguaglianza di Jensen (Proposizione 6.18), nella relazione precedente
vale I'uguaglianza se e solo se la funzione integranda ¢ PY%-quasi certamente costante, cio¢ se esiste
un evento N € F con P% (N) = 0 tale che, per ogni w ¢ N, si ha

L(02,w)
L(Ql,w)

:C7

con ¢ € RT. Per individuare ¢, osserviamo che

-l

si ottiene quindi L(62,w) = L(01,w) per w € N€, da cui

?

PR = [ DO dn= [ L) du= PPN =1
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Di conseguenza, per ogni A € F si ha

P%2(A) = P2(ANN¢) + P2(ANN) = / L(6y) dp = / L(6y) dpu
ANN¢ ANN¢

—_——
=0

= PB(ANN®) = PY(ANN®) + P"(ANN) = P (A).
=0

Vediamo infine che relazione c’e tra I'informazione di Fisher e quella di Kullback

Teorema 7.9 Sotto le ipotesi necessarie affinché sia possible definire I'informazione di Fisher, e se

la funzione 0 — 1(01/0) é due volte derivabile sotto il segno di integrale, si ha

82

10 = —2—1(8 9‘ R
( 1)%] 801893 ( 1/ ) 0=0, 2,7

DIMOSTRAZIONE. Derivando rispetto a 60; 1'espressione

10,/0) = [0 LL(f;)) L6 du

si trova 19
1(0,/9) - 10g L(O)L(61) dp = | —7=+-—L(0)L(61)d
0/0) = [ 55 s LOLO) A= [~ S LOL0) (®)
e derivando ora rlspetto a b; (derlvata del rapporto)

82 OL(0) OL(6) 92L(0)

20; 00, 00,00
1(6,/6) = % 2% 1 L(6y) dp.
06,00, (61/6) [ L2(6) L(@)] (61) du

Calcolando per 8 = #; si ha

» e L 2
a0,00,1 0, = | | 20 Lz(e)J}L(el)d“’e 91:/ T200) L) du|,_, )
dato che
92L(0) 9%L(61)
/8&3@) L6r) du ‘0 6, :/ ?:9(29) Lo dp = 88296(‘(9091]») du = ae?;ej /L(el)d"
82
= 96,00, ="
Ritornando alla relazione (9), si ha infine
n oo oo o0 040
aeiaajl(al/e)‘e:el - WL(el)d“‘ezel :/132(9)]‘]11361 66,
OL(0) OL(6) OL(61) OL(61)
=2y o, = 7 [y ) = 100
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Osservazione 7.10 (a) E facile vedere che VI(61/60)|—g, = 0. Infatti, come abbiamo visto nella
dimostrazione precedente (relazione (8))

=10 /Olo-o, = [ V10 LO) L0 = [ VLGN, L0 d

_ /VL(9)|9:01 du = v{ /L(e) d“})e:el - v{ / dPGHHI —V1=0.

Questo fatto & naturale, perché, come abbiamo visto, 1(6;/60) > 0 per ogni 6 e I(6;/6,) = 0. Dunque
61 ¢ punto di minimo per la funzione 6 — 1(6,/6).

(b)Dal Teorema appena dimostrato si deduce che 'hessiano di 6 — I(61/6), calcolato in 6y, e
semidefinito positivo (im quanto uguale a (), che, come sappiamo, & una matrice di covariamza).
Anche questo ¢ naturale, per gli stessi motivi del punto (a).

(c) Il Teorema precedente permette di precisare I'affermazione (fatta all’inizio del §6) che I'informa-
zione di Fisher serva per descrivere la variazione “locale” delle leggi P?. Per semplicita supponiamo
che il parametro 6 sia unidimensionale. Per il teorema 7.9 e per il punto (a) precedente si ha,
approssimando al secondo ordine con la formula di Taylor nell’intorno di 6

L 10,0)| _ (0-007 - %I(Ql)(e o

10,/0) = 1(0:/6:) + ~-1(61/9) a0,

dé
Dunque, piu () € vicino a 0 e piu il grafico della funzione 6 — I(6;/6) & “piatto ” nell’intorno di
01, ed e quindi difficile discriminare tra il vero valore #; e i valori di # nel suo intorno. La situazione
¢ ovviamente inversa per valori grandi di I(6;) (ved. figure).

0—6
9:91( 1) +

)

8 Stimatori di massima verosimiglianza

Il metodo della massima verosimiglianza e largamente usato in statistica per la sua presentazione
intuitiva e soprattutto per la sua semplicita; tuttavia le giustificazioni rigorose sono solo asintotiche,
e pertanto dovrebbe essere usato solo quando si dispone di campioni molto numerosi.

Esempio 8.1 (introduttivo). Una moneta da testa con probabilita 6; il valore di # non & noto;
si sa pero che esso € uguale a % oppure a %0. Un tizio, che deve stabilire quale di questi due valori
¢ quello giusto, decide di effettuare n lanci di una moneta, ed ottiene in ciascun lancio la faccia
“testa”. A questo punto, come e facile capire, egli & propenso a credere che la probabilita che la
moneta dia testa ¢ % Ritiene infatti che il risultato ottenuto (n volte “testa”in n lanci) potrebbe
si verificarsi anche nell’altro caso, ma con una probabilita inferiore.

Cerchiamo di formalizzare la situazione. Il modello statistico (Q,S’, {PY 0 c @})é quello di un

campione (X1, ..., X,) avente legge B(1,6), con § € © = {3, {;}. La verosimiglianza (rispetto alla

misura che conta i punti di {0,1}") & , come € noto (ved. esempio (a) sulle statistiche esaustive)
L(0,w) = 02i=1%i (1 — )"~ Li=1i,

La probabilita del risultato

¢ quindi

—~
N[ =
~—
0
@D
>
Il
N[ —

95



Il tizio ha dunque deciso di considerare vero il valore di 6 per il quale il risultato effettivamente
osservato ¢ piu probabile. In altre parole, egli ha calcolato

maxL(G, (L,1,..., 1)) = max 6",
0co 0cO

ed ha deciso per il valore del parametro in cui tale massimo e raggiunto, cioe per il punto di massimo
della funzione

6— L(6,(1,1,...,1)).

Piu in generale, se egli avesse ottenuto il risultato w = (w1, ...,wy,), la sua decisione sarebbe stata
quella di prendere come vero valore del parametro il punto di massimo della funzione 6 — L(6,w).

Passiamo alla formalizzazione generale. Consideriamo un modello statistico (Q, F,{P% 6 c @})do—

minato dalla misura . Per il momento supporremo che ©® C R. Supponiamo assegnata una scelta

della verosimiglianza L(6,w) = %.

Definizione 8.2 Sia U : ) — © uno stimatore del parametro 6. Si dice che U & uno stimatore di
massima verosimiglianza se, per ogni w € €, si ha

L(U(w),w) = S.lelgL(H,w)

(ovviamente questo estremo superiore sara un massimo se viene assunto in qualche punto 6y).

In generale non e affatto detto che un tale stimatore esista, oppure che sia univocamente determi-
nato; tuttavia, quando esiste, generalmente & facile calcolarlo, e si usa denotarlo con il simbolo 6.
Se la funzione § — L(A,w) (a w fissato) ¢ differenziabile, § verifica I’equazione

d
iy = 1
L0 o—i) (10)

(attenzione: questa € naturalmente una condizione solo necessaria). Ovviamente & inutile cercare
il massimo della funzione 6 — L(6,w) per gli (eventuali) w nei quali essa vale 0. D’altra parte, se
w € {w: L(#,w) > 0}, e dato che la funzione x +— log = & crescente, & chiaro poi che la (10) equivale
all’equazione

d
— log L =
a6 8 (6, ) 0=0(w) 0

che viene detta equazione di massima verosimiglianza, e risulta spesso pitt maneggevole della (10)
(soprattutto in presenza di un modello esponenziale, come vedremo).

Esempio 8.3 Sia (1/)sco una famiglia di misure di probabilita su R, con © C R, dominata dalla

. . 9 . N . . . . .
misura u. Sia fa(x) = % una densitd, e consideriamo un campione di taglia n e legge pf. La

verosimiglianza (rispetto alla misura pu®™m) ¢
L6z, 20)) = [[ £2(22)

e I'equazione (10) diventa
d (17 .6
- i =0
do (gf (@ )> ‘eze(w)

dunque 'equazione di massima verosimiglianza e
B( L s '), g, =0
- €Ti = (.
g\ & B ") lg=b(w)
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Esempio 8.4 Consideriamo un campione di legge £(6), con 6 > 0. In questo caso si ha

fe= 9% perax >0
) = {

0 altrove.

La verosimiglianza e

gre—0(x1t-+wn) S 0. Vi
Lo, 2p) = e se x; , Vi
0 altrove.

L’equazione di massima verosimiglianza e

=1
e cioe
n n
g~ 2 wi=0,
i=1
che ha la (unica) soluzione 6§ = s——; si verifica poi facilmente che si tratta di un punto di

=1
massimo, per cui lo stimatore di massima verosimiglianza di 6 &
n 1
~—n < = —=.
Y Xi X

(osservazione euristica: il parametro di un’esponenziale ¢ uguale all’inversa della media, e in cor-
rispondenza lo stimatore di massima verosimiglianza risulta essere, in questo caso, l'inverso della
media campionaria).

0 =

Vogliamo vedere se 6 & uno stimatore corretto di 6 (ved. Esercizio (6.29)). Sotto P? la v.a. Yo Xi
ha legge I'(n,#). Dunque

+oo q +00
E9|: n i| _ n / 70nxn—le—9m dl‘ — L& / (ex)n—2e—01' (ed‘r)
r 0 ) 0

T X (n) x I'(n
ng [t —y, . nd Y
_F(n)/o yrredy = ppytn ) =0

si deduce che 6 non & corretto (lo & solo asintoticamente, cioé per n — oc), mentre & corretto lo

stimatore di 6
n—1

B Z?:l Xi
Sappiamo dalla teoria dei modelli esponenziali che T'= """ ; X; & una statistica esaustiva completa.
Dunque U, essendo uno stimatore di § T-misurabile e corretto, & ottimale, per il Teorema 4.1 (di

Blackwell-Rao). Osserviamo che 6 e U differiscono di poco; questo succede molto spesso nel caso
degli stimatori di massima verosimiglianza.

U

Esempio 8.5 Sia (X1,...,X,) un campione di legge N(m, 02), con verosimiglianza
1 > (g —m)?
2, _ _ 1=1\"17
Lim,o%x1,...,2,) = 7(271-)%0” exp < == )

Vogliamo calcolare gli stimatori di massima verosimiglianza di m e di o2. Nel caso multidimensio-
nale ’equazione di massima verosimiglianza € ovviamente

¥V log L(G,w))‘ =,

0=0(w)
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e in questo caso diventa il sistema

B%IOgL(m,J2;x1,...,mn) =0
%logL(ma02;$1,...,xn) =0.

Ricordando i calcoli fatti nell’ Esempio 6.10, (a) e (b), possiamo scrivere il sistema nella forma

2ot (“231 —m) =0

(e

n Z?:1(xi*m)2 0’

T 202 204 =

ed ha la soluzione

(m,o?) = (E?_l xi’ i (@ — 43)2)

n n

Lo stimatore di massima verosimiglianza di (m, 0?) & dunque

2

GﬁlXQZ?&&—X)):@&n—yg)
n n n

di nuovo solo asintoticamente corretto.

Con calcoli simili ai precedenti (ma piu semplici) si puo vedere che

(i) nel caso di varianza nota, lo stimatore di massima verosimiglianza di m & ancora X;

S (Ximm)®

(ii) nel caso di media nota, lo stimatore di massima verosimiglianza di o2 & -

Esercizio 8.6 (a) Calcolare lo stimatore di massima verosimiglianza del parametro # > 0 basandosi
su un campione di taglia n e di legge 1Iy.

(b) Calcolare lo stimatore di massima verosimiglianza del parametro §# > —1 basandosi su un
campione di taglia n e legge avente densita

) = {(9 + 1)z per z € [0,1]

0 altrove.

Come abbiamo accennato all’inizio, per gli stimatori di massima verosimiglianza non si possono
dare che dei risultati asintotici (cioe per la taglia n del campione che tende a co). Bisogna allora
costruire un modello statistico che idealizzi una successione infinita di esperimenti. Cominciamo
con 'ammettere il risultato seguente di Teoria della Misura (& un caso particolare del Teorema di
Tonescu-Tulcea):

Teorema 8.7 Sia p una probabilita su (R,B(R)). Esiste su RN = [] _yR,, munito della o-
algebra prodotto @),,c B(R,), una e una sola probabilita (indicata usualmente con p®N) tale che,
per ogni k € N e per ogni successione finita di boreliani Ay, ..., Ay risulti

pEN(Ap X Ag X - X A x RX R x -+ ) = (A1) - ... - pu(Ag).

Inoltre, quando (RN, X en B(Rn)) ¢ munito di questa probabilita, le proiezioni canoniche X;(w) =
Xi(x1,x9,...,2;,...) = x; sono indipendenti ed hanno tutte legge .
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Nei teoremi che seguiranno, considereremo una famiglia {u?,# € ©} di probabilita su R e un
campione infinito di legge 1¢. Il modello statistico sara

(B, @ B(R,). (P'.0 € 6}),

neN
dove si & posto P? = (u?)®N,

. . . . du? .
Supporremo che le misure z¢ siano dominate da una misura y e porremo ﬁ = f%(x); chiameremo
successione di stimatori di massima verosimiglianza una successione di v.a. 6, tali che, per ogni n,
0,, sia uno stimatore di massima verosimiglianza per il campione (Xi,...,X,) (cioe 6,, & funzione

solo delle v.a. X1,...,X, esiha

Ln(0n: X1, ..., X)) =sup Ln(0; X1, ..., Xn),
0cO

dove
n

Ln(0;X1,..., Xp) = [[ £ (X))

i=1

¢ la verosimiglianza del campione (X1, ..., X,)).

Noi considereremo solo il caso di un campione infinito con legge appartenente ad un modello
esponenziale su R con verosimiglianza

dp’ 0

To@) = 1'(@) = exp (07(a) ~0(0)). 0 €O,
dove © ¢ un intervallo della retta (I’esame di casi pit generali & possibile, ma a prezzo di serie
complicazioni). L’equazione di massima verosimiglianza ¢ in questo caso

je(;log (i) = 2 % log f*(i) = > %(‘)T(%) ~9(0)) = ;Tm) — () =0,

=1

e cioe "
Zi:l T (x;)
==

W'(0) =

Come sappiamo dal Teorema 5.11, punto (b), si ha

(11)

V"(0) = Var®(T) > 0

(se fosse Var?(T) = 0, T sarebbe costante e quindi f?(z) sarebbe costante (in z). Questo non &
possibile perche I'unica funzione costante integrabile su R & la funzione identicamente nulla, che
non ¢ una densita di probabilita).

Dunque ¢’ & strettamente crescente, e quindi biunivoca, da © a ¢'(0), e quindi I'equazione di
massima verosimiglianza (11) ha al pit una soluzione. Piu precisamente, la soluzione e

4, = (1) <Z?=1 T(xi)>’ (12)

n

a patto che w € 9/(0). Le ipotesi del Teorema che segue garantiscono questa condizione,
almeno per valori grandi di n.
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Teorema 8.8 Supponiamo che 1 sia di classe C? e che ¢'(0©) sia un intervallo aperto. Allora, per
ogni fissato 6, é definito P%-q.c. per n abbastanza grande lo stimatore di massima verosimiglianza
6,, di 6. Inoltre 6,, — 6, per n — oo, P%-q.c.

Osservazione 8.9 Detto in termini precisi, ’enunciato precedente significa che, per P%-q.0. w,
esiste un intero ng = ng(w, Op) tale che, per ogni n > ny 'equazione (nell’incognita )

L,(0; X1(w),..., Xp(w)) = 21618 L,(0; Xq1(w), ..., Xn(w))

~

ha una e una sola soluzione 0, (w) ed inoltre limy o 0 (w) = 6p.

DIMOSTRAZIONE. Per la Legge Forte dei Grandi Numeri, la v.a. w converge P%-q.c. verso

E%[T(X1)] = ¢'(6p) (dove I'ultima uguaglianza segue dal Teorema 5.11, punto (a)). Dato che

2 T
n

1’'(©) & un intervallo aperto, per n abbastanza grande appartiene a ¢'(0), in quanto

convergente a ¢’ (0y) € ¢'(©). Dunque
Y T(a)
i — (o 1(21,1 i )
() (2=
¢ definito (per 'osservazione fatta sopra).

Infine, per n — 0o e P%-q.c.,

by = ) (22 D) L )1 0) =

dato che (')~ & continua.
U

Osservazione 8.10 Dal Teorema precedente si deduce che, a differenza di quanto succedeva per il
campione finito (di taglia n fissata, per una famiglia esponenziale di leggi di probabilita su R), nel
campione infinito le probabilitd P? sono tutte tra loro estranee (cioe portate da insiemi disgiunti)
Infatti, sia 61 # 6o, e per i = 1,2 poniamo A; = {w € Q : O,(w) — 6;}. Ovviamente A; e Ay
sono disgiunti, ed inoltre P% (A;) = 1 per il Teorema precedente. Dunque il modello del campione
infinito non & regolare.

Definizione 8.11 Si dice che la successione (Gn)neN e consistente (risp. fortemente consistente) se,
per ogni # € O, rispetto alla probabilta P? 0 converge a 6 in probabilita (risp. quasi certamente).

Dunque

Corollario 8.12 Nelle ipotesi del Teorema precedente, la successione (én)neN é fortemente consi-
stente.

Per maggiore chiarezza, ripetiamo in un caso concreto il ragionamento fatto nel Teorema 8.8.
Esempio 8.13 Sia (X,...,X,) un campione di legge £(0), con §# € © = (0,1). Abbiamo visto
nell’Esempio 8.4 che ’equazione di massima verosimiglianza &

n

(320

i=1
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e dunque 'eventuale (unica) soluzione &

n
0= s
> i1 Xi
che, scriita in termini delle osservazioni, significa
A n
On =57~
> i1 Xi

Questa soluzione esiste solo se ﬁ € (0,1), e questo non & necessariamente vero (dipende dai
i=1“*7
valori delle osservazioni: se ottenessimo valori X; molto piccoli, ﬁ sarebbe un valore grande,
i=1 %% "
i=1 Xi

eventualmente piu grande di 1). Tuttavia, la Legge Forte dei Grandi Numeri assicura che

converge Peo-q.c. Verso %, e dunque én converge P90—q.c. verso 6y € (0,1). Dunque én ¢ definito
a partire da un certo ng = ng(w, fp) in poi.

Vediamo ora un risultato di convergenza in legge.

Teorema 8.14 Nelle ipotesi del Teorema 8.8, per ognif € O, \/ﬁ(én—H) converge in legge (secondo
la probabilita P?) alla N(O, W)

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione del Teorema si basa sul Lemma seguente, la cui prova e
rimandata alla fine del paragrafo.

Lemma 8.15 (METODO DELTA). Sullo spazio (2, F, P) sia (Up)nen una successione di v.a. con-
vergente P-q.c. verso la costante a e tale che \/n(U, — a) converga in legge verso la N(0,c?) (con

o2 assegnato). Sia poi g una funzione di classe C? definita in un intorno di a. Allora la successione

Vn(g(Uy) — g(a)) converge in legge alla N(0, (¢'(a))?c?).
Ricordando 'espressione (12) dello stimatore di massima verosimiglianza, basta applicare il Metodo

Delta con " ooy
Un — Zi:ln ( l)’ a = w/(g)’ g = (w/)flj

osservando che le ipotesi del Metodo sono soddisfatte grazie alla Legge Forte dei Grandi Numeri
(ved. inizio della dimostrazione del Teorema (8.8)) e alle seguenti considerazioni:

(a) si ha

ey - BT )
che converge verso la N(0,4"(0)) (ricordare che le T'(X;) sono i.i.d., con E[T(X;)] = ¢'(0),
Var’(T(X;) = ¢"(0));

(b) si ha

Passiamo alla dimostrazione del Lemma 8.15. Ci servono due Lemmi.

Lemma 8.16 Sullo spazio (2, F, P) sia (Xp)nen una successione di v. a. convergente in legge
verso una v.a. X P-q.c. finita, e (Y,,)nen una successione convergente a 0 in probabilita (o, cio che
¢ lo stesso, in legge). Allora

X,v, 50
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DIMOSTRAZIONE. Dato che X,, =% X, per ogni funzione f continua e limitata si ha

/f dP—>/f (13)

Sia ¢ > 0, e consideriamo la funzione

9= 1(—00,—C)U(c,+oo) :

Questa funzione non ¢ continua, ma esiste una successione decrescente ( f;,)men di funzioni continue
e limitate tali che g = inf,, f,,. Dunque per ogni m fissato si ha f,;, > ¢ e quindi, per la (13),

/fm X)dP = lim [ f,(X,)dP > limsup/g(Xn) dP = limsup P(|X,| > ¢).

n—oo n—o0 n—o0

D’altra parte, per il Teorema di convergenza monotona,

lim [ fon(X)dP = / VAP = P(X]| > ¢)

m—o0

e quindi si conclude che
P(|X| > ¢) > limsup P(|X,| > ¢).

n—00

Dato che
lim P(|X|>c¢)= lim P(X<—-¢)+1—-P(X <c¢)=0,
c——+00 c——+00
fissato € > 0 esiste ¢, tale che

limsup P(|Xp| > ce) < P(|X| >¢c) <e€

n—o0

Sia ora § > 0 fissato. Si ha
0
(X, Y] > 6} C{|X0| > e} U {\Yn| > ;}

e quindi 5 5
P(IX, Y| > 8) < P(1Xn| > ) +P(\Yny > ;) < 6+P<\Yn| > Z>'

€

Mandando n — oo, dato che Y,, converge a 0 in probabilita, si trova

lim sup P(|XnYn| > 5) <,

n—oo
e si conclude per I'arbitrarieta di e.
O

Osservazione 8.17 Se X non e P-quasi certamente finita, la tesi puo non valere. Per esempio,
sia X, una successione convergente P-quasi certamente verso X = +oo. Prendiamo Y,, = )%, che

n
ovviamente converge a 0. Allora X, Y, converge a 1.

Lemma 8.18 (TEOREMA DI SLUTSKY) Se (X, )nen converge in legge a X e (Y, )nen converge a c
in probabilita (o equivalentemente in legge), allora X,, +Y,, converge a X + c in legge.
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo prima di tutto che Y, =Y, —c converge in legge a 0; supponiamo
allora di aver dimostrato che X,,+Y,, converge in legge a X. Ne segue (indicando con ¢y la funzione
caratteristica di una v.a. U)

bx v, (t) = E[eit(Xn—&—ffn)}eitc R E[eitx]eitc _ E[eit(X—I—c)]’ n — 0o,

dunque X, 4+ Y,, converge in legge a X + ¢ per il Teorema di continuita. Dunque supporremo che
c=0.

Per un criterio di convergenza in legge (ved, [1], Th. 18.7), X,, + Y}, converge in legge a X se e solo
se limy, 00 E[f (X + Yn)] = E[f(X)] per ogni funzione f continua, lipschitziana (con costante di
Lipschitz L) e limitata( da una costante My). Poiché lim,,_, E[f(X,)] = E[f(X)] (X, converge
in legge a X), basterd far vedere che lim, oo (E[f(Xy, + Yy)] — E[f(X,)]) =0. Ora

lim sup |E[f(Xn +Yy)] — E[f(Xn)]]| < hﬁsolipEUf(X” +Y,) — f(Xn)l]

= limsup (E[|f(Xn + Vo) — f(Xn) Ly, <] + E[|f(Xn 4+ Ya) = f(Xn) 1y, >e1])

n—oo

< Lf€+2Mf lim P(‘Yn| > 6).
n—oo

Si conclude passando al limite, per 'arbitrarieta di e.
d

Passiamo alla dimostrazione del Metodo Delta. Sviluppando con la formula di Taylor al secondo

ordine si ha
(z —a)?

9(x) —g(a) = ¢'(a)(z — a) + 9" (©),

2
con & opportuno. Quindi
Vilo(Un) ~ g(a)) = Vg (@)U — @) + T 0, — 0 (v, — ).

Il primo addendo converge in legge alla N(O, (g’(a))Qaz). Il secondo addendo ¢ il prodotto di
%, che converge a LQ(Q), di v/n(U, — a) (che converge in legge) e di (U, — a) (che converge
quasi certamente e quindi in probabilita a 0). Per il Lemma 8.16 il secondo addendo tende a 0
in probabilita. Per il Lemma 8.18 si conclude che la somma dei due addendi tende in legge alla
N(0. (g'(a))20?).

]

Osservazione 8.19 Ricordiamo che 9" (0) = I(¢) (informazione di Fisher, ved. Esempio 6.27).
Per un parametro § € © C R* si pud dimostrare che, se (en)nGN ¢ una successione di stimatori
di massima verosimiglianza in un modello esponenziale, allora il vettore \/ﬁ(én — 0) converge in
legge verso una Ny (0, I _1(0)), (legge normale k-dimensionale di vettore delle medie 0 e e matrice
di covarianza I-1(0)), dove I(#) & la matrice di informazione di Fisher (matrice k x k). Delle leggi
normali multidimensionali parleremo nel prossimo paragrafo.

9 Variabili gaussiane e vettori gaussiani

Sullo spazio di probabilita (2, F, P) consideriamo un campione X = (X1, ..., X)) di legge gaussiana
N(0,0?). La funzione caratteristica del vettore aleatorio X & (u € R¥)

¢x(u) = Efexp (i(u, X))]| = [exp( Zu] )} :E[ﬁexp {i(quj)}}

ﬁ [exp{ i(u; X ] Hexp(—%ui) —exp(—EZu?) :exp(—U;HuHQ),

Jj=1 Jj=1 j=1
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ricordando che la funzione caratteristica di una v.a. unidimensionale Z di legge N(m, o?) &

2

67 () = exp (imt — %ﬁ). (14)

Consideriamo ora

Proposition 9.1 Sia una matrice A n x n ortogonale (cioé invertibile e tale che 'A = A7) e
sia Y = AX. Allora anche Y & un campione di legge N(0,0?) (ovvero le sue componenti sono
indipendenti e di legge N(0,02)).

DIMOSTRAZIONE. Basta calcolare la funzione caratteristica di Y:

o? o?
¢y (u) = Elexp (i(u, AX))] = E[exp (i(*Au, X))] = exp ( — ?H tAuHZ) = exp ( — ?Hqu),

dato che, essendo A ortogonale,
| *Aul? = {*Au, "Au) = (AAu, u) = (u,u) = [Ju]?.

Si riconosce quindi la funzione caratteristica di un campione di legge N(0, 02)) (calcolata sopra).
]

Ricordiamo che si chiama legge del chi quadro a n gradi di liberta (indicata con il simbolo x?(n))
la legge I'(5, %) Si dice che X ha legge q - x%(n) se la v.a. % ha legge x?(n).
L’esercizio che segue fornisce una caratterizzazione della x?(n) piu utile per i nostri scopi.

Esercizio 9.2 (a) Sia X una v.a. avente legge N(0, 1). Calcolare la legge della v.a. Z = X2

(b) Mostrare che la legge x?(n) coincide con la legge della v.a. Z2+---+ Z2 dove Z; (i =1,...,n)
sono indipendenti e tutte di legge N(0,1).

(c)Mostrare che la media di una( qualsiasi variabile avente) legge x?(n)vale n.

SOLUZIONE. (a) Calcoliamo la funzione di ripartizione di Z, e poi “deriviamo”. Per ¢ < 0 si ha
evidentemente P(Z <t) =0. Per t > 0 si ha

562

P(th):P(—ﬁng\/Z):/i\/%exp(—Q)da:.

Derivando, per t > 0 troviamo

F2(0) = <= vexp (= 5) = <= o exp(— 3) = = exp(— )
= — . —— . X _ ) — . —— . eXx —_ = e - ex - =,
Z Vor 24/t P 2 Vor 24/t P 2 V2ort P
e quindi in conclusione
0 ert<0
fZ(t): 1 t b
\/%-exp(—i) per t > 0,

che non & altro che la densita I'(3,1).

b) Sommando n variabili indipendenti, tutte di legge I'(1,1) (punto (a)), si trova, come & noto,
212
una v.a. avente legge I'(F, %) = x2(n).

(c) Si ha
EZ} 4+ -+ Z)=E[Z})+ -+ E[Z}] =14+ 1=n,

essendo E[Z?2] la varianza di una N(0, 1).
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Il Teorema che segue ¢ uno dei piu importanti della Statistica.

Teorema 9.3 (DI COCHRAN). Siano E; @ --- @ Ej una decomposizione ortogonale di R™ in k
sottospazi di dimensioni rispettive ri,...,ry (con 1 + ---+ 1, =n) e X un campione di taglia n
e legge N(0,0?); indichiamo con Xp, la proiezione del vettore X sul sottospazio E;; allora le v.a.
Xp,,...,Xg, sono indipendenti e || Xg,||* ha legge o - x*(r;), per ognii=1,... k.

DIMOSTRAZIONE. Sia 71, ...,7y una base ortonormale per il sottospazio E1, 0,41, ., Mri4r, UNA
base per Ea, ..., Dr4rottry_q141s- -+ Mri4rotr, Una base per .

Allora n1,..., %0, Nri4ro+-tr, formano una base ortonormale per R" e la matrice A che ha
per righe n1,..., My, ..\ Ny 4rotegr, € Ortogonale; inoltre, evidentemente, si ha (AX); = (X, n;),
j =1,...,n. Quindi, per la Proposizione precedente, le v.a. (X,n;), j = 1,...,n sono tutte tra
loro indipendenti e di legge N(0, o2).

Essendo

T1

Xpg, = Y (X, m)mj,

j=1
si vede che Xp, ¢ funzione delle v.a. (X,7n;) con j = 1,...,r;. Analogamente si vede che Xg,
¢ funzione delle v.a. (X,n;) con j = ry +1,...,71 + 72 e, in generale, si riconosce che le v.a.
XE,,...,XEg, sono funzioni di gruppi separati di v.a. indipendenti, e dunque sono indipendenti tra

loro. Inoltre
r

X |12 =D (X my)?,

Jj=1

e quindi, per 'Esercizio 9.2 (b), || Xg,||?> ha legge 0% - x?(r1). Analogamente per gli altri vettori
X,

]
Ricordiamo che si chiama legge di Student a n gradi di liberta (denotata con t(n)) la legge di una

v.a. U del tipo

X
U \/}7 ﬁ?
dove X e Y sono due v.a. indipendenti, di leggi rispettive N(0,1) e x?(n). La legge t(n) ammette
densita: una sua versione puo essere calcolata con il metodo indicato nell’esercizio che segue. Tale
versione risulta essere una funzione pari, e dunque la ¢(n) ¢ una legge simmetrica (del resto questo
puo essere mostrato anche a partire dall’espressione di U). Tuttavia per i nostri scopi tale densita
non sara importante.

Si puo anche mostrare che la t(n) converge in legge verso la N(0,1) quando n — oo. Siano infatti
X,Zy,...,Zy, v. a. indipendenti definite sullo stesso psazio Q, F, P) e tutte di legge N(0, 1); posto

_n
iz

per I'Esercizio 9.2 (b) la v.a. XW,, ha legge t(n). Inoltre per n — oo, W, converge a 1 q.c.
n 2

(si tratta della reciproca di %, che converge a E[Z?] = VarZ; = 1 per la Legge Forte dei
Grandi Numeri). Per il Lemma 8.16 X (W,, — 1) converge a 0 in probabilita, e per il Lemma 8.18
XW,, = X(W,, — 1) + X converge alla N(0,1) in legge.

Wy, =
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Esercizio 9.4 Siano X e Y due v.a. aventi densita congiunta f (rispetto alla misura di Lebesgue
multidimensionale). Calcolare la densita (rispetto alla misura di Lebesgue sulla retta) della v.a.

7=
Y

SOLUZIONE. Sia g una funzione boreliana. Allora

Elg(Z)] = //Rz f(z,y) dady = /+OO dy/+oo z,y)dz

/+°°dy/+°o fzy:y )‘y’dz—/_m dzg(z )/_OO f(zy,y)\y!dy—/_:Odzg(z)h(z),

dove si pone
“+o0o

h(z) = f(zy,9)|yl dy,

—00
che ¢ evidentemente la (una) densita per Z. In particolare, se X e Y sono indipendenti e di densita
rispettivamente f1 e fo, allora

+oo

h(z) = / £1(z) F2(9) ] dy;

—00

osserviamo che, se il vettore (X,Y) prende valori in (R)? le formule precedenti diventano rispet-
tivamente

b= ([ fema)iee. b= ([ A pwrw) e

Per un campione (X7, ...,X,) (non necessariamente gaussiano), consideriamo le due statistiche
X = 2ie1 Xi | S2 — > i (Xi — Y)Q.
n n—1

Si tratta della media campionaria (o media empirica) e della varianza campionaria (o varianza
empirica) che abbiamo gia incontrate in varie occasioni.

Dal Teorema di Cochran discende un importante corollario, che utilizzaremo varie volte.
Teorema 9.5 Sia X = (X1,...,X,,) un campione di taglia n e legge N(m, 0?). Allora
(i) la v.a.
X —
S~ N(0, 1)
o
(ii) la v.a.

"X X2 S2(n—
Zizl(X; X) :S( - 1) NX2(7’L—1);

o o
(1ii) @\/ﬁ e S? sono tra loro indipendenti (e di conseguenza lo sono anche X e S?)

(iv) la v.a.




DIMOSTRAZIONE. (i) E facile vedere che X ~ N(m, %2) segue dal fatto che X7 4 ---+ X, (somma
di n variabili indipendenti e tutte di legge N(m, 02) ha legge N(nm,no?). Il punto (i) si ottiene
allora per standardizzazione di X.

(ii) Sia Ej il sottospazio generato dal versore

e sia By = Ef. Posto

Y = (Y1,...,Y,) € un campione di legge N(0,1). Si hanno poi le relazioni

— " (Xi—m X—-m r Y r Y —
gupIL ) ;o Y =(Y,nn= L Vi n= \/757Z =—n=+nYn. (15)
no o vn n

Per la prima delle (15) si ha

Y (X = X)? _ i (Xi_X>2 _ Z ((Xi—’m) — (X—m))2 R I oF

o2

1=
n ) n n ) Zn Y n )
_ 2 v iva ) 2 4 v =17\ _ 2 _ v
_;Yi +nY —2Y(;K)_;}Q + ¥ — oY (== >_;Yi nY
= HY”2 - |D/E1||2 = ||YE2H27

per il Teorema di Pitagora. Dunque, per il Teorema di Cochran 9.3,

(X - X)?
szl( ? ) :HYE2H2

o2

ha legge x?(n — 1).
(iii) Ancora dal Teorema di Cochran sappiamo che Yg, e Yz, sono indipendenti. Dato che

0_2

X _
Tm\/ﬁ =YVn=(Yg,.n) (fuzione di Vi), 8% = —"—[[Vp,|” (funzione di Yg,)

(dove la prima equazione segue alla seconda delle relazioni (15)), si conclude che anche Y;m\/ﬁ e
5?2 sono indipendenti.

(iv) Si puo scrivere

che ha legge t(n — 1) per la definizione di legge di Student e per i tre punti precedenti di questo
Teorema.

O

Osservazione 9.6 Notare la somiglianza tra le due v.a. U := w eV = M; la

quantita o, presente nell’espressione di U, e sostituita da S in quella di V', e quindi V/, oltre che da
m, dipende solo dal campione (X1, ..., X,). Notiamo anche che V' ha, come U, una legge nota (e
che ¢ assai simile alla legge di U per n grande). Tutto questo fa prevedere la possibilita di utilizzare
V al posto di U nel caso che o sia una quantita incognita.

67



Esercizio 9.7 Siano (Xi,...,X,) e (Y1,...,Y;) due campioni gaussiani tra loro indipendenti, di
leggi rispettive N(m1,02) e N(ma, 0?). Poniamo

X = Zf:l Xi. Sg( _ Z:f:l(Xi - Y)2, Y Zgzl Y;. Zg=1<Y; - ?)2'

) ?

p p—1 q q—1
Mostrare che

(i) la v.a. X —Y ha legge N(m1 - m2702(% + %))5

(ii) la v.a. S%(p— 1) + S2 (¢ — 1) ha legge 0% - x*(p + q¢ — 2);

(iii) lev.ia. X, Y e
p q

Sxp—1D)+S5(q-1)=> (X;i—X)*+) (¥;-Y)
=1 =1

sono (globalmente) indipendenti;

(iv) la v.a.

VP+q=2-{(X-Y)— (m1—my)}
bV X S (- T

ha legge t(p + ¢ — 2).

SOLUZIONE. Il punto (i) si ricava dall’indipendenza di X e Y e dal punto (i) del Teorema 9.5. Il
punto (ii) segue dal punto (ii) del Teorema 9.5, ricordando che la legge x?(n) non & altro che la
F(%, %) Il punto (iv) segue dai punti precedenti (con lo stesso ragionamento usato per il punto
(iv) del teorema 9.5. Resta da verificare il punto (i).

Per k. =1,2,...,p+ g poniamo

Xp—ma

per 1<k<p
o
Z), =
Yip—m
A 2 per p+1<k<p+a
o
Allora Z = (z1,...,Zp4q) € un campione di v.a. aventi legge N(0,1). Consideriamo i due versori

ortogonali di RP*¢

1 1 1 1
- —,...,—,0,...,0), :(0,...,0,—,...,—);
n= (g pnt) m= (Gl G 7
N————— quolte poolte “——
puolte qvolte

siano E; e By i sottospazi di RPT9 generati rispettivamente da 1, e 1o e E3 il sottospazio ortogonale a
E1 ® Es. Per il Teorema di Cochran 9.3, le tre proiezioni Zg,, Zg, e Zg, sono tra loro indipendenti.
D’altra parte (analogamente a quanto visto nella dimostrazione del Teorema 9.5)

21, = (Ze 2 - (T,

da cui
X — 7 — VA
mi < E17711>7 X . < E17771> my,

o VD N/
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e in modo simile
p+q

- Z; Y -m
1 2
g, = (Z\%Z)W:\/@( . )771>

?_mQ _ <ZE2a772> 3% . <ZE23772>
o NI V4

pertanto X ¢ funzione di Zg, e Y & funzione di Zg,. Infine (riguardare i conti del Teorema 9.5)

P q p q
~ Eva ~2 72
Skp—1D+53(g-1) =D (Xi =X+ Vi-YV)?=> X7 —pX +> Y’ —qV
i=1 i=1 i=1 i=1
p s 9 p+q pirq 7. 9
— Z (cZi +m1)” — p<0721:1 ‘L + ml) + Z (cZ; + m2)2 - q<07“p+1 L4 m2)
- 2 (X 2
= {3z~ T B (P P R P DTN LA

e quindi S%(p — 1) + S (q — 1) & funzione di Zg,. Le tre variabili X, Y e
S%(p—1)+ 5% (g 1)
sono dunque indipendenti in quanto funzioni di tre variabili indipendenti distinte.

Definizione 9.8 Si chiama wvettore aleatorio gaussiano un vettore aleatorio X = (Xy,...,X,)
(definito su un opportuno spazio di probabilita (2, F, P)) tale che, per ogni u € R", la v.a. (u, X)
abbia legge gaussiana.

Ovviamente un campione di legge gaussiana € un vettore gaussiano. Dimostreremo che esistono
vettori gaussiani che non sono campioni (altrimenti la definizione precedente sarebbe poca cosa);
prima pero vediamo alcune proprieta di ogni vettore gaussiano.

Indicheremo con m = (E[X;],..., E[X,]) il vettore delle medie delle varie componenti (cioé m; =

E[X;],i=1,...,n) e con I la matrice di covarianza I' = (I'; ;) = (Cov(X;, X;)), i,j =1,...,n
E facile provare che la v.a. (u, X) ha media (u, m) e varianza (T'u,u):

El{u, X)] = E[zn:uzXz} = Zn:UzE[Xz] = zn:uimz’ = (u,m);
i=1 i=1 i
Var((u,X>) = Cov(iuiXi,iquZ') Z uju;Cov(X;, X;j) Z wiu; Ly 5 = (Tu, u).
i=1 j=1

t,j=1 1,j=1

Il seguente risultato generalizza fatti ben noti in R:

Teorema 9.9 (a) Sia X un vettore gaussiano a valori in R". La legge di X é determinata da m e
I', e viene denotata con N, (m,T").
(b) Se X ha legge N,,(m,T), A & una matrice k xn e b € R, allora il vettore Y = AX + b (a valori
in R¥ ha legge Ny (Am + b, AT''A).
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DIMOSTRAZIONE. (a) La funzione caratteristica di X e

¢x(u) = Elexp (i(u, X))] = bu,x)(1) = exp (i<u7m> - %<Fu7 u>>,
ricordando la (15).
(b) Calcoliamo la funzione caratteristica di Y. Si ha
¢y (u) = E|exp (i(u,Y))] = E[exp (i{u, AX 4 b))] = exp (i(u, b)) - E|exp (i(u, AX))]
= exp (i(u, 1)) - B[ exp (i( 4u, X))] = exp (i(u,5)) -exp (i( u, m) - %<r ‘Au, 4u)

= exp (i(u,b)) - exp (i(u,Am) - %((AF ‘A)u, u>> = exp <i(u,Am +b) — %((AF ‘A)u, u>),

e si conclude usando il punto (a).
U

Osservazione 9.10 Sia I,, la matrice identitd n x n. E immediato vedere che un vettore gaussiano
con legge N, (0, I,;) non ¢ altro che un campione taglia n e di legge N(0, 1).

Teorema 9.11 (a) Fissati m € R" e I" matrice n X n simmetrica e semidefinita positiva, esiste un
vettore aleatorio avente legge N,,(m,T").

(b) Se I é invertibile, la legge Ny, (m,I") é assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue
n-dimensionale, con densita

1 1,
f(w)=WeXp(2<F Yz —m), (@ —m))).

DIMOSTRAZIONE. (a) Sia X un vettore aleatorio di legge N,,(0,I,,), e sia A = /T la matrice del
Lemma 6.21. Posto Y = AX +m, per il Teorema 9.9, punto (b) , Y ha legge N,,(A0 +m, Al 'A)=
Ni(m, A2): Nn(m,T).

(b) Poniamo ¢(z) = Az + m. ¢ & invertibile e ¢! (x) = A=Yz — m), 82;1 = A~!; per la nota
formula di cambio di variabili si ha (indicando con fi; la densita del vettore aleatorio U)

oot 1 L1 2)| 41
D ‘_(%)Z exp (G147 @ = m)If) l471.

fr(z) = fx (67} (2))
Dato che I' = A% si ha |I'| = |[A%] = |A|? e quindi |[A7| = |A|7! = (/| ])71. Inoltre

|47 @ —m) || = (A (@ = m), A (@ — m)) = ({4 A (2 — m), (z — m))
— (A% @ = m), (& — m) = (A (& —m), (z —m)) = (T (& — m), (z — m)).

sostituendo si trova la formula dell’enunciato.

0

Osservazione 9.12 In realta il punto (b) ammette anche il viceversa (che non dimostriamo): se
I’ non & invertibile, allora la legge N,,(m,I') non & assolutamente continua rispetto alla misura di
Lebesgue n-dimensionale.
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10 I modelli lineari

Esempio 10.1 (introduttivo). L’esito di un certo fenomeno aleatorio (ad esempio il rendimento
di un certo terreno coltivato) e la somma di una funzione f(z) (dove f & sconosciuta) di una certa
quantitd (non aleatoria) z (ad esempio z = quantitad di concime impiegato) e di un “disturbo”
aleatorio W (ad esempio W = quantita di pioggia caduta nel periodo di osservazione).

Per valutare ragionevolmente f si fanno n prove (ad esempio si concimano n terreni nello stesso
modo), e in questa maniera si ottengono n risultati

Y1 = f(z1) + W1
Ys = f(:IZQ) + Wy

Yn = f(xn) + Wn§

Inoltre si suppone che le v.a. W,,, m = 1,...,n siano centrate, non correlate e con varianza o2,

anch’essa sconosciuta.

Lo scopo dell'indagine ¢ quello di ottenere informazioni sulle quantita non note, e cioe su f e o2.

Per rendere il problema matematicamente trattabile, si puo approssimare f con un polinomio di

grado k — 1, dove k < mn:
k

flo) = 2l

Jj=1

quindi le equazioni precedenti diventano (scriviamo il sistema in forma compatta)

k
Y :Z($m)j_19j+wma m = 1a2a"'7n’ k <n.
=1

Le v.a. W,, possono essere scritte nella forma W,, = ¢Z,,, dove le Z,, sono centrate e tali che
Cov(Z;, Z;) = 60; 5. In definitiva il modello ¢ diventato

k
Ym:Z(xm)Jflﬂj—i—aZm, m=1,2,...,n, k <n,
=1
e a questo punto ottenere informazioni su f e o significa stimare i numeri 1, ..., 60, e 2.

I modelli come quello qui indicato sono detti modelli di regressione, e sono un caso particolare dei
cosiddetti modelli lineari, di cui diamo ora la definizione.

Definizione 10.2 Si chiama modello lineare un modello statistico nel quale 'osservazione &
formata da n v.a. della forma

k
Ym:ZamJOj—&—aZm, m=12,...,n, k <n,
=1
dove le incognite sono 61, ..., 0 e o>

Osservazione 10.3 da Wikipedia:“L’origine del termine regressione € storicamente documentata.
L’espressione reversione era usata nel XIX secolo per descrivere un fenomeno biologico, in base al
quale la progenie di individui eccezionali tende in media a presentare caratteristiche meno notevoli
di quelle dei genitori, e piu simili a quelle degli antenati piti remoti. Francis Galton studio tale
fenomeno, applicandovi il termine, forse improprio, di regressione verso la media (o la mediocrita).”
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Come abbiamo detto, si suppone che il vettore aleatorio Z = {Z,...,Z,) sia centrato e con
matrice di covarianza I,,. Inoltre il modello puod essere rappresentato in forma vettoriale come

Y =A0+cZ,

dove 6 = Y01,...,0), A = (am7j)m<nj<k, Z = YZy,...,Z,). Si suppone che 'applicazione
Ly : RF — R” definita da L(z) = Az sia iniettiva, cio¢ che la matrice n x k A sia di rango
massimo (= min{k,n} = k).

Volendo rappresentare la situazione come un modello statistico (nel senso usuale), si prende
(R", BR"), {P'}),
dove P%°” & 1a legge di Y, cioé 'immagine della legge di Z secondo l'applicazione z — A6 + oz.

Diremo che siamo nel caso gaussiano se la legge di Z ¢ la N, (0, I,,) (cioe se Z = (Z1,...,Zy,) &
un campione di legge N(0,1)). In tal caso la legge P%°" ammette densita rispetto alla misura di
Lebesgue su R", data da

0,02 _ 1 (_ i — Af 2)
77 () amion P 52 ly — A0 ).
Si ha

ly — A0|I* = {y — A0,y — A9) = [ly||* + || A0]|* — 2(y, A6);
indichiamo con L 4(R¥) il sottospazio chiuso di R” immagine di R* secondo I’applicazione L 4 e con
9 la proiezione di R™ su L4(R¥). Allora si ha y = €y + z, con z vettore ortogonale a L4(R¥), e

quindi

(y, AO) = (Jy + 2, A0) = (Ty, A0) + (2, A0) = (Yy, A0).

Ne segue che

2 1 1
177 W) = G e (= goa { P + 14017 - 200y, 46) } ~ nlogo):

dato che

2
<(A9 1 ),(ﬁIY,HY|!2)> _ Ty, 40) IV

o2’ 202 o2 202
si riconosce che siamo in presenza di un modello esponenziale e che (qY,[Y||?) & una statistica

esaustiva completa. In particolare Y & uno stimatore di 6 (osservare che § manda R" in L 4(R¥),
che ¢ un sottospazio di R™ a dimensione k (= numero dei 6;), in quanto A ¢ di rango massimo).

In analogia al caso gaussiano, in un modello lineare considereremo solo degli stimatori lineari di 6,
cioe del tipo VY, con V matrice k x n (e di conseguenza Ly : R" — IR{’“).

Cominciamo con un lemma.

Lemma 10.4 Siano A una matrice n X k con k < n di rango massimo (= k) e y € R". Allora il
vettore x € R¥ che rende minima la funzione x ~ ||y — Az||? & dato da

x = Uy, dove u:(tAA)*l(tA).
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DIMOSTRAZIONE. E noto che il vettore z € L4(RF) (cioe del tipo z = Az per qualche z € RF)
che rende minima la distanza di y da L A(]Rk) e z = 9y, dove 9§ ¢ la proiezione ortogonale di R" su
L 4(R¥). Dunque dovra essere

Az =z =9qy. (16)

Questa relazione implica che x ¢ unico (infatti, se fosse §y = Ax; = Axg, allora z1 = x9 perché A
¢ di rango massimo). Dunque possiamo definire I'applicazione U : R — R* tale che il vettore z si
possa mettere nella forma z = Uy. Dalla (16) segue allora che AUy = 9y, per ogni y € R™. In altre
parole si ha

AU = 1. (17)

Poiché A non ¢ una matrice quadrata, non possiamo invertire la relazione precedente scrivendo
U = A~'9; dunque, per identificare U dobbiamo fare ulteriori passaggi.

Cominciamo osservando che 4 = q (infatti, siano u e v due vettori di R™. Allora u = fu + a,
dove a ¢ ortogonale a € L4 (RF), e quindi (u, §v) = (fu + a, Jv) = (Ju, Jv). Analogamente si ha
(Qu,v) = (Ju, ) , e quindi (u, §v) = (Yu,v)). Dato che ovviamente A = §A, abbiamo, per la
(17),

A= 194) = A = "Aq = "A(AU) = ("TAA)U.

Da questa relazione segue la tesi, a patto che ‘A A sia invertibile. Per dimostrarlo, osserviamo prima
di tutto che Ly 4 : R¥ — R*; dunque *AA ¢ invertibile se e solo se L4 € iniettiva, ovvero se e solo
se la relazione (*AA)z = 0 implica che z = 0. Ma se (AA)x = 0, allora

0= <(tAA)$,.Z‘> = (Azx, Az) = HAx||2,

da cui segue che Az = 0 e quindi = 0 perché L4 ¢ iniettiva (essendo A di rango massimo).
O

Diremo che uno stimatore vettoriale € corretto se € corretto componente per componente.

Teorema 10.5 (DI GAUSS-MARKOV). Lo stimatore UY & uno stimatore corretto di 6, ottimale
nella classe degli stimatori lineari corretti di 0, e | AUY —Y || & uno stimatore corretto di (n— k)o?.
Nel caso gaussiano, tali stimatori sono ottimali tra tutti gli stimatori corretti (lineari e non, per
quanto riguarda 0) di 6 e (n — k)o? rispettivamente.

DIMOSTRAZIONE. Sia VY uno stimatore lineare. VY € uno stimatore corretto di € se e solo se
0 =E"[VY] = EY V(A0 + 0Z)] = VAO + oVE? [Z] = V A9,
perché Z e centrato. La relazione precedente dice che, se VY & corretto, allora deve aversi
VA=1I, (18)
ed in effetti U ha questa proprieta. Infatti, per il Lemma 10.4, risulta
UA = {(1A4) 7 (1A)}A = ("AA) ' (*A4) = I.

Quindi UY & uno stimatore corretto. Valutiamo adesso il rischio di un generico stimatore corretto
VY. Esso & uguale a

E*[|VY —0|?] = E*7*[|V(A0+ 0Z) —0|?] = E*7°[|V(A0) + 0V Z —0]%] = S2E*"[|V Z|?],

per la (18). D’altra parte

vz)=%" (zj:w,jzjf -y (zj:w,jzj) (%:kak) = (Zvi,jvi,kzjzk),

i i i Gk
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e, passando alla speranza,

B |vzZ|?) = Z (Zvi,jvi,kEe’oz [ZjZk]) = Z (Zvi,jvi,kéj’,k> = Z (Zv%)
i gk i gk i j
=Y v =1IVI?
]
per cui si ottiene infine

B |VY = 0] = o?|V %

Dunque, volendo trovare lo stimatore ottimale (cioé di rischio minimo) nella classe degli stimatori
lineari corretti, occorre minimizare la quantita ||V||? sotto la condizione (18). Mostriamo che lo
stimatore UY e appunto quello che minimizza tale quantita. Osserviamo che per ogni V' tale che
VA = I, dato che AU = q (ved. equazione (17)) si ha

U= LU= (VAU=V(AU) = V.

Di conseguenza

U= (Ve =gV =9,

da cui

Ul = u® = 191> < V1P = VI,

poiché la proiezione diminuisce la norma.
Passiamo a considerare lo stimatore ||AUY — Y'||2. Si ha, per la (17),
AWY —Y =Y - Y =9(A0+0Z) — (A0 +0Z) = (JA0 — A0)+0(§Z - Z) = o(§Z — Z),
ricordando che A4 = A. Quindi
B lAwy - Y|?] = 2 BP7 (|92 - Z|?).

Per dimostrare che ||AUY — Y||? & uno stimatore corretto di o?(n — k), bisogna allora far vedere
che ,
E (192 - Z|*) =n — k.

Studiamo dapprima il caso particolare in cui § ¢ la proiezione sul sottospazio generato dalle prime
k coordinate. Allora abbiamo

Z—Z=(0,....0,—Zpst1,..—Zn),
~—

kvolte

e la tesi e ovvia perché
E9,0-2 [”ﬂZ N ZH2] — E97o'2 [Z’%+1 + .4+ Z’?L] =n — k,
ricordando che £ [Z2] =6;; = 1.

Passiamo ora al caso generale. Premettiamo un

Lemma 10.6 Siano B = (b; )i j=1,.n una matrice n X n ortogonale e Z un vettore aleatorio,
definito su (2,3, P) e a valori in R", centrato e con matrice di covarianza I'y = (%,j)

ij=1,..n"
Allora la matrice di covarianza del vettore W = BZ ¢ data da

I'yy = BT, 'B.
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DIMOSTRAZIONE (DEL LEMMA). Risulta

EWiW;] = B[ (Y binZn) (D bin2) | = B S binbinZnZi| = 3 binbinE[ZnZ]
h k h.k

hok
= Z bi hbj K Vn ke = Z bi hVh,kbk,j s
hok hok

dove l;k,j = bj . Si riconosce che ‘B = (Bk]) = (bj’k), e quindi abbiamo ottenuto
EW;W;] = (BTz'B); ;.
O

Applicando il Lemma precedente nel nostro caso, in cui I'y; = I, otteniamo, per una data matrice
B ortogonale,
I'v =BT';'B=BI,'B=B'B=1,,

cioe il vettore W = BZ ha le stesse proprieta di Z. Dunque ci si riconduce al caso particolare
precedente se consideriamo la matrice ortogonale B che cambia la base in modo che i primi k
elementi generino il sottospazio (a dimensione k) L4(R¥) su cui 9§ proietta.

Se siamo nel caso gaussiano, allora (Y, ||Y]|?) & una statistica esaustiva completa, come abbiamo
visto prima. Dunque, per i risultati generali sulle statistiche esaustive complete, per vedere che UY
e ||AUY —Y||? sono stimatori ottimali, basta far vedere che sono funzioni della statistica esaustiva
completa. Osserviamo prima di tutto che

U= (44)7" (1) = (144) 7T {(94) = (44) 7 (4) g = {(44) " (W)} =u;

(lo abbiamo anche gia dimostrato sopra, perché abbiamo visto che per ogni V' tale che VA = I,
abbiamo U = V€)).
Dunque UY = U(9Y) & funzione di Y. Inoltre, per il Teorema di Pitagora,

IYI1P = 11971 + [IY — Y%,
da cui, ricordando la relazione (17),
[AUY = Y[ = |9y =Y [* = [|Y]* - |9V,

e quindi anche [[AUY — Y||? & funzione della statistica completa.

Osservazione 10.7 Una volta effettuato ’esperimento, che ha prodotto il risultato w, per il calcolo
effettivo di UY (w) si procede cosi. Noi abbiamo a disposizione I'osservazione Y (w), e sappiamo dal
Teorema di Gauss-Markov 10.5 che la stima lineare di 6 deve essere UY (w). Da Lemma 10.4
sappiamo che UY (w) minimizza ||Y (w) — A(UY (w))||?. Dunque si cerca il vettore 8y € R¥ in cui si
realiza il minimo della funzione

n k
0 1V ()~ AUV @) = 3 (Vulew) = D amsty)
j=1

m=1

e si pone UY (w) = 6. In casi come questo si usa dire che si stima € nel senso dei minimi quadrati.
In pratica si annullano le derivate parziali rispetto a 61,...,60
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Esempio 10.8 Torniamo al modello di regressione che abbiamo visto all’inizio, e cioe

k
Y, = Z(xm)j_lﬁj + 02y, m=1,2,...,n,
j=1

con k <mnewx; #xy# -+ # x,. Allora & ben noto che la matrice A data da

T :L"fi
T2 mgfl
1 =z, rk-l

ha rango massimo. Annullando le derivate parziali si arriva alle equazioni

k
Cli = Z CZ'JH]',

j=1

dove

n
_ i1 _ i+j—2
d; = g Yo (W), Cij = E e
m=1

11 Cenni sulle regioni di fiducia
Premettiamo la definizione di quantile.
Sia F' una funzione di ripartizione. Per ogni « € (0, 1), poniamo
Sa={z€R: F(z) > a}, F“(a) =inf Sy =inf {z € R: F(z) > a}.

Notiamo che, grazie alla non decrescenza di F', S, & una semiretta destra in R, di cui dunque
F< () ¢ lorigine.

Definizione 11.1 La funzione F*~ : (0,1) — R cosi definita si chiama inversa generalizzata di F'.
Tuttavia in Statistica si usa chiamarla preferibilmente funzione quantile di F' (meglio: della legge
di cui F' & la funzione di ripartizione). Se « € (0, 1), il numero F* («) si chiama quantile di ordine
o di F.

Osservazione 11.2 E immediato verificare che, se F' e continua e strettamente crescente nell’in-
sieme Hp = {x € R: 0 < F(z) < 1}, allora F*~ non & altro che la funzione inversa F~! di F; in
questo caso si hanno quindi le relazioni

F(F<(a)) =a, Vae(0,1); F<(F(z)) =2, Yaze€ Hp.

La seguente Proposizione elenca le principali proprieta di F<:
Proposition 11.3 Valgono le seguenti proprieta:

(i) F< ¢ non decrescente.

(ii) F(z1) < a < F(x2) <= 11 < F (a) < 2.
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(iii) F(F‘_(a)) > «a perogni a € (0,1). In piu, se F' é continua, la diseguaglianza é un’uguaglian-
za.

(iv) F*< (F(az)) < z per ogni x € Hp. In piu, se ' é strettamente crescente, la diseguaglianza é
un’uguaglianza.

(v) F é continua se e solo se F< & strettamente crescente.
(vi) F é strettamente crescente se e solo se F'<~ ¢ continua .

(vii) Se la v.a. X ha funzione di ripartizione F, allora P(F* (F(X)) # X) = 0.

Si lascia la dimostrazione per esercizio; tuttavia, dato che saranno usate nel seguito (nella dimo-
strazione del Teorema 23.3), a titolo di esempio mostriamo direttamente le due proprita seguenti:

(1) Se o < B, allora F* (a) < F* () (questa non e altro che la (i) della Proposizione precedente)
Infatti in tal caso Sg C S, e quindi F* (o) = inf S, <inf Sg = F<(f).

(2) F(F“(a)") < a < F(F*(a)).

Infatti

(a) Siat < F* (). Allora t ¢ S, e quindi F(t) < a. Passando al limite per ¢t T F* (a), si ha la
prima delle diseguaglianze da dimostrare.

(b) Per definizione di estremo inferiore, esiste una successione (z,) di elementi di S, tale che
Zn 4 F<(a). Dato che x, € S,, si ha a < F(x,) e, passando al limite in n, si trova a <
limy, o0 F(zn) = limy) (o) F(t) = F(F* ()), per la continuita a destra di F.

Utilizzeremo simboli particolari per i quantili (di ordine «) delle tre leggi fondamentali dell Stati-
stica, e cioe

e i quantili della N(0, 1) saranno indicati con ¢q;
e i quantili della t(n) saranno indicati con t,(n);
e i quantili della x?(n) saranno indicati con x2(n).

Osservazione 11.4 Sia F' la funzione di ripartizione continua, strettamente crescente e simme-
trica, cioé tale che F'(—z) =1 — F(x), Vx € R. Allora

Fla)=-F'1-0a), VYac(0,1). (19)
(In realta si potrebbe dimostrare che, se F' & simmetrica e continua, allora F*< (o) = —F“ (1 — «)).
Per dimostrare la relazione (19), dato che F' ¢ iniettiva, basta verificare che
F(FYa)=F(-F(1-0a).
Infatti

F(F_l(a)) = q;
F(-F'1-a)=1-F(F '1l-a)=1-(1-a)=a.

La proprieta (19) vale in particolare per i quantili della N(0,1) e della ¢(n), per cui si hanno le
formule

Pa = —P1-a; ta(n) = _tlfa(n)- (20)
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Mentre nei problemi di stima puntuale studiati nel §3 'obbiettivo e quello di identificare il parametro
che regola un certo fenomeno aleatorio, nella teoria delle regioni di fiducia si cerca di ottenere, in
base al risultato dell’esperimento, un sottoinsieme (aleatorio) di © a cui il parametro appartiene
con una probabilita abbastanza alta. Piu precisamente si da la seguente

Definizione 11.5 Siano a € (0,1), g : © — R una funzione e S : Q — P(O) una funzione tale
che, per ogni 6, l'insieme {w : S(w) non contiene ¢g(#)} (che si scrive preferibilmente, anche se in
modo un po’ improprio, nella forma {g(0) ¢ S}) appartenga alla o- algebra F. Si dice che S ¢ una
regione di fiducia (o di confidenza) di livello 1 — a per g(6) se, per ogni 6, risulta

P%(g(0) ¢ S) < a, o, equivalentemente, P’(g(8) € S)>1—a.

Osservazione 11.6 Naturalmente, i valori tipici per « sono piccoli, ad esempio o« = 0,05 oppure
a=0,01.

Osservazione 11.7 Se © C R, le regioni di fiducia che si costruiscono nella pratica sono in genere
degli intervalli della retta (limitati o no).

Esempio 11.8 Costruire un intervallo di fiducia di livello 0,95 per il parametro 6 > 0 dell’esponen-
ziale, basato su una sola osservazione X (cioe il modello ¢ quello di un campione unidimensionale
X).

Significa che si devono trovare due funzioni 77 (X) e T>(X) tali che, per ogni 6 > 0, risulti
PY(Ty(X) < 6 < T5(X)) > 0,95.

Partiamo da questa semplice osservazione: se X ha legge £(0), allora la v.a. @ = 60X ha legge £(1).
Infatti, per ogni t > 0 si ha

PYQ<t)=P(OX <t) = P"(X < g) —1-ct,

Di conseguenza, per ogni coppia a,b > 0, con a < b si ottiene
Plla<@Q<bh=(1-et—(1-eY=e%—e?,

il che equivale a

Allora poniamo

dove le costanti a e b sono scelte in modo che valga 'uguaglianza e~ — e~ = 0, 95.

Osservazione 11.9 Il metodo qui seguito, e che verra usato sistematicamente nel seguito, ¢ quello
cosiddetto della quantita pivotale, che consiste nel determinare una funzione di Xi,...,X, e del
parametro 6, Q(X1,...,X,;60) (X e 6 nell’esempio), invertibile rispetto alla variabile 6, in modo
che la sua legge (A~ P? (Q(X1,...,X,;0) € A)) non dipenda da 6.

NoTA. Nei paragrafi seguenti X1, ..., X, sard un campione di taglia n e di legge N(m, 0?); inoltre
gli intervalli che costruiremo saranno tutti di livello 1 — « fissato. Indicheremo con @ la f.d.r. della
N(0,1). Ricordiamo anche che in questo caso si ha ¢, = ®~1(a).

INTERVALLI DI FIDUCIA PER LA MEDIA DELLA NORMALE CON VARIANZA NOTA.
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Si parte dall’osservazione che la v.a.

Q=Q(X1,..., Xpsm) = 2~ N(O, ),
come ci assicura il Teorema 9.5 (i). Pertanto @@ pud essere scelta come quantita pivotale.
(a) INTERVALLO BILATERALE. Dalla relazione
P™a<Q<b)=®(b) - (a)
si ricava

®(b) — P(a)
X

:JW(ag ;mv%gb>:PmCY—

Pertanto bastera trovare a e b in modo che
®(b) — P(a) =1—a.

Siano 3 e v due numeri reali € (0,1) tali che b = ¢3 e a = ¢,; allora si ha
o(b) - @(a) = B -,

e quindi bastera scegliere 3 e v in modo che risulti § —~ =1 — . Una scelta possibile ¢ 3 =1 — g,
v =g, cioe
b=¢1-2, a=¢s=—-¢1_g,

dove l'ultima uguaglianza segue dalla prima delle (20). L’intervallo risultante ¢ allora

(Y—jﬁha§m§Y+ (21)
n

Yo
Osservazione 11.10 La scelta fatta per 8 e v non e ovviamente l'unica possibile: ad esempio
B=1-5,7= %oz va ancora bene. Tuttavia l'intervallo (21) & quello di ampiezza minima (cioe da
la stima migliore possibile, al livello 1 — « assegnato), come mostra l’esercizio che segue.

%le—%)-

Esercizio 11.11 . Calcolare il
min(b — a)

o) —Pla)=1—«
SOLUZIONE. Poniamo ®(b) = 3, ®(a) = 7. Il problema si puo allora riformulare nel modo seguente:
{min@l(ﬁ) —(@7'(7))
f-y=1-a
Porrremo per semplicita K = 1 — . Dunque si tratta di trovare il minimo della funzione
v @7y + k) = @7 (). (22)

La derivata ¢
1 1

(@ (y+ k) 2(E7H(y)

ed & > 0 per
(D (v + k) < (@()),
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cioe
La disequazione

ha le soluzioni m? > n?, ovvero
—|m| <n < |m|.

Nel nostro caso cio significa
—[@ (v R) <7 (y) < @7 (v + k)|
Dunque, applicando la ® ai tre membri di queste diseguaglianze, si trova
O(— [0 (y+h)]) <O (7) < @(|o (v +k)|). (23)
Non e difficile vedere che, in generale, si ha

o(|o " (w)) = 5+ [u-

(verifica per esercizio); dunque la (23) diventa (tenuto conto dell’identita ®(—t) =1 — ®(t))

1
2

)

1 1 ‘+k 1‘< <1+‘+k
2 |7 2| =T=3 |7

e, sistemando i calcoli, si trova
1 1 1
BIALRE LR (LR

(-3) <(-g+)

La soluzione di questa disequazione &

ovvero

Ricapitolando, abbiamo trovato che la funzione (22) ¢ crescente (risp. decrescente) per v > § (risp.

gamma > §), e quindi 7y = § ¢ punto di minimo.

(b) INTERVALLO UNILATERALE DESTRO. Il termine significa che si vuole trovare una limitazione
per m solo dal basso, cioé del tipo h < m (il termine “destro” si spiega osservando che in tal caso
m € (h,+00), semiretta destra).

Questa volta partiamo dalla relazione
P™Q < b) = 0(b),
che equivale a

Pm(f— %b < m) — B (h).
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Se b = ¢g, allora bastera che
1—a=o(0) =20,

ovvero semplicemente b = ¢1_, e I'intervallo &

(7 - %¢1—a7 +OO>~

(c¢) INTERVALLO UNILATERALE SINISTRO. Non ripeteremo i calcoli, che sono analoghi ai precedenti.

Si trova l'intervallo a

NG

ricordando la prima delle relazioni (20).

g

(—o0 X~ v

%) = <—OO,Y+ ¢1—a>,

Osservazione 11.12 La scelta del tipo di intervallo da considerare € in genere legata alla situazione
pratica (se si deve avere una stima sia da destra che da sinistra calcoleremo un intervallo bilaterale,
se invece occorre stimare il parametro solo dal basso cercheremo un intervallo unilaterale destro, e
cosl via).

Osservazione 11.13 Per quanto riguarda le stime da sinistra unilaterale e bilaterale si ha

o o

% \/ﬁ(bl—a'

Per le stime da destra vale ovviamente la diseguaglianza inversa (dimostrazione per esercizio).

X - b1-2 <X -

INTERVALLI DI FIDUCIA PER LA MEDIA DELLA NORMALE CON VARIANZA NON NOTA.

Nella pratica gli intervalli del paragrafo precedente sono di scarsa utilita, perché nelle formule che li
definiscono interviene la varianza o2, che in genere non si conosce. In questo caso si puod sostituire

2
D > S6 RS o

o“ con
n—1

(che ne € uno stimatore), e applicare di nuovo il metodo della quantita pivotale partendo dalla v.a.

X—-m
S

Vn~t(n—1)

(Teorema 9.5) (iv). Ricordando la seconda delle relazioni (20), risulta chiaro che tutto cio che
abbiamo detto nel paragrafo precedente si puo ripetere, semplicemente sostituendo o con S e i
quantili della N(0,1) con quelli della t(n — 1). Per comodita di chi legge, riportiamo comunque le
formule finali.

(a) INTERVALLO BILATERALE.

(Y - jﬁtl_g(n ~1), X+ —=t;_a(n— 1)).

S @

(b) INTERVALLO UNILATERALE DESTRO.

(Y - jﬁtl_a(n -1, —i—oo).
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) \/ﬁ 11—« .

INTERVALLI DI FIDUCIA PER LA VARIANZA DELLA NORMALE CON MEDIA NOTA.

Qui si parte osservando che

Q=Q(X1,...,Xn;0%) = iz

Posto

(che, come sappiamo, ¢ uno stimatore della varianza), si puo scrivere

nU?
Q:

o2’

(a) INTERVALLO BILATERALE. Indichiamo con F, la funzione di ripartizione della x?(n). Allora si
ha

2 2
Fo(b) = Fa(a) = P (a < Q <) = P (a < - <) ZP"Q(% S ﬂ)‘
Quindi, se al solito poniamo b = X%(n), a= X?Y(n), avremo
1—a=F,(b)— F.,(a)=5—1.

Una scelta possibile ¢ f =1 — 5, v = g, si ottiene I'intervallo

( nlU? nU2>
L) )

Gli intervalli unilaterali si ottengono in modo analogo. Riportiamo solo le formule finali.

(b) INTERVALLO UNILATERALE DESTRO.

( nU?

Xi_q(n)’ +OO> '

(¢) INTERVALLO UNILATERALE SINISTRO.

nU?
(0, R )
xa(n)
INTERVALLI DI FIDUCIA PER LA VARIANZA DELLA NORMALE CON MEDIA NON NOTA.

Poiché normalmente la media non ¢ nota, si puo cercare di sostituire m con il suo stimatore X,
usando, al posto di U2, la v.a.
n 2
> iz (Xi — X)

S? =
n—1
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(che & ancora uno stimatore della varianza). Quindi applicheremo il metodo della quantita pivotale

a partire dalla v.a.
(n —1)52

Q:Q(XIM'WXTL;O—Q): 2 )

o
che, dal Teorema 9.5 (ii), sappiamo avere legge x?(n — 1). Dunque, per avere i tre nuovi intervalli,
bastera sostituire nelle formule del paragrafo precedente S? al posto di U% e n — 1 al posto di n
(e i quantili della x?(n — 1) al posto dei quantili della x?(n)). Si ottengono cosi le espressioni che
seguono:

(a) INTERVALLO BILATERALE.

((n—1)5’2 (n—1)5’2>
-0 g0/

(b) INTERVALLO UNILATERALE DESTRO.

(n—1)52
o)
Xl—a(n - 1)
(c) INTERVALLO UNILATERALE SINISTRO.

(0 (n — 1)52).

"xa(n—1)
12 Teoria dei test: generalita

Fare un test statistico significa formulare un’ipotesi riguardante il parametro § € © (che non &
noto) e pianificare un esperimento per decidere se tale ipotesi puo essere ritenuta vera, e quindi
accettata.

Un’ipotesi statistica (usualmente indicata con il simbolo Hy e talvolta denominata ipotesi nulla) e
la sua negazione, cioe l'ipotesi alternativa (indicata con il simbolo Hjp) si formalizzano nel modo
seguente.

Dato il modello statistico (Q, F, {Pg, RS @}), si assegna una partizione del’insieme © dei parametri
in due sottoinsiemi non vuoti g e ©1 (dunque OgUO; = O ¢ ©9NO1 = (). Si pone poi Hy : 6 € O
e H :0 € 0O;.

Esempio 12.1 Nell’esempio iniziale del controllo di qualita, supponiamo di voler sottoporre a test
Iipotesi Hy : la probabilita che un generico pezzo sia difettoso ¢ < 0.1. La formalizzazione & la
seguente:

0= (07 1)7 60 = (0701)7 e1 = [017 1)

e dobbiamo pianificare un esperimento che ci permetta di discriminare tra l'ipotesi Hy : 6 € ©g
(cioe 6 < 0.1) e lalternative H; : 6 € ©1 (cioe § > 0,1).

Definizione 12.2 Si chiama funzione di test (o semplicemente test una funzione ® : Q@ — {0,1}
misurabile, cioe della forma ® = 1p, con D € F. L'evento D = {w € Q : &(w) = 1} si chiama
regione di rigetto o di rifiuto, o anche regione critica del test. Essa va interpretata come l’insieme
dei risultati dell’esperimento pianificato che inducono (megli sarebbe dire “obbligano”) lo speri-
mentatore a ritenere che Hj sia falsa ( se ®(w) = 1 significa che scegliamo H;) e, come tale, a
respingerla. In modo simmetrico, 'evento D€ si chiama regione di accettazione del test.
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Osservazione 12.3 Identificheremo spesso un test con la sua regione critica: diremo quindi “il
test D” invece che “il test di regione critica D”.

Esempio 12.4 Ancora nell’esempio del controllo di qualita (con l'ipotesi Hy stabilita in 12.1),
supponiamo che l'esperimento da effettuare consista nel provare 100 pezzi, e che si sia deciso di
rifiutare l'ipotesi nel caso che il numero di pezzi difettosi risulti maggiore (strettamente) di 11. La
formalizzazione della situazione & allora la seguente.
Si prende il modello statistico del campione X1, ..., X1go di legge B(1,6); si pone poi T' = Z}S{ X;
e

0 seT(w) <11

d(w) = (W) <
1 seT(w) > 12.

Evidentemente ® & la funzione di test e si puo scrivere ® = 1p, dove D = {w € Q : T(w) > 12} ¢
la regione critica del test.

Osservazione 12.5 Poniamo

g9(0) =

0 sef e
1 sefe€0O;.

(cioe g(#) e I'indice di quello tra i due sottoinsiemi Oy e ©1 a cui § appartiene). Allora la funzione
® = 1p sopra introdotta non ¢ altro che uno stimatore di g(f) (nel senso della definizione data a
suo tempo): significa che, nell’eventualita che w € D¢ (cioe ®(w) = 0) allora decidiamo che 6 € ©
(e cioe g(f) = 0), e quindi accettiamo Hp, mentre se w € D (cioe ®(w) = 1) allora diciamo che
6 € ©1 (e cioe g(f) = 1), e quindi rifiutiamo Hy.

Generalmente si ha a disposizione un certo numero di test, e bisogna decidere qual ¢ il piu affidabile.
L’osservazione precedente (cioe 'interpretazione della funzione di test come uno stimatore) ci dice
che cio & possibile introducendo anche in questo caso (come per gli stimatori) un costo.

Definizione 12.6 Il costo in un problema di test & la funzione C': © x {0,1} — R definita da

a se 0 € O
1—a sefec0O.

C0,a) = {

Ricordiamo che il costo relativo alla stima U(w) & definito come C(0,U(w)), e dunque nel nostro
caso vale C'(6,1p(w)): supponiamo che 6 € Oq; se decidiamo che 6 € Oy, allora C(0,1p(w)) =
C(6,0) = 0 (non paghiamo alcun costo, avendo fatto la scelta giusta); se invece decidiamo che
0 € Oy, allora C(0,1p(w)) = C(A,1) = 1 (paghiamo un costo unitario, avendo fatto la scelta
sbagliata). Le cose vanno in modo esattamente simmetrico se 6 € O;.

Di conseguenza il rischio dello “stimatore” 1p e

{Ea[lD] = PY(D) per 0 € 6

Ri,(0) = E°[C(0,1p)] = 1—E?1p] = PY(D°) per 6 € .

(24)
La decisione che prenderemo (6 € ©g oppure 6 € ©1) dipende dal risultato dell’esperimento, ed &
dunque aleatoria. C’e¢ dunque una probabilita di prendere una decisione sbagliata. Precisamente:

Definizione 12.7 (a) Si chiama errore di prima specie I’errore che consiste nel respingere a torto
lipotesi Hy (I’esperimento che abbiamo effettuato ha dato un risultato w € D, ma in realta 6 € Q).
La probabilita di commettere questo tipo di errore e PG(D), per 0 € Og.

(b) Si chiama errore di seconda specie 'errore che consiste nell’ accettare a torto l'ipotesi Hy
(Pesperimento che abbiamo effettuato ha dato un risultato w € D¢ ma in realta § € ©1). La
probabilita di commettere questo tipo di errore & P?(D°), per 6 € ©y.
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Seguendo ancora la terminologia introdotta per gli stimatori, possiamo dare la definizione seguente:

Definizione 12.8 Un test (di regione critica) D ¢ preferibile ad un test (di regione critica) D* se
Ri,(6) < Ry,,.(0) per ognif € O©. Ricordando I’espressione del rischio, si deve cioe avere

< PY%D*) per 6¢c Oy,
PY(D) > PYD*) per 6¢c0y,

(ovvero, se l'ipotesi ¢ vera, ¢ meno probabile respingerla con il test D piuttosto che con il test D*.

In modo analogo si possono dare le definizioni di test strettamente preferibile, test ammissibile e
test ottimale.

Con la relazione di preferibilita si ottiene solo un ordinamento parziale fra test: esistono infatti test
tra loro non confrontabili (come accadeva per gli stimatori).

Esiste un criterio di ordinamento tra test nel quale, a differenza del precedente, Hy e Hy non giocano
un ruolo simmetrico. Spesso infatti si ritiene che sia meglio accettare un’ipotesi falsa piuttosto che
respingere un’ipotesi vera. Come esempio, si puo pensare ad un test del DNA usato per decidere la
colpevolezza di una persona accusata di omicidio in uno stato dove per questo reato ¢ prevista la
pena di morte: se I'ipotesi Hg corrisponde all’affermazione “I’imputato € innocente” e I'alternativa
H; all’affermazione “I'imputato e colpevole”, accettare l'ipotesi Hy falsa equivale a mandare libero
un assassino, ma respingerla quando & vera significa condannare a morte un innocente. Questo e
chiaramente un errore piu grave, non solo dal punto di vista morale, ma anche per il semplice fatto
che al primo errore si puo in qualche modo porre rimedio, mentre al secondo ovviamente no.

In altri termini, si considera meno grave commettere un errore di seconda specie piuttosto che uno
di prima specie. Questo conduce ad una nuova relazione di preordinamento sulle funzioni di test,
che traduce il fatto che lo sperimentatore ha la necessita di cautelarsi contro la possibilita di errore
di prima specie.

Definizione 12.9 (a) Si chiama taglia del test la “massima probabilita di errore di prima specie”,
cioe il numero

sup PY(D).
[USSH

(b) Fissato a € (0,1), si dice che il test & di livello « se la sua taglia ¢ minore o uguale ad a:

sup PY(D) < a.
[US(SH

Contrariamente al caso in cui # € ©g, nel caso in cui § € O, P?(D) rappresenta la probabilita di
prendere la decisione giusta. Questo giustifica la definizione seguente:

Definizione 12.10 La funzione definita su ©1 da @ + P(D) si chiama potenza del test.

Osservazione 12.11 In genere, Hy ¢ un’ipotesi che si spera di poter respingere, cioe si tratta di
un’ipotesi per cosi dire “allarmante”; in quest’ottica, la quantita 1 —PG(D), con f € ©1 (probabilita
di accettare a torto Hp) ¢ spesso chiamata probabilita di “falso allarme”, o probabilita di “falso
positivo”. In particolare la seconda espressione € comune (e nota a tutti) per i test medici, e si usa
anche nell’ambito degli studi sulla sicurezza informatica.

Allo scopo di garantirsi contro la possibilita di errore di prima specie, si fissa per prima cosa un

livello «; in altri termini, il numero « e la “massima probabilita di errore di prima specie che lo
sperimentatore e disposto a tollerare”. D’altro canto, ¢ anche auspicabile che la potenza non sia
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troppo bassa (perché questo significherebbe una probabilita bassa di fare la scelta corretta nel caso
che sia vera l'alternativa). Dunque, se D,, ¢ la classe dei test di livello «, si dice che il test (di regione
critica) D & uniformemente il pitu potente (abbreviato in UPP, o UMP, uniformly most powerful in
inglese) tra i test di livello aw se D € D, e D & pit potente di ogni altro test D* appartenente a D,
cioe se, per ogni D* € D, si ha

P(D) > P*(D*), V0eO,.
In altre parole si cerca di scegliere il test D la cui potenza sia la pitt alta possibile (tra i test di Dy,).

Osservazione 12.12 La teoria delle regioni di fiducia puo essere considerata un caso particolare
della teoria di test. Fissiamo infatti 8y € © e consideriamo un test per l'ipotesi Hy : 8 = 6
contro l'alternativa H; : 6 # 6. Supponiamo che D(fy) sia la regione critica di un test di livello «
dell’ipotesi Hy contro I’alternativa H;

Supponiamo di avere scelto D(6) con questo procedimento per ogni # € © (mantenendo fisso «);
consideriamo la regione di fiducia S : Q@ — P(©) definita da

Sw)={0€O0:w¢g DO}

Si ha subito
P9¢S)=P({w:weD®)}) =P (D®) <a,

e quindi S & una regione di fiducia di livello 1 — «.

Viceversa, se S ¢ una regione di fiducia di livello 1 — «, l'insieme D(6p) = {w : 6y & S(w)} ¢ la
regione critica di un test di livello o per I'ipotesi Hy : 8 = 6y contro alternativa 6 = 6. Infatti in
questo caso ©g = {0y} e quindi

sup P%(D(6o)) = P%(D(6p)) = P (6 ¢ S) < av.

13 Il lemma di Neyman-Pearson

In questo paragrafo studieremo il caso in cui © = {0, 1} (due soli elementi). I risultati che otteremo
potranno essere poi applicati anche a casi piu generali.

Si dice che l'ipotesi (risp. l'alternativa) & semplice se ©g (risp. ©1) ¢ formato da un solo punto.
Supponendo che sia l'ipotesi che ’alternativa siano semplici, ©® puo convenzionalmente essere rap-
presentato nella forma © = {0, 1}. In questo caso & possibile dire esattamente quali sono i “buoni”
test. Si tratta della teoria di Neyman-Pearson, di cui ci occupiamo adesso.

In questo paragrafo si suppone dunque che il modello statistico sia del tipo (Q, F,{P%, 0 c {0, 1}}),
cioe sia formato da due sole probabilita, P? e P'. Cominciamo con I’osservare che un tale modello &
certamente dominato (una misura dominante & per esempio pu = P%+ P1); scelta allora una misura
dominante y, indichiamo con p* (i = 0,1) una scelta delle densita %—P:.

Lemma 13.1 (D1 NEYMAN-PEARSON). Sia C' un numero reale strettamente positivo. L’evento
D = {p' > Cp°} & la regione critica di un test per I'ipotesi Hy : § = 0 contro I'alternativa Hy : 0 = 1,
con taglia a = P°(D). Questo test ¢ ammissibile e UPP tra i test di livello a.

1 . . . .
Osservazione 13.2 La funzione % viene detta rapporto di verosimiglianza.

86



Osservazione 13.3 Questo test rifiuta Hy se la densita di P! & molto piu grande di quella di P°:
intuitivamente, ricordando che valori grandi della densita corrispondono a valori dell’osservazione
pill probabili, cio significa che se p' & grande (rispetto a p°) allora siamo portati a credere che
sia vera l'alternativa (e infatti per p—o grande siamo nella zona di rigetto). Se invece p® & grande

(rispetto a p') allora penseremo che & vera l'ipotesi (e infatti per p—o piccolo siamo nella regione di
accettazione).

DIMOSTRAZIONE. Sia D* un’altra regione critica; vale allora la diseguaglianza

(1p« — 1p)(p* — Cp°) < 0. (25)
Infatti, se p* — Cp® > 0 (risp. < 0), allora 1p = 1 (risp. 1p = 0); integrando la (25) rispetto a u
otteniamo
/ p'du— / ldu / podu—/pOdM)SO,
D * D
e cioe

pPY(D*) - PY(D) < C(P°(D*) — P°(D)). (26)
Da questa diseguaglianza segue che
(i) D & ammissibile;

(ii) D & pin potente di D* se D* ha livello a = P°(D).

Infatti

(i) D & ammissibile se non esiste alcun test D* strettamente preferibile. Se per assurdo tale D*
esistesse, esso sarebbe intanto preferibile a D, e quindi, ricordando l'espressione del rischio (24),
avremmo

PY(D*)<P°D) e PYD*) >PYD).

Ma, per la diseguaglianza (26), queste due disequazioni sono compatibili se e solo se
PY(D*)=P°(D) e PYD*)=PYD).

Dunque D* non puo essere strettamente preferibile a D, perché in almeno uno dei due casi (§ =0
e 0 = 1) dovrebbe valere la diseguaglianza stretta.

(ii) D* ha livello a = P°(D) se e solo se P*(D*) = a = P°(D), e quindi, ancora per la (26), si ha
PY(D) > PY(D*), il che significa che la potenza di D non ¢ inferiore alla potenza di D*.
O

Osservazione 13.4 Si verifica facilmente che il lemma precedente rimane valido anche per C = 0
(e in tal caso D = {p! > 0}) oppure per C' = +00, con la convenzione 0 - (+00) = 0 (e in tal caso
si pone D = {p = 0,p! > 0}).

Osservazione 13.5 Si presenta ora il problema di determinare C, se si assegna il livello a € (0, 1)
a priori. II test di regione critica D = {p* > Cp"} del Lemma di Neyman-Pearson 13.1 sara di
livello a se C' & tale che P°(p; > Cp%) = «, ovvero se, posto, per ogni numero reale positivo ¢,
f(t) = P°p; > tpY), esiste una soluzione dell’equazione f(t) = a (detto in altre parole, se la
funzione f : R™ — (0,1) & surgettiva). Purtroppo, in generale questo non & vero: infatti, si vede
facilmente che la funzione f & non crescente, continua a destra ed inoltre lim;_,; f(t) = 0 (verifica
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per esercizio; osservare che la funzione g(t) = 1 — f(¢) & una f.d.r.). Tuttavia f in generale non &
continua e dunque, se a appartiene ad un intervallo del tipo (f(o),lim_ Sty f(t)), con ty punto di
discontinuita di f, la soluzione dell’equazione precedente non esiste. Infatti si vede facilmente che
valgono solo le diseguaglianze

lim f(t) > a> f(C),

t—C—
e cioe
PO(pt > Cp°) > a > PO(p1 > Cp°).

Ne segue che condizione necessaria e sufficiente affinché ’equazione f(x) = « abbia soluzione &
che f sia continua o, equivalentemente, che P°(p; = tp’) = 0 per ogni t (verifica per esercizio;
comunque si tratta solo della nota condizione affinché una f.d.r. sia continua).

Notiamo per inciso che, se f & continua e strettamente decrescente, la soluzione esiste ed e anche
unica (grazie alla stretta monotonia di f).

Notiamo anche che la funzione o — inf{¢ : f(¢) < a} non ¢ altro che f («), secondo la definizione
di inversa generalizzata data a suo tempo in (11.1), con la sola differenza che in questo caso la
funzione f & non crescente anziché non decrescente. Dunque 'equazione f(C) = a pud scriversi
anche nella forma

C=f"(a).

Anticipiamo infine che, proprio per poter costruire un test che abbia esattamente la taglia desiderata
(e anche per poter caratterizzare in modo preciso tutti i test ammissibili nel caso di ipotesi e
alternativa semplici) ¢ stata costruita la teoria dei test aleatori, di cui ci occuperemo in seguito.

Qui diamo intanto un esempio di test deterministico ad ipotesi ed alternativa semplici.

Esempio 13.6 Si vuole verificare se ¢ stato inviato un segnale deterministico noto, funzione del
tempo, s(t), con 0 <t < T, al quale, tuttavia, si sovrappone un rumore aleatorio, anch’esso funzione
del tempo, B(t) (cioe il segnale risultante dopo l'invio & U(t) = s(t) + B(t)). A questo scopo si
campiona il segnale in n istanti t; < to < -+ < t,,, e poniamo s; = s(t;), B; = B(t;).

Supponiamo che le v.a. B; siano indipendenti e di legge N(0, 02) (con o2 noto). Sia poi (Uy,...,Uy,)
la sequenza degli n segnali ricevuti, e sia Hg I'ipotesi “il segnale & stato effettivamente inviato”.
Sotto Hy, le v.a. U; sono dunque indipendenti e di legge N(s;, 02), mentre sotto 'alternativa H
(che significa che il segnale non & stato inviato, e dunque si & ricevuto solo il rumore aleatorio B),
le U; sono ancora indipendenti ma di legge N(0, 02).

Rispetto alla misura di Lebesgue n- dimensionale, le due verosimiglianze sono rispettivamente

0 _ 1 1 S 2.
P (U17...,Un)—(2ﬂ_)go_nexp(—%‘_2' I(Ui—Si) ),

1=

1 1 «
1 _ 2.
p(ug, ... up) = @n)%om exp( 5,2 ;:1 ul>7

sappiamo inoltre dal Lemma di Neyman-Pearson 13.1 che le buone regioni critiche sono del tipo
(qui X = &)

0
D, = {% < )\}
Dato che
po 1 n 1 )
E(ul,...,un) = exp{ﬁ(Zsiui — 5251)},

i=1 i=1
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con qualche conto si vede che

n

D)\:{(ul,...,un) Zsluz<alog)\+ Z }:{ul, Zslul<)\}

i=1 = =
— {w c0: ;SiUi(w) < )‘}7

dove ovviamente A = o2log\ + 1 ZZ 182, A questo punto, supponendo assegnato il livello «,
dobbiamo determinare A in modo che la nostra regione critica abbia probablhta (sotto P°) minore
o uguale a o. D’altra parte, sotto Hy la v.a > i, s;U; ha legge N( >, s7,0%(3; s7)) e quindi la
taglia del test e

n 5 r 1,2
‘Wuh):P%Z;&w<A>:v%ﬂ/@@@(—2>dx:@ﬁ%

yx
=

—> ;s

NN

dunque (dalle tavole della Normale standard), imponendo che sia
A=Y, 82

o(r) = @(@) <a,

o4/ 21512

A < ¢a \/§+Zs

Si pud anche calcolare la potenza di questo test. Infatti, sotto l'alternativa Hy, la v.a. > s;U;
ha legge N(0,0%(3, s?)) e quindi la potenza vale

e ® & la funzione di ripartizione della legge Normale standard. A si trovera

dove r =

q
“‘l\'}

e cioe

n ~ s 22
PY(D,) :Pl(;siUi < )\> = \/127/_Ooexp<— ?)dx = ®(s),

A

Uw/zisf'

Se per esempio vogliamo che 'errore di seconda specie sia inferiore a 3, dovremo imporre che

dove s =

1-@(5):1—q>( )SB,

ovvero
A> ¢

Q
K

Pertanto troviamo per ) le relazioni

¢1ﬂ"\/§ <A< %0\/§+ >t
¢1BU\/§ < ¢aa\/ﬁ+ Z s2,
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e cioe

(6125 — da)o < \/f

Se vogliamo essere sicuri che la relazione precedente sia valida per ogni (si,. .., S,) (anche piccoli),
dovremo imporre che ¢1_g — ¢4 < 0, da cui B > 1 — . Ad esempio, se o = 0,05, dovra essere
B > 0.95, il che fornisce una probabilita di errore di seconda specie troppo alta. Dunque questo
test non e soddisfacente nella pratica.

Esercizio 13.7 Rifare i conti dell’Esempio precedente, prendendo come ipotesi Hy : “il segnale
non e stato inviato”. Si trovera che e possibile rendere contemporaneamente bassa la taglia del test
e alta la potenza.

Esempio 13.8 L’esempio precedente ¢ parametrico. In realta il metodo di Neyman-Pearson
funziona anche in casi non parametrici, per esempio per testare una contro l’altra due leggi
perfettamente specificate, come mostra I’esempio che segue.

Si ha un campione di taglia n = 2 con legge i su R, e supponiamo di voler eseguire un test per
I'ipotesi Hy : = po := N(0,1) contro Hy : p = pq := U(0,2), al livello o = 0,05. Rispetto alla
misura di Lebesgue bidimensionale, le due verosimiglianze sono

1 2 2
po(xl,azg) _ —exp(— x1-;902>

1
5 ;o plan ) = 1102)(@1) - 1o)(22);

1 2 2
p s r{+x
E(ﬂ?lvfm) = 51(0,2)(371) “1(0,2)(72) exp ( ! 2)

Se (z1,72) & (0,2) x (0,2), allora si decide per Hy, poiché in questo caso la verosimiglianza p! &
nulla. Se invece (z1,x2) € (0,2) x (0,2), la regione critica deve essere

2 2

{gexp (%) > C} N{(0,2) x (0,2)} = {22 +22 > A} n {(0,2) x (0,2)},

con A = 2log % Scritta in termini di v.a la regione critica ¢
{X?+X3>X0<X;<2,0< X, <2}.
Calcoliamo A dalla relazione
PUXT+X5>X00< X1 <2,0<Xs<2)<0,05.
Poiché { X7+ X3 > \,0< X1 <2,0 < Xy <2} C{X{+ XZ > \}, ¢ sufficiente imporre che
PY(X?+ X3 >)) <0,05.
Sotto Hp, la v.a. X7 + X7 ha legge x?(2), dunque, indicata con F la f.d.r. della x?(2), abbiamo
0,05 > PY(X{+ X3 >))=1-F()\),

da cul si ricava
A > X1 _005(2) = X6.05(2) = 5,99.

Per calcolare la potenza di questo test, bisognerebbe calcolare, per il valore di A scelto,
PHXT+ X5 >M0< X <2,0<X,<2),

ma tralasciamo questo calcolo perché necessita della conoscenza della legge di X? + X2 con X e
X5 uniformi e indipendenti, cosa troppo complicata.
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14 Test aleatori: il Teorema di Neyman-Pearson

Definizione 14.1 Un test per il quale la funzione di test é a valori in tutto [0,1] (® : Q — [0,1])
si chiama test aleatorio

Osservazione 14.2 In altre parole, se ®(w) = p (con p € [0, 1]), allora si rifiuta Hy con probabilita
p; in particolare, se p = 0 (risp. p = 1) l'ipotesi viene rifiutata con probabilita 0, e cioe accettata
(risp. rifiutata con probabilita 1, e cioe rifiutata). Si pud immaginare che la decisione di accettare
o meno Hj dipenda dal risultato del lancio (indipendente dall’osservazione) di una moneta che da
“testa” con probabilita p, il quale porta a decidere H; se esce “testa”, Hy se esce “croce”.

La funzione costo ¢ la stessa che nel caso di ipotesi e alternativa semplici, e cioe

(0, a) a se 0 € O
7a =
1—a sef €0y,

ma con la differenza che adesso a € [0, 1]. Il rischio &

Ra(0) = E0[®] se 6 € Og
1-E%®] sefcoO.

Si conserva per i test aleatori tutto il vocabolario usato per i test deterministici (test preferibile,
ammissibile, livello, potenza etc....).

Torniamo alla situazione iniziale di un modello statistico con due sole probabilita, P e P'.

Definizione 14.3 Si chiama test di Neyman-Pearson un test aleatorio per il quale esista una
costante positiva C tale che ® valga 1 sull’evento {p* > Cp°} e 0 sull’evento {p! < Cp°}, p- quasi
ovunque.

Osservazione 14.4 Per quanto ovvio, sottolineiamo il fatto che la taglia di un test ® di Neyman-
Pearson vale aw = EY[®].

Teorema 14.5 (DI NEYMAN-PEARSON)(a) Per ogni o € (0,1), si possono determinare due co-
stanti C' > 0 e v € [0, 1] tali che il test (di Neyman-Pearson)

® = lgpisopey + 1lp=cpoy

abbia taglia a.
(b) Ogni test di Neyman-Pearson ¢ ammissibile e UPP tra tutti i test di taglia E°[®].

(c) Condizione necessaria e sufficiente affinché ® sia di Neyman-Pearson é che, per ogni ®* tale
che E°[®*] < E°[®], si abbia E'[®*] < E[®] (cio¢ se ®* ha taglia piti bassa di ®, allora ha anche
potenza piu bassa).

(d) Ogni test ammissibile é di Neyman-Pearson.
DIMOSTRAZIONE. (a) Sia f la funzione definita da f(xz) = P°(p' > xp°). Abbiamo visto in
precedenza (Osservazione 13.5) che, posto C = f< («), valgono le diseguaglianze

P(p' > Cp°) = a = PO(p' > Cp°)
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e che a = P%(p' > Cp®) se e solo se PP(p! = Cp®) = 0. Un test della forma & = Liptscopoy +
Yl{pi—cpoy ha taglia
E°[®] = P'(p" > Cp°) +vPO(p" = C1°)
Se PO(p! = Cp%) # 0, allora E°[®] = « se e solo se
a—P(p' > Cp")
PO(p! = Cp)

Se invece P%(pt = Cp°) =0, si ha
E°[®] = P'(p' > Cp°) = o,

qualunque sia 7.

(b) Supponiamo che ® sia di Neyman-Pearson, e si ®* un altro test. Sia C' la costante relativa a ®
fornita dalla Definizione 14.3. Si parte dalla diseguaglianza

(2"(@) — 2w)) (#' () - ) <0

(si dimostra come quella del Lemma di Neyman-Pearson 13.1); integrando rispetto a p si trova la
relazione

E'[0*] — E'[9] < C(E°[0*] — E°[9)); (27)
si prosegue poi esattamente come nella dimostrazione del Lemma di Neyman-Pearson 13.1.

(c) Se ® & di Neyman-Pearson e ®* un altro test, la relazione (27) dice che, se E°[®*] < E°[®],allora
El[®*] < E'[®].

Viceversa, sia ® un test per il quale vale la condizione enunciata in (c), e poniamo a = E°[®]. Per il
punto (a), esiste un test ®* di Neyman-Pearson avente taglia o, il che significa che E°[®*] = EY[®].
Inoltre ®*, essendo di Neyman-Pearson, soddisfa la condizione enunciata in (c) grazie alla prima
parte di questa dimostrazione; quindi, dato che E°[®] = E°[®*], si ricava che E'[®] < E'[®*].
D’altra parte per ipotesi anche ® verifica la condizione enunciata in (c), e dunque deve essere anche
E'[®*] < E'[®]. Allora le ultime due uguaglianze sono compatibili se e solo se E'[®*] = E'[®].
Ne deduciamo che, per ogni costante C, si ha

/ (@*(w) - <1>(w)> (pl(w) - Cpo(w))d = (E'[®"] — E'[®]) — C(E°[@*] — E°[®]) = 0.

Sia ora C* la costante associata a ®* dalla definizione 14.3 (ricordiamo che ®* ¢ di Neyman-
Pearson); sappiamo (relazione dimostrata nel punto (b)) che

(2 @) = 2w)) (r'(@) = @) <0

dunque questa funzione ¢ non positiva e con integrale nullo su €2, e di conseguenza ¢ p-q.o. nulla;
cio significa che sull’evento {p! # C*p"} si deve avere ® = ®*; quindi anche ® & di Neyman-Pearson
(esattamente come ®*, ® vale 1 su {p* > C*p"} e vale 0 su {p! < C*p°}).

(d) Sia ® ammissibile, e sia ®* un test di Neyman-Pearson con taglia a = E°[®] (I'esistenza &
garantita dal punto (a)). Dunque E°[®] = EY[®*], il che significa che Rg(0) = Rg+(0). Poiché ®
¢ ammissibile, non pud accadere che Re+(1) < Rg(1), e cioe dovra essere E1[®*] < E'[®]. D’altra
parte anche ®* ¢ ammissibile per il punto (b), e quindi sard anche E'[®] < E'[®*]. Queste due
relazioni sono compatibili tra loro se e solo se E'[®*] = E'[®]. A questo punto si procede come
nella dimostrazione del punto (c).

O
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Corollario 14.6 Se ® ¢ un test di Neyman-Pearson, allora E*[®] > E°[®] (cioé la potenza ¢ non
inferiore alla taglia).

DIMOSTRAZIONE. Poniamo « = E°[®] e consideriamo il test ®* = a. Allora, dato che ® & UPP, si
ha
EY®] > E'[®*] = a = E°[®)].

0

Esempio 14.7 Sia (Xi,...,X,) un campione di taglia n e legge Iy, e sia a € (0, 1) assegnato. Si
vuole eseguire il test di ipotesi nulla Hy : 8 = 0y contro I'alternativa Hy : 6 = 61 dove 0y # 61 sono
due valori assegnati. In base al Lemma di Neyman-Pearson 13.1, la regione critica deve essere del

tipo
1

{p1 > Cpo} = {% > C}-

Dato che "
9121':1 ki 0
—nby
1 n oL
p' SO _ (== o)
po(kl,m,kn)— gozgzlki , o (90> ©
—nby
H?:l(ki!)
si ha

{(k1,...,kn) : %(l{:l,...,kzn) > C} = {(]g17,”7kn) : (Z;)Z?l kien(ao—el) > C’}

:{(k;l,...,kn):(zn:ki)<logz(1]>>logCn(Ho91)}
i=1
{(kl,...,kn):zg;lkpA} se 61 > 0

{(kl,...,kn) Sk < )\} se 61 < o,

log C—n(6p—01)

con \ = o
Og%

Vediamo un esempio numerico. Prendiamo n = 2, 8y = 1, 61 = 2, @ = 0,05. La regione critica &
{X14+ X5 > A},
con A\ da determinare usando la relazione
PY%(X| 4+ X5 > \) = 0.05.
Sotto Hg, X1 + X2 ha legge Ils, e le tavole della IT, danno
P (X + Xy > 0) = 0,865
PY(X) + X3 > 1) = 0,594
PP (X, 4+ Xy >2) =0,323
(X, + X3 >3)=0,143
( )
( )

)

%0 (X, + Xy > 4) = 0,053
P% (X, + Xy > 5) =0,017.

g
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Dunque il valore di A che cerchiamo sta tra 4 e 5.

Se vogliamo usare il test deterministico, allora dobbiamo prendere A = 5, e la probabilita di errore
di prima specie ¢ addirittura 0,017 (assai minore di quanto richiesto, o = 0, 05).

Calcoliamo per esercizio anche la potenza, che e ph (X1 + X2 > 5). Sotto Hy, X1 + X2 ha legge
114, e dalle tavole della Il si ricava

P (Xy + Xo > 5) = 0,2149.
Questo significa che si ha una probabilita del 21% di accettare a ragione Hj.

Se invece vogliamo utilizzare un test aleatorio, possiamo usare il Teorema di Neyman-Pearson 13.1,
cercando ® del tipo

= 1gpisopey T 7lpi=cpe) = Lixitxe>a) T 71X+ X0=0)
e si deve scegliere A = £7(0,05) , con f(\) = P%(X; + X3 > )). Si ha, dai calcoli precedenti,
inf{\: P%(X; 4+ X5 > ) < 0,05} = 5,

dunque
q) = 1{X1+X2>5} + fy]‘{X1+X2=5}7

e v si trova dalla relazione
P%(X| 4+ Xy > 5) +vP%(X; 4+ X3 = 5) = 0,05,

cioe
0,017 + (0,053 — 0,017) = 0,05

che fornisce v = 0,917. Dunque il test aleatorio significa che
(i) se X7 + Xo > 5 si deve respingere Hy;
(ii) se X1 + Xy < 5 si deve accettare Hy ;

(iii) se X1+ Xo = 5, si deve lanciare una moneta che da “testa”con probabilita 0,917 e respingere
(risp. accettare) Hy se esce “testa” (risp. “croce”).

15 Test unilaterali e bilaterali

Supponiamo assegnato un modello statistico (Q, F, {P‘9, S G)})nel quale l'insieme dei parametri
© ¢ un intervallo (in senso lato) della retta reale.

Definizione 15.1 Si chiama test unilaterale un test (per un’ipotesi nulla) della forma Hy : 6 < 6
contro Hj : 0 > 6y (dove 6y ¢ un elemento fissato di ©).

Osservazione 15.2 Anche un test del tipo Hg : 8 > 6y contro H; : 60 < 6y ¢ unilaterale nel senso
della definizione precedente: basta cambiare il parametro con la trasformazione 6 — —0.

Esempio 15.3 I test sul controllo di qualita trattato all’inizio € un test unilaterale.

I test di questo tipo si trattano bene se il modello ha la proprieta seguente.
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Definizione 15.4 Supponiamo il modello dominato da una misura g. Si dice che la famiglia
delle verosimiglianze ¢ a rapporto di verosimiglianza crescente (risp. decrescente) se esiste una
v.a. reale T e, per ogni coppia (61,62) con #; < 0 una funzione crescente (risp. decrescente)
fo,.0, : R — [0, +00] tali che
L(69)
L(61)

= fo,.0,(T), }4-q.0.

Basta ovviamente considerare il caso di rapporto di verosimiglianza crescente: nel caso decrescente
ci si riporta all’altro utilizzando la v. a. —T" al posto di T'.

Esempio 15.5 (a) Per un modello esponenziale con verosimiglianza L(6) = exp (67 —¢(6)) si ha

= exp (7,/}(91) — w(eg)) - exp ((92 — 91)T),

e la funzione fp, g, : @ > exp ((f2 — 61)z) & crescente.
(b) Sia (Xi,...,X,) un campione di legge U([0,6]). La verosimiglianza rispetto alla misura di
Lebesgue, come sappiamo (ved. Esempio (e) sulle statistiche sufficienti), si puo scrivere nella forma

1
L(Q) = 97 ]—{maxlgign X;<0}-

Sia T' = maxi<i<p X;; allora

400 per T > 64.
e la funzione
61

for.0, 12— <92
400 per x>0

n
> per x <6

¢ chiaramente crescente.

Osservazione 15.6 Come abbiamo appena visto, L(f;) puo essere nullo. In tal caso si pone

G =toosea>0e % = qualsiasi valore ci faccia comodo, dato che I'unica cosa che interessa ¢

che valga la relazione L(62) = L(61)fg, 6,(T). Nell’esempio (b) precedente, se ; < T < 6 si ha

éggf; = § = +oo. Invece, se T > 6, si ha éggfg = 9 ¢ si prende il valore 400 perché questo &

0’
I'unico modo per rendere fy, 9, crescente.

Per un test unilaterale, se il modello & a rapporto di verosimiglianza crescente, si possono individuare
le “buone ” regioni critiche. Infatti

Lemma 15.7 Supponiamo che il modello sia a rapporto di verosimiglianza crescente, e sia

¢ = lir=cy +7lr=cy,

(C>0e0<~<1) doveT é la statistica della Definizione 15.4. Allora, per ogni (61, 62) con
01 < 02, ® & un test di Neyman-Pearson per l'ipotesi Hy : 0 = 01 contro Hy : 0 = 05.
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DIMOSTRAZIONE. Sia C* = fp, 9,(C). Dato che fy, g, € crescente, si ha

L(02)
L(61)

[T > C} = {fo,0.(T) > fo,0.(C)} = { T2 > C*} = {L(8a) > C"L(61)}

e similmente
(T < C} = {L(#) < C*L(6y)).
Pertanto
® = 1(r0.)>0L1)) T Y{L02)=CL©1)}>

che ¢ una funzione di test di Neyman-Pearson.
O

Osservazione 15.8 Notiamo che puo capitare che sia C* = 0 oppure C* = oo; per questo nella
dimostrazione del Lemma 13.1 di Neyman-Pearson avevamo preso in considerazione anche questi
casi.

Osservazione 15.9 Per il Corollario 14.6, si ha E%2[®] > E%[®], e cio¢ la funzione 6 — E[®] ¢
crescente.

Teorema 15.10 (a) Fissati C € R e 0 <~ <1, il test aleatorio

® = lracy + 7 lr=c)

& un test per ipotesi Hy : 0 < g contro Hy : 6 > 6y, ammissibile, di taglia E%[®] e UPP tra i test
di taglia E%[®].

(b) Fissato 0 < o < 1, si possono determinare C' e vy in modo tale che la taglia di ¢ sia esattamente
Q.

DIMOSTRAZIONE. Poiché la funzione 6 — E?[®] & crescente, la taglia del test ¢

sup E/[®] = E%[].

0<6o
Dimostriamo che ® & UPP e ammissibile. Per ogni 6 > 0y, ® & un test di Neyman-Pearson di
ipotesi e alternativa semplici. Dunque, per il Teorema di Neyman-Pearson 14.5, ¢ ammissibile e
UPP tra i test di taglia E%[®] (il Teorema di Neyman-Pearson richiede la taglia E°[®], che, in
questo caso, per il Lemma precedente & proprio E%[®]).

b) Questo punto si dimostra esattamente come nel Teorema di Neyman-Pearson.
p
O

Osservazione 15.11 Il Teorema precedente dice che in un modello a rapporto di verosimiglianza
crescente le “buone ” regioni critiche sono del tipo {T' > C} (caso v = 0 oppure {T" > C} (caso
~v = 1= (o0, come abbiamo visto, qualcosa di “intermedio”, caso 0 < vy < 1).

Osservazione 15.12 Supponiamo di avere una regione critica del tipo {T' > C'} (7 = 0). Volendo
calcolare C in funzione del livello o desiderato, si deve risolvere rispetto a C' ’equazione

E%[®) = PP(T>C)=1-P"(T <C)=aq,

e cioe
PO(T <C)=1-aq,

quindi bisogna conoscere la legge di T sotto P%. Se, sotto P%, T ha f.d.r. Fr continua e stretta-
mente crescente (almeno nell'insieme Hp, = {z € R: 0 < Fr(z) < 1}), 'equazione precedente ha
l'unica soluzione C' = q;_, (quantile di ordine 1 — o della legge di T' secondo P%).
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Osservazione 15.13 (a) Se la famiglia delle verosimiglianze ¢ a rapporto di verosimiglianza de-
crescente, si prendono test della forma ® = 1y7.cy + vlir—cy-

(b) Per un test della forma 6 > 6y contro H; : 0 < 6y si prenderanno ancora test della forma
¢ = lir<cy +7lr=0}-

(c) Non ¢ strettamente necessario che O sia un intervallo. Ad esempio, se © = [0,1] U [2, +00), si
puo ugualmente utilizzare il Teorema precedente per il test Hy : # < 1 contro Hy : 6 > 2.

Esempio 15.14 Consideriamo un campione di taglia n e legge (), con 6 > 0, e il test di ipotesi
Hy : 0 < 1. Sappiamo che

L0, X1,...,X,)=0"exp (-0 Z Xi)1{x,>0,vi}-

i=1
Quindi
Oy\ 7 &
(03) exp(—(02-00)> X)) se X;>0,Vi
L(GQ) (Xl X ) — 1 =1
L) . ¢
+00 altrove
¢ a rapporto di verosimiglianza crescente in 7' = — > | X;. Pertanto le “buone” regioni critiche

sono della forma . .
{—;Xi>(]}:{;Xi<—C}, C <0

Calcoliamo la taglia del test che, per il Teorema 15.10, e posto A = —C', ¢ data da

P1<zn:Xi<A).
=1

Sotto P!, le v.a. X; ~ &(1) e dunque Yo X; ~T(n,1). pertanto, integrando successivamente per
parti si ha

& 1 A 1
P1< XZ A) — / n—1_—x - - n—1_ —x
;:1 < =1/, " e P dx (n 1)!17 e

_ o _a An—l An—2
—Te {_(n—l)!_ (n —2)!

A 1 An? T
— “fem"d
0+(n_2)!/()x e T

—-~—A}+1.

Se vogliamo fissare il livello «, si deve allora risolvere rispetto ad A 1’equazione

_ —A{ B (Anl An72

- ¢ n—1)!_(n—2)!_"'_‘4}+1:a'

Si puo dimostrare che questa equazione ammette una e una sola soluzione A, e in tal modo la
regione critica ¢ determinata.

Esempio 15.15 Consideriamo un campione come nell’esempio (c) sulle statistiche esaustive. Vo-
gliamo eseguire il test Hy : 8 > 0 contro Hy : 6 < 0. Il rapporto di verosimiglianza &

L(02) ) @?E)n(lﬁl){i)eﬂl se X; €(0,1),Vi

400 altrove,

97



ed ¢ crescente in T' = ] ; X;. Quindi le buone regioni critiche sono del tipo

(Ix=c}

Volendo calcolare C' in funzione del livello desiderato «, osserviamo che, sotto P, la v.a. —log X; ~
&(1) (verifica per esercizio), e dunque — Y ;" | X; ~ I'(n,1). Dunque si deve risolvere rispetto a C'
I’equazione

a:PO(ﬁXi < C) :PO(—anlogXi > —logC> -
1=1

i=1
Esercizio 15.16 Esaminare il test Hp : 0 > % contro Hy : 6 < % per un campione di legge
(i) Ilp;
(ii) B(1,0). Questo secondo esempio ¢ quello del controllo di qualitad (esempio iniziale).
Definizione 15.17 Si chiama test bilaterale un test per I'ipotesi della forma Hy : 6 € [0y, 02] contro

Hy : 0 ¢ [01,6], dove 01 < 02 sono due punti interni a ©. Pud accadere che 6; = 3 ed in tal caso
ipotesi e alternativa si scrivono rispettivamente nella forma Hy : 6 = 01, Hy : 0 # 6,.

Per i test bilaterali vale un risultato meno forte del Teorema sui test unilaterali, (Teorema 15.10), e
in condizioni molto pit restrittive. Bisogna innanzitutto limitarsi al caso di un modello esponenziale
con verosimiglianza L(0) = exp(0T — ¢ (0)), e bisogna supporre che, per ogni z, si abbia u(7T =
x) = 0 (p misura dominante del modello).

Occorre poi introdurre un’ulteriore

Definizione 15.18 Un test @ si dice corretto se la sua potenza e non inferiore alla sua taglia, cioe
se, comunque si scelgano #y € O e 61 € O, si ha

E%[®] > E%|[®].

Osservazione 15.19 Abbiamo visto (Corollario 14.6) che i test di Neyman-Pearson sono corretti.
Si puo dimostrare che sono corretti anche i test del Teorema 15.10.

Vale allora il seguente risultato (di cui omettiamo la dimostrazione, alquanto complessa):

Teorema 15.20 Nelle ipotesi sopra precisate, assegnato a € (0, 1), si possono determinare due
numeri reali Cy < Cq tali che I'insieme D = {T ¢ [C1,C5]} sia la soluzione del sistema

, P (D) = «
(4) { PO2(D) = a

se 01 # 0o, oppure del sistema

Ph(D) =«
) aP(D),
do  lo=e,

se 01 = 05.
In tal caso il test (deterministico) di regione critica D é un test corretto, di taglia «, per I'ipotesi
Hy : 0 € [01,02] contro Hy : 0 & [01,03], UPP tra i test corretti di taglia c.
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Esempio 15.21 TEST SULLA MEDIA DI UN CAMPIONE GAUSSIANO CON VARIANZA NOTA.

Sia (X1,...,X,) un campione di legge N(m,o?), dove 0% & un valore noto. La verosimiglianza

(rispetto alla misura di Lebesgue n-dimensionale) ha la forma

n (X —m)?

e con qualche calcolo si vede che

h

LEZ?; (X1, Xp) = c(ma, ma) exp (% : (;Xﬂ) = c(m1, ma) exp (n% .X>,

n
TN . N . - D¢
e quindi e a rapporto di verosimiglianza crescente rispetto a X = %

mo scegliamo un test (deterministico) di regione critica
C) = a. Sotto P™ la legge di X ¢, come sappiamo, la

Per un’ipotesi della forma Hy : m
{X > C}, con C tale che P™ (X
N(my, %2), e quindi

<
>

C—-—myg

a:PmO(X>C)=1—PmO(Yg0):1-@( \/ﬁ),

o

quindi
C —

g

o \/> = ¢17a7

da cul si ricava facilmente C.

Osserviamo che lo stesso risultato si ottiene scegliendo un test (ancora deterministico) di regione
critica {X > C'}, poiché gli eventi del tipo {X = C'} sono trascurabili rispetto a P™0.

Per un test bilaterale del tipo Hg : m = mg contro Hy : m # my si deve dapprima risolvere in C] e
(5 il sistema
pPmo (X Q [01,02]) =«

d ..~
"X,
Notiamo che
— X - Ci—m Cy— Cy — Cy —
Pm(X ¢ [01702]) :Pm< Lm ¢ [ 1Lm, QLWD :<I>( 1Lm> +1—<I>< 2 m)’
vn vn vn Vvn
(® = f.d.r. della Normale standard). Dunque

ipm(y ¢ [C1,C5)) = —\fgo(cl — m) + @<p<02 - m>,

dm ﬁ o ﬁ

(¢ = densita Normale standard). Quindi ’equazione

iPm(YQ[Cl,CQ})‘ =0

dm m=mg
diventa o o

1—mo\ 2 — Mo
(=) e (F)
Vvn vn
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L’equazione ¢(x) = ¢(y) ha le soluzioni x = y e x = —y, che per noi significano rispettivamente
Ci = 702 e C1 + Cy = 2my. La prima di queste relazioni non ¢ utilizzabile (altrimenti sarebbe
pmo (X ¢ [01,01]) =1 > «). La seconda equivale a C1 = mg— C e Cy =mg+ C, con C € RT. A
questo punto si puo determinare C' (per mezzo delle tavole della Normale standard) dalla relazione
Cy— Cy —
@(ﬂ) +1-— @(277710) = a,

g g

Vn Vn
OVVero
2{1 —@(S)} = q,
vn
che ha la soluzione o
C= ﬁﬁbl—%-

Osservazione 15.22 Considerato il tipo di calcoli che abbiamo fatto, spesso, invece della statistica
X, si prende come statistica del test

X—mo

g

{[7570val > o)

g

N

Si trova allora la regione critica

Esempio 15.23 TEST SULLA VARIANZA DI UN CAMPIONE GAUSSIANO CON MEDIA NOTA.

Sia (Xi,...,X,) un campione di legge N(m,c?), dove m & un valore noto. La verosimiglianza
(rispetto alla misura di Lebesgue n-dimensionale) ¢

L(0Y) = -ty oxp (- Zim K m)y

- (2m)Eon 202

e con qualche calcolo si vede che il rapporto di verosimiglianza si scrive nella forma

(03 0y — of 1 1
Xi,...,X,) =ex —nlog — + Xi—m)l— — —
(o) K1oe ) = e | —mlog 843X = m)? (5 — )

h

h

1

ed & crescente rispetto a T = Y 1 | (X;—m)?. Per un test unilaterale del tipo Hy : 0% < 02 scegliamo
dunque una regione critica del tipo {32, (X; — m)2 > C}, con P%(3"(X; —m)? > C) = a.
Ricordando che la v.a. > 1, (X; —m)?, sotto P ha legge o2 - x%(n), si trova

- L (Xi—-m)? _ C C

(F,, = f.d.r. della x2(n)) e quindi, dalle tavole dei quantili della x?(n), si ottiene

C= 0(2) ’ X%foz(n)'

Per un test bilaterale del tipo Hy : 02 = 08, si prende una regione critica della forma {>""" | (X; —
m)? ¢ [C1, 5]}, dove, per il Teorema 15.20, C7 e Cy sono determinate dalle relazioni (a= livello
desiderato)

PR (S0 (X —m)2 ¢ [01,Ca)) = a

Cy

n Cy
T"g) = 022 exp ( — 72)’

CY exp ( B 20
0

ma il calcolo effettivo € quasi impossibile.
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16 Test in presenza di un parametro fantasma

Supponiamo che, in un problema di test, © sia un prodotto cartesiano della forma © = A x M, ed
inoltre che sia ©g = Agx M, ©1 = A1 x M, dove Ag e A1 sono una partizione di A; nel parametro del
modello statistico § = (A, m) la componente m si chiama parametro fantasma (o anche importuno)
per il problema di test indicato, e non € noto.

La teoria generale in questa situazione e piuttosto complicata. Faremo quindi solo due esempi, di
largo impiego.

Come regola generale diciamo solo che conviene cercare una statistica la cui legge non dipenda da
m (ovviamente) e sia diversa per valori diversi di A. In questo modo spesso il problema diventa
semplice.

Esempio 16.1 TEST(DI FISHER-SNEDECOR) SULLA VARIANZA DI UN CAMPIONE GAUSSIANO, CON
MEDIA SCONOSCIUTA.

Sia (X1, ..., X,) un campione di legge N(m, 0%). Vogliamo effettuare un test unilatero per I'ipotesi
Hy:02< ag contro Hj : 02 > ag.

Ricordiamo che, per il Teorema 9.5 (ii) la v.a.

=1
ha legge 02 - x2(n — 1), la cui densita &
2 1 1 %71 —(n—1) n=l_q1 —_Z_
fg(a:):ifl(—) o~ (DT lem 57
P(st) A2
Si ha in particolare
£ 5(5-3%)

2 (z) = c(or,00)e” "1 727,
e quindi questo modello ¢ a rapporto di verosimiglianza crescente rispetto alla statistica X = T
Il test Hyp : 0% < 0 contro 0% > o basato sulla statistica T avra pertanto una regione critica del
tipo

{T>C}= {Zn:(Xi—Yf > C},

dove C' & scelto, in funzione dellla taglia a desiderata, in modo tale che
) — —
PO (Xi—X)>C) =a.
i=1

i (Xi—X)?
a3

Dato che, come abbiamo detto sopra, sotto P la v.a. ha legge x2(n — 1), si puo

scrivere

PR (S (X, - X2 e —=X)? Oy c
a_Po(;(Xl X)?> ) = P ( = >03>_1 Fn1<ag),
dove con F,_; indichiamo la f.d.r. della legge x?(n — 1). Si trova dunque C' = 03 - x3_,(n —1).

Esempio 16.2 TEST(DI STUDENT) SULLA MEDIA DI UN CAMPIONE GAUSSIANO, CON VARIANZA
SCONOSCIUTA.

Premettiamo una
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Definizione 16.3 Si chiama legge di Student a n gradi di liberta decentrata di a la legge di una
v.a. del tipo

X
\/ﬁﬁ,

dove X la legge N(a, 1), Y ha legge x%(n), e X e Y sono indipendenti.

Osservazione 16.4 Si puo verificare (ma omettiamo i calcoli, che sono laboriosi) che queste leggi
sono a rapporto di verosimiglianza crescente rispetto al parametro a.

Consideriamo allora un campione (X1, ..., X,) di legge N(m,o?). Vogliamo eseguire un test per
Iipotesi Hp : m < 0 contro Hy : m > 0, basato sulla statistica

Possiamo scrivere T' nella forma

X
T = =
\/ﬁ\/SQ §%(n—1)

osserviamo poi che, per il Teorema 9.5, si ha

~ 2

§INN(@m, 1)7 M;l) ~x2(n —1),

o o o
ed inoltre le due v.a. indicate sopra sono tra loro indipendenti. Si ottiene allora che T" ha legge di
Student a n — 1 gradi di liberta decentrata di @m.
Conviene prendere come parametri della legge normale (%,02) invece di (m,o?); l'ipotesi e I'al-
ternativa diventano allora rispettivamente Hy : —+ < O e Hy : =+ > 0, e o2 ¢ un parametro
fantasma. Tuttavia, utilizzando la statistica 7" (la cui legge dipende solo da ), il test diventa un
test unilaterale, e quindi avra regione critica del tipo {T" > C}; per calcolare C' in funzione della
taglia desiderata «, si tiene presente che, in base alla teoria, la taglia e

PT=0T > ©),
e che, se 7' = 0, allora T" ha legge di Student a n — 1 gradi di liberta; C' si ricava con i soliti conti.

Se il test € Hp : m < mg contro H; : m > my, si osserva che, se il campione (Xi,...,X,) ha
legge N(m,0?), allora il vettore (Y1,...,Y,) = (X1 — mo,..., X, —mg) & un campione di legge
N(m — mq, 0?), e ci si puo ricondurre al caso precedente. Osservando che Y = X — myq e che

o2 = T =V T (XK = mo) - (X - mo)” _ YL (X - X)? _

n—1 n—1 n—1

la statistica del test ¢ o
7Y po XM
Sy

e si avra cosl una regione critica della forma
{X — my
S
Osservazione 16.5 Notare che la forma (28) della statistica 7' ¢ simile a quella del test con

varianza nota (ved. Osservazione 15.22); la differenza consiste nel fatto che la varianza o2
adesso non ¢ nota, viene sostituita dal suo stimatore corretto S2.

\/E>C}.

, che
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17 Test del rapporto di verosimiglianza

Sia Hy : 0 = 0 contro Hy : € = 1 un test a ipotesi e alternativa semplici. Abbiamo visto dal Lemma
di Neyman-Pearson 13.1 che in questo caso una buona regione critica ¢ {p® < Cp'}. In generale

Definizione 17.1 Assegnate l'ipotesi Hg : 6 € ©¢ contro I'alternativa H; : § € ©1, e supposto
che le due variabili supycg, L(0) e supyce, L(f) siano misurabili, si chiama test del rapporto di
verosimiglianza un test di regione critica

{ sup L(#) < C sup L(0)}.
96@0 0cO,

Se supyce, L(f) & sempre strettamente positiva, allora la regione critica si puo scrivere nella forma

Supgee, L(0)
——= < (',
{Supeeel L(@) }

e questo spiega il nome di rapporto di verosimiglianza.

Osservazione 17.2 La giustificazione per la scelta di una regione critica di questo tipo & simile a
quella che abbiamo dato a suo tempo per i test di Neyman-Pearson: se ¢ vera 'alternativa, significa
che almeno una delle L(0), con § € ©1 ¢ grande, e quindi il suppcg, L(#) ¢ grande, e dunque il
rapporto di verosimiglianza & piccolo.

Osservazione 17.3 Se lipotesi ¢ semplice (Hy : § = 6y) e se 0 — L(f,w) & continua per ogni
w € £, in molti casi si pud mostrare che la regione critica diventa

{L(60) < Csup L()}

e quindi, se si ha a disposizione uno stimatore di massima verosimiglianza é, essa diventa
{L(6o) < CL(H)}

Anche se le proprieta di questo test non sono ben chiare, esso in generale ¢ facile da costruire
(come mostra l'osservazione precedente) e porta a delle procedure che si rivelano soddisfacenti in
molti casi particolari; si potrebbe anche mostrare che, sotto opportune condizioni, ha delle buone
proprieta asintotiche.

Esempio 17.4 ANCORA IL TEST DI STUDENT SULLA MEDIA DI UN CAMPIONE GAUSSIANO, CON
VARIANZA SCONOSCIUTA.

Su un campione (X1,...,X,) di legge N(m,o?) vogliamo verificare Iipotesi Hy : m = 0 contro
Palternativa Hy : m # 0. Messo in questa forma, non si tratta di un test bilaterale (perché c’e
anche il parametro fantasma o?); lo diventa se si segue la procedura gid usata precedentemente
nel caso dell’ipotesi Hyp : m < 0, ma & piuttosto complicato. Qui seguiremo lo schema del test del
rapporto di verosimiglianza.

Partiamo allora dalla verosimiglianza rispetto alla misura di Lebesgue n-dimensionale che e

1 no(X.—m)2
L(ma02;Xla~-=Xn):7nexp<—ZI:l( 12 m) >
(2m)20" 20
per calcolare
sup L(0,0?), sup  L(m,o?).
U€R+ meR,O’ER+
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Questo si puo fare facilmente usando gli stimatori di massima verosimiglianza che abbiamo trovato
a suo tempo (ved. Esempio 8.5):

Sr L X? 1 1 noox2
sup L(0,0’z) == L(O, =170 ) = . — n exp — @
n (2 7)5}”

oceR+ 2(2?:’”% X?)

_ 1 n\ (L X\ 73
T (2n)8 eXp<_§>( n )
2\ ~ Z?:l(Xi_Y)Q _ 1 . 1 B Z?:l(Xi _Y)2
meR oeR* Hom. o) = L(X’ n ) - (2n)3 {((Z?zl(Xi—Y)Q)%}" P o(Zim(Xim X))
_ 1 n\ (i (Xi — X)2\ -5
_(27T)3'6Xp(_2>( n )

e il rapporto di verosimiglianza diventa di conseguenza

supyer+ L(0,0°) _ (E?:l(Xi — X)Q) 2 _ ( i (Xi — X)? >%
SUPper oert L(M, 07) > X? S (X — X)2 4+ nX.

_ 2 '
My )
V(X - X2

e la regione critica e

2 ~ 2 T2
{ S“pU€R+L(0"’)2 <C}: n X +1| <cC
SUPper oer+ L(M, 0?) \/Z" (X; — X)2

=1
_ X
VI (X - X2

con a = a(C) opportuno. Per calcolare a ( e di conseguenza C') in funzione del livello « desiderato,
osserviamo che

X _ 1 ' Vin—1 (Vi X) =

I -xp V=1 e g — X Valn=1)

>a,,

e, sotto l'ipotesi Hy : m = 0, la v.a. /n - % ha legge di Student a n — 1 gradi di liberta (per il

—-m

Teorema 9.5 , \/n - XT ha legge t(n — 1) e sotto I'ipotesi m = 0 si tratta appunto della variabile
Vn - %. Ved. anche Esempio 16.2).

Esempio 17.5 Sia pf (0 < § < +00) la legge definita su RT, continua rispetto alla misura di
Lebesgue con densita

Fla)=e D1y (@)

(si tratta di una densita esponenziale di parametro 1 traslata di € e puo essere interpretata come
la durata di una lampadina accesa all’istante 6).
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Consideriamo un campione (X1,...,X,)di legge 1?: la verosimiglianza rispetto alla misura di
Lebesgue n-dimensionale e

n

L(6; X1,...,Xn) = Hef(Xi70)1[97+oo) (X;) = o= Xim Xi+n9)1[9’+oo)( I<Illil Xi).

X 1<i<n
=1

Consideriamo il test del rapporto di verosimiglianza per l'ipotesi Hy : § = 1 contro § # 1. La
regione critica e
{L(1) < CsupL(9)}.
041

Per calcolare supy_y L(0) si puo fare un calcolo diretto (studio della funzione 6 +— L()) oppure

osservare che lo stimatore di massima verosimiglianza del parametro 6 ¢ 6 = mini<;<, X;, e quindi

sup L() = sup L(0) = L(f) = enmimrsisn Xo) =200, Xo

041 0<0<+00
Quindi
L(l) . 0 se minlgign X, <1
supg.1 L(0) erI—mini<icn Xi)  ge ming <<, X; > 1.

La regione critica e
L(1
D= {7( ) < C};
SUPg-1 L(0)
se C =0siha D= ();se C > 1sihainvece D = Q (perché supy; L(0) = supgg< o L() > L(1)).
Quindi ha senso considerare solo i valori di C' con 0 < C' < 1, e in tal caso si ha

D= { min X; < 1} U { min X; > 1,6”(1_]“111119Sn Xi) < C}

1<i<n 1<i<n
log C
={ min X; <1}u{ min x;>1- 521
1<i<n 1<i<n n

Si puo calcolare C' in base alla taglia a desiderata conoscendo la legge di minj<;<,, X; sotto P!, che
e l'oggetto del seguente

Esercizio 17.6 Mostrare che sotto P? la densita di mini<;<n, X; ¢ data da
n(z—0)

96(1,) =mne 1[9,-{-00)'

SOLUZIONE. Basta osservare che, se < 6 si ha P(minj<;<, X; > x) = 0, mentre, se z > 0

P(min X; > x) = P( rn]{XZ > :z:}) = ﬁP(Xi > 2) = ﬁ/+00 e~ (t=0) gt — o~n(@=0)
i=1 i=1 i=1"7"

1<i<n
e si ottiene la densita cercata “per derivazione”.
Esercizio 17.7 Si consideri un campione (X1,...,X,) di legge £(), con 0 € (0, +00) e si studi il

test Hyp : @ = 1 contro Hy : 8 # 0 con il metodo dei test bilaterali e con il metodo del rapporto di
verosimiglianza.

Il primo metodo suggerisce una regione critica della forma
n n
(X <au(d Xz,
i=1 i=1
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dove a e b sono legati dall’equazione

an—le—a — bn—le—b‘

Il test del rapporto di verosimiglianza da invece una regione critica del tipo

{i;Xigc}u{anXizd},

con c e d tali che
e ¢ = d"e .

18 Cenni all’Analisi Della Varianza (ANalysis Of VAriance = ANO-

VA)
Supponiamo di avere vari campioni di legge gaussiana, tra loro indipendenti: (Xi1,...,X1n,),
campione di taglia ny e legge N(my,0%), (X241, ..., Xon,) campione di taglia ny e legge N(ma, 03),
e cosl via.

Prende il nome di analisi della varianza quella parte della statistica che costruisce dei test per
verificare delle ipotesi riguardanti i parametri dei diversi campioni (ad esempio 1'uguaglianza delle
medie). I campioni sono pensati estratti da popolazioni differenti, e ’ANOVA viene impiegata per
confrontare tra loro queste popolazioni.

Diciamo subito che si impiegano le leggi normali sia perché in mancanza di ulteriori informazioni
sono le pil usate in statistica (grazie per esempio al Teorema Limite Centrale), sia perché in ipotesi
diverse i conti diventano impossibili.

IANOVA & un capitolo lungo e molto complicato; qui ci limitiamo ad illustrare due esempi classici.

Esempio 18.1 IL PROBLEMA DI BEHRENS-FISHER (TEST PER L'UGUAGLIANZA DELLE MEDIE
PER CAMPIONI INDIPENDENTI).

Siano (X1,...,Xp) e (Y1,...,Y;) due campioni indipendenti di leggi rispettivamente N(my,0?) e
N(mg,03). Vogliamo costruire un test per lipotesi Hy : m; = mg contro Hy : mj # ma. La
soluzione generale del problema & decisamente difficile. Un caso trattabile (anche se non realistico)

¢ quello in cui 0? = 03 = 02 (sconosciuta).

Siano

T X p_TLv

p q
le medie campionarie dei due campioni. Per I’Esercizio 9.7 (iv), la v.a.

VrFg—2{(X-Y)}
VS (G- X+ DL (v - P

ha legge di Student a p+ ¢ — 2 gradi di liberta decentrata di " ~=% Abbiamo visto a proposito del

Vrty
test di Student (Esempio 16.2) che queste leggi sono a rapporto di verosimiglianza crescente rispetto
a (m1 — mg); ancora il test di Student ci suggerisce come proseguire: per il test Hy : m1 < mao
sceglieremo una regione critica del tipo {Z, , > C}, per il test Hy : m; = my una regione critica
del tipo {|Z, 4| > C'}.
Per calcolare C' in funzione del livello desiderato, ricordiamo che se m; = ma, Z, ; ha legge t(p +
q—2).

Zpg =
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All’esempio successivo premettiamo una

Definizione 18.2 Assegnati i due numeri interi positivi ny e no, si chiama legge di Fisher-Snedecor
F(ny,n2) la legge della v.a.
Z1
RO
Zy
n2

dove Z1 e Z sono due v.a. indipendenti e di leggi rispettive x?(n1) e x2(n2).

L’espressione della densita e piuttosto complicata; sono state compilate delle tavole della funzione

di ripartizione. Alcuni autori chiamano legge di Fisher-Snedecor la legge di %, altri ancora quella di
2

Z1

ﬁ

. Si tratta naturalmente di convenzioni, a cui bisogna fare attenzione al momento di consultare

3

le tavole.

L’esempio che segue & molto generale, ma servira per trattare in maniera concisa ’esempio annun-
ciato.

Esempio 18.3 Sia X = (X1,...,X,,) una v.a. vettoriale di legge N,,(m, 0%I,), dove m € E (E &
un sottospazio di R™ di dimensione k& < n) e o qualunque. Consideriamo un sottospazio H di E
di dimensione r < k e il test di ipotesi Hy : m € H contro Hy : m € E '\ H. Vogliamo trovare la
“buona” regione critica.

E conveniente rappresentare X nella forma X = m + Y, dove Y ha legge Nn(0,021,). Per il
Teorema di Cochran 9.3, i vettori aleatori Y — Yg, Yg — Y e Yy (dove Yg= proiezione di Y su E
e Yy= proiezione di Y su H) sono indipendenti, ed inoltre le v.a.

Y — Y| Ve — Yal?

o2 ’ o2

hanno legge x%(n — k) e x%(k — r) rispettivamente. Dunque la v.a.
IYe—Yu|?

k—r
Jy '= ———
Y Y —Yzl?

n—k
ha legge F(k —r,n — k).
Tornando al test, osserviamo che, dato che m € E, si ha mg = m, e quindi

X—XE:(Y+m)—(YE+m):Y—YE

XE—XH:(YE+m)—(YH+mH):(YE—YH)+(m—mH).

La seconda di queste relazioni suggerisce che, sotto lalternativa Hy; : m € E \ H, bisognera
attendersi che || X — X ||? sia tanto pilt grande quanto pitt grande & ||[m—mg||?. Questo suggerisce

una regione critica del tipo
|Xp—Xu]?
L k—r
Ix = TX—Xa? >C 5.
n—k
La costruzione ¢ solo intuitiva, ma si potrebbe renderla rigorosa dimostrando che le leggi delle v.a.

1 Xe—Xu|?

L k—r
IX = X xa

n—k
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(che dipendono dal parametro ||m — my||) sono a rapporto di verosimiglianza crescente rispetto a
lm —mg].

Per calcolare il numero C in funzione del livello desiderato, si tiene presente che, sotto 'ipotesi
Hy :m € H (che implica m — mpg = 0), Zx coincide con Zy, e quindi ha legeg F'(k —r,n — k).

Le considerazioni precedenti ci serviranno per costruire il cosiddetto test di omogeneita, che & la
generalizzazione del problema di Behrens-Fisher al caso di pit campioni (ma il caso di due soli
campioni si sa risolvere anche senza supporre uguali le varianze).

Esempio 18.4 IL TEST DI OMOGENEITA. Siano (X1 1,...,X1n,)s -----. (Xk1s.-o, Xin,) k cam-

pioni indipendenti di legge rispettivamente N(m1,o?),...... , N(my,0?) (o sconosciuta). Conside-

riamo il test Hg : m; = mg = - -- = my. Indichiamo con X il campione globale
X=Xt s Xing,eonnn. y X1y Xiny,)

(di numerosita n =ny + - -- 4+ ny) e poniamo

o X X
xoZii i g _ZimXu oo,
n g

La v.a. X ¢ la media campionaria globale (media campionaria di X), mentre la X; & la media

campionaria all'interno del gruppo i-esimo (media campionaria di X; = (X 1,...,Xin,))-
La media del vettore X ¢ (my,...,my,ma,...,ma,...,Mg,...,my), € quindi appartiene al sotto-
—_—
njvolte nowvolte ngvolte
spazio F di dimensione k generato da 11,12, ..., n, dove
1 1 1 1 1 1
m = (71,71,...7717070,...,0,()); 2 = (0,0,...,072,72,...,72,0,...,())
nivolte
nivolte novolte
e cosl via.
Se lipotesi Hy ¢ vera, la media di X & (mq,...,m1), e quindi appartiene al sottospazio 1-dimen-
———
nvolte
sionale H di E generato dal vettore
_ ( 1 1 1 )
/r] - n? \/ﬁ? et \/ﬁ N
nwvolte
Si verifica poi facilmente che
Xp = X1v/nim + -+ X/ TNk, Xy = X/nn. (29)

Infatti la prima uguaglianza segue da

k

perché, per ogni i =1,2,...,k




La seconda uguaglianza si dimostra in modo analogo.
Notiamo che le due equazioni (29) in modo esplicito significano rispettivamente

Xp= (X1, .., X1,.e.... KXo X1 X =(X,...,X).
NSELAN A NaLARAGE sl, N
nyvolte nyvolte nwolte
Quindi
X-Xp=X11—- Xi,... s Xin, — Xi,...... s X1 — X, Xing, — Yk),
Xg—-Xp=X1-X,.... X1 - X,...... X=X, X — X).
nyvolte ngvolte
Pertanto
kooni k
IX = Xp|> =) > (Xiy — X% 1Xe—XullP =) n(X; — X)%
=1 j=1 i=1

Osservazione 18.5 La quantita | X — Xp||2 = 3% | >t (X — X;)? si chiama anche variazione
interna; si tratta cioe della somma delle variazioni di ogni gruppo attorno alla propria media
campionaria; || Xg — Xy|* = Zle ni(X; — X)? & invece la cosiddetta variazione esterna (cioe la
somma delle variazioni delle medie campionarie dei vari gruppi rispetto alla media campionaria del
campione globale). E naturale considerare anche la variazione totale, che & definita come

k n;
IX = Xl =) (X — X)%.

i=1 j=1

Ora, i vettori X — Xg e Xp — Xg sono tra loro perpendicolari (i vettori Xg e X appartengono a
E, mentre X — Xg ¢ perpendicolare a E per definizione di proiezione su F); dunque per i Teorema
di Pitagora abbiamo

IX = Xull* = (X = Xp) + (Xp — X)|” = |X - Xpl|* + | Xp - Xull*.

In altre parole
k n; k n; k
DY Xy =X =)0 (X =X+ ) (X - X)2
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Questa formula, nota in fisica come formula di Huygens, dice che la variazione totale & la somma
delle variazioni interna e esterna.

Tornando alla descrizione del test, consideriamo la v.a. (ved. il Lemma precedente)

X —Xp|? Y ni(Xi=X)?
P = 1
M S S (X, —X)? ’
n- n—k

che, sotto l'ipotesi, ha legge F'(k — 1,n — k) per il Teorema di Cochran 9.3. Si scegliera un test di
regione critica {Z > C'}, e si determina C' con 1 soliti calcoli.
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19 Il modello bayesiano

Cominciamo ricordando la nozione di “nucleo di transizione” tra due spazi misurabili.
Siano (E, &) e (F,F) due spazi misurabili.

Definizione 19.1 Si chiama probabilita (o nucleo)di transizione di (E, €) su (F,F) una funzione
N :E x3F —[0,1] tale che

(i) per ogni fissato A € F, la funzione x +— N(z, A) (da (F, ) in [0, 1]) & &- misurabile;
(ii) per ogni fissato x € F, la funzione A — N(z, A) (da F in [0,1]) & una probabilita su (F,F).

Richiamiamo inoltre (senza dimostrazione, che & una semplice estensione del Teorema di Fubini
classico) il

Teorema 19.2 (DI FUBINI GENERALIZZATO). Sia N una probabilita di transizione di (E, &) su
(F,F), e sia P una misura di probabilita su (E, £). Allora

(a) per ogni funzione f : E x F — R che sia & ® F- misurabile e limitata, la funzione

e /F £, y)N (, dy)

e E-misurabile;

(b) esiste una e una sola probabilita @ su & ® F tale che, se f & limitata, valga la formula

I rewatay = [ pao) [ feaNa:

(c) la proprieta (a) e la formula in (b) rimangono vere per f positiva, non necessariamente
limitata;

(d) sia f misurabile di segno qualunque; allora f é Q)-integrabile se e solo se

[ e = [ P [ 1N < s

In tal caso restano valide per f la proprieta (a) e la formula in (b).

Possiamo ora dare la
Definizione 19.3 Un modello statistico bayesiano & formato da

(a) un modello statistico (Q, F,{P%0c (0, ‘J’)}), nel quale si suppone che 'insieme dei parametri
© sia munito di una o-algebra T e che, fissato A € F, Papplicazione 6 s P? (A) sia misurabile;

(b) una misura di probabilita v su (0,7), chiamata legge a priori del parametro.

Osservazione 19.4 La probabilita v va interpretata come la conoscenza che si ha della situazione
prima di fare I'indagine statistica.
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Esempio 19.5 Un segnale proviene il 40% delle volte da un’apparecchiatura A; e per il restante
60% delle volte da una seconda apparecchiatura As. Esso puod essere di due tipi: “lungo” (L)
oppure “breve” (B). E noto che Ay (risp. Ay) trasmette un segnale breve il 48% (risp. il 63%) delle
volte. In un certo istante viene ricevuto un segnale breve; qual & la probabilita che esso provenga
da A17 e da Ay?

SoLuzIONE. Consideriamo i tre eventi

A; = {il segnale proviene da A;};
Ay = {il segnale proviene da As};

B = {il segnale risulta breve}.
Per essi si ha
P(A;1) =0,40; P(A3)=0,60; P(BJA1)=0,48; P(B|A2)=0,63.
Ci interessa calcolare P(A1|B) e P(Az|B); per la formula di Bayes si ha

P(B|A;)P(A;) - 0,48 x 0,40
(B|A1)P(A1) + P(B|A2)P(A2) 0,48 x 0,40 + 0,63 x 0,60

P(A1]B) = 3 = 0,3368,

e di conseguenza P(A3|B) =1— P(A;|B) = 0,6632.

Per riformulare la situazione nell’ambito dei modelli bayesiani, osserviamo che la nostra conoscenza
“a priori” (cioe prima dell'invio del segnale) delle probabilita di A; e di Ay era P(A;) = 0,40 e
P(As) = 0,60 (conoscenza ricavata in base ad esperienze precedenti, “a priori” appunto); dopo
I'invio del segnale abbiamo rivalutato queste probabilita in P(A;|B) = 0,3368 e P(A2|B) = 0, 6632
(probabilita “a posteriori 7).

Con le notazioni della Definizione 19.3, diremo allora che

(i) @={B,L};

(i) il parametro 6 appartiene a © = {1, 2};
(iii) P'(-) = P(-|A1), , P*(-) = P(-|A2);
(iv) v({1}) = 0,40, v({2}) = 0, 60.

La teoria bayesiana si occupa, fra 'altro, dei metodi per calcolare la legge “a posteriori”; nel nostro
esempio si tratta della legge che assegna a § = 1 il peso 0,3368 e a § = 2 il peso 0,6632, dati
ottenuti dalla formula di Bayes (di qui il nome della teoria) in base al risultato dell’esperimento.
Vedremo fra poco (Esempio 19.10) come si formalizza il calcolo fatto sopra.

Torniamo alla definizione generale di modello bayesiano. La funzione (6, A) — PY(A) & una pro-
babilita di transizione da (©,T) in (€2, F), e percio in questo contesto useremo la notazione P(6, A)
piuttosto che quella solita P?(A). Consideriamo poi la probabilita @ su (0 x Q,T ® F) associata,
secondo il Teorema di Fubini generalizzato, alla legge a priori v e alla probabilita di transizione
P(0, A); in particolare vale la relazione

Q(TXA)://exngXA(G,w)Q(dQ,dw):/@V(d&)/QlT(H)lA(w)P(Q,dw)

:/y(de)/ P(Q,dw):/y(dG)P(e,A), VI eT,VAcT. (30)
T A T
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Indichiamo con T la o-algebra su © x (2 formata dagli insiemi del tipo 7'x (2, con T" € T. Osserviamo
che una variabile X : © x  — R & T-misurabile se e solo se X (6,w) = V(6) (cioe X dipende solo
daf) eV :(0,7) — R & misurabile (dimostrazione per esercizio).

Analogamente si definisce la o-algebra F su © x Q come la o-algebra formata dagli insiemi del tipo
© x A, con A € F, e una variabile X : © x Q@ — R & F-misurabile se e solo se X (0,w) = W(w) con
W (2,5) — R misurabile.

Teorema 19.6 Sia X una v.a. limitata definita su (© x Q,T® F, Q). Vale allora I'uguaglianza
BIXT)0) = [ X(0.)P0.0),  Quge
Q

(Ovviamente, in questa formula, la speranza condizionale é calcolata rispetto all probabilita Q) su
© x Q).

DIMOSTRAZIONE. La variabile (0,w) — Y (0,w) = [oX(0,w)P(#,dw) & T-misurabile (perché
dipende solo da 6 e, per il Teorema di Fubini generalizzato, la funzione 6 — [, X (6, w)P(f,dw)
e ‘j'—misurabile). Dunque, per definizione di probabilita condizionale, basta provare che, su ogni

insieme della forma 7" x € si ha
//TdeQ = //TXQYdQ.
Infatti, per il Teorema di Fubini,
//TXQ XdQ = /TV(dG) /Q X(0,w)P(6, dw):;
//TXQ YdQ = /TV(dG) /Q Y (6,w)P(0,dw) = /Tu(de)/Q (/QX(H,W)P(H,deP(Q,dw)

_ /T v(a0) /Q X(0.0)P(0,dw)) ( /Q P(8,dw)) = /T v(d6) /Q X(0,w)P(0, dw),

=1

e si ha 'uguaglianza cercata.
O

La relazione (30) permette di interpretare la probabilita P? (definita su (€2, F)) come la legge
condizionale (su © x ), noto 6: infatti, se per un certo valore 6 si ha {6y} € T e v({6p}) > 0,
allora, preso A € F, P%(A) = P(6, A) ¢ effettivamente una probabilitd condizionale:

P™(A) = P(6p, A) = Q(© x Al{f} x ©),

0, con abuso di scrittura,

P%(A) = P(6, A) = Q(Alp).
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Infatti
Q((© x A) N ({0} X ) _ Q({f} x A)

Q(({} x Q) Q({fo} x Q)
iy v(@AO)P(0,A)  P(gy, A)v({60})
Sy Y(AO)P(0,Q) P60, Qv({6o})

Quindi si puo dire che la probabilita di transizione P(#, A) di (©,7) su (2,F) da la probabilita
condizionale di A, “noto il valore di 6”.

Q(6 x Al{fo} x Q) =

P(y, A).

Se vogliamo invece “aggiornare” la nostra conoscenza della probabilita a priori v (cioe¢ del fenomeno
che stiamo osservando), “noto il valore di w”(cioe dopo aver effettuato 1’esperimento), abbiamo
bisogno di procedere “al contrario”, cio¢ dobbiamo trovare una probabilita di transizione N (w,T)
di (©,9) su (©,7). Diamo allora la seguente

Definizione 19.7 Supponiamo che esista una probabilita di transizione N (w,T") di (2, F) su (6, 7)
tale che, per ogni v.a. X limitata definita su (0 x ,T ® F), risulti

BIX|F(w) = /@ X(0,0)N(w,d8), Q-

Allora la probabilita N(w,-) si chiama legge a posteriori su (0,7T) condizionale a w.

Osservazione 19.8 Dunque il meccanismo bayesiano e il seguente:
(a) prima dell’esperimento la legge a priori v rappresenta la nostra conoscenza del fenomeno;
(b) si effettua ’esperimento, che da esito w;

(¢) la conoscenza del fenomeno & aggiornata passando alla probabilita N (w, -).

L’esistenza della legge a posteriori in ipotesi generali € un teorema piuttosto complicato; noi ci
limiteremo al caso di un modello dominato, che copre la maggior parte delle applicazioni.

Supponiamo dunque che il modello sia dominato da una misura p su (2, F) e che esista una versione

della verosimiglianza L(0,w) = %(w) che sia T ® F- misurabile (questo garantisce in particolare

che 6 — P(0, A) sia T-misurabile).

Teorema 19.9 Nelle ipotesi sopra enunciate, poniamo

G = {w cQ: /@L(@,w)u(de) = 0}%

M = {w cN: /@L(G,w)u(dé’) = +OO};

L(O,w)

Jo Lir,wyp(dr) °¥€ G

g(eaw) =

1 sewe G

. c
(con la convenzione Too = 0). Allora

113



(a) © x G & Q-trascurabile;
(b) M é p-trascurabile;
(c) fissato w € M€, la funzione 6 — ¢(6,w) & una densita di probabilita su (©,T) rispetto a v;

(d) fissato w € M€, la probabilita di transizione definita da

T+— Nw,T) = /Tg(ﬁ,w)l/(dQ)

¢ la legge a posteriori su (0,7) condizionale a w.

DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha, per la definizione di verosimiglianza e per il Teorema di Fubini,

Q©x6) = [ van) [ Po.dw) = [ via0) [ 10.)ua) = [ uaw) [ 10.w)v(a0) <0,

per la definizione di G.
(b) E ovvio perché

[ ) [ o.wian) = [ o) | Lot = [ viao) [ Pio.av)
b 7

=1
:/ v(df) =1 < +o0.
S}
(c) Dobbiamo provare che, fissato w € M€, si ha g(f,w) > 0 (questo ¢ ovvio) ed inoltre risulta
/ g(0,w)r(df) = 1.
©

Ora, se w € G, si ha

L(6,w) .
JRCEECURY o0 =1

sewed

/g(@,w)l/(dﬁ) :/ 1v(df) = 1.
© ©

(d) Osserviamo prima di tutto che w — N(w,T) ¢ misurabile (per il Teorema di Fubini, dato
che & l'integrale di una funzione misurabile). Inoltre 7'+ N(w,T') & una probabilita (N(w,©) =
Jo 9(0,w)r(df) = 1, come abbiamo appena visto nel punto (c)). Dunque N(w,T) & effettivamente
una probabilita di transizione (di (2,F) su (©,7)).
Per vedere che si tratta effettivamente della legge a posteriori, in base alla Definizione 19.7 dobbiamo
far vedere che, se X € una v.a. limitata definita su (© x Q,T ® F) e posto

L(6,w)
f® L(r,w)v(dr)

Jo X(0,w) v(df) sew e G°
V(w) = /@X(Q,w)g(@,w)u(d@) =
Jo X (0, w)r(df) se w € G,

su ogni insieme della forma © x B si ha

Juxie= L,y e
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Infatti, per la definizione di @ e per il punto (a), si ha

//exBXdQ - //@X(BHGC) XdQ = /@V(dG) /BchX(e’w)P('g’dw)
_ /@ v(d6) /B X(O.)L0 @)
d’altra parte

//@XBVdQ—/V(dQ) /BmGC V(0,w)L(,w)u(dw)

/@ v(d) /Bch /X S,w) L L(S W)(dr) (ds))L(G,w),u(dw)
:/@V(ds) /Bch X(s,w)L(s,w)p(dw) }2 Z(dz; :/@V(ds) /Bch X(s,w)L(s,w)pu(dw).

g

D’ora in avanti indicheremo con v* la legge a posteriori su (0, T) condizionale a w; come abbiamo
appena visto, nelle ipotesi in cui ci siamo posti (modello dominato) essa ¢ assolutamente continua
rispetto a v, di densita

(9 w)
dv® ) — f@ v(dr)

se [o L( v(dr) #0

1 se [g L(T,w)r(dr) = 0.

Esempio 19.10 Riprendiamo 'Esempio 19.5. Abbiamo gia detto che © = {1,2}, v({1}) = 0,40
e v({2}) = 0,60; inoltre avevamo Q = {B, L}; per motivi di notazione scriviamo w’ al posto di B e
w” al posto di L, quindi Q = {w’,w”}. Le quantita P(w'|A1), P(w'|As) , P(w”|A1) ,P(w”]A2) sono
da interpretare come i valori della verosimiglianza L: precisamente, se prendiamo come misura
dominante su §2 la misura u che conta i punti, si ha

dP? dp?
L(1,) = — (') = P(w'|A1) = 0, 48; L(2,0) = — (') = P(W'|A2) = 0,63;
du du
dP! dP?
L") = ) = P4 = 055 L) = S (W) = P 42) = 0,37

La legge a posteriori € assolutamente continua rispetto a v con densita

L(0,w)

9(0,w) = L(1,w)r({1}) + L(2,w)r({2})’

(0,w) € {1,2} x {',"}.

In altre parole

L(l,w’) 0,48 -
L) + L@ oz VW = %0, 40 = 0, 3368,

0,48 x 0,40 + 0,63 x 0,60
e questo ¢ il calcolo che abbiamo fatto in precedenza per ottenere P(A;|B). In modo simile per gli
altri valori.

N(w' {1}) =
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20 Il formalismo decisionale; decisione bayesiana

Anche se non rappresenta tutti gli aspetti della statistica, il formalismo decisionale & abbastanza
intuitivo ed ha permesso degli sviluppi matematici rigorosi. Diciamo subito che le definizioni usuali
della teoria degli stimatori e dei test possono essere ricondotte al formalismo decisionale.

Lo statistico osserva un fenomeno la cui legge dipende da un parametro 6 € ©, con lo scopo di
intraprendere un’azione a € A. A, insieme delle azioni possibili, € un insieme di oggetti, che di
solito sono numeri ma teoricamente possono essere anche altro, se necessario. La scelta dell’azione
a porta come conseguenza un costo (o perdita) C(6,a) > 0, dipendente dal parametro 6.

Lo statistico effettua un esperimento, formalizzato con un modello statistico (Q, F,{P% 0c @}), e
la sua decisione sull’azione da intraprendere dipendera naturalmente dal risultato w, cioe

Definizione 20.1 Una regola decisionale & una funzione ¢ :  — A. Si chiama funzione costo

(della regola §) la funzione w — C(6,0(w)).

Supporremo sempre che A sia munito di una o-algebra A, e che le funzioni § : w — d(w) e
a — C(0,a) siano misurabili. In queste ipotesi, la funzione costo ¢ una variabile aleatoria non
negativa.

Esempio 20.2 Uno stimatore, cosi come lo abbiamo definito a suo tempo, € una regola decisionale.
In questo caso I'insieme delle azioni e 'aperto D che compare nella Definizione 3.1. Abbiamo notato
a suo tempo che un test non ¢ altro che uno stimatore (Osservazione 12.5). Dunque anche la nozione
di test puo essere ricondotta al formalismo decisionale.

Nella statistica classica si definisce rischio della regola decisionale § la speranza della sua funzione
costo, e precisamente

Rs(0) = E°[C(6, )]

(in realta noi abbiamo dato questa definizione solo per gli stimatori, e di conseguenza per i test,
ma, come si vede subito, la definizione ¢ identica per ogni regola decisionale).

Lo scopo ¢ poi quello di minimizzare il rischio, come accadeva per gli stimatori, ma, dovendo tener
conto del fatto che su © ora abbiamo una probabilita v, avremo bisogno di minimizzare rispetto a
0 non Rj(0) a 0 fissato, ma il suo integrale rispetto a v; in altre parole dovremo trovare una regola
decisonale gy tale che

/ R, (0)(d0) < / Ry(O)w(d0), V.
€] o

Nel contesto bayesiano si procede dunque come segue. Sia p una generica misura di probabilita su
(©,7). Cerchiamo prima di tutto di minimizzare la perdita media, definita da

/ C(0,a)p(db)
(C]

rispetto al parametro a. Si da cioe la seguente

Definizione 20.3 Si chiama rischio bayesiano (relativo a p) il numero

inf /@ (6, a)p(do).

acA

Inoltre
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Definizione 20.4 Se esiste ag € A tale che
/ C(8,a0)p(df) = mf/ C(6,a)p(do),
S

ag si chiama decisione bayesiana relativa a p. In altre parole, in questo modo si definisce una
funzione d : p — ap = d(p).

Il meccanismo decisionale bayesiano consiste allora nel considerare come regola decisionale Jy la
regola w +— d(v*) (ammesso che esista), dove v* ¢ la legge a posteriori condizionale a w di cui
abbiamo parlato nel paragrafo precedente.

La bonta di questa procedura ¢ espressa dal risultato seguente:

Teorema 20.5 Sia (Q,?, {PY 0 c (@,‘J’)}) un modello statistico dominato, con verosimiglianza
L(0,w), e sia v la legge a priori su (©,T). Supponiamo che, per ogni w € €2, esista una decisione
bayesiana d(v*) e che la funzione w — d(v*) sia misurabile. Allora, per ogni regola di decisione ¢,
si ha

/ Ry (0)v(d6) < / Rs(0)v(d9).
© ©

DIMOSTRAZIONE. Sia GG 'insieme definito nel Teorema 19.9; ricordiamo che © x G & - trascurabile.
Per la definizione di @) si ha allora

/eR(s(G)Z/(dH)Z/eu(d9)</90(c9,5( P8, dw /@XQC (0, 6(w))Q(df, dw)
://@X(m@c) C(6,0())Q(df, dw) = /@ v(do) /Q C.5)PE,dw))

= [van)( [ co.swpno.mnw)

= /Q e u(dw)( /@ V(dG)C’(H,é(w))L(G,w)>

_ /Q ) /@ Lirw)(dn) ) ( /@ 4005 1t L(e,w) ) )

_ /Q ch”(dw)( /@ Lirw(dn) ) ( /@ C(Q,(S(w))vw(d@))

> /Q ma)( /@ L(rwp(an) /@ O(6.d()(0)),

e, con gli stessi calcoli, si vede che quest’ultima quantita e uguale a

/ Ry (0)0(d6).
C]

Osservazione 20.6 Per le regole di decisione si possono dare le definizioni di preferibile, stret-
tamente preferibile e ammissibile esattamente come per gli stimatori. La decisione bayesiana e
ammissibile (in senso classico), sotto diverse ipotesi facili da verificare, per esempio:

(i) se © ¢ un aperto di R¥, il supporto di v & tutto © (cio¢ non esistono sottoinsiemi aperti non

vuoti di © che siano trascurabili rispetto a v) e, per ogni regola di decisione 4, la funzione
0 — R(6,9) ¢ continua.
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Infatti, se d(v°) non fosse ammissibile, esisterebbe una regola di decisione ¢ strettamente
preferibile a d(v°), cioe tale che

Ré(e) < Rd(uo)(e)v v;
Rs5(00) < Ry (0o), per almeno un 6.

Ma in tal caso, per motivi di continuita, la diseguaglianza stretta sarebbe verificata per ogni
6 in un intorno U di 6y, con v(U) > 0, e quindi la tesi del Teorema precedente, e cioe

/ Rs(0)v(d6) > / Ry (0)v(d6)
(S (€]

sarebbe falsa.

(ii) Se © e numerabile e nessun punto di O & v-trascurabile (verifica per esercizio, € simile a quella
del punto precedente).

Osservazione 20.7 Se T ¢ una statistica esaustiva, come sappiamo dal Teorema di fattorizzazione
2.6 si ha
L(0,w) = h(w)g"(T(w))

e di conseguenza

9" (T(w))
dv® Jo 97 (T(w))v(dr)

dv = 9(9700) =

se Jo 0" (T(w))w(dr) # 0

1 se [ (T(w))v(dr) =0

¢ o(T)-misurabile. Dunque si puo sostituire il risultato dell’esperimento (cio¢ w) con 1'osservazione
della statistica T'(w). Inoltre, in genere d(v°) & o(T')-misurabile.

Esercizio 20.8 Sia § = (0,1) e C(f,a) = (1 — a) + (1 — 0)a. Qual ¢ la decisione bayesiana per

una generica legge p? Verificare che il rischio bayesiano & sempre inferiore a %

21 Stimatori bayesiani

Sia g : © — R misurabile e limitata. Vogliamo stimare la quantita g(6); per questo porremo A = R
e utilizzeremo il costo C(0,a) = (9(9) — a)2. La procedura bayesiana illustrata precedentemente
richiede per prima cosa che, per ogni fissata probabilita p su ©, si cerchi (se esiste) ag = d(p) che
minimizza la quantita

/(mm—afmwy
(€]

Lemma 21.1 Se [ g*(0)p(df) < +o0, allora

/(mm—afmw>z/(mm—a@%mm,
C)

S}

dove

%zémmmm:ﬂm
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DIMOSTRAZIONE. Infatti

/ (9(0) — a)*p(d6) = / ((9(6) — ao) + (a0 — a))*p(d6)
©

S}

— / (9(0) — a0)o(d0) + (ap — a)* + 2(ag — a) / (9(6) — a0)p(d0)
©

)

Il Lemma precedente dice dunque che lo stimatore bayesiano della quantita g(@) &

L(f,w)
/@g(ﬁ) T L(r,w)(dr) v(df) se /@L(T,w)u(dT) #0
Tw) = d) = [ al0)(d0) =
/Q(Q)V(de) se /L(T,w)l/(dT):O.
© ©

Notiamo che, per il Teorema 19.9, si ha 'uguaglianza

Infatti

Egld] = [ 9O)N(@.db) = [ g(®)r(d0) =T(w).
D?fa“g.7/@ remios”

Questo fatto permette quindi di interpretare lo stimatore di g(6) in termini di speranza condizionale;
questa interpretazione e utile nel risultato che segue, che dice che, tranne che in casi banali, gli
stimatori bayesiani non sono mai corretti (ved. Osservazione 21.3).

Teorema 21.2 Sia T lo stimatore bayesiano di g(8). Se T' é corretto, allora

[7 T(w) — 9(6)°Q(df, dw) = 0.
oOx0

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo lav.a. X (0,w) = T(w)—g(f) come elemento di L?(© xQ, TRF, Q).
Si ha B B B
E[X|F] = E[T|F] - E[g|3] =0,

perché E [g\f}"] =T, come detto sopra, e dunque T' ¢ F-misurabile, quindi
E[T|F] =T = E[g|F).
Pertanto X & ortogonale (in L?(© x Q,T ® F,Q)) ad ogni funzione V che sia F-misurabile. Infatti
E[XV] = E[E[XV|J]] = E[VE[X|F]] =0.

D’altra parte, si ha anche B
E[X|T] =0,
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perché I'applicazione (0,w) — g(0) ¢ J- misurabile (per definizione della o-algebra T) e dunque
E[g|T] = g; inoltre, per il Teorema 19.6, risulta

E[T|7](6) = /Q T(w) P9, dw) = E*[T] = g(6),

perché T & corretto per ipotesi. Dunque

E[X|T] = E[T|T) - E[g|]T] =g —g=0.

Ne segue che X & ortogonale (in L?(© x Q,T ® F,Q)) ad ogni funzione V che sia T-misurabile.
Allora X @& ortogonale anche a se stesso, perché & somma di (6,w) — ¢(0) (che & T-misurabile) e di
(0,w) = T(w) (che & f;"—misurabile). Questo significa che X ha norma nulla in L?(0© x Q,T® F, Q),
che ¢ esattamente I'affermazione del Teorema.

]

Osservazione 21.3 Notiamo che
// IT(w) — g(0)?Q(d0, dw) = / V(d6) / IT(w) — g(0) P (dw).
OxN (C] Q

Quindi, se T' & corretto, per il risultato precedente esiste un N € T con v(N) = 0 e tale che, per
ogni § € N€ l'insieme
By ={weQ:T(w) # g(0)}

& PP-trascurabile. Ora, se
(i) le probabilita P? sono tutte equivalenti;
(ii) N°¢ contiene almeno due elementi;
(iii) g non & costante su N°¢

questo non e possibile. Infatti, siano 0y e 61 due elementi di N¢ tali che g(6y) # g(61). Allora, dato
che
{weQ:T(w) =g(bh)} C By,,

e By, ¢ PY%_trascurabile, si ha anche
pho ({w €Q:T(w) = 9(91)}) —0;
di conseguenza, dato che le P? sono tutte equivalenti, si ha anche
0= ph ({w €Q:T(w) = g(el)}) —1- PP (By) =1,
(ricordando che P% (By,) = 0), e questo & assurdo.

Osservazione 21.4 I risultati enunciati restano validi se g, anziché essere limitata, ¢ di quadrato
integrabile rispetto ad ogni legge a posteriori %, e anche se g & a valori vettoriali (cioe g : © — RF)
e si impone C(6,a) = ||g(#) — al|?.

Esempio 21.5 Sia (Xi,...,X,) un campione di legge geometrica di parametro § € © = (0,1).

Come legge a priori su © prendiamo la misura di Lebesgue. La verosimiglianza e

L(G; k‘l, ceey k:n) = H9(1 _ e)ki—l _ 9n(1 . 9)2?:1 ki—n’
=1
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e dunque lo stimatore bayesiano di g(f) =6 &

Jy 07 (1 — )iz ki g
) on(1 - g)Zitiki—ngg

Tk, ... k) =

Ricordiamo che I'(n) = (n — 1)! per n intero e che

Lo _ L'(a)(B)
— a—1 B-149 —
B(a,ﬁ)—/OG (1-0) dg_F(a 5)’ a>0,8>0.
Dunque
(n+1)I'(m+1) nlm!

1
T

(1 —0)™ Ao = = :

/0 ( ) F(n+m+2) (n+m+1)V

ricaviamo pertanto ’espressione

T=T(X1,...,X,) = (n+ DI Xi—n)! (L Xi—ntn+1)!  n+l
= 1.y Xn L X —nt+n+1+1) ”!(Zylei—n)! Ty X 2

Questo stimatore e molto simile allo stimatore di massima verosimiglianza, che risulta essere

n

0= =
> Xi
(verifica per esercizio).

Esempio 21.6 Sia (Xi,...,X,) un campione di legge £(0), § € © = (0,400), e prendiamo come
legge a priori su © la probabilita

v(dh) = ae~d0,  a>0

(prendiamo questa legge essenzialmente per rendere possibili i conti). Lo stimatore bayesiano di

gf)=06¢e

e T Xt dg

S fredEi Xiradg

Dato che oo oo " |
T 1 " !
/ gre%dg = [n+1) 1_1 ) / e %dh = nH’
0 bn 0 F(n —+ 1) bn
=1
si ottiene 41
n
T=TX1,....Xp) = =7——.
(X1 n) Z?:l Xi+a
Di nuovo, questo stimatore € molto simile allo stimatore di massima verosimiglianza, che ¢
A n
0= =
Z:‘Lﬂ Xi

(ved. Esempio 8.4).

0O
v

Nel seguito ci interessera il concetto di mediana, di cui ora parleremo brevemente.
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Sia g una misura di probabilita su R. Alcuni test definiscono la mediana di g come un numero
reale m tale che

p((—o0,m]) = p([m, +o0) = %

Esprimendoci in termini della funzione di ripartizione F' di i, con questa definizione una mediana

€ un valore m tale che .

Fm)=F(m )= lim F(t)) = =.

t—m— 2
Da queste relazioni segue che nel punto m la funzione F' deve essere continua (e deve valere 1'u-
guaglianza F(m) = %) Dunque ¢ facile capire che, con questa definizione, una mediana puo
non esistere, e questo non e soddisfacente; un esempio semplice ¢ quello della legge p tale che
w({0}) = n({1}) = p({2}) = % Sarebbe naturale dire che la mediana di questa legge & il numero

m = 1, ma questo valore non rispetta la definizione data sopra.

Allora una migliore definizione & la seguente

Definizione 21.7 Si chiama mediana della legge di probabilita u ogni valore m tale che

pu((—o0, m]) > % e p([m, +o00)) >

N

In termini di F', una mediana m deve dunque verificare le condizioni

Fm™) < - < F(m). (31)

N | =

E facile dimostrare che, con questa definizione, una mediana esiste sempre. Infatti le relazioni (2)
enunciate dopo la Proposizione 11.3, applicate con a = %, diventano esattamente le (31), dunque
F (1) (quantile di ordine 1 di F) & una mediana per u (per qualsiasi y1). Tuttavia la mediana non
sempre € unica. Ad esempio, la legge di densita

1 perO<z<42oppureperl<z<3

0 altrove

ha come mediana ogni valore m con % <m<1.

In generale, non ¢ difficile vedere che 'insieme delle mediane di una legge i € un intervallo chiuso
non vuoto [mg, m;]. (SUGGERIMENTO: porre mg = sup{z € R : F(z) < 3}; m; = sup{z € R :
F(z) < 3}).

Si capisce che ogni mediana m & un “indice di centralita” della legge p, come la media m. Dunque
¢ naturale chiedersi quali relazioni intercorrano tra m e m. Nel caso di una legge v diffusa e
simmetrica rispetto ad un dato valore mg, media e mediana coincidono con mg; in generale, pero,
m e m sono due valori differenti, (trovare esempi), se non altro per il fatto che la media ¢ unica,
mentre le mediane possono essere in numero infinito. Tuttavia

Esercizio 21.8 Dimostrare che la media m, ogni mediana m e la varianza o (supposta esistente)
di una legge v verificano la diseguaglianza

|m—m‘ <.

SOLUZIONE (di Dario Trevisan). Sia X una v.a. definita sullo spazio di probabilita (Q,F, P) e
avente legge v. Facciamo vedere innanzitutto che, per ogni mediana m, si ha

32£E[1X —al] = E[|X —m]]. (32)
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Senza perdere in generalita , si puo supporre che m = 0: ponendo Y = X —med =a—m, Y ha
mediana 0; basta allora dimostrare che

. / -
inf BI|Y —d'[] = B[|Y]].

Basta inoltre dimostrare che
inf E[|Y —al] = E[|Y]],
a<0

dato che, se vale la relazione precedente, si ha
inf B[Y —af] = inf B[|(-Y) - (~a)]] = inf B[(-Y) - al] = B[| - ¥[] = B[V},

Per a < 0 e per z € R vale la diseguaglianza (facile da dimostrare)
2| < |z — a| + a(1p 400) (2) = L(Zoo,0)())-
Sostituiamo Y (w) al posto di x; osservando che
Lo o) (Y(w)) = Ly >0 (@), L—oo,0)(Y(w)) = Ly <oy (w),

si ottiene
Y] <Y —a|l+a(lysor — liy<op);

passando infine alla speranza si trova
EY[]<E[Y —af] +a(P(Y >0) - P(Y <0)) < E[|Y —al],

perché a < 0 e, per la definizione di mediana,

1
P(Y 20) - P(Y <0)=1-2P(Y <0)21-2-5 =0.

Possiamo ora dimostrare la diseguaglianza richiesta. L’asserto risulta dalla catena di relazioni

m —m| = |B[(X —m)]| < E[X —m|] < B|X —m| < VE[IX —m[?] = 0.

o

Torniamo agli stimatori bayesiani.

Osservazione 21.9 Talvolta ha interesse prendere in considerazione funzioni costo differenti dal
costo quadratico. Ad esempio, se si pone C'(6,a) = |#—al, si puo mostrare che la decisione bayesiana
relativa alla legge di probabilita v & la mediana di v. Precisamente

Proposition 21.10 Se m é una mediana per la legge di probabilita v, allora, per ogni a € R,

/]R |0 — m|v(df) < /R |0 — alv(dO)

in particolare, se m; e mg sono due mediane per v, si ha
/ |0 —my|v(dh) = / |0 — mo|v(dB).
R R
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La dimostrazione di questo risultato e identica a quella della relazione (32): basta sostituire in
quest’ultima lo spazio (2, F, P) con lo spazio (0,7, v) e la v.a. w — X (w) con la fuzione misurabile
0 0.

Esercizio 21.11 Sia X (unica osservazione) una v.a. avente legge U([0,6]), con 6 € © = R*.
Scegliamo come legge a priori su (R, B(R™)
v(df) = fe~%d0.
Trovare lo stimatore bayesiano di g(f) = 6 prendendo come costo
(i) C(0,a) =0 —al*;
(ii) C(0,a) =10 — al.

SOLUZIONE. (i) Si ha

1 1
L(8,z) = 51[0’9] (x) = 51[$’+00) (0).
Quindi
“+o00 —+o00 1 +oo
/ L(r,X)v(dr) = / —1ix 4o0)(T)Te TdT = / e Tdr = e,
0 0 T X
+00 +o00 1 +o0
/ g(0)L(0, X)v(d) :/ 0 - 51[X7+00)(9)06_9d0 :/ P94 = e (X +1).

0 0 X

Ricordiamo che, nel caso che 0+°o L(r, X)v(dr) # 0, lo stimatore bayesiano di ¢g(f) ¢ dato dalla
formula oo
_Jo 9(0)L(0, X)v(dB)

L X)wp(dr)

Dunque in questo caso si ottiene

e X (X +1)

T="""

=X+1

e
(ii) In questo secondo caso, per la proposizione precedente, sappiamo che T' ¢ dato dalla mediana
della legge a posteriori vX, la quale & assolutamente continua rispetto alla legge a priori v con

densita . 0 .
L(Q,X) gl[XJrOO) 4 e
f(0,X)= = : =—1 0).
@) X L(7, X)v(dr) e X g 'xoro)(?)
Si tratta di una legge assolutamente continua, dunque continua, e pertanto la mediana e 'unico
valore m tale che

1 +o0 +oo eX +o0
5= (Im +o0)) = / F£(0, X)0(d6) = / oo (0) - B0 = ¥ / e0d0.

m m mvVX

D’altra parte, se m < X, I'equazione precedente non ha soluzioni, perché il suo secondo membro
vale 1. Se invece m > X, ’equazione diventa

1 oo
5= eX / e 0 = eX_m,

m

da cul si ricava
m=T=X +log2.
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22 Test dal punto di vista bayesiano

In un problema di test dell’ipotesi Hy : 8 € ©g contro ’alternativa H; : 6§ € ©1 in un contesto
bayesiano, O e ©1 sono supposti misurabili, perché ora su © c’¢ una o-algebra T. L’insieme delle
azioni ¢ A = {0,1} (0 = accetto Hp, 1 = respingo Hp). Il costo & definito assegnando due costi
differenti: ¢g > 0 all’errore di prima specie e ¢; > 0 a quello di seconda specie. Precisamente si
pone

co per 6¢€ 0O

c(0,1) =
(6,1) {0 per 6 € Oq;

0 feco
C(6,0) = per 0

c1 per 0€0O;.
Volendo riassumere in una sola formula:
acy per 6 € Qg

(1—a)e; per 6¢€0O.

Cf,a)= {

Questa formula assegna il costo anche nel caso di test aleatori, in cui l'insieme delle azioni e
A=10,1].

Mentre in contesto non bayesiano la discrezionalita dello statistico consiste nello scegliere il livello

desiderato, in contesto bayesiano consiste nello scegliere, oltre alla legge a priori, i due costi ¢y e

c1, o piuttosto il numero ¢ = i—(l), detto rapporto dei costi.

Se p & una probabilita su (0,7), la perdita media & in questo caso

/60(9,0)P(d9) = acop(©o) + (1 — a)e1p(©1) = a{cop(©0) — c1p(01) } + c1p(O1),

e la regola di decisione € pertanto

c
indifferente se p(Bg) = cp(O1).

La funzione test bayesiana (cioe la decisione bayesiana relativa alla legge a posteriori v*) ¢ di
conseguenza

indifferente se v¥(0g) = ¥ (01),

a condizione naturalmente che si tratti di una funzione misurabile.

Notiamo che si prende la decisione 1 (cioe si respinge Hy) nel caso che v¥(0g) < cv*(©1), che,
supponendo [ L(#,w)r(df) > 0, significa

Jo, L(0,w)v(df) _ cfel L(6,w)v(d0)

Jo L(6, w)r(d) Jo L(6,w)r(de) ’

o anche

/ L(0, w)u(df) < / L(0, w)w(d0).
[SH}

©1
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Dunque,se E = {w € Q: 1*(0g) = cv*(01)} & u— trascurabile, si ottiene un test di regione critica

D:{weQ:/@

Si puo notare una vaga rassomiglianza con il test del rapporto di verosimiglianza (se si sostituisce
f90 L(0,w)v(df) con supgee, L(0,w) e [o L(0,w)r(df) con supyce, L(f,w) si ottiene infatti la
regione critica del test del rapporto di verosimiglianza).

L(0,w)v(df) < c/ L(Q,w)y(d&)}.

0 S

Se F non e trascurabile, un test bayesiano ¢ un test con una qualunque regione critica D € F tale

che
{weQ:1¥(0y) <a”(©1)} CD C{weQ: 10y <ca”(01)}

Esempio 22.1 Se © = {0,1}, Hy : 0 =0, H; : 0 = 1 e v({0}), v({1}) ¢ la legge a priori, la
funzione test e

0 se L(0,w) > kL(1,w)
d(w)=11 se L(0,w) < kL(1l,w)
indifferente se L(0,w) = kL(1,w),

dove k = ié;gé{g Si tratta dunque di un test di Neyman-Pearson.

Chiudiamo questa parte di trattazione con un

ESEMPIO RIASSUNTIVO
Sia pf la legge su [0, 1] avente densita f7(x) = 629~ (rispetto alla misura di Lebesgue u su [0, 1]),
con § € RT. Sia (X,...,X,,) un campione di legge u?, con n > 2.
Trovare una statistica esaustiva. B completa?
Trovare lo stimatore di massima verosimiglianza.
Trovare uno stimatore corretto di 8 e dire se & ottimale.

)
)
)
4) Trovare un test unilaterale dell’ipotesi Hy : < 1 contro H; : 6 > 1 di livello a = 0, 05.
) Trovare uno stimatore bayesiano di 6 per la legge a priori v(df) = e~?d.

)

Trovare un test bayesiano dell’ipotesi Hy : # = 1 contro Hy : § # 1 con rapporto dei costi ¢ e
con legge a priori v = %(51 + %,u, dove 01 ¢ la misura di Dirac concentrata in 1 e u(df) = e~?d.

SOLUZIONE. (1) La verosimiglianza del campione ¢

n 01 n
L(O;x1,...,2p) =0 (sz> = exp ((9— 1);10&1’@' +nlog9>.

i=1

Si tratta come si vede di un modello esponenziale (cambio di parametro § — 6 — 1), e quindi
T =" ,log X; ¢ una statistica esaustiva completa (confrontare con I’esempio (c) delle statistiche
esaustive).

(2) L’equazione di massima verosimiglianza ¢
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d n
@((9 -1) ;logazi + nlog0> ‘ezé =0,
e cioe .
Z log z; + 2 =0,
i=1 0
da cul si ricava
G
> iy log X7

(osservazione: 6 >0, p-q.c. perché X; € (0,1) per ogni 4, pu-q.c.).

(3)Cerchiamo la legge di — """, log X; sotto P?. 1l singolo addendo — log X; ha legge &(6) (verifica
per esercizio). Quindi — > ; log X; (somma di n v.a. indipendenti tutte con legge £(0) =I'(1,0))
ha legge I'(n,#). Ispirandoci alla forma dello stimatore di massima verosimiglianza, proviamo a

FE |:1:| — /+OO l o" xn—le—del, _ " /+oo l,n—2e—9xdx
> i log X; o =z I(n) I'(n) Jo

n _ +o00 n—1
" T(n—1) / A
'(n) 61 J, T(n-1) n—1

=1

calcolare

perché la funzione integranda ¢ la densita I'(n — 1,0) e dunque il suo integrale su R vale 1.
Se ne deduce che la statistica

n—1
U=-—=——
Z?:1 log X;
¢ uno stimatore corretto di 0, funzione della statistica esaustiva completa T'= —>"" | log X;. Per

il Teorema 4.5, si tratta dunque di uno stimatore ottimale tra gli stimatori corretti.

(4) Il modello ¢ esponenziale, e quindi a rapporto di verosimiglianza crescente. Direttamente

L () (fx)" "

1=

che & a raporto di verosimiglianza crescente rispetto a V = [[\_; X;. In queste condizion i sappiamo
che un test unilaterale ha una regione critica della forma

D:{V>c}:{f[Xi>c}

(con ¢ € (0,1) perché X; € (0,1) per ogni ¢) tale che

n n
Pl(HXi > c) :P1<—ZlogXi < —logc> =0,05.
i=1 i=1

Sotto P!, —>""  log X; ha legge I'(n, 1), e quindi dobbiamo trovare ¢ in modo che

n —loge 1
P1< — Zlog XZ < — log C) = /0 mxn_le_xdﬂf = 0, 05.
=1

A questo punto si procede con metodi numerici.
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(5) Dalla teoria, sappiamo che lo stimatore bayesiano di #, con la misura a priori assegnata, e

e (T X0) e

f0+oo o (ITimy Xi)e_le_e o

Si ha in generale, per 0 < b < e,

+oo +oo +o0o
/ enbOG—O do = / eneelogbe—e do = / ene—e(l—logb) d6
0

0 0
I'(n+1) /+0<> (1 —logb)"*! gro—0(1logh) gg _ I'(n+1) _ n!
(1 —logb)n+t J, I'(n+1) (1 —logb)tl (1 —logb)ntl’

=1

perché la funzione nell’ultimo integrale ¢ la densita I'(n + 1,1 — log b), e quindi il suo integrale vale
1. Dunque

N (e o log X;)"" (n+1)! . n41
n! (1-22% log Xi)n+2 1= log Xi'

(6) La regione critica &

D:{weQ:/@

che con i nostri dati (v = 16, + 2e7%df, ©g = {1}, ©1 = (0,1) U (1, 400)) diventa

L(0,w)v(df) < c/

5 L(G,w)u(d@)},

0

1 C +o0 0 +o0 L -1 9
D:{wEQ:2L(1,w)<2/ L(f,w)e” de}:{wEQ:1<c/ 9"<HXZ'> e dH}.
0 0 i=1
Dal conto fattO sopra si ricava che

R PV S L S
/0 ¢ ~ b(1 —logb)ntt’

e dunque la regione critica e

|
D:{weQ:1<c- ~ n'n n+1}
(I, Xo) (1 — 223 log X5)
Per vedere come ¢ fatta la regione critica, bisogna risolvere la diseguaglianza
n!
b(l—loghn+1< —, 0<b<,
c
che si puo studiare qualitattivamente disegnando il garfico di b — b(1 — logb)n + 1.

Esercizio 22.2 Studiare il test Hy : # = 1 contro 6 # 1 per un campione di taglia n e legge £(0),
6 € © = RT, prendendo come legge a priori v = %51 + %e_ade.

SOLUZIONE. Si ha

L(0; X1,...,Xp) = e 0= X, / L(0; X1,...,X,)v(dd) = %e_(zlﬂ:l Xi),
S}
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1 [ree - 1 (n+1)!
. — n _(Zi: X;+1) = _. .
/elL(e,Xl,...,Xn)y(de) 2/0 e 1 a0 = 5 X s e

la regione critica e

i=1

{e_(Z?—l‘Xi)(ZXi + 1)"+1 <ec(n+ 1)!} ;

studiando la funzione
tes (t+1)" et

si vede facilmente che essa ¢ del tipo
n n
p-{TxcapU{Sxf.
i=1 i=1
doev a < b soddisfano 'equazione
(a+1)"Me @ = (b+1)" e ?.

Inoltre, sotto Hp, » i X; ~ I'(n, 1), quindi, una volta assegnato il livello «, a (e di conseguenza b
per la relazione precedente) si calcola risolvendo I'equazione

/a 1 xn—le—l‘ dl' + /+OO L;UTL—le—x d$ = Q.
o I'(n) b I'(n)

Vedere 'Esercizio 17.7 per dei risultati analoghi con i metodi classici (non bayesiani).

23 La funzione di ripartizione empirica e il Teorema di Glivenko-
Cantelli

Sia (Xi,...,X,) un campione di legge p (da pensare come l'incognita del problema). Con F
indicheremo la f.d.r. di pu.

Definizione 23.1 Si chiama di ripartizione empirica la variabile aleatoria (z € R fissato)
1 n
w— Fy(z,w) = - Zl 1{Xi§x}(w).
1=

Osservazione 23.2 Sia w € (2 fissato, e supponiamo che X;(w) < Xa(w) < -+ < Xp(w) (in realta
non sarebbe necessario, basterebbe considerare le statistiche ordinate).
Allora, per X;(w) <z < Xa(w)

1 — 1
i=1

perché 17x, <,3 = 1 mentre 1yx,<;3(w) =0 per i > 2; per Xa(w) <2 < X3(w) si ha

1 — 2
i=1
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perché 1¢x <z = lix,<;} = 1, mentre 1{Xi§m}(w) = 0 per ¢ > 3, e cosi via. Dunque, la funzione
x — F,(x,w) ¢ la funzione di ripartizione di una legge di probabilita discreta che assegna massa %
al punti di ascissa X1 (w), X2(w), ..., Xp(w), cioe della legge (aleatoria)

1 n
E ; 5Xi(w)7

(6¢ = misura di Dirac nel punto t).

Sia x fissato. Le v.a. 1{Xi§x} sono indipendenti e hanno legge B(1, F'(x)) perché
P(l{x,<sy = 1) = P(X; < 2) = F(a).

Dunque hanno media F(z) e varianza F'(z)(1 — F(x)). Quindi, per la Legge dei Grandi Numeri,
per ogni x, Fy,(z,-) converge u®N-q.c. a F(z) (dunque ne & un’approssimazione, di qui il nome
di funzione di ripartizione empirica); inoltre, per il Teorema Limite Centrale, \/n(Fy(z,-) — F(z))
converge in legge ad una N(0, F(z)(1 — F(z))).

Il concetto di funzione di ripartizione empirica trova applicazione nel cosiddetto metodo dei momenti
per trovare stimatori.

Sia p un intero positivo e sia
mp(F) == /:L‘de(ac)

il p-esimo momento teorico di F (definito per F € {F : [|z[PdF(z) < +oo}). Il metodo dei
momenti consiste nello stimare m,,(F') con

_ 21 X (w)

o (F) (@) = / PP F (2, w) 2

(ricordare che la legge F,(-,w) ¢ la legge che assegna massa % ai punti X;(w)). La quantita
2 X (W)
n

si chiama anche p-esimo momento empirico di F.

Pitin generale, il metodo dei momenti stima una funzione f(m;(F),...,my(F)) con f(my(F,),...,my(EF})).
Per esempio, la media mq(F') si stima con la media campionaria (o media empirica)

n
ml(Fn) - X = Zz:l z,
n

la varianza o? = ma(F) — m3(F) si stima con la varianza empirica

2 = Dia X (T Xy TG - X)

Questo stimatore somiglia alla varianza campionaria, che abbiamo gia incontrato in varie occasioni,

e cioe . 0
S2 — Zi:l(Xi - X)

n—1

S? ha il vantaggio di esser uno stimatore corretto di o, come abbiamo visto nell’Esercizio 3.9 (b).

Torniamo alla funzione di ripartizione empirica. La Legge dei Grandi Numeri dice che

(i) La convergenza ¢ puntuale in z (cioe¢ il risultato vale per ogni fissato x);
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(ii) L’evento
Ay ={weN: Fy(z,w) = F(x)}

e tale che P(A,) = 1, ma dipende da x. Quindi a priori I'insieme N, A, (che & I’evento su cui
si ha la convergenza di F,,(z,w) — F(x) per ogni x), potrebbe non avere probabilita uguale
al.

La convergenza verso F'(x) ¢ pero rafforzata dal seguente risultato:
Teorema 23.3 (DI GLIVENKO-CANTELLI). Per ogni n € N* poniamo

D, (w) := iléﬁ |Fr(z,w) — F(z)|.

Allora:

(i) Per ogni n, D,, é una variabile aleatoria;

(ii) La successione (Dy,)n,>1 converge q.c. a 0 per n — oo.
Osservazione 23.4 Il Teorema dice dunque che

(i) la convergenza ¢ uniforme in z;

(ii) Esiste un evento E, tale che P(E) = 1, sul quale si ha convergenza uniforme. Dunque, se
w € E, si ha anche la convergenza puntuale per ogni fissato x di F),(z,w) verso F(z).

DIMOSTRAZIONE. (i) D,, & misurabile perché il sup puo essere fatto sui soli razionali.
(ii) Indichiamo con F'(x~) = lim, F'(t); notazione analoga per Fy(z,-). Si ha
1< 1<
ﬁ Z 1{Xi<ar}(w) = ltiTIgIcl ﬁ Z 1{Xi§t}(w) = Fn(-r_7w)§
i=1 i=1

inoltre, ancora per la Legge dei Grandi Numeri, per ogni x esiste un evento B, con P(B;) = 1,
tale che F,(x~,w) — F(x™), per ogni x.

Ricordiamo che la funzione quantile ¢ = F* ¢ cosl definita
¢(u) = F"(u) =inf{z € R: F(z) > u}, ue (0,1).
Essa ha, fra le altre, le due seguenti proprieta (dimostrate dopo la Proposizione 11.3)
(i) Se u < w allora ¢(u) < ¢(v);
(i) F(6(u)™) < u < F(o(u)).

Sia ora k un intero > 1 fissato. Poniamo xg = —o0, x = +oo e, perogni j =1,2,...,k— 1,

J
2= 9(3)
Osserviamo che dalla prima delle relazioni (ii) (applicata a u = %) segue che, per 1 <j<k-—1

F(z;) <

7 J

EIS
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mentre dalla seconda delle (ii) (applicata a u = %) segue, per 2 < j <k

— 1
Fxj-1) > ]T
In particolare si ha
1 1
F(zy) < 7 F(zg-1)>1- z (33)
e sottraendo, per 7 = 2,...,k — 1 si ottiene
1

(34)

Se si pone poi per convenzione F(x;) = F(zg) = 0 e F(x, ) = F(x;) = 1, usando le (33) si vede
che la (34) vale per ogni j =1,...,k.
Poniamo ora

R, (w) = Orgjaéck {]Fn(:cj,uJ) — F(zj)| v \Fn(a;]_,w) - F(%_)’}

Allora P(E})) =1 ed inoltre
lim R,(w) =0, Vw € E. (35)

n—o0

Per la relazione (i) si ha
—00 =20 <21 < -0 - < T = +00,

e dunque quelli non vuoti tra gli intervalli [x;_1,z;), j = 1,...,k costituiscono una partizione di
R. Sia allora z € R, e sia j(= j(z)) tale che z;_1 <z < z;. Dalla relazione {X; <z} C {X; < z;}
segue che, per ogni w €

Fp(r,w) < Fy(z;,w) < F(z;) + Ry (w),

per la definizione di R,,. Continuando, e usando la (34), si trova

FT) + Fafw) € Fan) + 4 Ral)  P@) o+ o),

per la non decrescenza di F. Si conclude che

F,(z,w) < F(x) + % + R, (w).

In modo analogo si hanno le diseguaglianze

Fn(x,w) > Fn(xj—l,w) > F(xj—l) - Rn(W) > F(.%‘J_) — % — > E —

e quindi, in conclusione, per ogni z € R,

1
|Fy(z,w) — F(z)| < z + Ry (w), Vw e Q,

0, equivalentemente,



Se allora w € Ey, per la (35) si ottiene

. (36)

x| =

lim sup D, (w) <

n—oo

Poniamo ora
oo
= ()5
k=1

e osserviamo che P(FE) = 1. Per ogni w € E si ha w € Ej, per ogni k, e quindi la relazione (36) vale
per ogni k. Passando allora in essa al limite per k — oo si ottiene, per ogni w € FE,

lim D, (w) =limsup D, (w) = 0,

n—o0 n—00

e il Teorema & dimostrato.
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Per terminare, diamo una semplice e utile applicazione del Teorema di Glivenko-Cantelli 23.3.
Sia (X1,...,X,) un campione di legge ;1 su R. Siamo interessati a stimare la mediana m, di p
(supposta unica).

Per ogni w € ) consideriamo la legge aleatoria

1 n
pin(w) = - Z dx;(w)
=1

(di cui, come sappiamo F,,(-,w) ¢ la f.d.r.); sappiamo (da quel che abbiamo detto a suo tempo) che
una sua mediana e il suo quantile di ordine % Poniamo dunque

m,, () = inf {x ER: pn(w)((—o0,2]) > %} = inf {x eER: Fy(z,w) > %} (37)

Per il Teorema di Glivenko-Cantelli 23.3, la funzione di ripartizione di p,(w), cioe F,(-,w), converge
alla funzione di ripartizione di u, cioe F. E quindi ragionevole chiedersi se m
qualche senso a m, (in modo da esserne un buon stimatore).

Mn(w) converga 1mn

Teorema 23.5 (i) La funzione w — m,, () ¢ una variabile aleatoria.
(ii) Se m,, é 'unica mediana per p, allora P = u®N_quasi certamente, risulta

My, (w) — My, n — oQ.

DIMOSTRAZIONE. (i) Segue facilmente dalla (37), tenendo conto che w +— F),(z,w) € una variabile
aleatoria.

(ii)Poiché m, ¢ l'unica mediana di p, fissato € > 0, esiste § > 0 tale che valgano entrambe le

relazioni
F(m, —¢) <
F(m, +¢) >

1
7_5

perché questo sistema significa che

0<6<{%—F(mu—e)}/\{F(mu%—e)—%}.

Per il Teorema di Glivenko-Cantelli 23.3, esiste A € F con P(A) =1 tale che, per ogni w € A

sup | Fp(z,w) — F(x)| — 0, n — 00.
zeR

Fissato w € A, esiste un intero n(w) tale che, per ogni n > n(w), si abbia

21;% |Fo(z,w) — F(z)| < 6. (39)

Per n cosiffatto, si ha

(1) my,, () > my, — e Infatti, se fosse m, (,) < my — ¢, allora
1
Fm, —¢) > F,(m, —e,w)—0 > 5—6,
(39) def.dimy,,, (37)

assurdo per la prima delle (38);
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(2) m,, () <my+ e Infatti, se fosse m, ;) > my + ¢, allora
1
Fm, +¢) < F,(m, +ew)+0 < §+5,
(39) def.dim,,, (37)

assurdo per la seconda delle (38).
Dalle relazioni (1) e (2) si conclude che, per ogni n > n(w), risulta
my,, (@) —my| <

e cioe che

nh_)m my, (W) = my.

Poiché questo accade per ogni w € A (che ha probabilita uguale a 1), si ha la tesi.

24 11 test del y?

Sullo spazio (Q,%F,P) sia (Xi,...,Xy) un campione di variabili a valori in un insieme finito
{1,2,...,k}. La legge di ciascuna delle v.a. X, j =1,...,n, ¢ data dal vettore ¢ = (q1,...,qx),
dove ¢; = P(X; =1),i=1,...,k. Si ha ovviamente ¢; > 0 per ognii=1,...,k, e Zle g = 1.

11 test del chi-quadro si usa per verificare se la legge ¢ coincide con una legge assegnata (e ovviamente
nota) p = (p1,...,px) , tale che p; > 0 per ogni i =1,...,k.

L’ipotesi & Hy : ¢ = p, Palternativa Hy : ¢ # p. 1l test si basa sulla statistica

(Ni — npi)? -
T = Z T, dove N’L = Z 1{X]=’L}
=1 j=

Ovviamente la v.a. [V; indica il numero di osservazioni X; che hanno dato valore i. N; viene
chiamato anche effettivo empirico del valore i . Dalla Legge dei Grandi Numeri segue che N; = ng;;
per analogia chiameremo allora effettivo teorico del valore i la quantita np;.

Ci serve un teorema (Teorema di Pearson) che dice cosa accade quando la taglia n del campio-
ne tende all’infinito (nelle applicazioni questo significa che n & grande; dunque considereremo

una successione infinita X1, X9, X3,... di v.a. i.i.d. e porremo un apice/indice n a N; /T, cioe
scriveremo
n k np
n __ - (]
NP =D lpx,—p Z
j=1 =1

Teorema 24.1 (DI PEARSON).
(a) Se la legge comune delle X; é diversa da p, allora T,, — +o00, P-q.c.

(b) Se la legge comune delle X; coincide con p, allora T, converge in legge ad una x*(k — 1).

DIMOSTRAZIONE. (a) Per ipotesi esiste ig € {1,2,...,k} tale che g;, # pi,. Per la Legge Forte dei
Garndi Numeri, al tendere di n all’infinito si ha

n

P-q.c,;
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quindi
N, 2
NP — np;, )? 0 — p;
( io pzo) — 0. ( n pzo) 4o, P-q.c.
npiq Dig

(b) Ci servono alcuni preliminari.

Lemma 24.2 Sia Z una v.a. vettoriale k-dimensionale avente legge Nj,(0, A), dove A = (a; j)i j=1,..k
¢ la matrice k X k con a;; = 8;; — \/Di\/Dj- Allora la v.a. || Z||* ha legge x*(k —1).

DIMOSTRAZIONE. Sia X un vettore aleatorio k-dimensionale avente legge Ny (0, Ix), e sia E il
sottospazio di RF generato dal versore VP = (\/P1,-.-,/Pn)- Il Teorema di Cochran 9.3 dice che
(X — Xg) e Xg sono indipendenti ed inoltre | Xg||? ha legge x?(1) e || X — Xg||? ha legge x2(k—1).
Dunque bastera vedere che Y = X — X ha legge N (0, A). Si ha

k
Y =X —(X.Vp) Vi =X~ (3 Xivhi) v,
=1

ed ¢ facile vedere che (u,Y) & una v.a. gaussiana per ogni u € R¥. Basta allora calcolare il vettore
delle medie e la matrice di covarianza. Per ogni 4,5 =1,...,k si ha

B[Y;] = B|X; - (ixim) VB = BIXj] - (zij[XiW)m: 0,

perché X & un vettore centrato. Inoltre

h=1 h=1
k k
- E[}iX] (X E[)Zjh] vim)ve- (2 E[ifh] VPn) VP
k
+ (h; E[ffX] N NN
= 0ij = V/Pi/Dj = VPin/Dj + (im) VDin/Pj = 0ij = V/Pi/Pj-
h=1

Richiamiamo il

Teorema 24.3 (TEOREMA LIMITE CENTRALE VETTORIALE, ABBREVIATO TLCV). Sia (Y},)n>1
una successione di vettori aleatori a valori in R¥, i.i.d. con E[Y,] = m (€ R¥) e matrice di covarianza
I'= (vi,j)ij=1,..k con;j = Cov(Y;,Y;). Allora la successione di vettori aleatori

Yi+---+Y,—nm
N4

converge in legge ad una Ny (0,T").
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Per la dimostrazione, si veda ad esempio [2].

Infine

Esercizio 24.4 Sia (Z,,),>1 una successione di vettori aleatori convergente in legge ad una densita
Ni(0,A4) , dove A & la matrice descritta nel Lemma 24.2. Allora ||Z,||? converge in legge ad una

X2 (k —1).
SUGGERIMENTO. Usare il Lemma 24.2.

Passiamo finalmente alla dimostrazione del punto (b) del Teorema di Pearson 24.1.

Consideriamo i vettori k-dimensionali, indipendenti ed identicamente distribuiti

1 1
Y= (——lix gty ——Lixe g ).
(St =)

Si ha facilmente

P1 p
E[Yi]:<\/1717"'7\/]%):(\/1717"'7\/17k):\/ﬁ;

inoltre, per r,s = 1,...,k, con r # s si ha
L1 L1 }*#P({)C*T}H{X'*s})*o
Vo T g B T s N Z ’

dato che {X; =r}N{X; =s} =10.

B[(Y), - ()] = B|

Invece, per 7 = s si ha

Ne segue che

1—p, per r=s

—+/Pry/Ps PET T 7£ §

= Qrs,

COU((YVi)ra (Y;)s) = E[(Y;)r : (}/;)S] - E[(}/Z)T‘]E[(}/Z)S} = {

dove ars = 0y s — \/Pry/Ps come nel Lemma 24.2.

)

Osserviamo ora che, dato che N = Yo Lix,=j1, 7 =1,...,k, si ha

N7 N}
Y1_|_..._+_Y:<17...’ k>7
VP1 Pk

e per il TLCV 24.3, si ha allora che la successione

n

N N
Yitoo+Yo—nyp_ [yor —WPL g T WPk _(Nf—npl N,?npk)
T T L

Iy 1=

converge in legge ad una N (0, A) e, di conseguenza, per 1'Esercizio 24.4,
||ZnH2 =T,

converge in legge ad una y%(k — 1).
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Torniamo finalmente al test del chi-quadro. Supponiamo che la taglia n del campione di osservazioni
(X1,...,X,) sia grande. Se l'ipotesi ¢ falsa, allora la statistica 7' assumera valori grandi, per il
punto (a) del Teorema di Pearson 24.1; dunque ci aspettiamo una regione critica del tipo {T" > ¢},
con ¢ da determinare. Volendo un test di taglia uguale a «, si deve imporre che sia

PH(T > ¢) = a.

Ma, se Hy & vera, per il punto (b) del teorema di Pearson 24.1 T ha asintoticamente legge x2(k—1),
e quindi
PH(T > ¢)~1 - Fp_1(c) = a,

da cui ¢ = x3__(k — 1), e la regione critica & dunque

Osservazione 24.5 Se la legge i delle osservazioni non e concentrata su un insieme finito di valori
(come abbiamo supposto all’inizio di questo paragrafo), per verificare se il campione ha legge p il
test del chi-quadro viene usato comunque, adattandolo nel modo seguente. Si prende una funzione
¢ : R — {1,...,k} e si verifica se il nuovo campione (¢(X1),...,¢(Xy)) ha legge ¢(u). Nella
pratica spesso si sceglie una partizione di R del tipo

(=00 = ap, a1, (a1, az], ..., (ak—2, ax-1], (ax—1, ax = +o<]
e si pone
k
o(x) = Z J1(a;_;,a;) = indice dell’elemento della partizione a cui z appartiene.
j=1
In questo caso si ha, per ogni j =1,....k

() ({i}) = (67 ({4}) = P(X € 97 ({4j})) = P(X € (aj-1,q5]).

Osservazione 24.6 Una condizione pratica sotto la quale il test del chi-quadro viene considerato
attendibile e che la numerosita n del campione sia tale che np; > 5, per ogni ¢t =1,..., k.

Osservazione 24.7 Il test del chi-quadro puo essere usato anche per valutare se un campione
segue una legge appartenente ad una famiglia parametrizzata p? = (p?, ceey pZ), dove © & un aperto
di R®, con s < k — 1. Si devono fare le ipotesi seguenti:

(i) le funzioni 6 +— pf sono strettamente positive e di classe C?, per ogni i = 1,...,k;
(ii) la matrice ((%jp?) ¢ di rango massimo, per ogni i = 1,...,k;

(iii) esiste una successione consistente 6,, di stimatori di massima verosimiglianza di 6.

Notiamo che e .

Dunque, passando al logaritmo, lo stimatore di massima verosimiglianza si trova cercando il

1;162151 (Nln log (p(f) + -+ N/'log (pi))
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Sia
(NP — np?)?
To(0) = S e — P

Si pud dimostrare che, sotto le ipotesi precedenti, la successione T,,(6,) converge in legge verso
una x2(k — s — 1). In pratica, sostituendo ai parametri non noti § = (0y,...,0;) i loro stimatori
di massima verosimiglianza, abbiamo stimato s parametri e questo fa diminuire di s il numero dei
gradi di liberta.

Questo suggerisce una regione critica della forma {T'(d) > c}, e per trovare ¢ si procede come nel
caso base.

Esempio 24.8 UN CASO DI TEST DEL CHI-QUADRO CON PARAMETRI STIMATI: IL TEST DEL
CHI-QUADRO PER L’INDIPENDENZA.

ATTENZIONE: LE NOTAZIONI IN QUESTO ESEMPIO NON CORRISPONDONO A QUELLE USATE NELLA

TEORIA.

Su un opportuno spazio (2, F, P) siano X e Y due variabili aleatorie (a valori numerici o no), che
assumono rispettivamente i valori x1,...,x, € y1,...,ys; dunque la variabile aleatoria bivariata
(X,Y) assume i valori (z;,y;), coni=1,...,7 j =y1,...,Ys.

Si vuole verificare I'ipotesi nulla
Hp: X e Y sono indipendenti.

Poniamo
pi = P(X = x;), i=1,...,7;

qj:P(Y:yj>7 j:17...,3.

L’ipotesi Hy puo essere allora espressa dicendo che la legge congiunta di (X,Y’) coincide con il
prodotto tensoriale delle leggi marginali, ovvero: per ogni coppia (i, j) si ha

P(X = .ZL'Z',Y = yj) = P(X = {L‘Z)P(Y = yj) :pin-

Queste sono le probabilita teoriche, e non essendo note, devono essere stimate. Per far questo, si
eseguono n osservazioni indipendenti della coppia (X,Y") (cioe con la legge di (X,Y")), che indiche-
remo con (X1,Y1),...,(Xy,Yy); per ogni coppia (i,j5) € {1,...,7} x {1,...,s} poniamo

0, ;j = effettivo empirico di (z;, y;).

(NoTA. O=observed. Con le notazioni della teoria, dovremmo scrivere O; ; = > ;' Lixp=i,vi=j}-
La notazione usata qui serve a non appesantire le formule).

E evidente che le quantita
S T
Oij. = ZOi’j’ O.’j = ZOi’j
j=1 i=1
non sono altro che gli effettivi empirici di x; e y;, rispettivamente.

Dalla teoria sappiamo che le probabilita teoriche possono essere stimate per mezzo degli stimatori
di massima verosimiglianza; ¢ poi facile vedere che tali stimatori per p; e g; sono rispettivamente
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Dunque le probabilita teoriche per la coppia (X,Y’) saranno stimate da

AL OZ)OJ
Pidy = — 57
e dunque gli effettivi teorici (stimati) saranno
0;.0.
E..::nA,",: 3 7]'
i,] Diq; n
(E=ezpected).
La statistica di Pearson vale dunque
0;,.0. i\2
(0ij — Eij)? (Oij —=54)
T = Z E . = Z Oi,.O.,j
1<i<r v 1<i<r n
1<5<s 1<5<s

Resta ora da stabilire qual ¢ il numero di gradi di liberta della x? da usare, e per questo & necessario
contare quanti parametri sono stati stimati. I parametri p; sono stati stimati per<+=1,...,7 —1
(pr in realta non lo & stato, poiché esso ¢ determinato dalla relazione p, =1 — (p1 + -+ + pr—1)).
Per lo stesso motivo i parametri g; stimati sono stati in numero di s — 1, e quindi si ha un totale
di m =7+ s — 2. Il numero k di valori assunti dalla variabile (X,Y") & evidentemente rs, e quindi
la x? avra un numero di gradi di liberta pari a

k—1-m=rs—1—(r+s—-2)=(r—-1)(s—1).
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