vitesse

Le systeme de ondes de surface

d’apres T.Alazard-N.Burg-C. Zuily

Le modele se propose d’étudier la propagation des ondes a la surface d’un fluide occupant
un domaine a frontiere libre. On peut penser a la surface d’un océan ou d’un lac. Dans ce
modele le fluide sera supposé

soumis & la force de gravitation,

posséder (ou non) une tension de surface,
incompressible,

irrotationnel.

o=

1 Les équations

Le domaine occupé par le fluide sera noté €2; ce sera un sous ensemble de R4*+!. La surface
du fluide notée X est de dimension d.

On travaillera dans une base (eq, ..., e4+1) pour laquelle ez est un vecteur vertical.

On désignera par X (t) = (X1(t),...,X4+1(t)) la position d’une particule de fluide & l'instant
tetv=(v1,...,0441) sa vitesse. Elles sont liées par les équations

(1.1) X;(t) =vi(t, X(t), j=1,...,d+1.

1.0.1 L’équation du mouvement

La premiere équation du modele traduit la loi de Newton qui affirme que I'accéleration (qui
est égale X (t)) est proportionnelle aux forces auxquelles sont soumises les particules. Utilisant
(1.1) on voit que
d+1
o v, v,
X;(t J L( NX,
() = )+ 2 ot X))

d+1

+Z a”] X(t)) = (%tﬂv Va)us) (6 X ().

Les forces auxquelles sont soumises les particules de fluide sont d’une part le gradient de
pression et d’autre part la gravité. Celle-ci s’exercant vers le bas, on aura

F=-VP - geas:



incompre

ou P est la pression (contenant ou pas la tension de surface) et g Paccéleration de la gravité.

Le premier systeme d’équations est donc

(1.2) % + (v-Vg)v=—-VP —geqy1 dans Q.

On reconnait les équations d’Euler.

1.0.2 L’incompressibilité.

C’est une notion physique qui exprime le fait qu’infinitésimalement le volume occupé par
le fluide ne change pas. Nous allons montrer que mathématiquement cela se traduit par
I’équation

d+1

. ovj
(1.3) dive =: JZ; 92, =0 dans Q.

Pour cela on commence par énoncer le résultat suivant. Notons M (n, R) Palgebre des matrices
n x n a coefficients réels.

Lemme 1.1. Soit I un intervalle ouvert deR, A€ C%I,M(n,R)),B € CYI,M(n,R)),to €
I et A(t) = det B(t). Supposons que dt B () = A(t)B(t). Alors

dA

220 = A0 Tr(AW)

ot Tr désigne la trace, de sorte que A(t) = A(ty) exp (ftz Tr (A(s)) ds).

Proof. On a %2 (t) = Y"1 det (I1(2), ..., Ii(t), ..., 1n(t)) ot l;(t) désigne la i—eme ligne de
la matrice B(t) = (b;;(t)). Développons chaque determinant de la somme par rapport a la
i—eme ligne. En notant cof le cofacteur on obtient

(1.4) Z Z bir,(t) cof(bix (t))

=1 k=1
Nous allons montrer que

A

(1.5) -

(t) = Tr(B(t) adj(B(t)))
ott adj(B(t)) = {cof(bi(t))) est la matrice adjointe de la matrice B(t).

En effet si ¢;; = cof(b;;) et adj(B) = (di;) on a d;j = cj; = cof(bj;) de sorte que

((iﬁ( t)adj(B szk; ) dk; (1) Zb,k t) cof(bj ) (t).



Alors .
dB

i=1 k=1
de sorte que (1.5) résulte de (1.4).

Comme par hypothese % = A(t)B(t) et que B(t)adj(B(t) = det B(t)Id = A(t)Id il résulte
de (1.5) que
dA

dt
ce qui, par intégration de I’équation différentielle, implique le lemme. ]

(t) = Tr(A(t) B(t) adj(B(t)) = A(t) Tr(A(t))

Ensuite si X (¢,y) est la position de la particule & 'instant ¢ avec X (0,y) = y, en dérivant
52 . N 00X ov;
I’équation (1.1) par rapport & y et en notant B(t) = (W:(t’ x)), At) = (%(t,X(t,:c))) on

voit facilement que

%(t) _ A®B®), B(0) = Id.
Puisque Tr(A(t)) = >0, g;)é (t, X(t)) = divo(t, X (t)) il résulte du Lemme 1.1 que
(1.6) det (%j(t,y)) = exp(/o divv(s,X(s,y))ds).

Corollaire 1.2. Soit tg € R, O un ouvert de R, ® lapplication y +— X (to,y) et Q = &(O).
Alors ® est un difféeomorphisme de O dans Q.

Proof. D’apres (1.6) et le théoreme d’inversion locale il suffit de montrer qu’elle est injective.
Supposons que X (to,y) = X(to,y'). Posons E = {t € [0,T] : X(t,y) = X(t,y)}. Par hy-
pothese tg € E. D’aute part par continuité E est fermé. Montrons qu'il est ouvert dans [0, 7.

Soit T € E et considérons les systémes différentiels (en notant f = %)

(1.7) Y(t) =v(t,Y (1), Y(0)=X(ty),
(1.8) Z(t)=v(t Z(1), Z(0)=XLYy).
Comme t € E on a X(t,y) = X(¢,4'). L’unicité des solutions de ce systéme implique qu’il
existe £ > 0 tel que Y (t) = Z(t) pour |t —t| < e. Or X(¢,y) est I'unique solution de (1.7) et
X (t,y') est Punique solution de (1.8). On a donc X(¢,y) = X(¢,9') pour |t —t| < e ce qui
montre que B(t,e) C E. On en déduit que £ =[0,7] i.e. 0 € FE et donc y = ¢/. O

Revenons au probleme de 'incompressibilité.

Soit O un ouvert occupé par le fluide & U'instant tg. Au temps tg+ h, h > 0 le fluide issu de O

occupe louvert Oy, = {X(to + h,y) : y € O} dont le volume est alors V(h) = th dx. D’apres
le Corollaire 1.2 on peut poser z = X (to + h,y) de sorte que dx = |det (%—f(to + h, y)) ‘ dy =

det (%(to + h, y)> dy = A(to + h,y) dy d’apres (1.6). Alors

V(h) = /O Alto + hy y) dy.
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D’apres le Lemme 1.1 et (1.6) on a

dVv dA
%(h) = / ( 7 )(to + h, y) dy = / divv(to + h, X(to + h, y))A(to + h,y) dy.
O

Par conséquent si dive = 0 on a V(h) = u(O). Inversement si il existe (¢g,z) tel que
div u(to, zo) # 0 il existe un ouvert O tel que divv(tg, X (to,y)) # 0,Vy € O (par exemple> 0)
et alors

[ divotto, X(to.9) Ao, ) dy > 0
@
et donc ﬂ(()) > 0, ce qui montre que u(Op) > pu(O) pour h > 0 petit.

1.0.3 L’irrotationalité

Elle s’exprime mathématiquement par la formule

(1.9) rotv =0 dans Q.

1.0.4 Les conditions au bord

Comme il a été dit, le bord supérieur ¥ de 'ouvert €2 est une inconnue du probleme. On
supposera dans ce qui suit que ce bord est le graphe d’une fonction. On notera X = (x,y) ou
x=(r1,...,2q) € R%, y = z4+1 € R de sorte que

S(t) = {(z,y) e RT 1y = (t,2)}

sigma| (1.10) Y ={(t,z,y) €e R x RI*L . (w,y) € X(1)}.

e La condition cinematique. Elle exprime le fait que toute particule qui a I'instant
t = 0 est sur la surface reste pour tout temps ultérieur sur la surface. Ceci se traduit
mathématiquement par 1’équation

(1.11) om=+1+|Van|?(wv-n) sur,

ou n désigne la normale unitaire extérieure a 3.

Jun

Notons que n(t,z) = (14 |Vun(t, )|*) 2 (1, =Vn(t, z)).

Introduisons la fonction ®(t) = y(t) — n(t,z(t)) (ou X(t) = (x(t),y(t))) et supposons que
X(0) € ¥(0). Alors ¢(0) = 0. Ensuite en notant (v;,v,) les composantes de la vitesse on a

b(t) = §(t) — dn(t,z(t)) — Van(t, z(t)) - i(1)

= Uy (t X(t ) 8”]( ) (t)) - vxn(tvx(t)) ’ Ux(t,X(t))
= vy(t,x( ), ®(t) + n(t,a:(t))) —omn(t,x(t)) — Van(t, z(t)) - vx(t x(t), ®(t) + n(t, z(t )))
= F(t,®(t)).



On a

F(t,0) = =0n(t, z(t)) + /1 + [Van(t, ) P(o(t, 2, 9(t, 2))) - 0(t, ) [ a=r(r),
de sorte que si ’équation (1.11) est vérifiée on a F(¢,0) = 0. En résumé
d(t) = F(t,®(t)), ®0)=0, F(t0)=0.

Alors ® = 0 est 'unique solution de ce probleme, ce qui montre que tant que X (t) existe on
ay(t) =n(t,x(t)) i.e. X(t) € 3(t). Inversement si ®(¢) = 0 pour tout ¢ > 0 alors ®(¢) =0 et
par le calcul ci-dessus (1.11) est vérifiée.

e La condition dynamique: elle exprime une balance des forces a travers la surface
libre.

(1.12) P=0 surX.

e La condition sur le fond: on supposera que le fluide se meut parallelement au fond.
Lorsque le fond est régulier, en notant v la normale unitaire a I', on supposera

neumann]| (1.13) v-r=0 surl.

psi

Nous reviendrons plus loin sur cette condition.

En résumé le systeme en (n,v) est le suivant

gqt) + (’U . vg;)"U =—-VP - ged+1 dans Q,
om=+/1+|Vun|>(w-n) surX,
(1.14) dive =0 dans €,
rotv =0 dans ,
P=0 surX,

v-v=0 surl.

2 La formulation de Craig-Sulem-Zakharov

Au lieu de considérer le systéme (1.14) ces auteurs proposent Iapproche suivante. Elle est
formelle c’est a dire qu’elle suppose a-priori que tout ce qui est écrit a un sens.
Comme divev = 0 et rot v = 0 le champ de vitesses v dérive d’un potentiel i.e. il existe une
fonction ¢ définie sur € telle que

v = V0.

De plus, comme div(grad) = A, , la condition (1.3) montre que la fonction ¢ est harmonique
ie. Ay y¢ =0 dans €. Introduisons la trace de la fonction ¢ sur la surface libre i.e. posons

(2'1) ¢(t7$) = ¢<t7x777(t7 .%'))



Tres schématiquement 1'idée de ces auteurs est qu’au lieu de résoudre le probleme en (n,v)
on pourrait résoudre le probleme en (7,1) puis, la surface libre étant déterminée et la trace
de ¢ étant connue, on pourrait récuperer la fonction harmonique ¢ (comme solution d’un
probleme de Dirichlet sur ¥ et Neumann sur I') puis la vitesse v. L’avantage étant que (1, )
sont des fonctions sur le bord donc dépendent d’une variable de moins.

I1 faut néammoins remarquer que le procédé de retour suggéré est loin d’étre trivial (surtout
a basse régularité) en particulier parce que comme nous le verrons la pression disparaitra du
systeme en (n,1) et qu’il faudra donc la reconstruire.

Nous allons détailler cette approche et décrire les nouvelles équations que ’on obtient.

Commencons par I’équation (1.11). Comme v-n =V, ¢ -n = 9% elle s’écrit

on
5 09
o = /T+ Va2 Sl
On introduit alors la définition suivante.

Definition 2.1. L’application ¢ = ¢|x — /1 + |Vxn|2%|g est notée ¥ — G(n)yY et est
appelée ”opérateur de Dirichlet-Neumann”.

Exemple 2.2. Lorsque = 0 i.e. la surface initiale est {y = 0} et Q = {(x,y) : z € R% —h <
y < 0} ot h > 0 est une constante, on a

ou a(§) = [£[th(h|]), th étant la tangente hyperbolique. En effet nous avons a résoudre
d¢
(2.2) Beydp=0 dans @ Glyo=v: 5Ly =0

et G(0)y = g—z’]yzo. Ce probleme est variationnel et admet pour ¢ € H %(Rd) une unique
solution ¢ € H(Q) (utiliser le lemme de Lax-Milgram et I'inégalité de Poincaré). Comme
¢ € L*((—h,0), HY(RY)) et 9,0 € L2((—h,0), L2(R%)) ona ¢ € C°([—h, 0], H%(Rd)). On peut
donc appliquer une transformée de Fourier en x a I’équation. Notant gg(f ,y) la transformée
de Fourier en x de ¢ on voit que 835— |§]2¢A5: 0 d’ou

6(&,y) = Cr(&)e VI + Ca(€)er!.
Les conditions aux limites montrent que
Ch() + Ca(&) =9(),  —[IC1(&)e" + [¢|Ca(§)e ™ =0

d’ou l'on tire

WO e = M)

Cl(g) = 1+62h‘§|7 2 _714-62]1'& .
Par conséquent
— od R
GO)(E) = (;S(ﬁ,yﬂy:o — —I(Ca(E) — C1(€)) = [€]th (BEND(E),



ce qui prouve le résultat.

Un calcul identique montre que lorsque Q = {(z,y) : z € R% y > 0} i.e. n =0 et il n’y a pas

de fond, on a G(0)y = |D|¢. Dans ce cas il faut résoudre le probleme (4.2) avec la condition
g—i — 0 lorsque y — —o0.

Revenons a nos équations. Avec cette notation (1.11) s’ écrit
D-N| (2.3) o = G(n)p.
Traduisons maintenant les équations (1.2). On voit facilement que si v = V¢ on a

) 1 )
— =V P:=0, 1<j<d+1,
axj{3t¢+2lv yOI° + gy + } 0 J +

en notant y = x441. Quitte a modifier P par une constante on en déduit que

1
eqphi| (2.4) oo + §\vx,y¢\2 +gy+P=0, dansQ.

Le systéme en (7, ¢) est alors le suivant

1
06+ 5|Vaydl’ + gy + P =0, dans Q,
8t77 = G(n)w7

(2.5) Agy¢ =0, dans (),

P=0 sur,

8(1)7
5—0 sur I'.

Nous allons en déduire une équation sur ¢. Comme ¢ (t,x) = ¢(t,z,n(t,x)) on a,

eql| (2.6) Op = ((%gb + 0y 8,57]) Iy = (&5(]5 + 0y G(T})iﬁ) |5,
eq2 (2'7) Ve = (V$¢ + ay(b Vacn) ’Z-

D’autre part, comme n = (1, —V,n) on déduit de la definition 2.1 que
es3| (28) Gy = (9yd = Vad - Van) 5.
On déduit de (2.7) que
Vo) - Van = (Vad - Von + 9,6/ Van?) Iz,
d’ot, en utilisant (2.8)
eqd| (29) (1+ |Van*) Oyéls = Vo) Varp + G(n).
On déduit de (2.7) que

14 |Ven|?

eq5| (2.10) Violn = Vb — Van.



CSZ

section:princ

Il résulte de (2.9) et (2.10) que

(vx@b “Van + G(n)@b)Q
1+ |Van|?

14 [Van/?

(2'11) |vx,y¢|2|2 = + Waﬂlﬁ\Z -2 (vxw ’ Vﬂl)‘

D’apres la condition (1.12) on a
1 2 1 2
0= (96 + 5|Vaudl” + 9y + P)ls = (90 + 5| Vaudl” + gy)l5-

On déduit de (2.4), (2.7), (2.9), (2.11) que

Vatp - Ve + G(n)yp 1 (Vo - Van + G(ﬁ)l/J)?

0=08 - 14 |Ven/? Glme +3 14 |Venl|?
1 o Va0 - Ven+ G
d’ou 'on déduit
1 1 (Vatp - Vo + G(n)1)?
) ~ |V, 2_ - =0.

En résumé le systeme vérifié par (n, 1) est le suivant

om = G(n),

2.12
21 0 = 3 IVau +

1(Vat - Van + G(n)y)?
2 14 Va2

- gmn.

Dans la littérature celui-ci est souvent appelé ”systéme des ondes de gravité ” (” gravity water
waves”, en anglais). C’est un systeme non linéaire et non local (cf. exemple 2.2).

Comme nous ’avons déja dit, le fait de démontrer que la résolution de ce systéme permet de
trouver une solution (7,v) du systéme (1.14) n’est pas immédiat, en particulier parce que,
comme on le voit, la pression a disparu de (2.12).

L’objectif de ces notes est de développer une théorie de Cauchy pour ces systemes lorsque les
données initiales (a t = 0) sont peu régulieres. Nous utiliserons pour cela les outils de I’analyse
microlocale dans un cadre peu régulier c’est a dire, en particulier, la théorie de J.M.Bony ([1])
des opérateurs paradifférentiels.

Pour terminer notons qu’il résulte de (2.9), (2.10) que

Vb - Von + G
B (0,6)s ¢1+|nvw’2(n)w

V= (Vx¢)|2 = Vﬂﬁ - va-

(2.13)

3 Le résultat principal

Le but de ces notes est de prouver le résultat suivant.
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Théoreme 3.1. Soitd>1,s > 1+ % et considérons une donnée (1, 1) telle que
m € H 2 (RY), v € HT2(RY), Ve HY(RY), Bye H(RY).

Il existe T > 0 tel que le probleme de Cauchy pour le systéeme (2.12), avec donnée (1o, o) a
t =0, admet une solution unique (n,) € C°([0,T], HSJF%(Rd) X HSJF%(Rd)) telle que

(V,B) € C°([0, T], H*(RY) x H*(RY)).

3.1 Commentaires

1. Nous avons considéré ici, pour simplifier, un domaine sans fond mais le cas ou il y a un
fond est aussi intéressant et peut étre traité par exactement les mémes méthodes. En fait
nos travaux montrent que ’on peut prendre un fond fixe mais tres irrégulier sans que cela ne
change la nature des résultats. La présence du fond oblige néammoins a faire une hypothese
sur le coefficient de Taylor qui exprime le fait que la pression augmente en passant de 'air
(au dessus de la surface) a ’eau (en dessous).

2. Siyg=0o0na By=0,Vy=0 de sorte que la seule hypothese a faire porte sur 7yg.

3. Comme il est montré dans la Proposition 10.39, le systeme des ondes de surface est
invariant par un certain changement d’échelle. L’espace critique pour 7y est alors H%F3 avec
S0 = % + %. Le résultat ci-dessus montre que nous sommes % dérivée au dessus de l'indice
critique.

4. Le systéme des ondes de surface possede des propriétés dispersives exprimées par des

estimations de Strichartz. Elles permettent de descendre un peu au dessous du seuil 1 + % en

supposant s > 1+ % — 1—12

5. On a la méme théorie dans les espaces de Sobolev uniformeément locaux introduits par
T.Kato. Ceux-ci ont 'avantage de contenir les données périodiques et de ne pas supposer par
exemple que n tend vers zégo a l'infini.

4 L’opérateur de Dirichlet-Neuman

On posera dans ce qui suit
(4.1) Q={(z,y) eR"xR:y<n()}, T={(z,y) e R'xR:y=nx)}

Tres formellement 'opérateur de Dirichlet-Neuman est ainsi défini. Pour ¢ = ¢ (x) on pose

o) = VT VDo)l

ol ¢ est ”1a” solution naturelle du probleme de Dirichlet

(4.2) Az yp=0dans Q, ¢y =1



et . est la dérivée normale unitaire au bord.

Bien entendu tout cela est formel et il nous faudra préciser ’existence de ¢ et ensuite celle de
sa dérivée normale au bord. Nous montrerons dans ce qui suit que ce programme peut étre
réalisé des que 7 est Lipschitzienne.

4.1 Le probleme de Dirichlet.

On se propose dans ce paragraphe de résoudre le probleme de Dirichlet dans 2. On commence
par prouver une inégalité de type ”Poincaré”.

Proposition 4.1. Soit 0 > 1. Il existe une constante C' > 0 telle que

//y n(x 2”|u(:ny|2d;vdy<0//‘xy dz dy
pour tout u € C§°(12).
Démonstration. Pour v € C3°(Q) on a u(x,y) = —f" (@) 8“‘ (z,t)dt. L'inégalité de Holder
fournit )
@) | u
)P <ly =) [ | S| d
—00 Y
Alors ®) )
_ 1 /”x ou
20
y—n(x u(x,y —— xz,t)| dt.
{y = n(2)) 7> |u(z,y)|* < = 8y()
On en déduit que
n(z) d n(@) | 9 2
—20 2 Y u
y—n(x u(zx,y d:zdy</ / —_— / —(x,t)| dt)dz
J[ =@y i) () &= n<>>201)(_m S| )
8u (z,t) dx dt
puisque 20 — 1 > 1. ]
On considérera dans ce qui suit la norme
1
(43) N(w) = (It = @) ullag) + 1 Vagul2))
et on notera H?(Q) I'adhérence de C§°(£2) pour cette norme. On a alors facilement le résultat
suivant.
Corollaire 4.2. Soit o > 1. Il existe une constante C > 0 telle que
—92 2 ou 2
(y = n(@))|u(z,y)|"dedy < C 50 @Y)| dedy
Q QoY

pour tout u € HYO(Q).
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On considere maintenant la forme sesquilinéaire

(4.4) (1, 0)) = (Vayts Vayv) (g
Proposition 4.3. 1. La quantité ((u,v)) est un produit scalaire sur l’espace H'O ().

2. Muni de ce produit scalaire 'espace H"*(Q) est un espace de Hilbert.

3. Sur HYO(Q) les normes N(u) et ((u,u))% sont équivalentes.

Démonstration. 1. 1l suffit de montrer que si u € H*°(Q) et ((u,u)) = 0 on a u = 0. Mais
cela résulte du Corollaire 4.2.

2. Soit (u)g une suite de Cauchy pour la norme ((u, u))% Alors la suite (V,ur)i est de
Cauchy dans L*(2). Il existe donc v € L?() telle que V,ur — v dans L*(Q2). D’autre
part d’apres le Corollaire 4.2 la suite ((y — n(z)) “ug) est de Cauchy dans L?(f2), il existe
donc w € L?(Q) telle que (y — n(x))"“ur — u dans L?(Q). Posons @ = (y — n(z))u
alors [[o(y — n(x)) 27 Jup — ul*dzdy — 0. Ceci implique que up — u dans L7 (). En
effet si K est un compact de Q et (z,9) € K on a C; < (y — n(z))~2° < Cy. Comme la
convergence Ll20 . implique la convergence distribution on a u, — u dans D'(2). On en déduit
que Vy yur, — Vg yu dans D'(Q). Ceci implique que V, yu = v € L*(Q). En résumé N (uy, —u)
tend vers zéro lorsque k tend vers I'infini.Il reste & monter que v € H9(Q). Pour g = 2%
il existe k; tel que N(uy, —u) < e;. Comme uy, € H"0(Q) il existe ¢; € C§°() telle que
N (ug; — ¢j) < ej. Alors N'(u— ;) < 25 et donc u € H"(€).

3. Ceci résulte du Corollaire 4.2. O

On déduit de ci-dessus que C§°(€2) est dense dans 'espace H?(£2) pour la norme ((-, ))% Son
dual est donc un espace de distributions et le lemme de représentation des formes linéaires
sur un Hilbert implique que

(4.5) Vie (HYOQ) Fue HOQ) : f(v) = ((v,u), Yoe HO(Q).
Lemme 4.4. Soit ¢ € H%(Rd). Il existe 1 € H'(Q) telle que

1. @Z:%
2. p=0siy<n(z)-1,

. 1l < OO+ 19al o) 19114

Démonstration. Notons R = {(x,2) : € R%, z < 0} et considérons la fonction
ﬁ(m, 2) = x(2)e#Pelyy, zeRY2<0

olt x € C®(R),x(z) =1si 2> —%,x(2) =0siz< -1

Nous allons montrer qu’il existe C > 0 telle que

190 sty < I3
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En effet comme e*®€ < 1 pour z < 0 on voit facilement que |@”L2(R‘i“) < Ol L2 (ray-

Ensuite

~ 0 ~

HZ (Rd)

Enfin comme 82@ = ' (2)e*P=lyp + x(2)(Dg)e*Pe)ep, le méme calcul que ci-dessus montre
que

2 2
(4.7 10:012 gty < CIVIE,

En fait la méme démonstration fournit le résultat plus général suivant.

Lemme 4.5. Soit k € N et s € R. Il existe C > 0 telle que pour j + |a| =k on ait

HDng@HLQ((_OO7O)7Hs(Rd)) < C”lﬁ”HHiﬁ% (R)"

Posons alors pour (z,y) € Q,

Y(z,y) = Y(x,y —n(x)).

On vérifie tres facilement que ¢ satisfait a toutes les conditions du lemme. O
Maintenant si ¢ € H'(Q), V49 définit une forme linéaire continue sur H°(Q) par

(4.8) (Vaytp,v) = //Q Ve ¥(x,y) - Veyv(z,y)dedy v e HY(Q).

En effet le second membre de (4.8) est majoré par

1
Hvzmyﬂ”ﬂ(ﬁ)”vw,vaLQ(Q) = vac,yQHLZ(Q)(@W))Q-

On déduit de (4.5) qu’il existe un unique u € H%%(Q) tel que
(4.9) //Q Vayu(z,y) Ve v(z,y) dedy = //Q Vay¥(z,y) Vayv(z,y)dedy Vo e H(Q).
Sive C§e(R) on en déduit

e HO(Q) : Agyu=—Agzyp dans D'(Q).

En prenant v = u dans (4.9) et en utilisant le Lemme 4.4 on obtient

(110 IVatllza < CO+ IVl ) 1913

Posons

Alors ¢ résout le probleme

(4.11) Apyd =0 dans D'(Q), ¢lx = .

12



Remarque 4.6. La solution du probléme (4.11) construite par ceete procédure ne dépend
pas du choix du relevement ¢ choisi pourvu que celui-ci reste borné dans H'(Q) . En effet
considérons deux solutions construites comme ci-dessus, ¢ = up + @k,k = 1,2. Comme
%1 — @2 appartient & H'(Q) et s’annule sur le bord ¥ elle appartient également a4 H?((Q).
Comme uy € HY(Q) on en déduit que ¢ = ¢ — ¢ € HM0(Q) vérifie A, ¢ = 0. Par unicité
de la solution variationnelle on a ¢ = 0.

Pour d’autres informations sur les solutions variationnelles on renvoie a la section 10.9.

4.2 L’opérateur de Dirichlet-Neumann

On définit alors formellement 1'opérateur de Dirichlet-Neumann en posant

o¢
(4.12) Gy = V1+[Vanl (5 ) |n = (9y6 = Van - Vad)|s:
ol n désigne la normale unitaire extérieure a .

L’objectif de la premiere partie de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 4.7. Supposons n € WH(R?). Alors pour ¢ € H%(Rd) G(n)y est bien défini
dans H_%(Rd) et il existe une fonction F : Rt — R croissante, indépendante de 1, telle
que

G|

H™ % (RY) = ]:(HUHWI’”(Rd))WHH%(Rd)'

4.2.1 Préliminaires

Soit M € R tel que n(z) > M + 1 pour tout = € R%. Notons
Oy ={(2,y) ;2 € R\, M <y <n(x)}
et posons pour (z,z) € R% x (—1,0)
(4.13) p(z,2) = (14 2)e®*Pein(z) — Mz
ou 0 > 0 est une petite constante & choisir.
Lemme 4.8. 1. Il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de d telle que

dp
3, (@ 2) 2 1= C0lnllwicema

op
\@s, | 4 [Vaple, ) < OO+ Il cogren)

0z

pour tout (x,z) € R% x (—1,0) .

2. 8i0||nllwr.ec(may est assez petit, Uapplication (x, 2) — (z, p(z,2)) est un difféomorphisme
de R% x (—1,0) sur Q.

13



Démonstration. 1. On a

(1) = e**PoIn(z) — n(z),
(2) = 6(1 + 2)e*P=) (D V().

Nous allons montrer qu’il existe une constante positive C' = C(d) telle que

esti1] (4.14) )]+ 1) < Collnllysoe e

ce qui impliquera 1. On commence par remarquer que

1
5O _ 1 = 5 / e12(6) (€Y .
0

On déduit du Corollaire 10.32 que pour A € (—1,0)
est:2| (4.15)

1eMP=N (D) n(@) | oo ey = IF (M) % (Da)ll oo (ray < IF )| 1wy 0l me)
< Clnllwreomay

ou C est indépendante de A\, estimation que 'on applique avec A = dz et A = tdz.
Cette méme estimation prouve 'inégalité de la deuxieme ligne de 1.

2. On a p(z,0) = n(z) et p(x,—1) = M. D’autre part on déduit de 1. que %(m,z) >1si4
est assez petit. D’ou le résultat. O

Faisons le changement de variables
(4.16) R % (=1,0) 3 (z,2) — (x, p(x, 2)) € Q.

Alors 9y et V, sont changés respectivement en

1 Ve
On garde les notations de (4.13), (4.17). Rappelons que ¢ (Vimage de la solution ¢ de (4.11))
vérifie I'équation (A? + A3)¢ = 0. Celle-ci est équivalente &

z

=
]
(o)}
. [¢]

eq:tilde| (4.18) (O +alg+ 8- V0, —79.)p =0
ou
(87;/0)2 azpvxp 1 2
1phab 4.19 = — = 2———_ = 0 A, - V,0.p).
alphabeta| (4.19) S s B T Vo &zp( o0+ algp+ B V,0.p)

Remarque 4.9. Le Laplacien étant naturellement donné sous forme divergence on voit
aisément que (4.18) est equivalente a 1’équation P¢ = 0 ou

L+ [Vapl ) =
———0,9).
0zp 2

Pidiv] (4.20)  Puv=divy(9:pVs0) — dive(Vepd:0) — 0. (Vap - Vi) + 05 (

14



Rappelons que les espaces X7(.J) ont été introduits dans la Définition 10.26.
Proposition 4.10. 1. Soit J = (—1,0), o9 > g et o > 0. Il existe C > 0 telle que
@) Nf9llxery < CUS Lo gme0)llgllxe ) + 119l poe (g, mo0) | fllxeo ()
(i) Nf9llxecry < C(1f o meollgllxe ) + oWl (5 103, ||fHXo+2(J))
En particulier X°(J) est une algébre pour o > 4.

2. Soit Soit ¢ > %, oc>0cetF:C— C une fonction C* telle que F(0) = 0. Il existe
alors F : RT — R™T telle que

IE (N xe () < FUS e gmo) 1 Fllxe

3. SoitmeR, p=p§) € STO(Rd) et A > 0. Il existe C > 0 telle que

1P p(Dy)ul xo () < Cllul grom (ray-

Démonstration. 1. Cela résulte de 'inégalité suivante appliquée avec s =0 et s = o + %
luv|| s < C(llullzoo vl s + vl oo l|ulla5)-
2. Cela résulte de I'inégalité (10.12) appliquée avec s = o et s =0 + %

3. Pour Pestimation L>°(.J, H%) on utilise le fait que e**(€) < 1 et pour I'estimation L?(.J, H‘”%)
on utilise le gain d’une demi dérivée du noyau de Poisson (cf. (4.6)). O

Voici des estimations sur les coefficients «, (5, .

Lemme 4.11. Cas 1. Soit s > 1+ g. Il existe F : RT — R™T croissante telle que

2
o= 220 oy 180 ey gy 193y < F Ul ges)-

Cas 2. Soit s > 1+ %l. Pour tout s > sp il emiste F : Rt — R croissante telle que

o= M2y 18l ey gy + Il gy S F ()l

Ici aussi on voit que dans le deuxieme cas, le membre de droite est linéaire par rapport aux
grandes normes d’ordre s.

Démonstration. Les estimations de « et 8 sont tres similaires, on ne traite donc que le premier

(92p)*
1+‘VQ:P|2

coefficient. Rappelons que a = et p(x,2) = (14 2)e®*Pely — Mz. Par conséquent on

peut écrire
0.p = —M + " Pely 4 5(1 + 2)e* D) (D, )

(421) = —M + Q(z, D).
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Par conséquent on a
(4.22) (9:p)* = M? —2MQ(z, Dy)n + (Q(z, Dy)n)* := M? + R(z,n),

D’aute part on peut écrire

Vap|?
— 82 2 _ az 2 ‘ z
et donc
Vapl? |Vap|®
4.23 —~M?*=R —M2‘7—R ———— = A + Ay + As.
( ) o (Zan) 1+ |vxp|2 (2777) 1+ ‘pr‘z 1+ A2+ A3

Cas 1. Pour estimer A; on utilise le fait que XSO_%(J) est une algebre puis le 3. de la
Proposition 4.10 avec m = 1,0 = sy — % Pour estimer As on utilise le 2. la Proposition 4.10

avec F(t) = %, le fait que L>°(J, H*) et X072 sont des algebres et le 3. du Lemme 4.10

pour estimer V,p. Enfin A3 s’estime comme A; et Ay en utilisant le fait que X 0=% est une
algebre.

Cas 2. L’estimation de A;p utilise le 1. de la Proposition 4.10 avec 0 = s — %,00 =5y — %

puis le 3. L’estimation de Ao utilise le 2. de cette méme Proposition. Enfin A3 s’estime a
partir de Ay et As.

Il reste a estimer . D’apres (4.8) on a

1+1:HW,HWZMPZHW

(4.24) U =Q(z, D).

0.p M
Comme F'(0) = 0 on peut appliquer la Proposition 4.10 avec 0 = s — % et en déduire que

1P my gy < FUU e omt i) 101 omd gy S F )l

On écrit ensuite

1 1

—)(H? . 2 )
o 7) @20+ alap+ B Vaop) = 17(02p+ aly + B+ V0:p)

1
’Y:( _M

et on utilise le Théoreme 10.24 successivement avec 0 = s — %,01 =5 — %,02 =5 — % puis

c=s—1,00 = s— %,02 = s — 1 ainsi que les estimations du Lemme 4.11 cas 2. pour
conclure. O

Démonstration du Théoréme J.7. Si on note ¢(x,z) = ¢(x, p(z, z)) on déduit de (4.12) que

(4.25) G(n)p(x) = (A1¢ — Vap - A2d)|o=0.
On a alors le résultat suivant.

Lemme 4.12. Posons J = (—1,0) et U = A —Vaup-Aog. Il existe F : RT — R* telle que

1Ol 20,2y + 10Ul 2051 mey) < I(HWHWLOO(Rd))Hw“H%(Rd)'
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Démonstration. On a U = Uy + Uy ou Uy = AMu — Vp- Aot et Us = Alﬁ —Vap- AQ@

L’estimation sur U; résulte immédiatement de (4.10) restreint & Qs et du changement de
variables (4.16). L’estimation sur Us est une conséquence de (4.6), (4.7) et des estimations
sur p données par le Lemme 4.8.

Pour estimer 0,U on remarque que, puisque A, ,¢ = 0, on a (A2 +A%)$ = 0. Ensuite on ecrit

0.U = 0.M16 — V30.p - Mot — Vap - 8.2
= (0:p)AT¢ — Va0zp - Aag — (92p) (Ve — A2)Asop

(4.26) )
= (0:p)(A] + A3)¢ — V((0:p) A2d)
= —V1((9:p)A29).
(Remarquons que le calcul ci-dessus a bien un sens. En effet a z fixé 'opérateur e9%{Da) egt
infiniment régularisant, de sorte qu'en fait d,p est dans W (R%)).
On déduit de (4.26) que
10:Ull L2 (g, -1 (reyy < 1(02p) A2l 1205 2ma)) < FIMllwrco may) )20l 125,12 (ma))
< F(llwr ey 113 e
d’apres (4.10) O

Pour conclure la preuve du Théoreme 4.7 on utilise le Lemme 10.24. Elln effet d’apres
les Lemmes 4.12 et 10.24 (avec s = —3) on a G(n)¥(z) = U(0,-) € H 2(R?) ainsi que
I’estimation du Théoreme 4.7, ce qui termine la preuve de ce résultat. ]

4.3 Estimations d’ordre supérieur

. R . .. 1 .
Ayant donné un sens & l'opérateur de Dirichlet-Neumann dans Hz(R?) nous allons main-
tenant étudier son action sur les espaces de Sobolev d’ordre supérieur. Voici les énoncés des
principaux résultats de ce paragraphe.

Théoreme 4.13. Soitd > 1 et sp > 1+ g.

—_

Cas 1. 1l existe F : RT — R* croissante telle que pour —5 < o < s — 1, pour tout
VRS HSO+%(Rd) et tout 1 € H°TY(R?) on a

G Pllae < FInll o) 101 o1

Cas 2. Pour tout s > sy il existe F : RT™ — R croissante telle que pour tout n € HSJF%(Rd),
tout sp —1 <o <s— % et tout 1 € H*P1(R?) on a

IG@Ylae < FU O oyrdprg) (11l vy + [l zrs1)-

17
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Ce qu’il faut remarquer dans le cas 2. du théoreme ci-dessus c’est que I’estimation est linéaire
par rapport au grandes normes d’ordre s et non linéaire seulement par rapport a des normes
fixes d’ordre ne dépendant que de la dimension. On parle alors d’estimations ”douces”.

Posons ensuite

(4.27) R(n)y = G(n)y —Th
(4.28) A@,€) = {(1+Van(@) Pl — (Van(a) - €2} 2.

Le résultat suivant montre que 1’on peut écrire I’opérateur de Dirichlet-Neumann comme un
opérateur paradifférentiel plus un reste qui est meilleur.

Théoréme 4.14. Soitd > 1 et s> 1+ 4.

Cas 1. Il existe F : RT — R* croissante telle que pour 0 < t < sy — % pour tout n €
HSO+%(Rd) et tout ¢ € HH'%(Rd) on a

IR < Fnl e )] ey

Cas 2. Pour tout s > sg il emiste F : R™ — R™T croissante telle que pour tout n € HS+%(Rd),
tout sp — 3 <t <s— 3 et tout Y € Ht+%(Rd) on a

IRl e < FUO D gy o) (101 ery + 100y + 1)

Le reste de ce paragraphe sera consacré a la démonstration de ces résultats. Voici un corollaire
des estimations variationnelles.

Proposition 4.15. Soit J = (=1,0) et so > 1 + 4. Il eziste F : R — R croissante telle
que

(129 19—t gy < F U et )10 3

Démonstration. Rappelons que qz = ﬂ—l—& oll @ = x(2)e*P=)y) et que X3 = L>(J, H™3 (RN
L?(J, L*(R%)).

Etape 1: estimation dans L?(.J, L?(R9)). On a

Va2 8l 222y < 1Vastill a2y + Ve Pll2er2)

Le membre de droite s’estime par le second membre de (4.29); le premier terme en utilisant
(4.10) et le fait que 9, = (9.p)A1, Ve = A2+ (Vzp)A1, le second terme en utilisant le Lemme
4.5 avec s =0,k = 1. On a aussi utilisé I'inégalité ||1]|y1,00(may < C’HnHHSO%(Rd).
Etape 2: estimation dans L*°(.J, H_%(Rd)). On utilise le Lemme (10.24) qui permet d’écrire

IV 1 S CIVedl 212y + 10:Vadll 2(15-1)) < C'N|Va20ll2(5.22)

Lo (J,H™ 2)
< F Ul g 19014
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d’apres la premiere étape. De méme on peut écrire

(4.30) 18.9|| o -t S C(HazaﬂL?(J,L?) + H@%Hmuﬂ—n)
Loo(JH

2)
utilisant la premiere étape on obtient
(431) H82¢||L2(J,L2) S F(HnHHbOJV%(Rd))”w”Hf
Ensuite, d’apres (4.18) on peut écrire

HGE(ZHL?(J,H*H < HO‘AmguL?(J,H*l) + H/B‘vxazguLQ(J,H*l) + H’Yangm(J,Hfl)

:Al —|—A2—|—A3.

Pour estimer A; et Ay on utilise le Théoreme 10.10 (ou I'on note o; les parametres) avec
oo =—1,010 =5y — %,02 =—1.0Onabien oy +02>0,00<0j,j=1,2et og <oy +02 — %.

On obtient ) )
< (fla—M HLOQ JH §)+M )HAwqﬁHLZ JH-1)s
N2 3z<75HL2 JH-1)

En utilisant I'étape 1 ainsi que le Lemme 4.11 on obtient

S L —

(432) v+ Ay < F 0l e o) 1903

Pour estimer A3 on utilise encore la Proposition 10.10 avec g = —%, 01 =Sy —

vérifient toutes les conditions. Il vient

Az < |l 3, 10:0112(s 2.

Loo(J,H%0™ 2
Comme ci-dessus on obtient

(4.33) A5 < (0l g 98 g
En utilisant (4.32) et (4.33), on obtient
(4.31) 1028201 < F Ul g 19015
et d’apres (4.30), (4.31),

1031, - by < POt a0

ce qui termine la preuve de (4.29).

4.3.1 Regularité d’ordre supérieur

L’objet de ce paragraphe est de démontrer les résultats suivants.

19
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Théoréme 4.16. Soit d > 1 et s > 1+ 4.

Cas 1. Pour tout —% <o <sg—1 il eviste F : Rt — R croissante telle que pour tout
n € HOF3(RY) et tout ) € HTTL(RY) on a

IG Y < F(Inl )Mz

Cas 2. Pour tout s > sp et tout sp— 1 <o <s— % il existe F : RT — R*1 croissante telle
que pour tout n € HSJF%(Rd) et tout 1 € H'PH(R?) on a

IG el ae < FU0 U rd o) Nl gery + [l zrasr +1).

Comme précedemment on pose

(4.35) R(n)y == G(n)p — Ty

N

ou

N

A= ((1+[Van) €] = (Van - €)%)2.
Théoreme 4.17. Soit d > 1 et sp > 1+ g.

Cas 1. Pour tout —% <t < s — % il existe F : RT — R™T croissante telle que pour tout
VRS HSO+%(Rd) et tout ¢ € HH%(Rd) on a

IR e < F (0l e ) 1N oy -

Cas 2. Pour tout s > sy et tout sp — % <t<s-— % il existe F : RT — R croissante telle que
pour tout n € HH%(Rd) et tout ¢ € HH%(Rd) on a

VRGOSl < FI0 B ety (1l o + 10 ey +1).

H't2

Ce dernier résultat montre que 'opérateur de Dirichlet Neumann peut s’écrire comme un
opérateur paradifférentiel du premier ordre, modulo un reste d’ordre % et que, lui et le reste
de paralinéarisation, vérifient des estimations ”douces” au sens défini précedemment.

Le coeur de la preuve réside dans le résultat suivant de régularité elliptique.

Théoréme 4.18. Soitd >1,J = (—1,0) et sp > 1+ %. Soit v une solution du probléme

(4.36) { (02 + aly + - Vy0: —70.)0 = F  dans R x J,

5|z:0 = ¢

Cas 1: pour —3 < 0 < sy — 1 soit n € HSO“'%(Rd),LZ) € HY (R4, F € Yo(J) et supposons
que

(4.37) V2. 3]] < +o0.

X~3(J)
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Alors pour z9 €] —1,0] on a V; .0 € X9(20,0) et il existe F : Rt — R" croissante ne
dépendant que de sy et d telle que

Va0l xo z0.0) < F (11l g ) Iz + 1 E oy + Va0l oy )}

Cas 2: pours > sg et so—1 <o <s— 1% soitn € Hs+%(Rd),¢ € HoPYRY), F € Y(J) et
supposons que

(4.38) va,zm|Xso—1(J) < +oo.

Alors pour z9 €] —1,0] on a V, .0 € X9(20,0) et il existe F : Rt — RT croissante ne
dépendant que de sy, s et d telle que

Va0l x7 (2,0 < F(Il(m, )] Ml gess 1 F lly e+l e DI Va0l xs0-100) }-

H*0+3 x H%
Remarque 4.19. Pour J = (29, 0) on introduit I’espace
(4:39) X2 (J) = C°([z0,0], HY (RY) N L2(J, H*" 2 (RY)).

Supposons pour simplifier F' € L%(J, H "7%). Alors le théoréeme ci-dessus est vrai en rem-
plagant I'espace X7 par XJ. En effet d’apres le Lemme 10.24 il suffit de montrer que V, v €

L?(J,H "+%) et 0?v € L?(J,H "_%) avec les estimations correspondantes. La premiere infor-
mation est contenue dans le fait que V, .v € X?(J). Pour la deuxieme on utilise I’équation
(4.36). 11 vient

167 < [IF]] 1, HlaA ]| 1, 8-V 1, Hvo:0]|

L2(J,H~ ? L2(J,H~ ? L2(J,H°~ ? L2(J,H~ ? L2(J,H°~ ?)

En utilisant le Théoreme 10.10 avec sy = o — %,sl =s— %,SQ =0 - % et le Lemme 4.11 on
obtient

jreveey| 3, < Cllla— 7 1 1A + M2 A7)

L2(J,H°™2) — Lo (JH %) L2(J,H %)
< f(llnlleﬁ%)llnllH%HV Ul xeo () + CM?(| Va0l xo ()

LQ(J,H"’%))

Le terme ||3-V,0 UHLQ JH ) s’estime exactement de la méme fagon. Enfin en utilisant le

1 51 =s— 1,89 = o il vient

Théoreme 10.10 avec sp = 0 — 3,

199575 oty < ClPlz2ame ) |05 airey < Il g [19:x0 )

< F(nll s )l or 3 10 x0)

d’apres le Lemme 4.11. 11 suffit alors d’appliquer le Théoreme 4.18 pour conclure.

Dans ce qui suit ¢ désignera la solution du probleme (4.11) et ¢(x, z) = ¢(x, p(x, 2)).

Corollaire 4.20. Soit sp > 1+ g
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Cas 1: pour —1 <o < s9—1 soitn € HSO“'%(Rd),?p € HotY(RY). Alors pour 29 €] — 1,0[ on
aVy.p € X(2,0)
que

(4.40) Va0 x0 (00) < F (Wl s 3 )10l o1

et il existe F : RT — R™T croissante ne dépendant que de sy et d telle

Cas 2: pour s > sp et sp—1 < 0 < s— 1% soit n € Hs"'%(Rd),@b € HH(RY) Alors pour
20 €] — 1,0[ on a Vy ¢ € X9(20,0) et il eviste F : RT — RT croissante ne dépendant que
de sg, s et d telle que

(441 IVerblxeon < FUON sy ) {0l + nll vy + 13

Remarque 4.21. Comme dans la Remarque 4.19 on a V%zg € X%(20,0).

Démonstration du Corollaire. D’apres (4.18) ¢ satisfait (4.36) avec F = 0 et on a prouvé
dans (4.29) que

190l —3 5y < FUN e o) 1913

On applique alors le Théoreme 4.18 a gb. ]
Démonstration du Théoréme 4.16 a partir du Corollaire 4.20. Posons U = Aug— (Vzp)A2$.
D’apres (4.25) et (4.26) on a Ul,— = G(n)y et
0.U = _vx(<8zp)A2$)-
Utilisant le Lemme 10.24 avec f = U on obtient
Gl < CUUN L, gees
< (Mg

10U go-3)

L2(JHTE) + IV m’zp)A2¢||L2(J,H”+%))'

Cas 1: si —2 < o < sp— 1 on utilise 'estimation (4.40), les estimations sur p ainsi que
”ngLQ(LLHO"F? CHf”LOQ JHS() 7 HgHLQ JHO'+§)

qui découle de Théoreme 10.10 avec o9 = 0 + %,01 =50 — %, o9 =0+ %

Cas 2: sisp —1 <o <s— 5 on utilise (4.41), les estimations sur p ainsi que

2
179l Clf 2, m00-1) 19l xo () + N9l 220 m0-1) 1 f Lx0 ()

L? JH”+2) -

que 'on a prouvé dans la Proposition 4.10. ]

Nous allons maintenant démontrer le Théoreme 4.18, dont on garde les notations, par recur-
rence sur o. Soit sp > 1+ %l. On introduit les deux hypotheses suivantes.

Cas 1: pour—%gagso—let—1<zo<zl<0

(Ho) 119275000 < F (Wl ugsy) {0 + [ Fllyoisy + IVl oy o}
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Cas 2: poursZso,so—lHeqags—%et —1<zp<zn <0

(Ko) V2,20l xo (2,00 < f(”(ﬁ»ﬂ))HH Y@l grosr + 11 F|lye )+

+ (Il ey + DIVa0llxo0-1(.0)}-

1
S0+t 32 x /%

Remarquons que (H_1) et (Kg,—1) sont trivialement satisfaites.

1

2

Proposition 4.22. Cas 1: si (H,) est vraie pour un o € [—3, s — 1] alors (H,, 1) est vraie
2

tant quea—k%ﬁso—l.

Cas 2: pour s > sy si (Ky) est vraie pour un o € [so — 1,5 — 3] alors (Kyi1) est vraie tant
2

1

que0+%§s—§.

La preuve de cette Proposition nécessitera quelques résultats intermédiaires.

Soit x € C*(R), x(2) =0l z < 29, x(2) = 1 si 2> 2z;. On pose
(4.42) w = x(z)v.
Alors w vérifie

(2 + al, + B -V,0.0)W = xF + F;  dans R x J,
(4.43) Fy = (02X)0 4 2(9.X)0.T + (0.X)B - Vo + 7x0.7,

w|z:0 = ?l% w’zgzo =0.
On commence par estimer F}.

Lemme 4.23. Cas 1: pour —% <o <sg—1il existe F : Rt — R™T croissante telle que
1 oy < F Ul ep) (10le + [Vastllxecon)-

Cas 2: pour s > sg et sp — 1 Sags—% telqueo%—% <s—% il existe < F: Rt - Rt
croissante telle que

1Bl oy < FU e )N vy + 1 Ve 2Bllxo 0,0 + (L4 101 o ) Va2Vl xs0-1(20,0) -

Démonstration. 11 Suﬂ:lt d’estimer les prelmier, troisieme et quatrieme termes de F}. Rappelons
(cf. (10.26)) que Y2 (J) = LY(J, H " 2) + L?(J, H?).

Cas 1: pour le troisieme terme on utilise le Théoreme 10.10 avec og = 0,01 = 55 — %, o9 =0
qui vérifie les conditions puisque o1 + o9 > —% +s50—1> % — % > 0. On obtient

10308 - Vadll 2oy < 182200101 VoD Lo (o 0107
< F(Inl s )1Vl 2000 117)

d’apres le Lemme 4.11. Pour le premier on écrit
0 1
~ ~ 2
T e < 102l + 102 ([ 10-5C. 0By )
20
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d’ou
1O2X)0N oo (20,00, 57) < C (191 + 10:0l 2 ((20,0),117))

XV ooy szt dy < C(I1ll sy + 1000, (20.0).H )"

(4.4) o

Enfin pour le quatriéme terme on écrit

(4.45)  [Ix70:0llL2(rmey < ClvlLemso-1) X001 Lo mmy < ClIVN -3 10201 X2 (20,0)
et on utilise le Lemme 4.11.

Cas 2: On utilise 'inégalité (i) de la Proposition 4.10 avec o9 = sp— 1 et 0 — 5 > 0 a la place
de o. 1l vient

10208Vl L2, mey < C (115 100:2X) VoDl xo-1 () HlIBllxo0-1( [1(9:2X) Vo

X”*? X“*%(J))'

Il suffit d’utiliser le Lemme 4.11 pour conclure. De méme d’apres I'inégalité (ii) de la Propo-
sition 4.10 avec o9 = sy — 1 et ¢ — 5 a la place de o on peut écrire

I1X70:0| 2 (g, 10) < C (Y]] ||><8 0| xs0-105y + 17l X020 xo (1))

Xo' 2 XS()*%(J)|

Ensuite on remarque que o — % <s-— % On utilise alors le Lemme 4.11 pour conclure. O

L’étape suivante consiste a remplacer la multiplication par «, par la paramultiplication
To,Tp.

Proposition 4.24. Soit J = (—1,0),s0 > 1+ 4. Il eziste F : Rt — R* croissante telle que
pour tout I CC J w satisfait I’équation paradifférentielle

(4.46) (02 + Taly + Tp - V30.)W = XF + Fy + F
ot Fy est un reste qui vérifie
Cas 1: pour 0 <o <spy—1 cwecaJr%Ssofl
(447 1Fallyes gy < FUl s ) IVB ot

Cas 2: pour s > sy etso—lgags—%aveca—l—%gs—%

(4.48) 1E20l oty gy < FUI e ) A M0l o))V 2Vl xe

Démonstration. Rappelons que nous avons des estimations sur o — M?. Posons oy = ov — M?2.
Comme 71 = p(D)uon ¢(§) =1si || > 1on a
(= To) Ay = (a1 — Toy ) Ay + M?0(D)A,

ot 0 € C°(RY).
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Cas 1: d’apres le Théoreme 10.11 appliqué avec og = 0,01 =Sy — 1,09 =0 — % il vient

IV

lio-al

(1 = To, ) Agt| 21,110y < HOHHLOOU

18 = Tp) - VaOwl| 21,1y < [|B]]

,HSO—%) L2(1,H”+%)

Leo(1,HO% L2(IH )
en on utilise les estimations du Lemme 4.11. Enfin

10(D) Azl 21,110 < ClIVaDll 21,110y
Cas 2: par le Théoréeme 2.10 du livre de Métivier on a pour o > 0

(@ = Toyullae < Cllull_yllall ey

de sorte que

[(e1 = Ty ) Agwl|p2(1 oy < ||a1HL°°(I I)HVﬁHC?

JHTt2

1
On conclut en remarquant que a—{—% <s— %, H%+3 ¢ C? puis en appliquant le Lemme 4.11.
L’estimation sur 3 est analogue. O

On effectue maintenant un découplage en deux équations paraboliques.

Proposition 4.25. Soit sy > 1+ 2. Il existe deuz symboles a, A € T'1 (R¥x I), F : Rt — R*

2
croissante et un reste Fy tels que

(4.49) (0; —T4)(0, —Ta)w = xF + Fy + F5 + F3
avec
(450) sup (M} (0(2) + M (A(2) < (Il p)
et
(4.51) 1Bl ey, < Fnl ey V02l e
Démonstration. On pose

a=y(~if-€~ VIaltF —(B-€F),

(4.52)

1 .
A=(=iB ¢+ VaaleP = (8-97).
Alors a, A € T} et aA = —al¢|? et a + A= —if3 - £ D’autre part comme sp > 1 + % on a
2

e (M1 (a(2)) + M3 (A(2)) < F(IVanlly3.00) < Frlllnll s g)

N

Montrons qu'il existe ¢ > 0 ne dépendant que de HUHHSO 13 telle que

(4.53) VAalg]2 = (8- €)2 > cf¢|.
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En effet il résulte aisément de (4.19) et de (4.8) que

0.,p)?
)" 6P > el

B d
Aalel” = 8- 2475 om

Ensuite on a

(0, = To) (0, — Ta) = 0% — 0. T4 — Tp0, + TouTa
= 33 — Ta+A8z +Ton — TBZA + T, T4 —Tya
=02 T30, —ToAy + Ro+ R, Ro:=-Tpa,R1 =T,Ta— Toa.
Comme a, A € Fll le calcul symbolique paradifférentiel montre que R;(z) est d’ordre 1—1—1—% =

2
3. Comme 9. A(z) €' |, Ro(z) est d’ordre 1+ 1 = 3 et 'on a I’estimation
2

1

4.54) > sup |[Rj() vy, < F( sup (M (a(2)) + M1 (A=) < Frllnll e 3):
j:oze(*lzo) 2€(—1,0)

»

On a donc

1
HF3HL2(J,HJ) < Z HRj(z)@HB(J,Ha) < .7:1(H77”Hso+%)\WHLQMHU%)

§=0
< Ful e DIV i
car les symboles des opérateurs I?; sont nuls pres de zéro. O

Démonstration de la Proposition 4.22. Supposons que (H, ) soit satisfaite; cela veut dire qu’il
existe Ip = (20,0) tel que

(4.55) 1Vl x10) < F (Il g ) {001 + 1F lyoiany + 19580 ) }-

On veut montrer qu'il existe I; = (z1,0) tel que

(@56) IVt g ) < PO ) {00 g + DLy + 1970y )
Soit zg < z1 < 0 et § € C(R) telle que O(zp) = 0,0(z) = 1 pour z > z1; posons

(4.57) w=0(2)(0, — Ta)w.

Il résulte de la Proposition 4.49 que pour z > 2y on a

3
(4.58) 0w —Tow =0(z)(XF + > _Fj+Fi),  Fy=0(2)(0: — Ta)b.
j=1

D’apres le Lemme 4.23, les Propositions 4.24, 4.25 et (4.55) on a
3
(459) D210l gy < F Ul {I0lness + VPl + 1923 -
J:
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Ensuite on voit facilement, en utilisant (4.55) que
(4.60)
1l gy < Wl < F Oy {951 + 1 oy + 1950y

Comme Re(—a) > c|¢| on peut appliquer le Lemme 10.27 sur Uintervalle Iy = (z9,0) &
Vopérateur 0, + T_,; comme w|,—,, = 0 il vient

(4.61) ol o gy < F Ul o) {16l + IF oy + 19250y -
Remarquons que sur I; = (z1,0) on a #(z) =1 et w = v de sorte que
(4.62) (0, —Ta)w=w, z€(21,0).

On peut encore appliquer le Lemme 10.27 de maniere rétrograde a 'opérateur 0, — T4 sur
I'intervalle (z1,0); comme w|,—¢ = 1 il vient

1901 o3 gy < Mot
< F (Il pey) (2l ) + 10 o)
< F (Il pgeg) (el oy )+ 1900 o)
Sfmwmwyﬂwmﬁﬁ+wwwh—wwmw Nz

On obtient une estimation analogue pour 9,v en utilisant I’équation et (4.61). Ceci prouve
(4.56) et termine la récurrence.

Cas 2. La méme méthode est applicable a la preuve du fait que (ICy) implique (/C_ 1) tant
2

quea+%§s—%. ]

Démonstration du Théoréme 4.17. On examine simultanément les cas 1 et 2. Rappelons que

1+ |Vapl

. ga = Vap.
D.p 2= Vap

G("?W = (glaza_ g2 vx(g)’zZOa g1 =

On posera

gj’z:() = 997 .7 = 17 27 A|z=0 = AO: G’z:o = a07 Mo - w‘z:O-

Rappelons également que 5] =0 = Y et que (8z -T A)% = w pour z € I;. Par conséquent

G(UWIQ?( z$)|z 0_9(2)' Vatp

(4.63)
= (g{Tay — 95 - Vo) + R1, Ry = giu.

Nos allons estimer le reste R;. Rappelons (voir (4.24)) que ép = 47 + F(Q(z, Dg)n). On en
déduit que

(4.64) Ri ="+ giw, g = Ve + F(Q(z, Do)n) + F(Q(2, Da)n) [ Van|*.



Remarquons que pour tout ¢ > 0 on a

(4.65) 1971 me < F(Inl g )l ot

Si0<t<sy— % le Théoreme 10.10 permet d’écrire

197w e < CUIGRI g 1t < F Ul ey 1 e
etsiso—%gtgs—%onécrit
19w e < C (117 o1 1w Il 4 1971 e | prso1)
< F(0l g3 N ez + N1l ey 10”1 roo-1)-
D’apres le Lemme 10.24 on a

el ol

’MHLQ(IO,HH%) ,Hf*%))'

L’inégalité (4.61) avec o =t — 5 permet d’écrire
a0l ety < FO e e

tandis que (4.58) implique que

4
1020l 5 0 o=ty S W Tatell g ey + z:l G s g -1y
]:

On déduit des estimations obtenues sur les F; que

HaszLQ(IO,Ht*%) < ’F(HnHHb(:rF%)H/(/}HHt‘F%

On en déduit que dans le premier cas on a

(4.66) IRallae < FAlnl e )11 ee

et dans le deuxieme

(4.67) IRillzre < FUOON eh o) (10l ey + 1900y +1):

Ensuite on peut écrire

(91Tay — 93 - V)t = Toopg—ic.g9 + B2 + R,
(4.68) Ry = (g9 — Tyo)Tag ¥ — (g5 — Tyg) - Vo)
R3 = Tg?TAO — Tg?Ao'

Comme Ty = Id+x(D) ot x € C§°(R?) on déduit de (4.64) que (g?—Tg(la) = (N?—Tgtl))'i‘Xl(D).

Sit<sy— % on utilise le Théoreme 10.11 avec sy = t,s1 = sg — %,SQ =t— % et on déduit

1R2ll e < (97 = Tyo)Tag®llre + (93 — Tyg) - Vatllme < FlInll a3 1]

HITE
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et il résulte du Théoreme 10.18 que
1Rsllire < F(nll e )0 -

Si sg —% <t< s—% on utilise comme ci-dessus le Théoreme 10.11 avec s = t,51 = s— %, Sy =
so — 5 et (4.65). 11 vient

1Rallire < FUNDN, et oo s) Il vy +1):
L’estimation de Rj3 st analogue a ci-dessus. En résumé on obtient
G =Tgo ay—ic.g0 + Ra

ou R4 vérifie les mémes estimations que les Rj;,j = 1,2,3. Le Théoreme 4.17 découle de
I’égalité

9V Ao — i€ g3 = /(L + [Van) €2 — (Van - €)2.

4.4 Contraction pour 'opérateur de Dirichlet Neumann

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoréeme 4.26. Soit s > 1 + %. Il existe F : RT — R™T croissante telle que pour tous
N, M2 € Hs+%(Rd),f € H5(RY) on a

(469) GO f Gl ey < FUImm)l vy yors)lm —mell oy 1711

H 2

Démonstration.

Notation 4.27. On notera A le membre de droite de 'inégalité 4.69 ou F pourra changer
d’une ligne a l'autre.

Pour j = 1,2 on introduit pj,gj,aj,ﬁj,yj comme dans (4.13), (4.25), (4.19). Si &Ej[zzo =f
on a

1'%“7wWU’2

5001 = Vapi- Va5 )|:=0 := Ujla=o.

(4.70) Gny)f = (

Posons U = U; — Us. D’apres le Lemme 10.24 I'inégalité (4.69) sera une conséquence de
I’estimation suivante

(4.71) U2 ms—1) + 102Ul 21,52y < A, T =(=1,0).

Posons qu = 51 — 52 =1 — ug. Alors (4.71) sera une conséquence de l’estimation suivante

(4.72) Ve 2Bl 21, 1) < A
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En effet un terme de U s’écrit

vxp2 : vx$2 - vocpl : v:cg;l = —VxPQ : anJr vx(pQ - pl) : v:(:gl-

Ensuite H5~! étant une algebre, puisque s > 1 + %, on peut écrire

Va2 Vadlizr s < CNVaall et adlliagr sy < il oy [Vadlizgr sy < A
d’apres (4.72). D’autre part
IVa(p2 = p1) - Vadrilloqr 1) < [Valp2 — pO)ll2r,me-1) | Vadill poo (1)
< COlim = me2ll oy [1f s < A,

d’apres le théoreme de régularité elliptique appliqué a ¢;. Le deuxieme terme de U se traite
de la méme maniere.

Enfin, on a d’apres (4.20)
0.U = divy (Vop10:61 — Vupadsdz + 0:p2V a2 — 0:p1Va01)
de sorte que
10:Ull p2(1 prs-2) < [ Vap10:01 — Vapadzda + 0-p2Vatb2 — 82p1Va01 |l 121 1)
et nous sommes ramenés au cas précédent.

Il reste donc & prouver (4.72). Nous aurons besoin du résultat suivant.
Lemme 4.28. Soit (a;, Bi,7i),1 = 1,2 définis en (4.19) et J = (20,0). Il existe F : Rt — R*
croissante telle que

a1 — ol p2(gms-1) + 181 = Ball 2, ms-1) + 71 — Y2l 220,552

< FU s m)ll ey e i) lIm = m2l oy -

(4.73)

Démonstration. Posons F(§) = IEF‘Q ,& € R On peut alors écrire
ar—a=(1)+(2)+(3), ou (1) = (02p1)* = (9:p2)?
(2) = (9:p1)?[F (Vap2) = F(Vapr)], (3) = [(9:p2)* = (9:p1)*]F (V).

En utilisant le Théoreme 10.10 et le Lemme 10.28 (sur le noyau de Poisson) il vient

(Dl 251y < CllO2(p1 — p2)llL2(,15-1)1102(p1 + Pz)lle(JHsfé),
< Clm =l oy (il oy 2l o)

Pour estimer le terme (2) on écrit
1
F(Vaps) = F(Vapt) = [ VeF(tVaps + (1= )Vap2) - Valpa — 1) .
0
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Comme V¢F est C*°-bornée et nulle en zéro on déduit du Théoréme 10.10 et de (10.12) que

1
1) zzr1) < ClIVator = 0l [ IVEFATapr + (1= OVl oy

. 2 / J—
19=p11 e o3y = CF U iy o) Im = 2l oy

L’estimation des deux autres termes est tout a fait analogue. O

Revenons a la preuve de (4.72). Comme EJSJ = 0 on peut écrire
ﬁlgz (ﬁg — ﬁl)gg =F 4+ GZG
(4.74) F = div(0:(p2 = p1)Vad2) + div(Va(pr — p2)0-62)

~ L+ [Vep2|? 1+ |Vep|?
G:vx(pl_pQ)‘vx¢2+( a|p2p2’ a|p1p1‘)z(l5

Par le méme argument que celui utilisé dans la preuve de (4.71) on a
(4.75) 1F |l 2(1,m5-2) + |Gl 22,151y < A.
On déduit du Théoreme 4.18 que

(4.76) IVao@ll ooy < Fllmll ey (A+ IIVx,z@gHX_%(I))-

H"t2
Donc (4.72) sera une conséquence de l’estimation

(4'77) ||VZ‘,Z;Z§HX—%(I) < A.

Rappelons que 5 = 51 — 52 = 41 — uz. On reprend la notation de (4.17); on note A{,Ag les
opérateurs correspondants aux p;, puis on pose A/ = (A}, A%). Compte tenu de (4.9) les
sont caractérisés par

(4.78) //Alﬁl'Alv drdz = //AI&-AIU dxdz, // A%y A*vdadz = // A2i-A2v dzdz.

oit v € HYO(R?) est & support dans (—1,0) x R?. Compte tenu de la premicre égalité de
(4.78) on peut écrire

//A Uy — Ug) Av_// — A%y A1v+//A2w A2v+/ A% — A%
+//(A —A)Hg-Alv—//A2ﬁ2-A2v+//A2&2-(AQ—Al)v.

Compte tenu de la deuxieéme égalité de (4.78) on en déduit
(4.79)

/Al(al—aZ)-Alv_//(Al—Az)i.A1v+//A21Z- A2v+// — A, - Ay
+/ A%y - (A% — Ay
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Nous avons qNS = Uy — U et dans cette égalité nous allons prendre —1 < zg < 0 et
v=x(2)¢ ouxeC®MR), x(2)=0 si z2<—-1, x(z)=1 si z>z.
Ensuite on remarque que

A% - A% = CL(:I),Z)A%, A% - A% = b($>z)A%a

(4.80) _9:(p2— ) Va(p2 — p1)0:p1 + Vap10:(p1 — p2)
a(z,x) = ————=
0.p2 0.p2

, bz, 2) =

On voit facilement qu’avec J = (—1,0) et g = a,b on a

9l 2z < Cllgllzzeaty < FUOmmll oy orsdlim —mell oy

Compte tenu de ce qui precede chaque terme du membre de droite de (4.79) est de la forme
I = [, gi9U1Uzdxdz que 'on majore ainsi
] < Nlgllpz(rms—1)1ULl Loo (g,22) U2l oo (7,22 -

On utilise alors 'estimation

17| oo (g,22) < F (Ul (s 1) lwr.oe o) |9 a1
ainsi que ‘
MUk oo g2y < FUsm2s O vy i pn)s 3 E=1,2.

qui découle de (4.40) avec o = 0.

Ensuite comme ¢|.—o = 0 I'inégalité de Poincaré et I'estimation (4.10) montrent que

2
A 0] oo r2y < C Y A TR oo (,22) < FU s m2, O yory | ord )
kl=1

11 résulte de (4.79) que

1A Gl L2 (z0.0.22) < F (I (m1, 12, 9)| I — n2||

H5+%xH5+%st) b

d’ou I'on déduit aisement
(4.81) Hvx,z¢HL2((zO,o),L2) < F([(m,m2, ¢)HH5+% < HS XHI)H771 - 772HH57%-

Pour conclure la preuve du lemme il reste a estimer ||V, Z¢HLOO . Pour cela on utilise

*((20,0),H™ 2)
le Lemme 10.24 et il suffit donc d’estimer la quantité ||0, V2@ 12((z9,0),5-1)- L'estimation de
10V 9l £2((20,0),r-1) résulte de la premiere partie. Il reste a considérer ||83¢HL2((2070)7H_1).

Compte tenu des équations vérifiées par le @ on voit facilement que

6352 Fi +
(482) k= —(O[le + ﬁl : vxaz - ’Ylaz)(g
Fo = {(a2 — a1)Ag + (B2 — B1) Va0 — (y2 — 11)0: } .
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Tout d’abord d’apres le Théoreme 10.10 on a
o1 Aadll 2 (2.0 1-1) < C||CV1HLoo (o0 HO-}) IVl £2((20.0).02)
181+ Va0l 12((z0.0,1-1) < ClIB1] Lo ((0.0), Hsof%)||az¢||L2((z0,0),L2)
1710:01 12 (20,00, 5-1) < CH%HLm( 20, Hso—f)||825||L2((z0,0),L2)'

Le Lemme 4.11 et (4.81) montrent que

I 220,00, -1y < F U002 O st prond ) I = 12l ey
Toujours d’apres le Théoreme 10.10 on peut écrire
120l £2((20.0),5-1) < Ol = @l L2((z0,0),15-1) [ Vad2ll oo ((20.0).22)
+ 1181 = Ball 12((20,0), -1 1 Ve D2l oo ((20,0),22) + 171 = V2l Lo ((20,0), 5-2) | Vab2 | Loo ((20,0),22) }

En utilisant le Lemme 4.28 on obtient

HF2||L2 (Zo, y _1) S f(‘|(n177727’(/])”Hs+%><Hs+%XHS)||7’1 - n2||H57%

et termine la preuve du lemme compte tenu de (4.82). O

5 La pression

Comme on le voit, dans la formulation de Craig-Sulem-Zaharov (2.12) la pression a disparu
des équations. Si 'objectif est de justifier 'heuristique consistant & dire que résoudre ce
systeme revient a résoudre les équations d’Euler il nous faut en particulier reconstruire la
pression. Voici comment on procede.

Soit s > 1+ 4. Soit (n,7) € CO([O,T],HS“'%(Rd) X HS‘%(Rd)) une solution de (2.12) et
¢ la solution variationnelle de (4.11). Alors si on note B = (9y¢)|x,V = (Va¢)|s (on
Y ={(z,y) :y=n(t,z)}), il résulte de (2.13) que

B,V € C%([0,T], H 2 (R%) x H*"2(RY)).
On en déduit que

g+ (B + V) € (0, 7], HE(RY))
Soit alors @ la solution Variatlonnelle (pour chaque ¢ fixé) du probleme

Apy@Q =0, dans Q,

(5.1) )
Qls =gn+ (B + V).
Posons
1
(5'2) P = Q — gy — §|Vm,y¢|2a v = vz,y¢'

On a alors le théoréme suivant.
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Taylor-Wu

euler:bis

Théoréme 5.1. (n,v, P) est la solution du systéme 1.14.

Ce résultat, au niveau de régularité auquel nous sommes (s > 1 + %), n’est pas facile a
démontrer et nous renvoyons a 'article (ABZ-Bertinoro) pour les détails.

6 Le coefficient de Taylor

Il est défini formellement par I’égalité
(6.1) a=——I|x

ou P est la pression et ¥ = {(z,y) : y = n(z)}. Remarquons que puisque P = 0 sur ¥ on a

également
-1 oP

JTT @R o

ou n est la normale unitaire sortante a X.

En effet en dérivant la relation P(x,n(z)) = 0 on obtient V,P = —Vxn%—g. D’autre part

Pl = L (U Vo V) (o) = V1T Ve P s

Le signe de ce coefficient va jouer un role important dans ’analyse du probleme. Lorsqu’il
n’y a pas de fond S.Wu a montré le résultat suivant.

Proposition 6.1. Soit (n,v, P) une solution régquliére du probléme (1.14) dans Q = {(x,y) :
€ Ry < n(x)}. I existe une constante cg > 0 ne dépendant que de la dimension telle que

a > co.

Démonstration. Ce résultat exprime le fait que la pression augmente lorsqu’on se déplace de
Pair vers le fluide. On commence par une preuve formelle de ce résultat, (i.e. on suppose
que les calculs qui la composent peuvent étre faits) les justifications étant données a la fin.
Rappelons que (v, P) sont liés par I’équation dans 2

(6'2) O + (U ) V:Jc,y)v = _Vm,y(P + gy)

et que div, ,v = 0 dans Q. On a tout d’abord div, ,(0;v) = 0¢(div, 4v) = 0. Ensuite en notant
y==xgrrona (v-Vyy)v= (Zgg vkarkvj)j de sorte que

d+1d+1 d+1 d+1 )
divyy (v . Vm’y)v = Z Z 02,V 0, Vj + (V- Vg )dive yv = Z Z (ijvk) = ]Vx7yv|2.
J=lk=1 Jj=1k=1

Enfin divay(Vay (P + gy)) = Aszy(P + gy). Par conséquent en prenant la divergence de
I’équation (6.2) on voit que P vérifie 'équation

(6.3) A y(P +gy) = —|Vayol*.
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Soit h € C§°(R4), h > 0 et w I'unique solution variationnelle du probléme

(6.4) Ayyw=0 dans Q, wly=nh.

Alors d’apres la Proposition 10.38 w, est non négative, réguliére jusqu’au bord et on a w =
O(|(z,y)|™%), Vayw = O(|(z,y)| "¢ 1) lorsque |(x,y)| — +oo. Appliquons la formule de Green
dans €. 11 résulte de (6.3) et (6.4) que

J R G R | R

Comme P =0 sur ¥ et w|yx, = h on obtient

oP

(6.5) —anhda—/ (ghg——gy do—l—// |V )2

x

Nous allons calculer le premier terme du membre de droite. Soit b € R tel que ¥, = {(z,y) :
y = b} est contenu dans 2. Notons O = {(z,y) : 2 € R4,b <y < n(x)}. On a 00 = LU,
Si v est la normale extérieure & O on a v = n sur ¥ et v = (0,—1) sur Xp. Appliquons la
formule de Green dans O aux fonctions harmoniques w et gy. Il vient

0 ow 0 ow ow
(6.6) / (g 8Z 95, ) do = /Z (gwa—z -9y 8y) doy, = /E gw doy, — gb o doyp.
b b

Soit Q : {(x,) : « € R%y < b}. Appliquons la formule de Green (*) aux fonctions har-
moniques w et 1 dans . 11 vient

a—wdab =0.
pof Oy

On déduit alors de (6.5), (6.6) et du fait que w > 0 que
oP 9
eq:taylor3| (6.7) ———hdo = w|Vyvl*+ [ gwdo, > gw doy,.
s On Q PN PN

Notons X = (z,y) € R¥! et soit G(X, X’) la fonction de Green pour le domaine Q. On a
alors la formule de représentation

w(X) = /Z h(X’)(%?X/G(X,X’) do(X'), X €q.

On déduit de (6.7) que

SR do(x) 2 [ gu(z)dan(z) = [ 1)

b)) 3n

0
)Y Onxr

G(Z,X") dab(Z)) do(X").

Comme h € C§°(X), h > 0 est quelconque on en déduit que

a(X') = 5o (x) = [

G(Z,X') doy(Z).

n nxr
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eq:taylor4

:est-a-priori

Ms(T)

est-a-priori

est:princ

1R

On montre alors qu’il existe ¢ > 0 tel que

0
P anxl

(6.8) G(Z, X" dow(Z) > e,

ce qui concluera la preuve de la proposition.
Justifications:

() Notons X = (z,y). Soit x € C°(R*™), x(X) = 1si |X]| < 3,x(X) =0si |X]| > 1. Pour
R > 0 on pose xr(X) = X(%)- Comme Aw = 0 dans € la formule de Green permet

d’écrire

o w(X) X —(0,b) B ow w(z,b) 0x ,
A = /Qb (Ax)(R)dX—/R (a:,b)XR(x,O)d:L“/Rd 7 @(E,O)d:c

R? a 0y
= Ay + As.
On a pour R assez grand
1 X —(0,b ! Av(X'
al <5 [ Ao E= D jax < 5 B,
R IX—(0,)>1R | X R R x>1 X 4 7}7%)|d71

¢ - le Théoreme de convergence dominée montre que

Ensuite comme |22 (x,b)| <
|8y( ) )‘ = (jo]2462)

As = [Ra %(ZE, b) dx. Enfin

C 1 |[0Ox, C
Azl < = — == (= dr < —
<5 [yl Ol <7

On en déduit que [R. %—Z’(:ﬁ, b) dx = 0. O

7 Estimations a priori

Pour T > 0 on introduit les quantités suivantes.

M(T) := sup ||(n(t),¥(t), B(t), V()]
(7.1) te[0,T
M;,0 == [[(n(0),4(0), B(0), V(0))|

1 1
H'2 xHT2 x Hsx HS’

HS ><Hs+% xHsxHs'
L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 7.1. Soit sp > 1+ %. Pour tout s > sp il existe F : RT — R™ croissante telle
que pour toute solution régulicre (n,v) sur [0,T] x R du systéme (2.12) on a

1 1
(7.2) My(T) < F(F(Msy,0) + T2 F (Mg (T))) (Ms o + T2 My (T)).
La preuve de ce résultat nécessitera plusieurs étapes.
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7.1 Reformulation des équations

On introduit les inconnues suivantes

(7.3) (=Van, B=0yd)ly=yta)y V= Vad)lymnta)y, &= —(0yP)ly=y(t.0)

ou P est la pression et on commence par prouver une formule utile.

Lemme 7.2. Soit I =[0,T] et sp > 1—{—%. Pour tout s > sy il existe F : Rt — R™T croissante
telle que
Gn)B=—divV 4+~

avec
|’/YHL°°(I,H57%(R‘1)) S F(H(TL w) “LOO(I,HSO+%(Rd)XH50+%(Rd))) HT]HLOO(I,HS+%(Rd))

Démonstration. L’estimation sur v étant d’abord prouvée a t fixé, on I'omettra par la suite.
Soit # la solution variationnelle du probleme

Agy0=0dans Q, 0|y =DB.
Alors G(n)B = (8,0 — Vo - V6)|s. D'autre part comme Vi(x) = (06)(z,n(x)) on a
div V = (Az0 + Van - 9y0) (z,n(x))
— (8 — Van- V) By(z, ().
On en déduit que

Gn)B+ divV =~, 4= (8y — V- Vx) (9 - 8y¢)‘2-

Posons © = 0 — 0y¢ et U = (8y —Van- Vx)@. On a alors, dans les variables z,

Theta (7.4) é = 5— Alqg, fj = (Al — Vmp . Ag)@, v= [7’2:0,

car Vgpl.—o = V1. D’aprés le Lemme (10.24) avec s — 3 on a

(7.5) ey < C (1T L2((z0,0), 185 F 102U | L2((0,0), 1151 ) -

1S
Estimation de U : en utilisant (4.24) et le Théoreme 10.10 on a

1T 2 ((20.0).155) < 1M1l 2((20.0).5) + Vo0 - A2O| L2 (20,09, 579)

. ;
est:Utildel (76) < F (Il )Hvx,z@H

1 1
H0F2 X" 2((20,0))

Ensuite on a A, ,© = 0 dans 2 et O|y = 0 (attention dy¢ n’est pas une solution variation-
nelle). 11 résulte du Théoreme 4.18 avec o = s — & que

(=]
E

ssvmmera) (17)  IVeoBll oy o S FU O sy et 1+ Dl I VBl
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est:Theta2

est:Utilde2

est:Utilde3

eq:zeta

[0] [0

o] 9] [0 [0

. ot Q| Q w
< . | ®
[oc] =] <|| Q

Comme 6 est une solution variationnelle on déduit de (4.29) que

1908l 3 oy gy S 0l e )DIB 3 < Flll )Nl g < (Ul

20,0)) H2 —

Ensuite ¢ étant une solution variationnelle il résulte du Théoréme 4.18 avec o0 = % que

1928100y 0 < 18380 ) S Tl e D003 < Fsl g 0 ey
En utilisant I’équation vérifiée par ¢ et les lois de produit on montre de la méme maniere que

19:2481 3 sy < FUM eIl 3 < Fallnl )Nl

On en déduit que

2
(7.8) ; 18501 o3 (o) T VOl o3 (0

S FUO DN ey o)+ Tl

11 résulte alors de (7.6) et (7.8) que
(7.9 100200y < FUADB s ey )L+ I y):
Estimation de 9,U: comme (A2 + A%)é = 0, en utilisant (4.26) on obtient,
0.U = —V,((9:p)A20),
de sorte que
(7.10) 10011520001 < 10:0) 298l 200111y < FUON oy ooy L+l y)

d’apres (7.8). Le lemme résulte alors de (7.5), (7.9) et (7.10). O

Proposition 7.3. Soit I = [0,T] et sp > 1+ . Alors pour tout s > sy on a

(7.11) (O +V-Vy)B=a—g,
(7.12) (O +V-Va)V+a(=0
(7.13) (O +V - V) =GV +(G(n)B+R

ot le reste R = R(n, v, V, B) vérifie l’estimation

(7.14) [|R]| L+ {nl

LOO(I,HS_% (Rd)) S ]:(H (77’ /lzz)) ||L°°(I,HSO+% (R‘i)XHSO_F% (Rd)))( LOO(I,HSJ'_% (Rd)))

Démonstration. Notons tout d’abord que
(7.15) O +V - Vuen =B = (9y0)|s.
En effet la premiere équation de (2.12) et la définition de l'opérateur de Dirichlet-Neumann

permettent d’écrire 9y = G(n)Y = (8y¢p — Vo - Vad)|s = B —V - Van.
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Ensuite pour toute fonction f = f(¢,z,y) réguliére on a

(7.16) (815 + V. V:p) [f(t’ T, 77(157 x))] = [8tf + Vx,yQﬁ . Vz,yf)] (tv xz, n(tv ."L‘))
En effet comme V = (V,¢)

ly—n(t.) O A
0+ V- Vo) [f(tz,n(t,2))] = [0uf + Vad - Vauf + (8,) (0 + V- Van)] (8,2, 1(t, 7))
et (7.16) résulte de (7.15) .
Appliquons (7.16) & f = d,¢. 1l vient
(0:+V - Vi) B = [0:0y0 + Vayo - Vay0yd] (t, z,n(t, x)).

Ensuite d’apres (2.4) on a
eqphil]| (7.17) —P =0+ %!Vx,y¢!2 + gy.
Dérivons cette égalité par rapport a y et prenons la trace sur X. Il vient, d” apres (7.3)
a = [0:0yd + Vayd - Vo 0ye] (t, 0t 2)) + g,
ce qui implique (7.11).
Appliquons (7.16) & f = 0y, ¢. 1l vient
(875 +V. V$)Vk = [8t8$k¢ + Vay® ViyOry ¢] (t,z,n(t,x)).
Dérivons (7.17) par rapport a x prenons la trace sur . Il vient
—(0g, P)(t,z,m(t,x)) = [@&ckqﬁ + Vaey® VO, gb] (t,z,n(t,x)).
Enfin, en dérivant I’égalité P(t,x,n(t,x)) = 0 par rapport a zy, il vient
[0, P + (02,m)(0y P)] (¢, 2, (t, ) = 0
et en prenant la trace sur X on obtient
(02, P)(t, z,m(t, 2)) — alx = 0,

ce qui prouve (7.12).

Pour montrer (7.13) on dérive (7.15) par rapport & x; pour i = 1,...,d. Il vient
d
(7.18) (0 +V - Va)Gi = 0B = > (9:Vi) (k).
k=1

Utilisant les définitions de B et V' et dérivant par rapport a x; on obtient

U

d

0;B — Z(&‘Vk)(akn) = [8:0y¢ + (0in)(9;8) ]|z — Z(akn) [0i0K0 + (0in) (8k0y9) ] |5,
=1 |

— [0,0:0 — Vun - Vodis] |5, + 0 [026 — Van - V.0, 8] |5
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On en déduit que

(7.19) = [(8y = Van - V)05 + 0in[(9y — Van - Va)9y¢] s,

Soit #;,i=1...,d et 0 les solutions variationnelles des problemes
Apybi =0, Oils =V, Agy0=0, 0y =DB.

Alors
G(W)VZ = [(ay - vxn ’ Vx)ez] ’27 G(U)B - [(83; - Vxn ' Vx)e] |E-

On ecrit

[eq:zeta3] (7.20) Fi=GmVi+ Ri, Ri=(0y—Van-Ve)(0i¢ = 0i)ls, i=1,....d,
eq:zeta .
- =GB+ Ravs, Raps = (0~ Van- V)06 — )l

et, compte tenu de (7.19), il suffit de montrer que les R;,i = 1,...,d + 1 vérifient (7.14). La
preuve est identique a celle du Lemme 7.2. On pose ©; = 0; — 0;¢,U; = (0y — Von - V)0
et on applique le Théoreme 4.18. On obtient pour R; la méme estimation que pour v dans le
Lemme 7.2.

7.2 Estimation du coefficient de Taylor

Dans ce paragraphe, on prouve quelques estimations du coefficient de Taylor.

Proposition 7.4. Soit d > 1 et sp > 1 + %. Pour tout s > sy il existe F: RT — RT

croissante telle que pour tout t € [0,T],

la(t) = gll ey < FU0 0 ViBYON e oot b s i)
1(n,%, V., B)(®)]]
Pour 0 <e <s—1-—4d/2, il existe F croissante telle que pour tout t € [0,T],

gy VOOV T Oer < PV BYO o)

ORI I3 [ ——

(.21)

1 1 .
H 2 xHT2 x Hsx Hs

7.3 Paralinéarisation du systeme (7.11), (7.12), (7.13)

On introduit la ”bonne inconnue d’Alinhac”. On pose
bonneinc | (7.23) U=V+1y,,B=V +1T:B
puis, pour s € R,

(7.24) Ue= DYV +Te(DY'B,  G= (D)*C.
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Proposition 7.5. Il existe F : RT™ — R™ croissante telle que

(7.25) (8 +V - Vo) Us + Tols = f1
(7.26) (0 +V - Vi) — TaUs = fo.

ot a est le coefficient de Taylor, A a été introduit dans (4.28) et pour tout t € [0,T]
1O 2O gy < F OV @ BEN ey o)

(7.27)
A+ IV Ollas + In@ oy + 1BOa)

Etape 1: paralinéarisation de (7.12).

Lemme 7.6. On a

(7.28) O+ Ty - Vo) V+ Tl + T (8 + Tv - Vi) B=

ot, pour tout t € [0,T]

s ()l y < F U VOB, vt v ) CHIV @ 0O+ BO 1)
o H° = H°(RY).

Démonstration. Les estimations se faisant a t fixé nous 'omettrons dans ce qui suit. Soit

so > 1+ g. En utilisant le Théoreme 10.11 avec o9 = s, 01 = S,00 =59 — l,a=V,u =V, V
on obtient

(7.29) WV VoV =Ty - VioVl|gs < CV| g ||V s
De méme
(7.30) [Te(V - VB =Ty - Vo B)|as < Cllnll i 3 IV | 2520 | Bl -

Ensuite on écrit (a — g){ = Ta—g¢ + T¢(a — g) + R(¢,a — g), d’ot I'on tire

a¢ = ToC + 9¢ — Ty¢ + Te(a — g) + R(C,a — g)
=Tol +Te(a—g)+ I —¥(D))¢+ R(¢C,a—g)

ouy € C®, (&) =1si|£| > 2. On se propose de montrer que
(7.31) (I = (D)) les < Clinll ovys 1RG0 = g)llas < ClICH -1 la = gl

Admettons ceci un instant, alors le lemme résulte de (7.29), (7.30), du Théoreme 77?7 , du
fait que (0 +V - V,)B =a — g et de (7.31).

H 3

La premiere inégalité de (7.31) est évidente. Pour la deuxiéme on écrit

RGa—g)= > > (80(Axla—g) et

Jj2—-1]j—k|<2
1(ARO)(A(a— )2 < [AkC]lze | Aj(a — g)]l2 < C273|¢]| b2 76=3)|a— g|
< Cle;277||¢||

HS_

Hsoff ||a - g”Hsff‘
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Etape 2: on commute (D,)% a I’équation (7.28). Le calcul symbolique paradifférentiel montre
que

11T, (D) oy _CllaH 100 SC(la=gll 10 +9)

(7.32) 11T, (D)l (HCHWW
ITv - Vi, (De)® ]HHHL? < OfVilwree-

Comme s > 1 + % I'injection de Sobolev et ’estimation du coefficient de Taylor impliquent
que
(8,; + Ty - V;C) (D2)°V 4+ To(Dy)*¢C + Tt ((% + Ty - VI) (D;)°B = hy, ou

12|l rs(ray < F(I(n, V. B))| ) +1Bll)

L+ [V + lInll er
D’autre part le Lemme 10.22 implique que

HOT 2 x H% xHSo) (

I[T¢; 0+ Ty Val(Da) Bl 2 < F(ll(n, V, B))| L[Vl o g + 1B ).

H50+% x H50 XHSO) ( HbJrQ
En effet, d’apreés (7.18) on a

10 +V - Vol < [VaBllw +ClCz=VaV e < U0V B, h s sra)

: d
puisque sp > 1+ 5. ]

On en déduit que

(0r + Ty - V) ((D2)°V + Te(Dy)°B) 4 Ta(Dy)%C = f1
ou fy vérifie (7.27).
Etape 3: paralinéarisation de ’équation (7.13).

En appliquant le Théoreme 10.11 avec og = s — ;, o1 =8,09 =5)— 35,04 ="V,u=V;( (ce qui
est possible puisque sy > 1 + %) il vient

IV =Tv) - Valll oy < ClIVIIas 0l

A

Pour paralinéariser la quantité A = G(n)V + (G(n)B on utilise les résultats de la section 4.
On a
GV =TV +Rm)V, Gun)B=T\B+RnB

de sorte que ’on peut écrire

A=T\V+({T\B+ R(n)V +(R(n)B=T\V +T¢T\B+ ({ —T¢)TnB + R(n)V + (R(n)B
=T\U+ [T, TA\]|B + (( = T¢)TAB + R(n)V + (R(n)B

puisque U =V +T¢B, (cf. (8.6)). D’apres le ”calcul symbolique” on a

I[Te, T B oy < C{MG(OMI(A) + My (MM ()} Bl -
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1
Comme MZ(¢) + M1(\) < .7:(||17||HSO+%) on obtient
2

ITe, TABI| oy < F (Il (]

7 — H50+%)

| B| s

Ensuite en utilisant le Théoreme 4.14 avec t = s — %, on peut écrire
IRV ooy +IRMBI ooy < FUll s 1)UV 25 + 1Bl 1)

Ensuite, comme sy — 1 > g on a

ICRM) B[ -3 < CUICl -1 1 R(n) Bl

L < ot FIC 3 IROD Bl 1)

H
de sorte que
ICRIBI. g < FU0 B gey, )l ooy + 1Bl
Enfin en utilisant le Théoreme 10.11 avec so = s — %, 81 =8— %, S9 = Sp on peut écrire
(¢ =T)TABI oy < ClICH oy 1TABll o0 < Il

2 — H° ™2
< Fli(n, B)

1 Mo (V)1 B] o

H*t2
[ 1 e

On en déduit que A = Th\U + R; avec

IRy < F0 VB s e gpo) (1 VI + 10l evy + 1B )

H 2

et il résulte de (7.13) que
(& + Ty - V)¢ = TaU + R

ou Ry vérifie la méme estimation que Ry ci-dessus. Enfin en commutant cette équation avec
(D,)® on obtient la seconde équation de la Proposition 7.5.

7.4 Symetrisation des équations

Proposition 7.7. On introduit les symboles

v=Vad g= %
et on pose 05 = Ty(s. Alors
(7.34) 0ils + Ty - V0 — T \Ug = Fy,

ot les termes sources Fi, Fo vérifient

(7.35)  [(Fu0). FaOllzzzz < F0@). VOB, id o )
(7.36) Oy + IV O i+ 1B a2).

pour tout t € [0,T] (o H” = H°(RY)).
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Proof. Les estimations se font a t fixé. On utilise la Proposition 7.5. On obtient les équations
ci-dessus avec

Fy:= fl + (T'qu - Ta)é_s

Fy: =T, fo+ (T — T,)Us — [Ty, 0y + T - V4] Cs.
Le terme || f1|] 12 est estimé dans la Propomtlon 7.5. Ensuite vy est un symbole d’ordre 5, de
régularité C’2 car Vpon € H®~ 3 C 02 De méme ¢ est d’ordre —= de régularité C’2 Comme

vq = a, le calcul symbolique montre que T,,T, — T, est d’ordre —35 et que

(T T = T)Callze < F(lnl )l ey
Un raisonnement analogue montre que

I(TgTx — T1)Usll 2 < -7:(H77HH50+%)HUSHL2-
Comme Us = (D;)*V + T¢(D;)°B on obtient

(T = T)Usll 2 < FlInll o+ 1)UV s + 1B 15)-

H0"32

Ensuite on a

1Ty fallz < FlInll e ) 2011

et on utilise la Proposition 7.5.

Finalement, pour estimer le commutateur on utilise le Lemme 10.22. 11 vient

(7.37) [Ty, 0 + Tv - Vil 12 < K{M, > (

1 1
2@IVIligrre + Mo 2 (@ + V- Va@) G,

1
2

Comme sg > 1+ g on a les estimations

w\»—t

Vilgres < ClIV Iz, Mg (@) < FlInll qez)s 16113 < nll -

_1
Pour conclure il reste a estimer la quantité M *>(dyq + V - V,q). Rappelons que ¢ = az\"s

1
avec A = ((14|Van|?)[€* = (£-Van)?)? > |€], que dyn+V -Vyn=Bet quea>c>0. Un
calcul simple montre alors que

0:g+ V- Vaq| < Ca 2[¢|72 (0 + V - Vo + Vo) [V B| + [Van[* [V, V)
D’ou 'on déduit que
_1
My 2 (0rq +V - Vaq) < F(Inll e 1)UV s + 1Bl ),

ce qui termine la preuve de la Proposition. ]
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7.5 Estimations a priori de U, 6.

On rappelle les notations suivantes.

My(T) := sup [[(n(t), (1), B(t), V(1))
(7.38) el T]
M; = [[(n(0),%(0), B(0), V(0))|

a et xmoxmse L0

1 1 .
HY2 x H*" 2 x Hsx Hs
On se propose de montrer le résultat suivant.

Proposition 7.8. Soit s > 1+ %. Pour tout s > sg il existe F : Rt — R™ croissante telle
que
(7.39)

1 1
1Us ()| oo 0,77,22) + 105 (0| pow p0,77,22) < (F (Moo 0) + T2 F (Mo (T))) (M0 + T2 M(T)).
Démonstration. Multipliant (7.33) par Us et (7.34) par 65 et intégrant en espace on obtient

dt{HU 2o + 10s ()22} + (1) + (IT) = (I11), on

(7.40) (1) —< v Ve U() Us( >+<TVt - Vi0s(t), 05(1)),
=(T (t>9 (£)) = (T Us(2), 0s(t)),
(IU) (F1(t), >+<F2 (t)>-

On a (T, 0;Us(t), Us(t)) = —(Us(t), (Ty,))* - 8;Us(t), ) — (T, v, Us(t), Us(t)). Ensuite

[{To,v; ) Us (1), Us(0))] < CIV;(®)llwoe 1Us(B)] 2.

D’autre part, d’apres le calcul symbolique, 'opérateur Ty, — (ij(t))* est d’ordre —1 et sa
norme est bornée par C||V;(t)|lwi.0 < C||V;(t)| mso. On en déduit que

(7.41) (D] < CIVO)llaso (10Ol z2 + 105(6) 22).-

[SIE NI

De méme, comme v(t) € ', le calcul symbolique montre que l'opérateur Ty — (Ty )"

1

opere de L? dans L? et que sa norme est bornée par CM? (y(t)) et donc par .7:(||Vxn||w%7oo)
2

1). Alors

et finalement par .7-"(Hn\|hm+7

(7.42) [ID] < FUnll o) (IUs@) Iz + 1052 22)-

Posant ®(t) = (||Us(t)[|22 + ||6s(t )HLQ)%, il résulte de (7.40), (7.41), (7.42) et (7.35) que pour
0<t<Tonald(t)? < F(M(T))M, ( ) () de sorte que ®(t) < ®(0)+3TF (M, (T)) Ms(T).
Comme Us = (D)°V + TC<D)SB et s = T,(D)%C on a ®(0) < F(Ms,0)Ms,0, ce qui prouve la
proposition. O
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7.6 Estimations des inconnues originales

Dans ce paragraphe nous allons montrer que les estimations obtenues sur Uy, 5 permettent
d’en déduire des estimations sur n, 1, V, B dans L*° ([0, T, H5 3 x H 3 x HS % H?). Rappelons
que

Us = (D)’V +Ty,(D)°B, 605= Tf<D>st77.

>e

La preuve se fera en quatre étapes.

(7) On commence par démontrer des estimations de (1, V, B) et du coefficient de Taylor a
dans des normes Sobolev plus faibles.

(73) Utilisant 1’estimation obtenue sur #s on montre comment en déduire une estimation de 7
dans L*([0, T], H**2).

(737) Ensuite utilisant 'estimation obtenue sur Us on estime (V,B) dans L*>([0,T], H® x
H?). Dans cette étape on utilisera de maniere essentielle le fait que ’on peut paralinéariser
I'opérateur de Dirichlet Neumann dans un domaine a frontiere de classe H* pour u > 1+ %.

(iv) Enfin lestimation de ¢ découlera de celles obtenues sur (1, V, B).

Lemme 7.9. Soit sp > 1+ %. Pour tout s > sg il existe F : RT — R™ croissante telle que
(7.43)

Il o 1,79+ 1V, B | < {F M 0)+ TF(Myy (1) (Mo + T3 M,(T))

1 1
Loo([0,T],H* 2 x H* 2

d
et pour tout 0 <e <s—1-3

1 1
(7.44) llall o jo.17,05) < {F(Mso0) + T2 F (Mo (T)) }( My + T2 My(T)).

Démonstration. On déduit de (7.11), (7.12) et (7.15) que
on+V -Vyn=F, OV+V.-V,V=F, 0B+V- -V,B=F;

ou F} = B, Fy = —a(, F3 = a — g. Utilisant (7.21) et les lois de produit on obtient

y < Flltn(®), V(©), B(H)]]

IEL @)z + IE2 (O oy + IEBO o1

HOT S x %0 sto)
OO R ON:IG) | E——

En utilisant I'estimation évidente A1 0,77y < T'[|h]| Lo (jo,77) on en déduit

< T2 F(Myy (1)) T2 My(T).

I 21 om0, 5y + 12l Loy =

e TR

Alors (7.43) découle du Lemme 10.25 (Appendice) avec o = s et ¢ = s — 3. Montrons (10.51).
Nous allons estimer la norme L*°([0,7], L*°) de a. = (D)%a. On a

(O +V -Vy)ae = (D)0 +V - Vy)a+ [V, (Dy)] - Vya := G + Ga.
En utilisant (7.22) on obtient

Gl L1 (jo,7),00) < TF (M (T)) Ms(T).
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D’autre part d’apres le Lemme 10.26 on a

IV, (D)) - Ve fllre < ClIV sl fllce-
En utilisant le fait que V,a = V,(a — g) et la Proposition 7.4 on obtient

T T
G2l (jo,77, L) < C/O V@)l zslla(t) = glles dt < C’/O V@)l 7o la(t) = gll o3 dt
< TF(Mey (1) M(T).
Il suffit alors d’utiliser le Lemme 10.25 pour en déduire 10.51. O

Lemme 7.10. Soit sp > 1+ %l. Pour tout s > sq il existe F : RT — R™T croissante telle que

(7.45) | ) S AF (Mo 0) + T2 F(My (1)) } (Map + T2 My(T)).

1
Le=([0,T],H* 2

Démonstration. Choisissons € > 0 et N € N tels que

d 1
0<€<s—1—§, (N+1)5>§.

Posons R =1 —T1T,, dou (I — R)(s = T1T,(s; rappelons que (s = (D3)%C,( = V0. Alors
q q
G={I+R+...+ RMTLT, ¢+ RYTIC.
q

Comme ¢ = \/g le calcul symbolique montre que pour tout p € R il existe F : RT — R™T
non décroisssante, ne dépendant que de € et inf(, ;yc(o 71xRre @ telle que

IR s e < F(lla)llcs + [In(®)]l ca+<)
et
174 || < Flla)llzee + lln)lwes).

1
2@ 'H* I He —

On en déduit que pour 0 < j < N +1
IR 0l e < Fj([la®)lles + [0 gree) [10] o-se
Par conséquent, prenant p = —%, il vient compte tenu du choix de N

192l ey = 16—y < Fla@ e + 1m0 Ies) (T Tyell -y + 16603 -oxne)

< Fllalles + lInll i) 1Ty sl zz + 16l z-1).-
D’apres la Proposition 7.8 on a (T,(s = 6;)

1 1
I T Gsll oo (ro,77,22) < (F(Mig,0) + T2 F (Mo (T))) (Msp + T2 My(T))...
Ensuite d’apres le Lemme 777 et les injections de Sobolev on a
lall e to:21,05) + 11l oo o000 |+ 1Gsll e o27,81-1) < F(Mag0) + TF (Mg (T)
d’ot finalement

IVanll .y < (F(Myy o) + T2 F (Mg (T))) (My + T2 My(T)).,

H" 2

ce qui joint & (7.43) prouve le lemme. O
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Lemme 7.11. Soit s > 1+ %. Pour tout s > sg il existe F : RT — R™ croissante telle que

1V, Bl oo ooy < F(F(Mag0) + T2 F(Myy (1)) (M g + T2 My(T)).

Démonstration. Posons I = [0,T]. Rappelons que U = V 4T B. On prouve tout d’abord que

(7.46) |0l oo 1,619y < F(F(Mag0) + T2F(Myy (T))) (Mo + T2 My(T)).

Pour cela on écrit (D,)°U = Us + [(D,)®, T¢]|B. Ensuite d’apres le calcul symbolique on a, a
t fixé et puisque s > 1+ g,

-

2

IKD2)" TeJ B 22 < CICOI 3 1BOI -y < Cln@ s 1BOI oy

On en déduit que
01z 1) < OO r2) + 1l g ey 1Bl g )

et on utilise la Proposition 7.8, (7.43) et (7.45) pour conclure. Ensuite prenons la divergence
des deux membres de ’égalité U =V + T;B. En utilisant le Lemme 7.2 et (4.35), il vient

div U =div V + Tgiy ¢(B+T:-VyB = —G(n)B + Tic.edive B+
= —T\B — R(n)B + Ti¢.e+aive B +v = TpB — R(n) B + Taiv¢ B + 7,

ol p:=—A+1i(-& D’apres les Lemmes 7.2, 7.10 et 7.11 on a

(7.47) IV gty < F(F(Mag0) + T2 F (Mo (1)) (M + T2 M (T).

Notons que [p|> = A2 + (Vo1 - £)? = (1 + [Vanl?)|€]? > €%

On écrit alors B = T1T,B+ (I — T1T,)B. Comme T,B = divU + R(n) B — Ty B — 7 il vient
P P

(7.48) B=TidivU —Tiy+SB ot S=Ti(—Tae+Rn)+ (I—-T1T),).
P P p p
Nous allons prouver que

7 A 9 1 3 A ”
S est un opérateur d’ordre — 5 dont les seminormes sont bornées par F (HUHLOO (7 Ho )) .

1
En effet comme V.7 € H%=3 C CZ,onape Fl%. On en déduit que % S le avec M;l(pfl) <
2 2

]:(||17||LOO(I Hso+%))‘ Ensuite on a div( = An € H*~% de sorte que le Théoreme ?? avec

a:u—%,ﬁ:s—%ona(atﬁxé)

[ Taivcu@ -y < ClnO o g () ]|z
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i.e. Tyiyc est un opérateur d’ordre % Ensuite le Théoréme 4.17 (cas 1) montre que 1'opérateur

R(n) est également d’ordre % avec des seminormes majorées par F (||17||Loo 1LE %)). Enfin le
calcul symbolique montre que 'opérateur I — 117}, est d’ordre 1 — 1 — % = —% avec des
P

seminormes bornées comme ci-dessus, ce qui termine la preuve de (7.48).

On déduit du Lemme 7.10 que le seminormes de S sont bornées par

1 1
]:(]:(MSO,O) + T2 F (Ms, (T)))<Ms,0 + T2 M(T)).
D’apres (7.48) ona B=W +SBou W = Tidiv U —Ti~. D’apres (7.46) et (7.47), W vérifie
P P

1 1
IW | oo 1,5y < F(F(Mgo0) + T2 F (Mg (T))) (M0 + T2 My(T)).
Alors

1Bllzoeir,iey < W looqrm +HISBllie ey < IW oocrm+F Ul g s WB Ny ety

En utilisant I’ estimation de la norme de B dans L*°(I, H 5_%) donnée par (7.43) et le Lemme
7.10 on obtient

1
1Bl ooz, < F(F(Mag0) + T2 F (Mo (T))) (Mo + T% My (T)).

Enfin comme U = V 4 T¢:B on déduit de ci-dessus et de (7.46) que V vérifie la méme
estimation, ce qui termine la preuve du Lemme 7.11. ]

Lemme 7.12. Soit s > 1+ %. Pour tout s > sg il existe F : RT — R™T croissante telle que

90 g 3, S F(F(Mag0) + THF (M (1) (M + TEML(T)).

Démonstration. Comme V10 = V 4+ BV,n et que la norme L*>(1, Hs_%) de (Vun,V,B) a
déja été estimée il reste & estimer [|1)|| o (s 12). Nous allons montrer que

1 1
(749 OV g e L

L’équation sur ¢ s'écrit 0yp = —gn—3|Vo)|?*+3(1+|V,n[?) B2 = 0. Comme V = V,¢)—BV,n
on obtient

(0 +V - Vo)t = 0pp + |Vab|> — BVtp - Von
1 1
= —gn+5|Vat* + S(1+ |[Van*) B* = BV, Vany
1 1 1 1
= —gn+ 5|Vat = B> + SB* = —gn+ S |V|* + S B
2 2 2 2
On utilise alors l'inégalité (10.44) de la Proposition 10.25 avec f = —gn + 2|V|*> + 1B% en

majorant la norme L2 du membre de droite par la norme de I'espace H~! qui est une algebre
et la norme L] par T fois la norme L{°, ce qui termine la preuve du lemme. ]

La démonstration du Théoreéme 7.1 est donc achevée.
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8 Contraction
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Dans ce paragraphe on établit des estimées de contraction pour la différence de deux solutions
dans des normes plus faibles que celles utilisées précédemment, ce qui est classique dans les edp
quasi-linéaires. Ces estimations permettront de prouver I'unicité mais également ’existence
de solutions.

Théoréeme 8.1. Soitd > 1,5 > 1—}—%. Soit (n;,v;),j = 1,2 deuz solutions du systéme (2.12)
sur [0, Tpl, Ty > 0, telles que

(nj> ¥, Vj, By) € CO([0, Ty, H¥*2 x H*T2 x H® x H?)

Supposons également qu’il existe ¢ > 0 telle que aj(t,z) > ¢ pour tout (t,z) € [0, Tp] x R? et
7 =1,2. Posons

ni=mn—1m, VY=y1—1v, V:=Vi-Vs, B=DB;— DBy,

Uj = (n;,v;, V5, Bj), U=, V,B), M;:= sup [U;t)]

s+5 s+ ] "
t€[0,To] H "2 xH"™2 xHSx HS

Il eziste alors une constante positive K = IC(My, Ms) telle que

(8.1) HUHLOO([O Tol,H'™ 5 x H*= % x Hs=1 x H5—1) < Klele=oll o3 pro=3 s prot o

Posons

N(T) := sup [U(t)]|

5— 3 s—3 -1 -1
t€[0,T) H> " 2xH” 2xHs~1xHSs

Le résultat ci-dessus découlera de I'estimation suivante,
(8.2) N(T) < F(M; + M)(N(0) + TN(T))

pour une certaine fonction F : RT™ — R™ croissante ne dépendant que de s et d. En effet si
Ty < Ty est choisi tel que Ty F(My + Ms) < 5 on aura N (1) < 2F(M; 4+ Ma)N(0). Itérant
cette estimation sur les intervalles [T, 2T4], ..., [To — T1,To] on déduit le Théoréme.

Le reste de ce paragraphe est consacré a la démonstration de (8.2).

Rappelons (cf. Proposition 7.3) que si 'on pose £; = 0; + V; - V, on a les équations

[,ij =0 -9,

9 £, =6, (G = Vo)

L = Gn;)Vj + ¢;G(n;)Bj + R;.
On en déduit les équations satisfaites par les différences,

L1B+V - -V,.By =uq,

(8.4) LV +V -V Vo = —ax( — a(y,

Lo+ V -V (1 =G(m)V +GG(m)B +(G(n2)B2 + R+ S
ou R=R; — Ry et
s=] (8.5) S =[G(m) — Gn2)Va + Gu[G(m) — G(n2)] Ba.
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Remarque 8.2. On aurait envie de travailler directement sur ce systeme et d’appliquer les
inégalités obtenues dans la Proposition 10.25 (équations de transport) . On ne peut pas le
faire car les membres de droite ne sont pas au bon niveau de régularité (ce ne sont pas de bons

. . 3 .
termes sources). Par exemple on doit estimer ¢ dans H® 2 mais, dans le second membre,
G(m)B dans H 2. 1l faut alors trouver une autre forme de ces équations et c’est 1a que la
”bonne inconnue” entre en jeu.

Lemme 8.3. Les différences (,V, B sont solutions du systéme

56) {£1<V+clB> +al=F

Lo —G(m)V — GG(m)B = F»

ol

|(FY, Fz)HLoo([o,T],HS*leS*%) < F(My + Ma)N(T).

Démonstration. On commence par réecrire le systeme (8.4) de la maniére suivante.

£IB =a-+ f17
(8.7) L1V = —as( —al1 + fo2,
Lo =G(m)V +GG(m)B+ R+ S + f3,
ou
fi=-V VB, fo=-V-V,Vo, f3=-V-V,(1+(G(n2)B

D’apres le Théoreme 4.26 et la preuve de la Proposition 7.3 on a

(8.8) , HIS] < F(My + Ma)N(T).

HR”LOO([O,T], Lo (0,7, 25" %)

Ensuite puisque s > 1+ § 4 H5=1 est une algebre, de sorte que 'on peut écrire

A1l s=r + 12O g1 < CIV Ol s (Ve Ba () -1 + [V Va (@) r2-1),

(8.9 < F(My + My)N(T).

Pour estimer le terme f3 on utilise les Théoremes 10.10 et 4.13. On obtient

V- Vel oz < CIVIO =1 IV @) omg < CM)N(T),
1CG(n2) B2(D)]] o3 < ClIG(02) Ba(t) |1 [ICO)]] -5

< C"F(|ln2 yes IB2@) s lIn@1 oo s
< Fi(M2)N(T).

par conséquent

(8.10) I f3l < F(My + Ma)N(T).

L ([0,T),H"3) =

Ensuite on a
Li(V+GB) =LV + QLB+ BLi(,
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F’2

de sorte qu’en utilisant (8.3) et (8.7) on obtient
L1(V +QB) 4+ ax¢ = fo + Quf1 + BG(m)Vi + BGG(n) By + BRy == F1.

En utilisant (8.9), le Théoreme 4.13 et le fait que s > 1 + g on obtient

(811) HFIHLOO([O,T],H571) S f(Ml —|— MQ)N(T)
Enfin d’apres (8.7) on a [y = R+.S+ f3 de sorte que 'estimation de F» dans L>°([0, 17, Hsfg)
résulte de (8.8) et (8.10). O

L’étape suivante consiste & symmetriser le systéme (8.6). Notons I = [0, 7.

Lemme 8.4. Posons

A= V(1 + [Vem ) [E2 = (Vam - €)?
et
L=y Mas, ¢=T/(V+aB) 0=T,4C
Il existe alors F : RT™ — R croissante telle que

(8 12) (8t+TV1 ‘Vx)go—l—TZH:gl
' O+ Tv, - V)0 — Tip = g9

et

1919200 et e, < F M1 + M)N(T),

Démonstration. On part des équations (8.6) ot I'on remplace £; par 0y + Ty, - V,, ag par Ty,
et G(n;) par Ty, + R;(n;). On obtient
(8.13) (8t + TV1 . Vx)(V + CIB) + TagC =F + (TV1 — Vl)(V + CIB) + (Ta2 — ClQ)C = Fll
En appliquant le Théoreme 10.11 avec 09 = s — 1,01 = s,09 = s — 1 on obtient a ¢t € I fixé
(T, =V))(V+GQB) ()| s < ClVL@) s IV (O =1+ [ Cull zrs—1 [ B@) | rs—1) < F(My)N(T).
En appliquant le Théoreme 10.11 avec 09 =s— 1,01 = s — %, 09 =S — % on obtient

1(Tay — a2)C() | =1 < C(llaa(t) = gll o3 + DICOI o
On a utilisé ici le fait que

(To, — a2)¢ = (Ta,—g — (a2 — 9))C + (D), ¢ € 5.

On en déduit que

. < F(M3)N(T).

2

Pour traiter la deuxieme équation de (8.6) on écrit

(O + Ty, - Vi) =T\, V =T, Ty, B = Fy + (T, — Va2) - Va(

(8.15) +(G(m) = D)V + (GG(m) = T Ty, )B = Fy.
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D’apres le Théoreme 10.11 avec 09 = s — %, 01 =8,00 =8 — % on a

1(Tv, = Va) - VaC (@) o3 < ClIVa(Oll s VaC )] -5 < F(Ma)N(T).

Ensuite d’apres le Théoreme 4.17 avec sp = s,t =5 — % et on obtient

1(Gm) = TV g g, + 1(Gm) = To) B < FM)N(T).

Lo(LE"3) =

Ensuite, on écrit

(QG(m) =TT )B = (G = T, )G(m) B + T¢, (G(m) — To,) B.

On utilise le Théoreme 10.11 avec g = s —
avec o0 = s — 2. 1l vient

1(G = T )Gm)BO -3 < NGO o s FUm O DB s < F(M1)N(T).

%,01 =s— %,02 = s — 2 puis le Théoreme 4.13

Enfin on utilise les Théoremes 10.7 et 4.14 avec s = sg,t = 5 — % il vient

1Te, (G(m) = Th) B o3 < CllG e FUm @ o IB@ -1 < Fr(M1)N(T).

2

On en déduit que

(8.16) Fi(My + Ma)N(T).

/
18l ety <
En résumé on a montré que

(O + Ty, - Vo) (V 4+ B) + To, ¢ = FY,

8.17
( ) (O + Ty, - V)¢ =T,V = Tp, T\, B = F,

avec

I(FY, By) < F(My + Ma)N(T).

3
Loo(I,Hs— 1 x H*" %)

On applique T 5 & la premiere équation et T’ g; a la deuxiéme et on utilise les estimations
suivantes

(818) NTysm @+ Tvr Vo)l oy eg

< K(M)(MZ (VAL + ME (9 + Vi - Va)v/A) < K/(My)

(819) 1[Tye5 00+ T Vol ey
< K(Ms) (MG(vaz) + My((9y + Va - Vi )v/ag)) < K'(Ms),
qui résultent du Lemme 10.22 et de (7.13) (resp. (7.22)). On obtient

((9,5 + CTV1 . V)Tm(v + ClB) + T\/HTQ2C - Gl,

(8.20)
(at + TV2 : V)T\/EC - T\/@(T)\lv - TC1T>\1B) = Gy,
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ou
(GGl g et g3y S F M1+ MR)N(T).

Ensuite, d’apres le calcul symbolique, 'opérateur 7 =T’ i Lao — T ey L /as est d’ordre zéro
avec des seminormes bornées par F(M; + Ms). Alors

< F(My + Ma)|¢]| < F(My + M2)N(T).

(S — peiad) <

Alors la premiere équation de (8.12) se déduit de la premiere équation de (8.20). D’autre part
les opérateurs T, T, —Th,¢, et T\, T¢, — T, ¢, sont d’ordre % avec des seminormes bornées par
IC(My); il en est donc de méme du commutateur [T¢,, Ty, ]. Ensuite on observe que I'opérateur
T /T — Tyazxy Tyay est d’ordre % avec des seminormes bornées par KC(M; + M) et enfin
qu’en vertu du Théoreme 10.11 avec g9 = 01 = S — %, o9 =s—1ona

[T, B = G B KM Bl oo (1,15-1)-

Lo (I H*‘?) =
Alors la deuxieme équation de (8.12) se déduit de la deuxieme équation de (8.20), ce qui

termine la preuve du Lemme 8.4. ]

Rappelons que nous avons posé

N(T) = S;lel?||(77,¢,B,V)(t)IIHg_ﬁxHq_me et
QOZT\/H(V‘FClB), GZT\/@<

Lemme 8.5. Introduisons
N(T) = Sttel?{Hﬁ(t g el s -

On a alors
(8.21) N(T) < K(My, Ma)(N(0) + TN(T)).
Démonstration. La continuité de opérateurs paradifférentiels dans les espaces de Sobolev et
le fait que H5™! est une algebre impliquent que
N(0) < K(My, Ma)N(0) N(T) < K(My, My)N(T).
Il suffit donc de montrer que

(8.22) N(T) < K(My, My)(N(0) + TN(T) + TN(T)).

Pour cela on commute <Dx>s_% aux équations (8.12) et on effectue une estimation L2. On
utilise alors le fait que

I(Ty, - Ve + Ty, - Vaellpare S CIViiwree, (T — (1) |l g2 2 < f(”(m#n)HWg,ooxwg,w

et que [Ty, - Vg, <Dx>s_% est d’ordre s — 3, de norme majorée par C||V|[yy1.o. O
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est:diff-eta

est:diff-etal

est:diff-eta2

est:diff-VB

trace:w

8.1 Estimations des inconnues originales

Proposition 8.6. Il existe F : RT™ — R™ croissante telle que

(8.23) < F(My+ Ma){N(0) + TN(T)}

(T p—

Démonstration. Des équations 0;n; = G(n;)1; on déduit
t
/ G(m)y da—l—/ (G(m) — G(T}Q))I/JQ(O’) do

En utilisant les Théorémes 4.16 et 4.26 il vient

(8.24) 10 e -y < IO g + TFOO A+ M)l ety
< F(My + M)(N(0) + TN(T)).

Ensuite comme 6 = T' 5V n on a TJ%H = TJ%T\/@VIU = (I—R)V,n ou R est un opérateur
d’ordre —% dont les seminormes sont majorées par K(Mz). On déduit du lemme 8.5 que

oy IV ty SV oy IRl
g F(M;y + My)(N(0) + TN(T) + K(Ma)|Vanll oo (1, r5-2)-

De méme

Vel sy < FOM + M) (V) + TN(T) + KOl ey
Le lemme découle alors de cette derniere inégalité ainsi que de (8.24) et (8.25). O
On peut maintenant estimer B et V.
Proposition 8.7. Il existe F : RT™ — R™ croissante telle que
(8.26) (B, V)|l oo (1,51 x 51y < F (M1 + M2){N(0) + TN(T)}.

On commence par estimer B. Soit q~5 = ggl — 52 ol qgj est 'extension harmonique dans Q de
la fonction ;. Posons
a2:52 e
bQ = , W= ¢ — Tb pP-
asz 2

Notons que ba|,—o = Ba, 5\220 = )1 — 1)y := 1) et donc

(8.27) W|.=0 = — T,

La premiere étape consiste a relier w, p et B.
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Lemme 8.8. On a

(8.28) B= [ (azw — (b — Ty,)0sp + Taszpﬂ oo

Démonstration. On a

8251 8252 az(g 1 1 ~
br=b= B #=0 = - 0 z=
s (8Zp1 62p2)| " <az/)1 " (3zp1 sz) ¢2)| 0
_ (88 _ o ddy
8zp1 azpl aZPQ z=0
et on remplace ¢ par w + T}, p dans la derniere expression. 0

Ensuite on estime des dérivées de bsy.

Lemme 8.9. Pour k =0,1,2 il existe F : R™ — R™ telle que

955 < F(lmll o)Wl v

CO((=1,0),Lo(I,H*~3~%))

Démonstration. On borne Vx,zgg dans L*°((—1,0), L>(1, Hs_%_k)) en utilisant le Corollaire
4.20 (régularité elliptique). On borne ensuite 02¢y en utilisant 1’équation satisfaite par ¢ et
les lois de produit. Enfin on estime les dérivés de po directement a partir de son expression. [

On peut alors estimer certains termes du membre de droite de (8.28). En effet en utilisant le

Théoréme 10.11 avec 0p =s— 1,01 =s — 1,09 = s — 2 il vient & ¢ fixé
’ 2 2

[(b2 = Tb,)0zplo=0ll -1 < Cllbalz=0ll o3 [02p]2=0l <5 < || B2

) RS (/]|

et donc en utilisant la Proposition 8.6 il vient

(8.29) (b2 — Tp,)0zplo=0l Loo (1, ps-1) < F(My 4+ M2){N(0) + TN(T)}.

Ensuite, comme s — % > %l on a

1 To.6, ple=oll -1 < Cl0zb2|=0ll o3 0]l s
Le Lemme 8.9 et la Proposition 8.6 impliquent alors
(8.30) 1To.5, ple=ollpoe (1, -1y < F(My + M) {N(0) + TN(T)}.

Pour terminer la preuve de 'estimation de B dans la Proposition 8.7 il suffit donc de prouver
le résultat suivant.

Lemme 8.10. II existe F : RT™ — R™T croissante telle que pour tout t € [0,T]

IV wllco(1,0p,ms-1) < F(M1+ M2){N(0) + TN(T)}.
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La méthode de preuve consiste a montrer que w satisfait une équation elliptique, dans les
variables (z,z), a laquelle nous pourrons appliquer les résultats du Théoreme 4.18. On
commence par estimer la trace de w sur z = 0.

Lemme 8.11. On a

(8.31) ) — Tynll oo, sy < F(My + M2){N(0) +TN(T)}.

Démonstration. On estime d’abord les basses fréquences i.e. || —T,n|| 3 . L'inégalité

Loo(I,H®2)

1Tl y ey < FOM + M) {N(O) + TN(T)}

résulte de (8.23). Pour estimer 1 on utilise les équations vérifiées par les ¢);. Il vient

1 1 1 1
op = _gn_ivz(¢1+¢2)‘vxw+§(B1+BQ)B+§|V:E771|2(Bl+BQ)B+§BSVQC(’I71+7]2)'VIT} = F.

11 suffit de montrer que

est::F| (8.32) < F(My + Ma)N(T).

T —

L’estimation de n est triviale. Ensuite, a ¢ fixé on a

192 (e +462) - Vbl g < V(e + )y IVl g < FOMy + M)N(T).

H® H*" 2

De méme

I(B1+ B2)Bll, .3 < |1B1+ Bl us || Bl -1 < F(My + Ma)N(T),
11V am |*(By + B2)Bll g < IVaml?|l .oy 1B1 + Boll s || Bll g1 < F(M + Ma)N(T),
IB3Va(m +n2) - Varnll ooy < IB3Valnn +m)ll oy Inll ooy < F(My + M2)N(T),

ce qui termine la preuve de (8.32).

On estime maintenant les hautes fréquences i.e. [|[Vi(¢) — TB,n)| poo(1,rs-1). Comme Vyth; =
Vi + B;jVn; et Vyn; = (j, on peut écrire

est:HF1| (8.33) V(¢ —Tp,m) =V =T, Von—Ty,B,n=V + OB+ (B2 —1TB,)Ven — 1%, B,7-
D’apres le Lemme 10.11 avec 0g = s — 1,01 = 8,09 = 8 — % et (8.23) on a, a t fixé

2] (330)  (Ba— Tu)Vanllr < |BalllVonl g < F(My + Mo){N(0) + TN(T)}.
Ensuite, toujours d’apres (8.23)

est:HF3] (8.35) [T, mynllms—1 < [10llas—1 < | VaBelgs1lnllgs-1 < F(Mi + M2){N(0) + TN(T)}.

Il reste a estimer V + (1 B. On se propose de montrer que

est:BIA| (8.36) |V + 1Bl poor,ms-1y < F(My 4+ Ma){N(0) + TN(T)}.

o7



Rappelons que 'on a posé dans le Lemme 8.4 ¢ = Tm(V + (1B). On a donc
VBphi 8.37 V+GB=T .1 o+ [I-T . T V+GB).
(8.37) A=Y ( o ) ( )

Il résulte du calcul symbolique et du Lemme 8.5 que

< F(My + M3){N(0) + TN(T)}.

sstipni] (838) T @limraen) < FOMel, ey,

Ensuite l'opérateur I — T 1 T /g est d’ordre —% avec des seminormes bornées par F(M).
A

En utilisant deux fois I’égalité (8.37) et l’estimation (8.38) on obtient alors

(8:39) |V +CuBll o1y < F(My+ Ma){N(0) + TN(T)} + F(M)|[V + 1B oo 1, 1r:-2).

Il reste donc & estimer le deuxiéme terme du membre de droite. Comme OB + V1 V,B =
a—V -V,Bs on déduit de (10.45) que

T
1Bty < FUVillo 1) (1B O o [ (1ViePaBlge e V-V Ball =) ).

Comme

IV - VBl peo(1,m5-2) < ClIVallLoo (r,19) |1 Bll oo (1,151,
|V - VaBal| oo (1,5-2) < ClIV || oo (1,5-1) || B2l oo (1,19

on déduit
Bl oo (1,15-2) < F(M1 4+ M2){N(0) + TN(T)}.

De la méme maniere on obtient
IV oo (1, prs-2) < F(My 4+ Ma){N(0) + TN(T)}
et donc, a l'aide de (8.39), on déduit (8.36).
En utilisant (8.33), (8.34), (8.35) et (8.36) on obtient finalement
IV () — Tyn) | poo (1, m5-1y < F(My + Ma){N(0) + TN(T)}

ce qui termine la preuve du lemme. O

Démonstration du Lemme 10.38. Rappelons que w = gz~5— Ty,p. On a

¢+ 1A+ B - V.0 — 110:0 = (1 — 72) D2 + F,

ou
Fi1 = (g — a1)Aga + (B2 — p1) - VO.¢2.
On montre que pour tout ¢ € [0, 7]

(8.40) I oy oy < F (M1 + Ma){N(0) + TN(T)}
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Les deux termes de F} se majorent de la méme maniere. On considérera seulement le premier.
Utilisant le Théoreme 10.10 avec sp = s — %, sp=s—1,5 =s— % on peut écrire a t fixé,

(a2 — 1) Aga| < Cllag — a1l p2( g,z HA¢2||

L2(JH™3) Lo (JH3)

On utilise alors le Lemme 4.28 et le Théoreme 4.18 avec 0 = s — 5 pour conclure que le terme
ci-dessus peut étre estimé par C’H77||Loo 1 F(Ms) et donc, d’apres la Proposition 8.6, par

le membre de droite de (8.40).

1LH™3)

On introduit les opérateurs
P =02 +ajA+B;-V0,, Lj=P -0, (j=12).

Avec ces notations on a 7y; = %p,Pj p; et
ZF]

(8.41) Liv = (11 — 72)0:2 + F1.
En outre
1 1 1 1 1 1
g = —Pip) — ——Pypy = ——P ( - >P —_—p
Y1 =2 9upr 101 B.p2 202 3.2 101+ 91 Oupy 101 9.p 202
1 1 1
- _—p P —P ( _ )P
A VAL RN v W R
- 1p +( L1 )Py + F
0ops P \Oipr T Bpe) T
ou
1
(8.42) Fy= ((m—ag)Angr(ﬁl—Bg)-vang).
22

On observe alors que

(1 1 )P _ O.p Pip1 Oup
101 = —

8zpl - asz asz azpl B _3ZP2 s

ce qui implique

1 0.p 1
— Yy = P F L Fs.
M2 D-5 1P — 9.p ’Yl + I = Dopo 1p+ 12
Incluant cette information dans (8.41) on obtient
(8.43) Liv = by(L1p) = Fy + (0:02) Fy

Nous allons montrer que pour t fixé on a

8.44 H82~Ft,-‘ < F(My, My){N(0) + TN(T)}.
(8.4 @GPt )|,y < FOLMR)NO) + TN(D)
Pour cela on utilise tout d’abord le Théoreme 10.10 avec sy = s — %, 81 =8— %, S =8— %, ce
qui permet d’écrire
[ @80 Bt )], gy < CNOGE oy et I o 3
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Par le Théoreme 4.18, de régularité elliptique, le premier terme du membre de droite est
majoré par F(My). Il suffit donc de borner le second. On a , pour ¢ fixé

Utilisant le Lemme 4.28 et le Théoreme 4.18 on voit que le membre de droite peut étre estimé
par le membre de droite de (8.44). Le second terme de F5 est estimaté de la méme maniere.

1
asz

(1 — a2)Ap2

< F(M - NN ‘
L2(J’Hs—%)_ (Mz)llay a2||L2(J,H 1)|| szLOO(J,HS*%)

Pour estimer ¢ — Tj,p on paralinéarise en écrivant

(845) bQ(Llp) = Tb2L1p + TLlpr + Fg.

Nous allons montrer que pour ¢ € [0,7] on a

(8.46) 1F5(t, - < F(M; + Mz){N(0) + TN(T)}.

)||L2(J,HS—%) =

Pour prouver cela on utilise le Lemme (RESTE) avec v = s — %, 8 =s—2. Then a+ 3 — g >
5 — % On en déduit que pour z et t fixés on a

1E5 (- 2)| g < Clib2ll oy [ L1p]l o2
Therefore
1EsCE M o o9y < Cllb2ll oo ) -3y L0l 220 m15-2).
D’apres le Lemme 8.9 on a ‘|b2(t')HLm(J7Hs—%) < F(M3) et le Théoreme 10.28 montre que

I L1pll (g ms-2) < ~7'—(M1)||77||Hs—%- L’inégalité (8.46) se déduit alors de la Proposition 8.6.
Posons Fy = T}, ,b2. Nous allons montrer que pour ¢ fixé on a

(8.47) [Ea(t, )] < F(My + M2){N(0) + TN(T)}.

L2(J,H*3)
Pour cela on utilise le Théoreme 7?7 avec with a = s — %, B=s—2,u=s— % On obtient
T} A7 (A0 oo L Com  p—
et (8.47) se déduit des estimations précédentes.
Maintenant d’apres (8.43), (8.45) on a
Lo —Ty,Lip = Fy + (0:02) Fs + F3 + F.
Ensuite d’apres le Lemme 8.9 et le calcul symbolique peut écrire
LiTy,p =Ty, L1p + F5

avec

1E5 ()l < F(My+ M2){N(0) + TN(T)}.

3
L2(J,H>"2)
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Par conséquent on a
Lyw = Ly(v—"Thp) = Fi + (0:00) F + Fs + Fy + F5 .= F

ou ||F(t, ~)HL2(J,H57%) est borné par le membre de droite de (8.47).

Utilisant (8.27) et le Lemme 8.11 on peut appliquer & w le Théoréme 4.18 avec 0 = s —1 pour
conclure la preuve du Lemme 10.38 et donc celle de la Proposition 8.7 pour B.

Il nous reste donc a estimer V. On utilise pour cela (8.36) et ’estimation sur B que 'on vient
d’obtenir ainsi que le Théoreme 10.10. 11 vient

IV | oo 1,51y < IV + CBllpoo(1,m5-1) + | Bl poo (1, m5-1) < F(M1 + Ma){N(0) + TN(T)}

ce qui termine la preuve de la Proposition 8.7 et par conséquent celle de 'inégalité (8.2). [

9 La théorie de Cauchy

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le Théoreme 3.1 énoncé dans la section 3, en
utilisant les résultats des sections 7 et 8. La preuve se fera en cing étapes.

FEtape 1: cas des données tres régulieres

Le Théoreme 3.1 a été démontré par Lannes et Wu lorsque la donnée (1, 1)g) appartient a
HE+: (R%) x HE+: (R?) pour 5 > s,(d) assez grand. Pour une telle donnée il existe 7% > 0 et
une solution (n,) € C°([0, T*|, H§+%(Rd) X H§+%(Rd)) du systeme (2.12). En outre

(91) si T" < +oo alors tgr;l* H(n(t7 ')7 ¢(t7 .)>HH§+%(Rd)XH§+%(Rd) = —400.

Etape 2 : régularisation des données

Soit s > 1+ g Posons pour simplifier

W5 = H5T2(RY) x H"2(RY) x H(RY) x H*(RY).

Soit (no, %0, Bo, Vo) € H® et pour € > 0,p-(z) = e (%) ot ¢ € Cg°(R?) est d’intégrale
égale a 1. On pose

10,e = Pe * N0, wO,e = ¥¢ *1/10, BO,E = ek Bo, %,s = Pe* %

Alors lorsque ¢ est fixé, (o, %0.) € HY(RY) x HY(R?) pour tout N € N. On peut donc
appliquer le résultat de ’étape 1 a cette donnée et en déduire que

il existe T* >0 et (n.,.) € CO0, T, HN(R?Y) x HY(RY))

solution du systeme (2.12).
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Nous allons montrer qu’il existe 77 > 0 indépendant de ¢ tel que T} > T} i.e.que ces solutions
existent sur un intervalle de temps fixe. Utilisons pour cela le Théoreme 7.1 avec s = sp. 1l
vient, avec des notations évidentes (cf. (7.1))

ME(T) < F(F(MSg) + T2 F(ME(T))), VT € [0,T7].
Comme (1., %0, Bo:Vo,e) converge vers (no, 1o, Bo, Vo) dans H® (et F étant croissante)
il existe Ag > 0 indépendant de ¢ tel que F(Mg,) < Ag.
On en déduit que
ME(T) < F(Ag + T2 F(ME(T))), VT €[0,T7[.

On déduit du Lemme 10.34 que
est:gronwl| (9.2) 3Ty > 0 indépendant de € : MZ(T) < F(24) := A1, VT € [0, min(Tp, T7)].
Utilisons a nouveau le Théoreme 7.1 avec s a la place de s et s a la place de sg. Il vient

estigronw2| (9.3)  MZ(T) < F(Ag+T2F(A))(M:y+ T2 MI(T)), VT € [0, min(Ty, T2)[.

1 1
Soit alors 0 < Ty < Ty tel que T - F(Ag + T2 F(A1)) < 3. Il résulte de (9.3) que

1
est:gronw3| (9.4) M (T) < Q.F(AO + 1y f(Al))M;O, VT € [0, min(Ty, 7).

Montrons que pour tout € € (0,1) on a T > T}. En effet supposons qu'il existe g € (0,1) tel
que T7 < Ty. Alors min(Ty,T) = T de sorte que (9.4) montre que

1
M(T) < 2F (Ao + Tg F(A1)) MY, VT € [0,T7],

ce qui contredit (9.1).
La solution (7., 1)) existe donc sur un intervalle de temps uniforme [0, T1]..
Etape 3: convergence

On montre dans ce paragraphe que (7)., .) converge (dans un sens & préciser) sur le domaine
[0, T1] x R vers une solution du systeme (2.12). Notons I = [0,T1].

Tout d’abord d’apres (9.2) on a

95 ME(T) < Ay, Ve

L’espace L*°(I,H?®) étant un dual, le Théoreme de Banach Alaoglu implique qu’il existe une
sous suite (gx) telle que, dans la topologie faible*

(Mey,s Veps Bey, s Ve, ) converge vers (n, ¢, B, V) € L*(I, H2 x HV3 x H® x H®).

D’autre part d’apres le Théoreme 8.1 la suite (7, 9., Be, V) est une suite de Cauchy dans
L>®(I,H571). On en déduit que

(9.6) (10,%=, B, Vo) — (1,4, B, V) € L>®(I,H), dans L®(I, H"2 x H"2 x H* ' x H*71).
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in:interp

cv:sol

De I'inégalité d’interpolation
0
(9.7) lull go-s <l lullfro-1, 0 <6 <1
appliquée avec 0 = s + %, o = s et de (9.8) on déduit que pour tout 0 < § < 1
(9.8)  (me,t)e, Be, V2) = (n,0, B, V), dans L®(I, H*" 270 x H¥v2=0 5 H50 5 {579),

Nous allons en déduire que

Vacw : Vﬂcn + G(WW
1+ \VzUP ’

(9.9) V = Vi — BV

Tout d’abord d’apres (9.8), Vun. — Va.n et Vyib. — Vb dans L>°(1, HS_%_‘S). Comme
s>1+ % cet espace est une algebre si § est assez petit. Donc V1. - V. — Vane - Voibe et
|Vene|? = |Ven|?. Ensuite

(9.10) G(ne)v- — G(n)y dans L®(I, HS"279).

En effet d’apres le Théoreme 4.13 avec s = so, 0 = s — 5 et (9.5) il existe My indépendant de
€ tel que

(9.11) G0N ey ety S FN 0y sy eehy) S Mo

Ensuite on écrit

GO )e = GV ) oty S NCG)Y = GV, NG e =Yl o ) -3

H3)

En utilisant le Théoreme 4.26 et (9.5) le premier terme du membre de droite est majoré par
I1 tend donc vers zéro d’apres (9.8). Quant au deuxieme terme il est majoré par

Fl (el )lve = 4] 3y < Kllve =9l

1 .
Leo(, HS+’Z Loo(I,H*™ 2 Loo(I,H®™2)

1

Il tend donc également vers zéro. Alors (9.10) résulte de (9.11) et de (9.7) avec 0 = s — 5.

Ecrivant )
’vxna | )

= (Vatbe - Vane + G(n:)¢e) <1 L+ [Vane?

on en déduit que B, — B (donné par (9.9)) dans L>(I, Hs_%_‘s). Il en est de méme pour V.

Montrons enfin que (1,) est solution du systéme (2.12).

D’apres (9.8), 0yn. et Op). convergent vers 9y et 9y dans D'(I x RY). D’apres (9.10) on
voit que la premieére équation de (2. 12) est satisfaite. Le second membre de la deuxi¢me
équation de (2.12) s’écrit —5|V,|? + 5(1 4 [Vone|?) B2 — gn.. D’aprés ci-dessus il converge

dans L‘X’(I,Hsféf ) vers —3|Vath|? + 5(1 +|Vn|?)B? — gn, ce qui montre que la deuxiéme
équation est aussi satisfaite.
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FEtape 4: (n,v) € C°(I, H+3 x Hs“'%).

A ce stade de la preuve on a (n,v) € L*>®(I, H5%3 x H”%) et, en utilisant les équations
et le Lemme 10.24, on obtient (n,v) € C%(I, H® x H®%). Comme pour 0 < § < 1 on a par
interpolation

-0 [

() = (s Moy g < Clintts ) =ns, )72 In(t, ) = n(s, ) e
< Cl 1-6 t,' _ - 65,
SOMIL? ey It =l

on en déduit que (n,v) € C°(I, H+3 x HS/‘%) pour tout ' < s. La continuité au niveau

H5 3 est un peu plus délicate mais peut étre prouvée en utilisant un argument di a Bona et
Smith.

Etape 5: unicité

Elle résulte immédiatement du Théoréme 8.1 car si (11, 91)]i=0 = (12, ¥2)|i=0 on a également

(B1,V1)|t=0 = (Ba, V2)li=0 i.e. Ui|t=0 = Ua|i=o.

10 Appendice.

On se propose dans cet appendice de développer le calcul symbolique paradifférentiel et d’en
donner des applications, en commencant par le cas ou les symboles sont des fonctions i.e. par
les opérateurs de paramultiplication. On établit ensuite quelques lemmes utiles.

10.1 Opérateurs de paramultiplication
10.1.1 Décomposition de Littelwood-Paley

On introduit tout d’abord la décomposition de Littelwood-Paley. Pour p € N on notera C,
la couronne

Cp:{§eRd:%2p§ €] < 22°1.

Soit ¢ € C5°(RY) telle que supp v C {& € R [¢] < 1},9(€) = 1 si [¢] < L. Posons

§

(&) =v(3) —v(©), ¢eR
11 est facile de voir que supp ¢ C Cy et que pour tout N € N* on a
N—1
(10.1) > 02778 +p(€) = p(27N9).
p=0
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Pour u € S’(R?) on pose

(10.2)
j—1

Apu = @(27PD)u, A_yu = p(D)u, S;(u) = Y Apu=1(27D)u, j € N,S;(u) = 0,5 <0.
p=-—1

Il résulte de (10.1) que dans S'(R%) on a u = 2;31 Apu.

On peut alors caractériser les espaces de Sobolev.

Théoréme 10.1. (i) Soits€ R. Siuc H*(R?) on a [Apull p2(ray < ¢p27P%,p > —1 avec
1
(sz_l 012)) < C’HUHHS(Rd)‘

(i3) Soit s € R. Soit pour p > —1 u, € C®(R?) N S'(RY) telle que suppu, C C, et
1
[upllr2may < ¢p27P° avec (szfl 2)? < 4o0. Alorsu = dp>_1Up € H(RY) et [ull s (ray <

C<Zp271 0120)5

(i13) Soit s > 0. On a le méme énoncé qu’en (ii) si suppu, C B(0, K2P).

On introduit maintenant les espaces de Zygmund.
Definition 10.2. Soit s € R. On pose
CIRY) = {u € SRY : | Agul e ey < C27°)

que l'on munit de la norme ||lul|cs(ra) = Supp>_q (QPSHAPUHLOO(Rd)).

C’est un espace de Banach qui a un lien avec les espaces de Holder. Rappelons tout d’abord
la définition de ceux-ci.

Definition 10.3.
(i) SikeN WFRY) = {uec LR : D% c LR, |a| < k}.
(1) Sis¢N,s=k+o,keN0O<o<1
W (R?) = {u € WFe(RY) : |[D%(z) — Du(y)| < Clz —y|’, |a| =k, [z —y| <1}.

On munit ces espaces des normes naturelles. Ce sont alors des espaces de Banach.

Proposition 10.4. Sis = k+o ¢ N on a W (R?) = C$(RY) avec équivalence des normes.
_d

Proposition 10.5. Pours € R,s > % on a H(R?) C Cy 2 (RY).

On définit maintenant les opérateurs de paramultiplication.

Definition 10.6. Pour a € S'(R%) l'opérateur de paramultiplication T, est défini sur S'(R?)

par
Tou = Z Z Apalgu = Z Sq—2(a)Aqu.

q=—1p<q—2 q=—1
Par rapport a la simple multiplication, la paramultiplication ne fait intervenir que les fréquences

de a plus petites que celles de u. L’avantage d’introduire cette notion est visible dans les
résultats suivants.
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10.1.2 Résultats de continuité.

Dans ce qui suit on notera E = E(R?) pour d > 1 et E = L™, H%,C% . ..
Théoréeme 10.7. 1. Pour tout s € R, il existe C > 0 telle que pour tout a € L™

|Taullgs < Cllallzee ||ullgs, Yu € H,
|Taullcs < Cllallpelullcs, Vu e CF.

2. Soitm >0 et s € R. Il existe C > 0 telle que pour tout a € C;™

[Taull gs—m < Cllallgomullas,  Vu € H?.
3. Soit a, B,y des réels tels que
a <, agﬁ—i-,u—g, o < U, siﬁzg.
Il existe C' > 0 telle que pour tout a € HP
[Toullme < Cllallgsllullms,  Vue H".
La signification du point 3. est la suivante: soit a € H?,

d
(1) sip> 2 T, est d’ordre zéro,

N

(i) siB=

, T, est d’ordre e,e > 0,

N

d
(ii7) sip <=, T, estdordre 5~ 5.

Démonstration du point 8. On considere trois cas.

cas 1. B > %. Dans ce cas on a H? C L™ Dinjection étant continue. En appliquant le point
1. du Théoreme 10.7 et le fait que a < p on obtient

[Taullme < Cllal| Lo ||ullme < llall g l[ull -

cas 2. = 2. Alors a < y et donc H2Th=o ¢ [, On éerit Tyu = > Sa—2(@)Aqu =3 vg.

De plus
2% Jvgll L2 < 29[Sg-2(a) | o< | Aqull L2 < C 27| Sq—2(a)ll 4, a2 [0l e
ot (¢q) € 1. Comme S;_2(a) = (279D)a, ou suppy C {|¢| < 1}, on a ”S‘I_Q(Q)HH%Jmfa <

C2a(r=a) HaHH% de sorte que

2% vgllL> < Ceqllall g llull e,
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ce qui prouve l’estimation désirée.

cas 3. 3 < . Dans ce cas on a a < 8+ p — 4. Comme ci-dessus on écrit T, = Z vy et
q—2
lvgllze < 1Sg-2(@) [z [ Aqull2 < D [1Apall oo ]| Aqull 2.
p=—1

Ensuite, en prenant ¢; € C5°(RY) égale a 1 sur le support de ¢, on peut écrire Aya =
©1(27PD)Apa = 2P43 (2P-) x Apa d’olt

~ d
1Apallzee < (12751 (27 )| 2] Apall 2 < C12P% (| Apal| 2.

On en déduit

q—2 q—2 1 q—2 1

d_ d_g)\ 2 3

|Apalz= < C Z op(5 B)QPﬁHApaHLQ < 02< Z 22p(5 6))2( Z 22pBHApaH2)z
p=—1 p=—1 p=—1

1
Comme % —B>0o0na (Zqi 22p(5 7_B)> ’ < 032‘1(%_5) d’ou

q—2 1
, .
18palli= < C223 (32 &) all s
p=—1

Par conséquent
2mmms%ﬂw%W%wmwms%ﬂwWwﬁmwmwms%mwmww
car « < B4 p — 5, ce qui prouve 'estimation désirée. ]
Definition 10.8. Etant données deuz fonctions a,b définies sur R on pose

R(a,u) = au — Tou — Tya.
Théoréme 10.9. Soit o, € R tels que a+ 8 > 0. Alors

Bony] (10.3) B0, 0l - oy < K Nl e ey Nl ey

Bony3 | (10.4) ”R(a7u)||Ha+ﬁ(Rd) <K HaHCg(Rd) ||U”HB(Rd) :

Voici une application du Théoreme 10.7 au produit dans les espaces de Sobolev, qui sera utile
dans la suite.

Théoréme 10.10. Soit s1,s2 deux réels tels que s; + sp > 0. Soit u; € H% (RY),j = 1,2.
Alors uyus € H*(R?) o1 sy est tel que

d
(1’) S0§8j7j:1727 (ZZ) SOSSI+SZ_§

d
2

(Vi

ot dans (it) l'inégalité est stricte si sy = ou sy = —g. De plus, il existe C > 0

ne dépendant que de s1,S2 et d telle que

ou Sy =

luruzll gso ray < Cllutll gor reyllu2ll o2 (ma)-
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Démonstration. On écrit
(10.5) urug = Ty ug + Tyyur + R(ut,uz) := (1) + (2) + (3).
Point 1. On montre (cf. (10.3)) que

(10.6) [R(ur, ug)| o < [|R(ur, ug)| g < Cllualls [Juzl| -

Hsl+52—§
Pour cela on rappelle que
R(ul,ug) = Z ApulAun = ZRq, Rq = Z ApulAun.
lp—q|<2 q Ip—q|<2

Comme le spectre de R, est contenu dans une boule de rayon C2? et non pas dans une
couronne il ne suffit pas d’estimer directement ||R,||;2 car cela exigerait que s1 + sp — % soit
positif (ce qui n’est pas forcémment le cas). Donc on recoupe en écrivant

R=D> AR=> D AR;=> Y AR,

p>—1 p>—1 q p>—1qg>p—no

car si p > ¢+ np on a AR, = 0. Tous les termes de R, se majorent de la méme fagon, de
sorte qu’il suffit de considérer celui ot p = ¢. On a

~ d o~
1ApRyllz2 < C2P)151(27) x (Aquidquz) |2 < 272 |Gl [ Aquidqual

< Cy2P5 29T 20| A g || 12292 | Aqus| 2.
Posons ry, = 9-P5op(si+s2) |ApR| 2 alors, d’apres I'inégalité ci-dessus

rp<Cy Y 2 DEER)g g = 20|y [ 1229 | Agus]| .
q>p—no

Remarquons que l'on a
9q < Cegdgllunll ot |uzll e, (cq), (dy) € I2.
On en déduit que

ngcl Z 2(p—q)(s1+s2) Z 2(pfq)(51+sz)g§§02 Z g(pfq)(erSz)gg

q=p—mno q>p—mno q>p—mno

car s; + sy > 0. Alors

S <oy ( 3 2—<qu><sl+sz>)gg <C3 Y gi< 04( > cgd§)||ulyﬁlsluuz||§,52.

p>—1 g>—1 p<g+no g>—1 q>—1

En résumé on a montré que

- _d
|ApRlle = 2770520,y < Clluara uzllFe
p=—1

Comme le spectre de A, R est contenu dans une couronne cela montre l'inégalité (10.6).
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Point 2. On montre que
(10.7) [Ty vzl mso + [Tyt || s < Cllua || ms [[uz | ms -

On applique pour cela le Théoréme 10.7 avec o = sg, 5 = s1 (resp.s2) ,y = sz (resp.si), a =
uq (resp.uz), u = ug (resp.uy) et on vérifie que les conditions sur les parametres a;, 3,y résultent
des hypotheses faites sur sg, s1, So. ]
On a également le résultat suivant.

Théoreme 10.11. Soit 01,09 deux réels tels que o1 + oo > 0. Soit a € H”l(Rd),u €
H?2(RY). Soit oq tel que

(i) oo < o1, (i7) 00§U1+02—§

ot dans (1) linégalité est stricte si oo = g. 1l existe alors C' > 0 ne dépendant que de 01,09
et d telle que

lau — Toul| oo (may < Cllall gor (rayull groz (rey-
La preuve est identique a celle du Théoreme précédent car il suffit de remarquer que au—T,u =
Tya + R(a,u). Par contre le résultat suivant est plus difficile.

Théoréme 10.12. Soit r > 0 un entier. Pour a € W™ (R®) Uapplication u — au — T,u
s’étend en une application continue de L?(R?) dans H"(RY) et il existe C > 0 ne dépendant
que de r et d telle que

|au — Toul| grmay < Cllallwroo mayllull L2 (ra)-
On renvoie au livre de Métivier (Théoreme 5.2.8.) pour la démonstration.

On a aussi le résultat suivant.

Théoréme 10.13. 1. Soit s> 0. Il existe C > 0 telle que

(10.8) Juruzl| s < C(Jluall g

2. Soit s,m €]0,4o00| tels que m ¢ N. Il existe C > 0 telle que

(10.9) luruz]l g < C(llunllpoe lluzll s + luzllgzm lluall gorm)-

|| oo + lJull oo luzll 5s)-

Les estimations du Théoreme ci-dessus sont appelées douces car, comme on le voit, le membre
de droite dépend linéairement des normes les plus grandes.
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def :symboles

10.1.3 Le calcul symbolique

Voici résumé le principal résultat.
Théoréeme 10.14. Soit 0 < p < 1.

(i) Pour tout u € R il existe C > 0 telle que pour tous a,b € WP>(RY)

ITaTy = Tabll g1 s v < Clllallwoee [0l Loe + [l Lo 0] weee),

(10.10)
T, To)ll gy prse < Clllallwoee bl Lo + [lall Lo [|bllweee)

(ii) Soit a € WP>(R%). Notons (T,)* ladjoint de T, dans L*(R?) et par @ le conjugé
complexe de a. Alors pour tout p € R il existe C > 0 (indépendante de a) telle que

(10.11) 1(Ta)* = Tall g s < Clallwocs

10.1.4 La paralinéarisation

Théoréme 10.15. Soit F € C*(C, C) telle que F(0) = 0. Soit s > 4 et notons p = s—4% > 0.
Alors pour u € H*(R®) on peut écrire

Flu) = Tpuyu+ R(w),  R(u) € H*(R)

Le résultat plus faible suivant est aussi utile.

Théoréme 10.16. Soit F € C>®(C,C) telle que F(0) = 0. Soit s > 0 et u € L®(R¥) N
H(RY). Alors F(u) € H5(RY) et il existe F : RT — Rt ne dépendant que de F telle que

(10.12) | F ()l s ray < F(llull poo ray) 1ull s ray-

10.2 Le calcul paradifferentiel général

Definition 10.17. Soit p € [0,1] et m € R. On notera I'} l'espace des fonctions a = a(x, &)

sur R x R4\ {0} qui sont C> en £ et telles que, pour tout o € N% et tout £ # 0, la fonction
x — Dga(z,§) appartient a Wero(RY) et il existe Co > 0 telle que, pour tout |¢] > 3,

HD?CL<.7£)”W;7,00(Rd) < Ca(l + |§Dm7|a‘
o moters FZ@ le sous espace (de I'}!) des symboles homogenes de degré m en &.

Pour a € I'}? on posera

Myt (a) = sup sup
lal<N Jg[>

(1 + 1) Dz O L,
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def :para

cond:psi

theo:scl

esti:quantl

esti:quant2

esti:quant3

Etant donné un symbole a € T'J* on définit 'opérateur paradifférentiel T, par la formule

—

(10.13) Tou(€) = (2m) / X(€ = mm)a(€ — n, m)b(n)a(n) dn.

ota(h,&) = [ e 0q(x, &) dx est la transformée de Fourier de a par rapport & x, x et 1 sont
deux fonctions C*° de leurs arguments telles que

1 1
W) =05t ol < (o) = 1si ol > 2

X(0,8) =1si 0] <erlnl, x(0,§) =0si 0] = eafn], &1 <e2

(10.14)

et
DyDEx(0,m)| < Cap(1+ |n) 71711 w(0, 1) € R? x R

Un mot d’explication & propos de cette définition des opérateurs paradifférentiels. Supposons
a = a(x). Si dans lintégrale du membre de droite de (10.13) il n’y avait ni x ni ¥ on
obtiendrait la convolution de @ par @ de sorte que T,u serait la multiplication de a par u.
Comme le support de x est contenu dans ’ensemble {(0,7) : |0] < e2|n|} cela veut dire que
dans un opérateur paradifférentiel on ne garde que les fréquences de a plus petites que celles
de u et que d’autre part (a cause du 1) on évite les petites fréquences de u. Un des avantages
de cette définition réside dans I’analogue du Théoreme 10.7 pour ces opérateurs a savoir qu’ils
opérent sur tous les H® des que a € L™ par rapport a z, ce que ne fait pas la multiplication
usuelle.

Les principales proprietés du calcul symbolique des opérateurs paradifférentiels sont résumées
dans le théoreme suivant.

Théoréme 10.18. Soit m,m' € R et p € [0, 1].

(i) Soit a € TEY(RY). Pour tout s € R Uopérateur T, est continu de H*(R?) dans HS~™(R%)
et il existe une constante C > 0 (indépendante de a) telle que

(10.15) 1 Tall oy pro—m < KM (a).

(i7) Soit a € I‘;”(Rd), be F;”/(Rd). Alors pour tout s € R Uopérateur T, Ty, — Ty, est continu
de H5(R®) dans H~™ ™ +P(RY) et il existe une constante C' > 0 (indépendante de a,b) telle
que

(10.16) ITuTy = Tatl gy gmrsr < COL (@MY (6) + M (@) M (5)):

(7i1) Soita € FZI(Rd). Notons (T,)* adjoint de T, dans L*(R%) et par @ le conjugé complexe
de a. Alors, pour tout s € R Uopérateur (T,)* — Ty est continu de H5(R?) dans HS~™P(R%)
et il existe une constante C > 0 (indépendante de a) telle que

(10.17) 1(Ta)* = Tl p s i mew < CMa).

On utilisera dans ce texte des opérateurs paradifférentiels de régularité négative. On a donc
besoin d’étendre la définition précédente des symboles.
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commutateur

Definition 10.19. Pour m € R et p € (—0,0), I‘Z‘(Rd) est lespace des distributions a(z, )
sur R x (R9\ 0), qui sont C° par rapport a & et telles que pour tout o € N? et tout € # 0,
la fonction x +— Oga(x,f) appartient o CL(RY) et il existe une constante Co, > 0 telle que,

1 m—
(10.18) vigl > 5, [[98at, Oy < Call+1€D) o,
Pour a € I']?, on définit
m _ lo|l—-mgo (.
(10.19) MJ(a)=  sup sup H(l + €D o »5)’ crma)’

la[<2(d+2)+]p| [€]>1/2

10.3 Estimations de commutateurs

§oit m € Nym > 1,9 € C®(RY) telleNque PY(E) = 0sifg] < &, 9(8) =1si|¢ > 1 et
h e C(S™1). On pose b(&) = ¢ ¥()h()-

Lemme 10.20. Soit a € Wh(RY). Il eziste C > 0 indépendante de a et h telle que
IB(D), Talull 2 (ray < ClIVaal| ooy I1Bll prasa sy el g1 o)

pour tout u € H™ H(R%).

Démonstration. Par définition on a [b(D),ToJu = 3,5 4[b(D),S;j-3(a)]Aju. Comme (pour

J > 0) les spectres de S;_3(V)Aju et Aju sont contenus dans la couronne C; = {£ : % <[] <
3} on peut écrire

(10.20) b(D), TuJu= > [b(D)¢1(277D), Sj_3(a)|Aju:= > w

j>-1 j>-1

ol supp 1 C {€: 1 < |€| < 4}. Posons b;(&) = b(£)p1(277€). On a alors

= 20 [ [ ({8, a(a)(0) - 5y-ala) ()} Ajuly) dy .
Par conséquent on peut écrire,
(2m)~ /K x,y)A;(y)dy, ou
(10.21) Kj@c,y)—/ i€, ) de - Z () (W — ),
1
Fy(z,y) = /0 S;—5(Ora) (ty + (1 — )z) dt.

Notons qu’il existe C' > 0 tel que pour tout j > —1,k=1,...,d et 2,y € R?

(10.22) |Fji(z,y)| < Cl|Vaal zee.
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Comme (y — 21,)e'@ Y€ = (= D¢, )e'*=¥)€ en intégrant par parties il vient
d .
Kj(z,y) = Z/el(x_y)'éngbj(f) dé - Fj(z,y).
k=1

Comme b;(&) = Y(EY(E)p1(277€) on a (pour j > 0) ngw(f)gol(Q_Jf) = 0. Alors

Dg,b;(€) = ¥(€) D {h(€)p1(2776)} = »(){ (D, 1) ()91(277€) +277(€) (De, 1) (277€) }
= 20m=D4(297) (91 Dg, h + hDg, p1) (1) := 27" Dap(29) Gy ()

si & = 27, car h est homogene de degré m. (Notons que supp Gy C {n: i < |n| < 4}). Alors

d
Kj(x,y) = 279200 N " K (27 (2 — ) Fji(e,y),  Kju(z) = / €= Mp(27n) G () dy.
k=1
D’apres (10.22) on a
023) [ do+ [ 1K) dy <200 salun Y [ 1R d
k=1

D’autre part pour o € N¢ on peut écrire

Zaf(jk(z) _ /ez‘z.n¢(2jn)(Dn)aGk(n) dn+zca52jﬂl/6iz'77(Dg¢)(QjT])(DO‘_BGk)(n) dn.
B#0

La premiere integrale est bornée par C’ka||ﬁ|| plol+1(gd-1). Dans la seconde integrale, comme
supp(Dyv) € {n: + < |n| < 1} et supp Gy, € {n: 1 < [y < 4} on a 29191 < Cyly| 19 < €.

La seconde intégrale est alors bornée par Ck7a||%||H\a|+1(sd_1). Prenant |a| = d+ 1 on obtient

(10.24) (1+ )™ Kju(2)] < ClIhl| rave(ga)

ou C est indépendante de j et k. D’apres (10.21), (10.23), (10.24) et le lemme de Schur, il
vient

lwjll 2 < €2V Val oo |[Al] gasa g 1Azl 2 < C'|Val oo |All rava(ga-1ycj | ull m-r
ou (¢j) € I2, ce qui termine la preuve du lemme. O

Lemme 10.21. Soitd > 1,5 > 1+ %,0 <o<s—1- %. 1l existe C' > 0 telle que
(D)7, V] Vafllpeomay < CNV I gy | fll oo (rey

pour tout V € H5(R?) et tout f € CZ(RY).

Démonstration. On écrit ||[(Dg)?, V] Vafllree < I+ 11+ 111 avec

I = (D)% Tv]-Vaflree, 1T = |(V=Tyv)-Va(Dz)? fllee, I = [|(Dz)?(V=Ty)-Vaf| Lo~
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D’apres le calcul symbolique paradifférentiel dans les Hélder, 'opérateur [(D,)?, Ty |-V, est
d’ordre o et sa norme est majorée par ||[V|[jy1.. Comme s > 1+ % on a HS ¢ WH* et donc

(10.25) I <C|Vasllflleg-

Ensuite on a (V —Ty) - Vo (Dy)? f = Ty, (p,yo fV + R1(Ve (D) f, V) = (1) + (2). On a

Dlpe < Z 155(V TNzl AV ] L,

1S;(Va (D) Pz < D IAK(VaDa) iz <C D 25| fllpee < O |l 1o

k<j—1 k<j—1

de sorte que

(1+o—(s—% !
Iz~ < ) 2% D fllz IV o4 S Ol =V
J

car1+o—s+%<0. Ensuite

Ol <32 30 I8Vl Do) |V o < € 32D f V] g

2
J |k=jI<1 J
<" flloe |V 1 1s-

On en déduit
(10.26) [ 11][zee < CIV |lms || f 1l £oe-

On a ensuite,
LI ||zee < [[(V = TV) - Vafllweoe.

Ona (V-Ty)V.f =Ty, fV+ Ro(Vaf, V) = (3) + (4).
Tout d’abord (3) = 3, Sj—3(Vaf) - A;(V) := 3, v;. Alors
losllzee < D ARV f) A5 (V) e < € Y 2F27362) HVH g [1fllzee
k<j—3 k<j—3
d’ou ' o
27vjll L < 0’2’”(575’1’”)HVHC g fllzee < V| g_fllfIILoo
ce qui montre que
1B)llcg < ClIV sl f1l zoe-
Enfin (4) = )", wy ou
we =AY Y A(VLHAV) = D AR(A(Va)A; (V).
J |i=jlI<1 §>k+1

Alors

lwnllpe < > 27272y oo 41 lleee
j>k+1
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13

Par hypothese il existe € > 0 tel que s — 1 — % > o0 +¢€ et donc

lwgllzee < 2757 7275 fll oo |V ) s
J

ce qui montre que
14)lleg < ClIV sl fll oo

et donc que

(10.27) [ 11| < CV || ms]| f]| oo

Le leme résulte alors de (10.25), (10.26), (10.27). O
On prouve maintenant une estimation du commutateur entre un opérateur paradifférentiel T,

et la dérivée convective 0y +V -V, qui fait intervenir une estimation de dyp+ V - Vp et non
de Vizp.

Lorsque a and u sont un symbole et une fonction dépendant de ¢ € I, on notera par T u
I'opérateur paradifférentiel spatial tel que pour tout ¢ € I, (Tou)(t) = T, u(t). Etant donné
un symbole a = a(t; z, &) dépendant du temps on utilisera la notation

M(a) = sup  sup sup [[(1+ )" 0galt; - )|

£€[0,T] o <2(d-+2)+ || [€]>1/2 L (Re)

Sip = p(t,z,§) est un symbole d’ordre m, on déduit directement du calcul symbolique des
opérateurs paradifférentiels que

[T, 05 + T - Vi | e < K {ME(Dep) + ME (Vo) [V [y et e -

On montre ici que I’on peut remplacer cette estimation par une estimation qui ne fait intervenir
que 9p +V - Vyp.

Lemme 10.22. Soit V € C°([0,T]; C}*¢(R%)) pour un € > 0 et considérons un symbole p =
p(t,x, &) homogene en & d’ordre m. Il existe alors K > 0 (indépendant de p, V') tel que pour
tout t € [0,T] et tout u € C°([0, T]; H™(RY)).

(10.28) H [Tp, O+ Ty - va]u(t)HB(Rd)

< K { MG @) [V0) cave + MG @up+V - V) b 10) 1y -

Démonstration. Posons I = [0,T] et notons par R I’ensemble des opérateurs continus R(t)
de H™(R?) dans L?>(R%) dont la norme satisfait

LBl g0 sy oy < K {ME @) [V(O)groe + MG (@p+V - Vep) ).
On commence par noter qu’il est suffisant de prouver que

(10.29) (0 +V V)T, =Tp(0: +Tv - V) + R, ReR.
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En effet par le Théoreme 5.2.9 de [?], on a (pour ¢ fixé)
IV =Tv) - VoTpull 2 S IVlwree [Tpull o S 1V e MG (0) [l grm
Ceci implique que (V — Tv) V.1, € R.

La preuve de (10.29) se fera en trois étapes. Dans la premiére on prouvera (10.29) pour m =0
et p = p(t,z). Dans la seconde on considérera le cas p = a(t, z)h(&), ou h est homogene en &
d’ordre m. Enfin, en décomposant p en une somme d’harmoniques sphériques, on montrera

6.

6.

14

.15

.16

17

le cas général.

Etape 1: Paraproduits, m =0, p = p(t,z). Dans ce cas M{(p) = ||p||r=. On a

OTyu = Ty,,u + T,0u,
(10.30) { e o

V- -ViThu=V -Tgyu+ VT, Vyu=: A+ B.

Décomposons V = Sj_3(V) + S773(V), avec

Sia(V)= Y AV, STV = Y AV,

k<j—2 k>j—=3
pour obtenir
A=A+ Ay,
(10.31) A=Y 853(V)Sioa(Vp)Aju, A=Y SI73(V)S_5(Vp)Aju.
J

J

Considérons le terme Ay. Comme

ISl < D2 1AWVl $ D2 2750 [V e S 27705 [V e
k>j—3 k>j—3

et [|S;-3(VD)|l ;o < 27 |||l 0, On Obtient

~y

(10.32) 142012 < Y277 [Vl 1Pl o llull g2 S M) 1V | gase Ilull 2 -
j

Estimons maintenant A1 = A1 + Aqa, ol

A11 = Z ijg{ijg(V) : pr}Aju,
J

(10.33) ,
A12 = Z{ [SJ_?)(V), ijg] pr}Aj’LL.

On écrit S;_3(V) =V — S773(V), d’out

A = Z Si_3 (V . pr) Aju — Z Sj_s{ij?’(V) . pr}AjU =Tvvpu+I1+11
J J
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I'=- Z(vﬂc ‘ Sj—?»{Sjig(V)P})Aju, II = Z Sj_g{ijg(Vx . V)p}Aju.

j
Alors o
12 S D27 [[S772 (V)| oo 1Al 2
J
< ZQjQ*J'(lﬂf) V]
J

crte 1Pl poo lull 2 S IV [ care 1Pl oo Nlull 22 -

De plus,

22 S D172 (VaV) | o 0l e 1Al 2 S IV e 120 poe lull -
j

Par conséquent
(10.34) An =Ty.v,pu+ Ry, ReR.
Pour estimer Ajs on note que l'on peut écrire
[S773(V), Sj-3] Vap = [S72(V), Sj-3Va]p + Sj-3 (57 *(VaV)p).
Comme S;_30 = 2741(2973D) ot 1 € C*(R?) on a
I[S73(V), Sy-aValpllze < ClIVgrse Il
qui découle des inegalités
2|[a, 1 (277 (D)pllze < ClVaallzeellplroe, 18772 (VaV) Lo < V]| e

De plus on a '
1S;-3(S">(VV)p)llz < ClIVaV | cave [pll o

Il s’en suit que Aj2 = Ru ou R € R. Par conséquent on déduit de (10.33) et (10.34) que
Ay =Ty.y,pu+ Ruou R in R. Il résulte de (10.31) et (10.32) que A = Ty.v,pu + Ru avec
ReR.

On estime maintenant le terme B introduit dans (10.30). On écrit

B=V - (T,V,u) =V-Y_ S s(p)VAju
J
= Z Sj_g(V)Sj_g(p)Aiju + Z Sj*B(V)Sj_g(p)Aiju =: B; + Bs.
J J

1Ballze < D [[S72 (V)| oo 11S5-3(2) ] oo 1287 Vit 2
i

< D2V g 2 lpll el g2
J
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6.25

et donc By = Ru avec R € R. Pour traiter Bj, introduisons

(10.35) C:=T,Ty -Vau=»_ 8 s(p)A; > Sp-3(V): Volyu.
j k

Comme le spectre of Sy,_3(V)-V,Agu est contenu dans {(3/8)2% < |¢] < (2+1/8)2%}, le terme
Aj(Sk—3(V) - VyApu) s’annule sauf si |k — j| < 3 et dans ce cas on a Sip_3(V) — S;_3(V) =
+ Z?:_?) Ay4;V; on peut donc écrire C' sous la forme

C=Cy+Cy= 01+ZSJ s(D)A{S—3(V)+ Y VaAu}
=31 <3

ou (' est donné par
ZSJ 3(P)A; Z Z {Ar i (V)Valiyj(u) = Dpyji(VI)VA;i(u) },
i=1f¢=-1
de sorte que

IC1llz2 £ D Ipll oo 277 VIl v 27 [lul e

ce qui implique que C7 = Ru avec R € R. Pour estimer Co, on écrit comme précédemment
Cy = Co1 + Cy9 ol

Coa —ZSJ 3 A]7S] 3 )} Z V. Agu,
|[k—37]1<3

022 _ZSJ 3\pP A Z V Aku

|k—3]1<3

Alors, utilisant la localisation en fréquences dans des couronnes dyadiques et la formule de
Plancherel, on obtient

2 2 —25 2 j 2
1C21 72 S D Ipl7ee 272 VI 22 D IAkul7e S 12l poe V]| o= lull 2 -
' |k—jl<3

D’autre part comme A; ZVC_]"S?) Ap ~Aj,ona

CQQ_ZSM (p)VeAju = B.

Finalement on obtient

(10.36) B=T,Ty -Veu+Ru, ReR.

On déduit de (10.30) et (10.36) que
(10.37) (O + V- Vo) Tpu = Ty + Ty - Va)u + Topivv,pu+ Ru, RETR.

Le calcul symbolique montre que T,,+v.v,p € R, ce qui prouve (10.29) et termine la preuve
de la premiere étape.
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6.33

6.34

FEtape 2 : FEtape intermédiaire.

On suppose maintenant que p(t, x, &) = a(t,z)h(§) ou h(§) = \§|mﬁ(%) avec h € C®(S41).
Alors, par définition, on a T), = T, (Dy)h(D;) ou ¢ satisfait (10.14). On a

(15,0 + Tv - V| = [Ta, 0 + Tv - Vo |[0(Dg)R(Dy) + T [¢(Dz) (D), Ty | - V.
On affirme que la norme de H™ dans L? de I'opérateur du membre de gauche est bornée par
(10.38) C(||a||Loo ||V||Ci+6 + ||Oa+V - an||Loo) ||ﬁ||Hd+2(sd—1).

En effet la norme du premier terme du membre de droite est estimée d’apres I'étape précédente
par C(|lallree [V gr+e + |0:a+V - Vgal[ Lo ) || A]| oo (ge-1), tandis que celle du second terme est

estimée par Cllal| e [|[V2 V|| ]\E]\Hd+z(sd_1) d’apres le Lemme 10.20.
Etape 3 : Opérateurs paradifférentiels.

Considérons une base orthonormale (A, )yen- de L2(S?1) composée de fonctions propres de
I'opérateur (auto-adjoint) de Laplace-Beltrami, A,, = Aga—1 sur L2(S4™1), i.e. Ay h, = A2h,.
D’apres la formule de Weyl on a A\, ~ cvi. Posant hu(€) = |€]™ hy(w), w = &/ [€], € # 0, on
peut écrire

p(t,z, &) = Z a,(t,x)h,(§) ou al,(t,x)—/ p(t, z,w)hy,(w) dw.

veN* Sd-t
Comme
AFa, (t, x) = A p(t, 2, w)hy (w) dw,
§d—1
ANR(@, +V - Vy)ay,(t,x) = AR (0, + V- Vo)p(t, 2, w)hy (w) dw,
Sd—1

en prenant k = d + 2 on obtient

sup [lay (¢, )| = < CN, 22 M (p),
S

sup || + V - Vi) au (t, )] peo < CN 2D MENBp 4+ V - Vop).
tel

(10.39)

En outre, il existe une constante positive K telle que pour tout v > 1,
(10.40) ||hy||Hd+2(sd,1) < CXIH2,

On a
110: + Ty - V. Tyl ull e < Y [0+ Tv -V, Toyn, ] ull 2 -
veEN*

Utilisant (10.38) pour tout v > 1 et les estimations (10.39), (10.40), on obtient (10.28) car

Z/\,C,HZ)\;Z(CH?) < Czyflf% < +oo.

v

Cela termine la preuve du lemme. ]
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On a aussi un analogue du Lemme 10.22 dans les espaces de Sobolev qui peut étre prouvé
par la méme méthode.

Lemme 10.23. Soit s > 1 +d/2 et V € C°([0,T]; H*(R%)). Il existe K > 0 telle que pour
tout symbole p = p(t, x, &) homogene in & d’ordre m € R et tout u € C°([0,T]; H+™(RY)),

[Ty, 00 + T - Vw]u(t)HHs(Rd)
< KAMG () [V (Ol s + M5 (0p + V- Vap) } [u@) || grosm may -

10.4 Un lemme d’interpolation

Lemme 10.24. Soit J = (—1,0) et s € R. Soit f € L2(J, Hs+%(Rd)) telle que 0,f €
L3(J, Hs_%(Rd)). Alors f € CO([-1,0], HS(RY)) et il existe C > 0 (indépendante de f) telle
que

e MG M@ < CUN g oy + 1001 g et )

. . . 5 N N . .
Démonstration. En travaillant avec (I — Az)2 f on se rameéne au cas ou s = 0. Ensuite si J
est un intervalle de R on posera

W(J) ={f € L2(J.H>(R")) : 0.f € L2(J. H > (R"))}.
que 'on muni de la norme naturelle.

Etape 1: on prouve le lemme lorsque J = R. Il est classique que C5°(R x Rd) est dense
dans W(R). Si v € C°(R x RY) il est facile de voir que I’application z + |lv(z, ) est
dérivable sur R et que

Iz

d

e s = zRe(v(z, ), 80(z, .)>L2(Rd).

On en déduit que

d
0GBy < ClG g g 100 )

Comme v est a support compact en z il existe A > 0 tel que v(z, ) est nulle pour z < —A. En
intégrant I'inégalité ci-dessus entre —A et z € R et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
on obtient

1
(10.41) sup [[v(z, )l 2w) < Cllv]|?

1
az 2 <C .

Soit maintenant v € W(R) et (u;) une suite de Cg°(R) qui converge vers u dans W(R).
D’apres I'inégalité (10.41) appliquée a u; — uy on voit que la suite (u;) est de Cauchy dans
L*®(R, L?(R%)). Cet espace étant complet elle converge vers un élement u € L= (R, L?(R?)).
Les u; étant continus en 2 et la convergence étant uniforme sur R & valeurs dans L?(R%) on
au € C'R, L2(R%)). Enfin, les convergences dans W (R) et L>®°(R, L>(R%)) impliquant la
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convergence distribution, on a v = @ dans D’(R x R%). On peut alors passer  la limite dans
(10.41) pour obtenir la méme inegalité pour wu.

Etape 2: J = (0,+00). Si uw € W(J) il existe u € W(R) telle que u = u pour z € (0,+00) et
lullwry ~ llullw(0,400)- St u est réguliere il s’agit du prolongement par parité i.e.

u(z,") =u(z,-)siz>0, u(z-)=u(-=z,-)siz<0.
Sinon on raisonne par densité des fonctions régulieres. L’étape 1. implique que
u € CO(R, L?(R%)); par définition u € C°([0, +00), L2(R%)) et on une estimation analogue &
(10.41) pour u. Ceci est évidemment valable pour J = (a, +00) ou J = (—o0,b).
Etape 3. J = (—1,0). Il existe x; € C*°(R), j = 1, 2 telles que supp x1 C (—o0, —i],suprQ -
[—3,+00) et x1(2) +x2(2) = 1 sur (—1,0). Soit u € W(J). On écrit u = uy + ug ot uj(z,) =
Xj(2)u(z,-),7 = 1,2. Il est facile de voir que u; € W((—1,400)) et ug € W((—00,0)). D’apres
'étape 2 on auy € CO([—1,+00), L2(RY)) C CO([~1,0], L2(R%)),us € CO((—oc,0], L2(RY)) C
CO([-1,0]L%(R%)) et donc u eC C°([—1,0], L*(R%)). Enfin, pour z € [~1,0] on peut écrire

[u(z, M r2may < lua(z, )lze@ay + ua(z, )l L2 ®ay)
< C(lluallw ((=1,400)) + llu2llw((=oc,0)))
< C'Mullw((=1,0))

car w1 est nulle pour z > 0 et uy est nulle pour z < —1 et que u; = xju. O

10.5 Estimations de solutions d’équations de transport

Proposition 10.25. Soit I =1[0,T], s > 1+ %l et considérons le probleme de Cauchy

(10.42)

u|t:0 = Ug.

{atquv-vxu:f, tel,

On a alors les estimations suivantes.

t
(10.43) iy < ol + [ 150 ) e

Il existe F : RT — R™T croissante telle que

t
(10.44) w2y < FIVI L1 zwree may) (luoll 2 ma) +/0 1F () 2wy dt').

et pour o € [0,s] il eviste F:RT — RY croissante telle que

¢
(10.45) ()]l goway < FIVILr 505 @ay) (luoll g ma) +/0 LF ) aro ey dt').-
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10.6 Solutions d’équations paraboliques
On introduit des espaces utiles dans la suite.
Definition 10.26. Soit J = (z0,21) C R et 0 € R. On pose

X7(J) = L*(J, H° (RY) N L2(J, H "2 (R%)),
Yo(J) = LM(J, H° (RY) + L2(J, H7 "2 (R%))

que 'on munit de leurs normes naturelles.

Lemme 10.27. Soit r € R,p > 0,J = [20,21] et soit p € F},(Rd x J) tel qu’il existe ¢ > 0
satisfaisant
(Rep)(z,z,€) = clg].

Alors pour tout f € Y"(J) et wo € H"(RY) il existe w € X" (J) solution de l’équation
parabolique

(1046) 0w + pr = fa w|z=0 = Wo

satisfaisant
lwllxrsy < K {{lwollerr + [ fllyre}

ou K est une constante ne dépendant que de r, p,c et ./\/lllj(p). De plus cette solution est unique
dans X°(J) pour tout s € R.

Démonstration. Notons (-, ')H?" le produit scalaire dans H"(RY). Soit § > 0 et Fy, F telles
que f=Fy + Fs et

I F1 o gy + | P2 = I fllyrery + 0.

L2(JH3
Considérons pour € > 0 ’équation
(10.47) Owe + e(—A + Id)w: + Tyw: = [ we|.—0 = wo.

Les méthodes usuelles pour les équations paraboliques montrent que pour tout z; > zg cette
équation a une unique solution w, € C[zq, z1], H")NL?((20, z1), H™*1). Pour passer & la limite
lorsque ¢ — 0 nous devons établir des estimations a priori uniformes en &.

Faisant le produit scalaire dans H" de ’équation avec w.(z) on obtient

lwe ()17 + ellwe (2) [ Frer + Re(Tpwe (2), we(2))

< MRl e e + IRy e

2dz

L’inégalité de Garding (cf.Metivier Section 6.3.2.) montre qu'il existe deux constantes posi-
tives C1, Cy ne dépendant que de M;(p) telles que pour tout z fixé

+3°

Re(Tywe(2), we(2)) g + Cullwe ()17 1o > Collw=(2)]7

+
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On en déduit que

1d

5 7 1w @Iz + ellwe ()17 + Collwe ()17,

< 1B ) lfwe ()l + 1Fo (g e (@) ey + Crllwe ()2 L1

2

Intégrant en z on obtient pour tout z € [z0, 21| que la quantité

1 z z
= S{lwe@lir = lwollzr} +¢ [ Nlwe(2) I d2’+ Co [ w2,y d2’
2 Z0 Z0 H 2

est majorée par

B = |Fillpa iy lwell ooy + 1820 o ) gy llwell 5 ) sy + Callw ol L2(gH 2
Comine
1
B < AFu |7 ey + o lwelTo m)
16
(10.48) 1 9 Co 2
— ||~
Gy 1F2 o=ty 16 1l g ey Tl I, L2
et

1 2 2 2
el ey = ol + Colue]2, -y <supA(z) < B

on peut absorber les deuxieéme et quatrieme termes du membre de droite de I'inégalité (10.48)
et en déduire qu’il existe C3 > 0 indépendante de ¢ telle que

el iy + Callwel, ey, < Callwnllfy + (1 ey + 0 + el

Tt2) )}
Pour éliminer le dernier terme du membre de droite on remarque que le membre de gauche

controle, par interpolation, la quantité ||w€||2 o pour p = %p > 2. Utilisant
JH"
I =

I'inégalité de Holder en z on en déduit qu’il existe v > 0 tel que si
on a, en faisant tendre § vers zéro,

L2(J, B

=)

lz0 — 21| < v

el ry + Callwell, vy < Callwnlfer + 11}

On peut alors itérer cette estimation sur [zo+v, zo+2v/], ... pour éliminer la condition |J| < v.
En utilisant I’équation on obtient le fait que la suite (w.) est bornée dans 'espace

CO(7, H") N L2(J, H™ 2) 0 CL(J, H™™2).

D’apres le Théoréme d’Ascoli il existe une sous suite qui converge dans 'espace C°(J, H"~#)N
L2(J, H’”“%_“), p > 0, vers une fonction w € L2(J, H’"‘%) qui est une solution de I’équation
(10.46). De plus le calcul précédent avec € = 0 montre que lorsque |J| < v (et ensuite dans
le cas géneral en itérant) on a

[l e sy + Callwll?, < Cafllwoll e + 113+ }-

JHT+ 2)

Cela termine la partie existence du Lemme 10.27 ainsi que I'estimation. La partie unicité est
analogue. 0
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10.7 Continuité du noyau de Poisson

Le cas des espaces de Sobolev est aisé.

Théoréme 10.28. Soit I = (0,1),d > 1. Alors pour tout s € R Uapplication u — e=*Pely
est continue de H3(RY) dans L*(I, HS‘%(Rd)).

Démonstration. Pour u € S(R?) on a

/01 /Rd<£>25+1e—2z<£>|a(g)|gdgdz :/ <£>25+1|a(£)|2</1 o—22(6) dz) de

R4 0

25| 2
< [ (P

Le cas des espaces de Holder-Zygmund est traité par le résultat suivant.

Théoréme 10.29. Soit [ = (0,1),d>1et0< p < % Alors pour tout a € R Uapplication
u— e *Pady est continue de C*(R?) dans L2(I, CSTH(RY)).

On a

1

—z2{Ux _ o j (o —z2(Ug 2

(10.49) le™ P ull3y ) oty = /0 (sup 2| Ase™* P u )" dz.
z 1~k j>—

Le théoreme sera une conséquence du résultat suivant.

Lemme 10.30. Soit a(£) = 2#(&)*e=*€). Pour tout € > 0 il existe C. > 0 telle que
[allprray < Cez™*

pour tout z € (0,1).

Montrons tout d’abord comment ce lemme implique le théoreme. On écrit

1Aje™ P u|| oo = 2742 Dy)e™* PN (Do) T# Ajul| Lo = 27| a(Da) (Do) ™ Aju Lo
=z Max (Dg) " Ajul|pee < 27H[fal| pr[[{Da) ™" Ajul oo

< Caz’“’52’j(“+a)||u||cg

et le résultat découle de la formule (10.49) si £ est choisi tel que p + ¢ < 3.

Démonstration du Lemme 10.30. Pour o« € N% on a z%a = ﬁg‘\a. On voit facilement que

|Dg )" < Co (€)#~1ol Ensuite nous allons montrer que pour o € N% on a

(10.50) |D‘ge—z<§>| < Ca<§>—|a|e—%z($)'
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En effet cela résulte de la formule de Faa-di-Bruno appliquée a ¢(t) = et et u(§) = 2(¢).
Pour o # 0 Dg (¢(u(€)) est une combinaison linéaire finie de termes de la forme

A=® @) ][] (Dlgu(g))’“ﬂ‘ o 1<k<l|al,) ki=k Y kilj=a.
j=1 J=1

j=1

Comme |[Dbu(€)] < Cz(€)bl la quantité A est majorée par CzF(€)ke=#E) (€)= ce qui
prouve (10.50). On déduit alors de (10.50) que

(10.51) DEa(€)] < Cozt(E)P 10163200,
On montre ensuite que

(10.52) lz|"a(x) < O, |z >1
ou C est indépendante de z.

Cela résulte du fait que [z*a(z)| < [|Dga(§|d€ et de estimation |Dga(§)| < Ca (€)~1el pour
|a] = d+ 1 qui résulte de (10.51).

On montre enfin que pour tout e €0, 1]
(10.53) lz|7E|a(x)| < Cz7f, |z <1
ou C; est indépendante de z, ce qui, compte tenu de (10.52), terminera la preuve du lemme.

Pour cela on commence par écrire z{(¢) = (2% + 22|§]2)%. Ensuite d’apres (10.51) on a
~ polal 1 %
[2°9(0)] < Caslel [ (22 + 21" e b2 g
Posons z& = 7. On a d¢ = z~%dn et donc, en notant (z,n) = (22 + \77|2)%, on obtient
(10.54) |z%a(z)] < Cpzlol=d / (z,m)Plele=3(=m) gp,
Nous allons montrer que pour |o| =d et |o| =d — 1 on a
(10.55) [t ten an <

ou M est indépendant de z.

En effet on note tout d’abord que, puisque z € (0,1), on a |n| < (z,17) < (1). On en déduit
que

/|>1<z,77>“_|0‘e_§<2’77> dn < /|>1 e~ 5l dn = My < +oo.
> >

Ensuite si 1 < |a] < d on a

d
(2, lole 450 dy < M < e
i<t mi<1 [nllel=#
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egl

etsi|a|]=0(sid=1)ona
/|<1<Z,77>’“‘e_5<z”7> dn < My < +o0,
<

ol My est indépendante de z € (0,1).
En utilisant alors (10.54) et (10.55) on obtient
|2%a(z)| < Csi |a|=d, et |z%A(x)] <C|z|7tsi |a| =d—1.
On en déduit que pour tout € €]0, 1]
2| Ffa(e)] < Cez7f, 2| <1,

=

ce qui prouve (10.53). O

Dans le cas du symbole e~ on a une estimation plus précise de sa transformée de Fourier.
En effet nous avons le résultat suivant.

Proposition 10.31. Soit z € (0,1) et a(¢) = e~ €. Il existe C > 0 indépendante de z telle

que

2 _dn1
a(z)| < Cz74(1+ @) >, VreRYL
z

Corollaire 10.32. I existe C' > 0 indépendante de z telle que

@] L1 (raey < C.

On utilisera le lemme suivant.

Lemme 10.33. Pour 8 >0 on a

(10.56)

Supposons un instant ce lemme prouvé et montrons comment il implique la proposition.

Démonstration de la Proposition 10.31. On peut écrire d’apres le lemme avec 8 = z(£)

1 ; (e
~ _ = ix-€ = ”
a(x) = f/e (/0 \/ﬁe 4 du) d€.

En utilisant le Théoréme de Fubini il vient

a(z) = R e‘“@f(/em{ezzifz dg) u
- VTllo  Vu
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En utilisant le fait que

(10.57) /eixfeafizdg =)

a 4u

il vient n
~ a-1 a1 22 w2
a(r) =m 2 2dz_d/ u'T e e Tue 2 gy
0
d’ou
2
Posant t = (1 + %)u on obtient

~ - |2 a1 (T a B |z[2, st
[a(@)] < Caz™"(1+ ) 2 e Yat < Che (14 )T

Démonstration du Lemme 10.33. On a

0 +o0
/ ety 1ol gy — / (=it gy + / (it gy,
R —00 0

1 N 12
1=t 14t 142

Par transformé de Fourier inverse, on obtient

1 ; 2
el = / e”yizdt, y € R,
27'(' R 1 —|— t

ce qui prouve (7). Ensuite pour ¢t € R on a

1 o 2
= / eI+ gy,
1+ ¢2 0 ’

on déduit de (i) et du Théoréeme de Fubini que pour 5 > 0

1 [ : 2
e P = / e“(/ eiPte—ut dt)du.
™ Jo R

En utilisant I’égalité (10.57) il vient

(10.58) B L /Oo ¢ e Fdu
' VT o Vu .

ce qui prouve (7).
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10.8 Un résultat d’uniformité du temps de vie

Lemme 10.34. Soit F : RT — R, strictement croissante et Ag > 0,a > 0. Il existe alors
To > 0 tel que pour toute function continue f : [0, T*[— R* satisfaisant

(10.59) F(t) < F(Ao + t°F(£(1))), Vte o, T
(10.60) F(t) < F(24¢), ¥t € [0, min(Tp, T)[.

Démonstration. Posons Ay = F1(2Ap). Soit Ty > 0 tel que Ao+ T F (A1) < 24¢. Par (10.59)
on a f(0) < F(Ap) < Ai. Supposons (10.60) fausse. Il existe alors ¢; € (0, min(Tp, T™)] tel
que f(t1) > A;. Comme f est continue on peut trouver to €]0,¢;1[ tel quef(t2) = Aj. Alors
par (10.59) on peut écrire

A= f(tg) < .F(A() + t% (Al)) < ]:(A(] + T(?.F(Al)) < .7:(2140) = A
ce qui est une contradiction. O

Corollaire 10.35. Soit (E,N') un espace normé et pour € €]0,1] soit u. € C°([0,T.[, E) ou
T. > 0. On pose f-(t) = N(uc(t,-)) et on suppose qu’il existe F : RT — R* strictement
croissante, Ag > 0 et a > 0 indépendants de € tels que

(10.61) £-() < F(Ao+ 1 F(£.(1) Vit e 0,T2],
(10.62) Jim f.(t) = o,

Il eziste alors Ty > 0 (indépendant de €) tel que toutes les ue. existent sur l'intervalle [0, Tp).

Démonstration. D’apres le lemme précédent il existe Ty > 0 tel que pour tout ¢ €]0, 1] on a
(10.63) fe(t) < F(24p), VYt e [0,min(Tp, T:)][.

Cela implique que l'on a T, > T pour tout € €]0, 1]. En effet si il existait un gg €]0, 1] tel que
T, < Tp, on aurait min(7p, T;,) = T, et donc d’apres (10.63)

feo(t) < F(24p), Vte[0,T.,]

ce qui contredirait (10.62). O

10.9 Retour sur le probleme de Dirichlet

Au paragraphe 4.1 nous avons développé une théorie variationnelle pour le probleme de Dirich-
let dans l'ouvert non borné Q = {(z,y) € R x R : y < n(x)} ot n € WH*(RY). Dans ce
paragraphe nous allons décrire quelques propriétés de la solution.
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10.9.1 Une inégalité de Hardy

On notera X = (z,y) un point de R et on suppose d > 2. Soit Xy € R4 tel que
d(Xo, Q) >co > 0.

Lemme 10.36. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € H'°(Q) on ait

< C||Vxullp2(q)
L2(Q)

Démonstration. Posons pour simplifier n = d + 1 puis u(X) =
= ﬁ(X + Xp). Comme n > 3 nous

X ¢ Q. Alors Vxii = Vyu € L*R"). Posons enfin v(X)
avons l'inégalité de Hardy

2

v
< 5 IIVxvllzz @)

(10.64) ‘ X

L2 (Rn)

En effet on a

2 +o0 1 +o00
‘ :/ / 3o (rw)|? dr dw = / / (0™ ) Ju(rw)|? dr dw
L2(Rn) Sn—1 n—2 Jon-1 Jo

+o0
Re/ / w)Vxu(rw) - wdrdw.
Sn—1

1 suffit alors d’écrire "2 = r3-3r33 et d’utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
conclure. Le lemme résulte alors aisément de (10.64). O

[

1X]

10.9.2 La transformation de Kelvin

Notons n = d + 1 et soit Xy € R™ un point tel que d(Xp,2) > ¢o > 0. Posons

- - X—-X,
D=1 X=—""+-:X€Qf.
{ [ X — Xof? €9
Ona\)ﬂzﬁdesor‘ceque
- X-X, X
X=X =Xo+ ==
| X — Xol? 0 X2

On en déduit que Q est un ouvert borné contenu dans la boule de centre 0 et de rayon é et

son bord, qui est I'image du bord de §2, contient le point X = 0 dans son adhérence.

Lemme 10.37. Soit w une solution dans  de l’équation Axw = 0. Posons

=B — 1P X
w(X) = [X[*" (Xo+@)

Alors A;(QE =0 dans €.
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Démonstration. Notons y a la place de Xetz= Xo + ﬁ a la place de X. On a

5s) = (2= ) o) + P 3 (U - 28 ),

ly| po

= (2 = n)ylyl "w(@) + |yl " dw(x) — 20y Ty Y yedrw (@)
k=1

Alors 2w (y) = Aj + Bj + Cj + Dj ot

n

. e n d; Yy
Ay = @=m)(lyl ™" = ma ol wl) By = @ = mylyl Y (5 - 2 k@),
k=1

—n— —n . 6'16 YiYk
G = —nyslyl " 2050(@) + o Y didkw(o) (15 — 2 ),
k=1

n n
Dy =2(n+2)y3lyl "D ykdhw(x) — 2y;ly| " P05w(x) — 20y | yrdpw(x)
k=1 k=1

n n
—n— L 9YiYl
2l (, 5~ 270 ) (o).
k=1 1=1 y
Tout d’abord on voit facilement que Z?Zl Aj =0.

D’autre part on a Bj = (2 — n)y;|y| ™" 20;w(z) — 2(2 — n)y]2-|y\_”_4 > oreq UkOpw(x)

et donc
n

Y Bi=-2-n)y "> y0uw(z).
j=1

j=1
Ensuite on a Cj = —ny;|y| ™" 0w(z) + [y| " 205w (x) — 2ly|~"* Yop_, yjukd;okw(x)

d’ou

D Ci=—nly Y yidiw(x) + |yl T Aw() = 20y T Y yjund;dkw(x).

j=1 7j=1 j,k=1

n n
D; = 2(n+ 252y S pedhw(a) — 2951y 205w(@) — 20yl 2 S e (a)
k=1 k=1

n n
=2yl uk0i0kw (@) + 431y T )y dOiw ()
k=1 k=1

de sorte que

n

> Dy =20yl yehw(x) + 2yl vkudkdiw ().

j=1 k=1 k,l=1
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On en déduit que
Ayw(y) =yl "2 Azw(z) = 0.

Proposition 10.38. Soit h € C’(?O(Rd) et soit w la solution variationnelle du probléme
Ay yw =0 dans Q, wl|y = h.

(7) Supposons h > 0. Alors w > 0 dans Q.

(i) 1l existe C' > 0 telle que |w(X)| < &5 et |[Vxw(X)| < |X|d+1’ | X| — 4o0.

Démonstration. Rappelons que la solution variationnelle w s’écrit w = u + h ot u € H0(Q)
et h est un relevement de h dans €). On peut prendre

(10.65) hz,y) = x(y —n(@)h(z), (2,y) € Q,
olt x(t) € C®°(R),x(t) =1sit> -1 x(t)=0sit< -1

Nous allons effectuer la transformation de Kelvin décrite précédemment et nous ramener au
cas d’un ouvert borné. Soit w la transformée de w écrite dans 1’énoncé du Lemme 10.37.

Point 1. On a @ € H(Q).

On commence par estimer le Jacobien du changement de variable, J := |det( )| Comme
X = |))((:))((00‘2 on a
Oy, _ 1 (5%_2(%—1/‘0;‘)(%—:80,1@)'
ox; | X — X2\ | X — X,
Nous allons montrer que
(10.66) J=|X — Xo|72+D),

En effet, posons n = d + 1 et w; = T;J( g;?]‘ Alors Z] 1 ] = 1. Considérons la matrice

A = (0 — 2wjwy,). 11 est facile de voir que A? = Id et donc que |det A| = 1.

Comme @(X) = | X |>~"w(Xo + X — Xo|"2w(X) on a

‘X|2)

10. X — Xo2n=2 X — Xo|7?dX = //
(1067) [, = [ 1X = %P u()RIX - Xo [ O ax

Ensuite
n

ow , Z; 1 T Ow
—(X)=02—-n)=LwX)+—= Sjp — ) —(X
o7, %) = @ =) zrw(X) W;(gk %) oy )

d’ou 'on tire que

IV 3@(X)| < O(IX = Xo"Hw(X)] + X = Xo|"|Vxw(X)]).
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Compte tenu de (10.66) on peut écrire

IV@]7sq < C // X X0\2 / IV xw(X |2dX)

Puisque |X — Xo| > ¢p > 0 dans 2 on déduit de (10.67) que

e < ([ ¥ sop XoP # [[ o pax),

Comme w = u + h on déduit de (10.65) et du Lemme 10.36 que @ € H(9Q).

Point 2. Il résulte du Lemme 10.37 que Aw = 0 dans Q. D’autre part la donnée h étant a
support compact dans R? son image par I’ apphcatlon de Kelvin est identiquement nulle dans
un voisinage de X = 0. Alors W45 est identiquement nulle au V0151nage de X = 0 et clest

donc une fonction réguliere sur le bord de Qen y incluant le point X=0.D apres le Point 1.
weH 1(Q) et on a unicité des solutions H' du probleme de Dirichlet pour le Laplacien dans
un ouvert borné régulier & donnée C'. Un théoreme classique de régularité montre que cette
solution est en fait de classe C? sur 'adhérence de Q) et donc, en particulier, bornée. On peut
appliquer le principe du maximum pour en déduire le (7) de la proposition. Ensuite on a par

définition w( | X|"2@(X). Comme @(0) = 0 et que @ € C* au voisinage de X = 0 on

|X‘2)

a |w(X )] < C]X\ Par conséquent ‘w < C\)A(/|”*1 pour |X| < § et donc

)

w(X)] < CIXI' X 2

Oq\»—t

ce qui prouve également le (ii) puisque n = d + 1. Pour lestimation de V xw on renvoie au
livre de Folland. O

10.10 Scaling pour le systéeme des ondes de surfaces

Proposition 10.39. Soit n, ¥, ® une solution du systéme

om = Gn)y

(10.68) 1 )
0y® + i‘vx,y(m +gn= 0, (I)‘y:n(t,r) = ¢
dans le domaine Q = {(t,z,y) : y < n(t,x)}. Alors pour tout A € R, (nx, P, ¥») donnée par

m(t,x) = A_ln()\%t, Ax)
(10.69) Oy\(t,2,y) = A2 (A2t Az, \y)
Un(t, ) = A"2p(A2t, Ax)

est une solution of (10.68) dans le domaine Q\ = {(t,z,y) : y < na(t,x)}.
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Démonstration. Un calcul simple montre que
1 _ 1 1
0Py + 5| Vay a4 gin = A"HOP + S|V y @ + gn}(A2t, Az, Ay) = 0

dans le domaine {\y < 77(/\%t, Az)} = {y < na(t,z)}. En outre
DAtz ma(t,2) = A2 (A2 1, Aa, M n(A2E M) = A2 (A2t Ae) = ua (i, ).

Ensuite L

Ay y®a(t,z,y) = NAL, (N2, Az, \y) =0
dans P'ensemble {\y < n()\%t, Ar)} = {y < m(t,2)} et on a ®y|y—, (1) = ¥a(t,x). Par
conséquent
(G(UA)wA) (t,z) = (Oy®x — Vanr - Va®y)[y= na(t,@)
(9, P(A2t, Az, n(A2t, Ax)) — Van(A2t, Az) - Vo @a(A2t, Az, n(A2t, Az))
(G(m)y)( )\275, Azx).

wh—t w\»—A

A~

A~

On en déduit que
(Bex — GO\ )W) (t, ) = A2 {0 — G(n)Y}(A2t, Az) = 0,

O]

= Ao,

de Sobolev invariant d’échelle pour 1 est I'espace H(R?) avec 0. = 1 + %l. On a supposé

Remarque 10.40. On a ||n(t Par conséquent ’espace

")”2."(Rd) )||20' (R%)"

que n € H S+;(Rd) ce qui signifie que l'indice critique est s, = % + %. Par conséquent nous

sommes % au dessus du scaling (ou % - % au dessus si on utilise les inégalités de Strichartz).

10.11 Expression du coefficient de Taylor en fonction de n, B, V.

Dans le cas considéré dans ces notes (i.e. en fond infini) on a

Lemme 10.41.

= o (o VeV 4 BGOIB - J6V - 6B - Gla).

Démonstration. Introduisons
1 2
Q:P_gy_§|vx,y¢’ .

Alors (voir la section 5) @ est I’extension harmonique de sa trace —gn — %V2 — %BQ.
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On a alors
0yQ —Vn-VQ=0yP —g—V¢ Vo — 8y¢a§¢
=" 0|85 — V- V0 — 0,00,0,0)|
J

=0,P—-Vn-VP —g
~ Vo [Vo,0 - 9mvo,0|
J

= 0,0|056 — > 0m0,09)
J

Comme 0;¢ est I'extension harmonique de Vj, et dy¢ est I'extension harmonique de B, on
trouve

Vo, = Ym0l | =Gy,
et j
[3§¢ -2 3j?73yaj¢] ‘ oy =GB
Comme P|y—, =0 on a ]
(0 P)ly=n = 0;(Ply=y) — (OyP)|y=y0in = —aly—0;n.

Donc
0,Q =V -VQ]|,_, = (1 +|Vn)a—g—V-GnV - BG(n)B.

Par ailleurs

1 1
[ayQ - Vn- VQ} ’yzn = G)(Qly=n) = G(n){ —gn - §V2 - 532}.
Ces relations impliquent la formule annoncée. O

10.12 Une relation utile.

On garde les notations de la section 1. Soit v une solution du systeme d’Euler (1.14).

d
dt/ﬂ(t) f(t,:z:)da;://Q(t)(at+v'vx)f(t,x)dx.

Démonstration. Soit X (t,y) la position de la particule au temps ¢ issue du point y. Alors (cf.
(1.1)) on a

Lemme 10.42.

X(t) =v(t, X(t), X(0)=y, Q@) ={X(ty):yeQ0)}
On a vu d’autre part (cf. Corollaire 1.2) que Papplication y — X (¢,y) est un difféomorphisme
de ©(0) sur (t). Posant x = X (¢,y) on déduit que

//Q(t) f(t,x)dx = //Q(O)f(t,X(t,y))
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Il résulte de (1.6) que A(t) := det <%—§(t,y)> = exp(f(;f divo(s, X (s,y)) ds) =1 et donc

d .
dt / a0 //mo) (O0f + X (t,9) - Vaf)(t X(t,9)) dy,
N // (Ouf + v Vaf)(t. X(ty)) dy = // (Ouf +v - Vo f)(t,z) da.
Q(0) o
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