
Modelling optical lenses with Dynamic Geometry SoftwareÎêîëî òåîðåìàòà íà ÍàïîëåîíÂëàäèìèð �åîðãèåâ, Îëåã Ìóøêàðîâ1 Òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí-ìàëêî èñòîðèÿÈçâåñòíî å, ÷å Íàïîëåîí å áèë ëþáèòåë íà åëåìåíòàðíàòà ìàòåìàòèêà è å ïîçíàâàëðåäèöà èçâåñòíè ìàòåìàòèöè. Íàïðèìåð, íåãîâ ïðèÿòåë å áèë èòàëèàíñêèÿò ìàòåìà-òèê Ëîðåíöî Ìàñêåðîíè, êîéòî ïðúâ ðàçãëåæäà çàäà÷è çà ãåîìåòðè÷íè ïîñòðîåíèÿ,èçïîëçâàùè ñàìî ïåðãåë. Èíòåðåñíà çàäà÷à íà Íàïîëåîí â òàçè íàñîêà å äà ñå ïîñòðîèöåíòúðúò íà äàäåíà îêðúæíîñò ñàìî ñ ïåðãåë. Òóê íÿìà äà ñå ñïèðàìå íà íåéíîòîðåøåíèå, à ùå îòáåëåæèì ñàìî, ÷å ïî âðåìåòî íà �åíåñàíñà (1300ã.-1600ã.) ïîäîáíèçàäà÷è ñà âúçíèêâàëè îò ÷èñòî ïðàêòè÷åñêè âúïðîñè. Åòî íÿêîëêî ïðèìåðà íà âàæíèèçîáðåòåíèÿ è îòêðèòèÿ îò òîçè ïåðèîä:
• Ìåõàíè÷íèÿ ÷àñîâíèê;
• Àðòèëåðèÿòà - ïúðâîòî îðúäèå çà èçñòðåëâàíå íà ðàêåòè å èçîáðåòåíî îò àíã-ëèéñêèÿ èíæåíåð Óèëÿì Êîíãðåèâ (1670 - 1729);
• Ïå÷àòíàòà ïðåñà - èçîáðåòåíà å îò Éîõàíåñ �óòåíáåðã ïðåç 1440 ã.;
• Êîìïàñà - çà ïúðâè ïúò å èçïîëçâàí îò êèòàéñêèÿ ïúòåøåñòâåíèê ×åíã Õå(1371-1435);
• Ìèêðîñêîïà - èçîáðåòåí å îò õîëàíäñêèÿ ìàéñòîð íà î÷èëà Õàíñ ßíñåí ïðåç 1590ã.;
• Òàïåòèòå - ïúðâàòà �àáðèêà çà õàðòèÿ å ïîñòðîåíà â Àíãëèÿ ïðåç 1496 ã.;
• Ïîäâîäíèöàòà - ïúðâèÿò ïðîåêò å íà Ëåîíàðäî äà Âèí÷è, íî çà ïúðâè ïúò ïîä-âîäíèöà å ïîñòðîåíà îò Êîðíåëèóñ âàí Äðåáåë ïðåç 1624 ã.;
• Êèáðèòà - îòêðèò å îò �îáåðò Áîéë ïðåç 1680 ã.;
• Î÷èëàòà - ïúðâèòå î÷èëà ñà ðàçðàáîòåíè îò èòàëèàíñêèÿ èçîáðåòàòåë ÑàëâèíîÄ`Àìàòå ïðåç 1284 ã.Âàæíîñòòà íà òåçè èçîáðåòåíèÿ è �àêòúò, ÷å òå ñúùåñòâåíî ñà ïðîìåíèëè ðåàëíèÿæèâîò íà õîðàòà îáÿñíÿâàò çàùî íÿêîè èçâåñòíè ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è îò òîçè ïåðèîäñà ñâúðçàíè ñ ðåøàâàíåòî íà íîâè ïðàêòè÷åñêè ïðîáëåìè.Äðóã ïðèìåð å ñëåäíîòî ïðåäèçâèêàòåëñòâî íà Ï.Ôåðìà(1601-1665) êúì Å. Òîðè-÷åëè (1608-1647), èçîáðåòàòåëÿ íà áàðîìåòúðà: Äà ñå íàìåðè òî÷êà â ðàâíèíàòà íàThis projet has been funded with support from the European Commission in its Lifelong LearningProgramme (510028-LLP-1-2010-1-IT-COMENIUS-CMP). This publiation re�ets the views only of theauthors, and the Commission annot be held responsible for any use whih may be made of the informationontained therein



2äàäåí òðèúãúëíèê, çà êîÿòî ñóìàòà íà ðàçñòîÿíèÿòà è äî âúðõîâåòå íà òðèúãúëíè-êà å ìèíèìàëíà. Òîðè÷åëè äàâà íÿêîëêî ðåøåíèÿ íà òàçè åêñòðåìàëíà ãåîìåòðè÷íàçàäà÷à. Â åäíî îò òÿõ òîé îòáåëÿçâà, ÷å îêðúæíîñòèòå, îïèñàíè îêîëî ðàâíîñòðàííèòåòðèúãúëíèöè, ïîñòðîåíè âúíøíî âúðõó ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèêà ñå ïðåñè÷àò â åäíàòî÷êà, êîÿòî äàâà ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Â ñúâðåìåííàòà ìàòåìàòè÷åñêà ëèòðàòóðàòàçè òî÷êà ñå íàðè÷à òî÷êà íà Òîðè÷åëè-Ôåðìà íà äàäåíèÿ òðèúãúëíèê.�åäèöà çàáåëåæèòåëíè ìàòåìàòè÷åñêè òâúðäåíèÿ ñå ïðèïèñâàò íà Íàïîëåîí Áîíà-ïàðò (1769-1821), âúïðåêè ÷å â èçâåñòíèòå íè èçòî÷íèöè âðúçêàòà ìó ñ òÿõ ñå ïîñòàâÿïîä âúïðîñ. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè îáà÷å, ÷å ìàòåìàòèêàòà ðàçöú�òÿâà â ñëåäðåâî-ëþöèîííà Ôðàíöèÿ è ïî òîâà âðåìå ìàòåìàòèöèòå ñå ðàäâàò íà ãîëÿìî óâàæåíèå.Íàïðèìåð èçâåñòíèÿò ìàòåìàòèê Ëàïëàñ å áèë ìèíèñòúð íà âúòðåøíèòå ðàáîòè ïðèÍàïîëåîí.

Ôèãóðà 1: Òåîðåìà íà ÍàïîëåîíÑëåäíîòî òâúðäåíèå (èçâåñòíî êàòî òåîðåìà íà Íàïîëåîí) å òÿñíî ñâúðçàíî ñúñçàäà÷àòà íà Ôåðìà (âèæ [14℄), �îðìóëèðàíà ïî-ãîðå.Òåîðåìà 1.1. Âúðõó ñòðàíèòå íà òðèúãúëíèê ñà ïîñòðîåíè âúíøíî (âúòðåøíî) ðàâ-íîñòðàííè òðèúãúëíèöè. Äà ñå äîêàæå, ÷å òåõíèòå öåíòðîâå ñà âúðõîâå íà ðàâíîñ-òðàíåí òðèúãúëíèê.Íàèñòèíà å èçíåíàäâàùî, ÷å âèäúò íà ïîëó÷åíèÿ òðèúãúëíèê íå çàâèñè îò âèäà íàïúðâîíà÷àëíèÿ òðèúãúëíèê. Íî òîé çàâèñè îò âèäà íà ïîñòðîåíèòå âúðõó ñòðàíèòåòðèúãúëíèöè�òîé å ðàâíîñòðàíåí âèíàãè êîãàòî ïîñòðîåíèòå òðèúãúëíèöè ñà òàêèâà.Ñúîòâåòíèÿò Geogebra �àéë ìîæå äà ñå íàìåðè â ñëåäíèÿ ëèíê Òåîðåìà íà Íàïîëåîí.Òîâà å íàøàòà èçõîäíà òî÷êà, êàòî ãëàâíàòà íè öåë å ðàçðàáîòâàíåòî íà êîíêðåòíèäèäàêòè÷íè ìàòåðèàëè (íà áàçàòà íà ñèñòåìàòà Geogebra), êîèòî ìîãàò äà ñå èçïîëçâàòâ:
• êóðñîâå çà ïîäãîòîâêà è ïîâèøàâàíå íà êâàëè�èêàöèÿòà íà íàñòîÿùè è áúäåùèó÷èòåëè ïî ìàòåìàòèêà;
• êëàñíàòà ðàáîòà.Íàøèÿò èíòåðåñ êúì òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí å ïðåäèçâèêàí è îò �àêòà, ÷å òÿ íå åìíîãî èçâåñòíà ñðåä èòàëèàíñêèòå ó÷èòåëè ïî ìàòåìàòèêà.
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32 GeoGebra ñèìóëàöèè îêîëî òåîðåìàòà íà ÍàïîëåîíÍèå èçïîëçâàìå ñèñòåìàòà Geogebra, çàùîòî òÿ äàâà ïðèÿòåí è ëåñåí íà÷èí çà ÷åðòàíåíà ðàçíîîáðàçíè ãåîìåòðè÷íè êîí�èãóðàöèè.Â äèíàìè÷íîòî ïðèëîæåíèå òî÷êèòå A,B,C ìîãàò äà ñå äâèæàò ïðîèçâîëíî êàòîâúðõîâå íà òðèúãúëíèê. Òî ìîæå äà ñå àêòèâèðà íà ñëåäíèÿ ëèíê Òåîðåìà íà Íàïîëåîí.Ïðèëîæåíèåòî å ïîäãîòâåíî ñúâìåñòíî ñúñ ñòóäåíòêàòà Ñàðà Ëåàë Âåíåãàñ â ìàòåìà-òè÷åñêàòà ëàáîðàòîðèÿ Ñúñòàâÿíå íà çàäà÷è , îðãàíèçèðàíà â Óíèâåðñèòåòà íà Ïèçàïðåç ïðîëåòòà íà 2011 ã.Êàòî ïúðâè ïðèìåð íà âúïðîñ, êîéòî ìîæå äà ñå ïîñòàâè ïðè èçïîëçâàíåòî íàäèíàìè÷íàòà êîíñòðóöèÿ ïðåäëàãàìå ñëåäíèÿ:
• Âÿðíî ëè å, ÷å îòíîøåíèåòî íà ëèöàòà íà △ JKL è △ ABC íà Ôèãóðà 1 åïîñòîÿííî?Íà òîçè âúïðîñ ìîæå ëåñíî äà ñå îòãîâîðè êàòî ñå èçïîëçâà Geogebra. Äâèæåéêèòî÷êàòà A òàêà, ÷å â êðàéíîòî ïîëîæåíèå òî÷êèòå A,B,C äà ñà êîëèíåàðíè âèæäàìå,÷å ëèöåòî íà △ JKL ìîæå äà îñòàâà ïîñòîÿííî, äîêàòî ëèöåòî íà △ ABC êëîíè êúì

0. Ñëåäîâàòåëíî îòãîâîðúò å îòðèöàòåëåí.Äðóã âúïðîñ, ñâúðçàí ñ ãîðíèÿ, å ñëåäíèÿ:
• Äà ñå íàìåðè ëèöåòî íà △ JKL èëè åêâèâàëåíòíî, äà ñå íàìåðè íåãîâàòà ñòðàíà.Òîçè ïðèìåð ïîêàçâà êàê ìîæå äà "ñêî÷èì"îò ïðèëîæåíèÿ íà Geogebra êúì ïî-àáñòðàêòíè âúïðîñè, êîèòî ñå íóæäàÿò îò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêà îáîñíîâêà è èç÷èñëå-íèÿ áåç èçïîëçâàíå íà IT ñðåäñòâà.Âðúùàéêè ñå êúì òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí ùå îòáåëåæèì, ÷å â ëàáîðàòîðèÿòà çàñúñòàâÿíå íà çàäà÷è áÿõà èçñëåäâàíè ñëåäíèòå âàðèàíòè çà íåéíîòî îáîáùàâàíå:
• âìåñòî ðàâíîñòðàííè òðèúãúëíèöè âúíøíî ñå ñòðîÿò êâàäðàòè;
• âìåñòî òðèúãúëíèöè ñå ðàçãëåæäàò ÷åòèðèúãúëíèöè.Â ïúðâèÿ ñëó÷àé îòãîâîðúò áåøå íàìåðåí áúðçî ñ ïðèëàãàíå íà ñèñòåìàòà Geogebra(âèæ Ôèãóðà 2),êîÿòî ìîæå äî ñå àêòèâèðà ÷ðåç ñëåäíèÿ ëèíê Òåîðåìà íà Íàïîëåîí ñ êâàäðàòè.Êàêòî ñå âèæäà, ïðè ïðèáëèæàâàíå íà òî÷êèòå B è A (âèæ Ôèãóðà 3) △ KLJ ñòàâàáëèçúê äî ïðàâîúãúëåí, òîåñò íå å ðàâíîñòðàíåí.Êàòî èçïîëçâàìå ñúùîòî ïðèëæåíèå âèæäàìå, ÷å ìåäèöåíòðîâåòå íà òðèúãúëíè-öèòå ABC è JKL ñúâïàäàò. Íàèñòèíà, ñëåäâàéêè ïîäõîäà îò Óïðàæíåíèå 5.2 èçðà-çÿâàìå êîìïëåêñíèòå ÷èñëà, ñúîòâåòñòâàùè íà òî÷êèòå L,K, J îò Ôèãóðà 3, êàêòîñëåäâà
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△ ABC ñúâïàäàò. Òúé êàòî òðèúãúëíèöèòå △ BCL, △ CAK è △ ABJ ñà ðàâíîáåäðåíèè ïðàâîúãúëíè ìîæåì äà �îðìóëèðàìå ñëåäíèÿ âúïðîñ:
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Ôèãóðà 2: Geogebra çàìåñòâà òðèúãúëíèöè ñ êâàäðàòè

Ôèãóðà 3: Geogebra êîíòðàïðèìåð çà îáîáùàâàíå íà òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí,
• Ñúùåñòâóâàò ëè òðèúãúëíèöè ABC, çà êîèòî △ LKJ å ðàâíîáåäðåí è ïðàâîú-ãúëåí?Ïðåäíàòà äèíàìè÷íà êîíñòðóêöèÿ ñ Geogbra ïîäñêàçâà ñëåäíèÿ îòãîâîð:Ëåìà 2.1. Íå ñúùåñòâóâà △ ABC, çà êîéòî △ LKJ å ðàâíîáåäðåí è ïðàâîúãúëåí.Äîêàçàòåëñòâî. Äà äîïóñíåì, ÷å △ LKJ å ðàâíîáåäðåí è ïðàâîúãúëåí. Òîãàâà
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5Çàìåñòâàéêè (1) è (2) â òîâà ðàâåíñòâî ïîëó÷àâàìå i

2
(a−b) = 0, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.Äðóã åñòåñòâåí âúïðîñ å ñëåäíèÿ:

• Ñúùåñòâóâàò ëè òðèúãúëíèöè ABC, çà êîèòî △ LKG å ðàâíîñòðàíåí?×èòàòåëÿò ìîæå äà èçïîëçâà Ëåìà 5.1 çà äà ðåøè ñëåäíîòî:Óïðàæíåíèå 2.1. Òðèúãúëíèê LKJ å ðàâíîñòðàíåí ñàìî êîãàòî △ ABC å ðàâíîñ-òðàíåí .Ïî-èíòåðåñåí å âúïðîñúò êîãà △ LJK å ïðàâîúãúëåí. Ñëåä òåñòâàíå ñ Geogebraìîæåì äà �îðìóëèðàìå ñëåäíàòà õèïîòåçà:Òâúðäåíèå 2.1. Òðèúãúëíèê LKJ å ïðàâîúãúëåí ñ ∢LJK = 90o òîãàâà è ñàìî òîãà-âà, êîãàòî êâàäðàòèòå ñà âúòðåøíè çà òðèúãúëíèêà è âúðõîâåòå A è B íà △ ABCëåæàò âúðõó ïðàâèòå, îïðåäåëåíè îò ñòðàíèòå LJ è KJ íà △ LKJ .

Ôèãóðà 4: Ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè LKJ ñ ïîëîæèòåëíà îðèåíòàöèÿÄîêàçàòåëñòâî. Íåêà △ ABC å îðèåíòèðàí â îòðèöàòåëíà ïîñîêà, òîåñò ïî ÷àñîâ-íèêîâàòà ñòðåëêà (âèæ Ôèãóðà 4) è äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òî÷êèòå L,K, J (öåíòðîâåòåíà âúòðåøíèòå êâàäðàòè) ñà òàêèâà, ÷å △ BCL, △ CAK è △ ABJ ñà îðèåíòèðàíè âñúùàòà ïîñîêà. Êàòî èçïîëçâàìå Óïðàæíåíèå 5.4 çàêëþ÷àâàìå, ÷å
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6Óñëîâèåòî, ÷å △ LKJ å ïðàâîúãúëåí , îçíà÷àâà, ÷å (âèæ Óïðàæíåíèå 5.3)
j =

λ2 − iλ

1 + λ2
l +

1 + iλ

1 + λ2
k,êàòî λ > 0, àêî △ LKJ å îðèåíòèðàí â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà (Ôèãóðà 4) è λ < 0 � âîáðàòíèÿ ñëó÷àé (Ôèãóðà 5). Îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å

a− l = λ(j − l)è çíà÷è A ëåæè âúðõó ïðàâàòà JL. Àíàëîãè÷íî çàêëþ÷àâàìå, ÷å òî÷êàòà B å âúðõóïðàâàòà JK.Ïðåäëàãàìå íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå îáðàòíîòî òâúðäåíèå.

Ôèãóðà 5: Ïðàâîúãúëíè òðèúãúëíèöè LKJ ñ îòðèöàòåëíà îðèåíòàöèÿ3 Äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí ñ êîìïëåêñíè÷èñëàÑåãà ñìå ãîòîâè äà çàâúðøèì äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí. Èçïîëçâàé-êè îçíà÷åíèÿòà íà Ôèãóðà 1 è Ëåìà 5.2, ïîëó÷àâàìå
l = w1b+ w2c, k = w1c+ w2a, j = w1a+ w2b, (3)êúäåòî

w1 =
z1 + 1

3
, w2 =

z2 + 1

3
.Îò òåçè ðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å ìåäèöåíòðîâåòå íà △ LKJ è △ ABC ñúâïàäàò, çàùîòîîò (11) è (3) ïîëó÷àâàìå,

l + k + j = a+ b+ c.



7Áåç îãðàíè÷åíèå ìîæåì äà ïðåäïîëàãàìå, ÷å
a+ b+ c = 0, (4)êîåòî âëå÷å
l + j + k = 0.Íàøàòà öåë å äà ïîêàæåì, ÷å
l = z1j + z2k, (5)çàùîòî îò Ëåìà 5.1 ùå ñëåäâà, ÷å △ IGH å ðàâíîñòðàíåí. Îò äðóãà ñòðàíà, êàòîçàìåñòèì l, k, j îò ðàâåíñòâî (3) â (5), ïîëó÷àâàìå

−(z1w1 + z2w2)a+ (w1 − z1w2)b+ (w2 − z2w1)c = 0. (6)Ñðàâíÿâàéêè òîâà ðàâåíñòâî ñ (4), âèæäàìå, ÷å
−(z1w1 + z2w2) = (w1 − z1w2) = (w2 − z2w1)è êàòî âçåìåì ïðåäâèä ðàâåíñòâàòà

w1 =
z1 + 1

3
, w2 =

z2 + 1

3
, z1 + z2 = 1,çàêëþ÷àâàìå, ÷å å äîñòàòú÷íî äà ïðîâåðèì ðàâåíñòâàòà

−z21 − z22 − 1 = 1− z1z2 = 1− z1z2. (7)Òå ñà èçïúëíåíè, çàùîòî îò (10), ïîëó÷àâàìå
−z21 − z22 − 1 = z2 + z1 − 1 = 0, 1− z1z2 = 1− 1 = 0.Ñëåäîâàòåëíî ðàâåíñòâîòî (7) å èçïúëíåíî è òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí å äîêàçàíà.4 Íÿêîè îáîáùåíèÿ íà òåîðåìàòà íà ÍàïîëåîíÒåîðåìàòà íà Íàïîëåîí èìà ðåäèöà îáîáùåíèÿ. Íàïðèìåð, ïîñòðîåíèòå òðèúãúëíèöèìîãàò äà èìàò ïðîèçâîëíà �îðìà, ò.å. äà ñà ïîäîáíè è åäíàêâî îðèåíòèðàíè. Òîãàâàòåõíèòå ìåäèöåíòðîâå îáðàçóâàò ïîäîáåí íà òÿõ òðèúãúëíèê. Â äåéñòâèòåëíîñò íå åíåîáõîäèìî äà ðàçãëåæäàìå ìåäèöåíòðîâåòå. Çà ïðîèçâîëåí △ ABC ðàçãëåæäàìå òðèâúíøíè òî÷êè A1, B1, C1 , çà êîèòî

∢AC1B + ∢BA1C + ∢CB1A = 360.Òîãàâà △ A1B1C1 å ïîäîáåí íà òðèúãúëíèê ñ úãëè
∢C1AB + ∢B1AC,∢C1BA+ ∢A1BC,∢A1CB + ∢B1CA.Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè èíòåðåñåí �àêò ìîæå äà ñå íàìåðè íàïðèìåð â ([12℄, ñòð.178-181) è [5℄.Äèðåêòíî îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà íà Íàîïîëåîí å ïîëó÷åíî ïúðâî îò Áàðëîòè [1℄â 1955 ã. è ñëåä òîâà îò �ðåáåð [6℄ â 1980 ã.. Òî ãëàñè, ÷å àêî âúðõó ñòðàíèòå íà n-úãúëíèê P ñå ïîñòðîÿò âúíøíî(âúòðåøíî) ïðàâèëíè n-úãúëíèöè, òî òåõíèòå öåíòðîâåñà âúðõîâå íà ïðàâèëåí n-úãúëíèê òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî P å à�èííî-ïðàâèëåíìíîãîúãúëíèê, ò. å. òîé å îáðàç íà ïðàâèëåí n-úãúëíèê ïðè à�èííà òðàíñ�îðìàöèÿ íàðàâíèíàòà. Â ñëåäâàùîòî óïðàæíåíèå ïðåäëàãàìå íà ÷èòàòåëÿ äà äîêàæå òåîðåìàòàíà Áàðëîòè-�ðåáåð â ñëó÷àÿ n = 4.
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Ôèãóðà 6: ×åòèðèúãúëíèöè è òåîðåìà íà ÍàïîëåîíÓïðàæíåíèå 4.1. Âúðõó ñòðàíèòå íà ÷åòèðèúãúëíèê âúíøíî ñà ïîñòðîåíè êâàäðà-òè. Äà ñå äîêàæå, ÷å:(à) Öåíòðîâåòå íà êâàäðàòèòå ñà âúðõîâå íà ÷åòèðèúãúëíèê ñ ðàâíè è ïåðïåíäè-êóëÿðíè äèàãîíàëè.(â) Öåíòðîâåòå íà êâàäðàòèòå ñà âúðõîâå íà êâàäðàò òîãàâà è ñàìî òîãàâà,êîãàòî ïúðâîíà÷àëíèÿò ÷åòèðèúãúëíèê å óñïîðåäíèê.Óïúòâàíå. Íåêà a, b, c, d ñà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà, ñúîòâåòñòâàùè íà âúðõîâåòå íà÷åòèðèúãúëíèêà. Çà äà äîêàæåòå (à) èçðàçåòå êîìïëåêñíèòå ÷èñëà íà öåíòðîâåòå
M,N,P,Q íà êâàäðàòèòå ÷ðåç a, b, c, d è ïîêàæåòå, ÷å n− q = i(m− p). Çà (â) èçïîëç-âàéòå, ÷å MP ⊥ NQ çà äà çàêëþ÷èòå, ÷å MNPQ å êâàäðàò òî÷íî êîãàòî MN ‖ PQ.Ñåãà èçðàçåòå òîâà óñëîâèå ÷ðåç a, b, c, d.Íàêðàÿ ùå ðàçãëåäàìå åäíî îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà íà Íàïîëåîí, ìîòèâèðàíî îòÓïðàæíåíèå 2.1 .Óïðàæíåíèå 4.2. Âúðõó ñòðàíèòå íà íåðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ñà ïîñòðîåíèâúíøíî ïðàâèëíè n-úãúëíèöè. Äà ñå äîêàæå, ÷å òåõíèòå öåíòðîâå ñà âúðõîâå íàðàâíîñòðàíåí òðèúãúëíèê ñàìî ïðè n = 3.Óïúòâàíå. Äîêàæåòå è ñëåä òîâà èçïîëçâàéòå �àêòà, ÷å êîìïëåêñíèòå ÷èñëà a, b, cñà âúðõîâå íà ðàâíîñòðàíåí òðèúãúëèê òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî a2 + b2 + c2 =
ab+ bc+ ca.



95 Äîïúëíåíèå: Êîìïëåêñíè ÷èñëà è ãåîìåòðèÿÅäíà îò îñíîâíèòå òðóäíîñòè çà ïúðâîêóðñíèöèòå â óíèâåðñèòåòèòå å êóðñúò (êóð-ñîâåòå) ïî ìàòåìàòèêà è ïî-êîíêðåòíî ëèïñàòà íà îïèò çà ðàáîòà ñ òðèãîíîìåòðè÷íè�óíêöèè è êîìïëåêñíè ÷èñëà. Èçïîëçâàíåòî íà ïîñëåäíèòå ïðè ïîäãîòîâêàòà íà áúäå-ùèòå ó÷èòåëè å ñâåäåíî äî ìèíèìóì ïîðàäè óòâúðäåíîòî ìíåíèå, ÷å òîâà å àëãîðèòúì,êîéòî, ìàêàð è íå ìíîãî ÿñåí, ðàáîòè ÷ðåç ïðèëàãàíå ñàìî íà �îðìàëíè àëãåáðè÷íèïðåñìÿòàíèÿ.Ïî äîëó ñà èçëîæåíè íÿêîè ñòàíäàðòíè �àêòè, èçïîçâàíè â ïðåäèøíèòå ïàðàã-ðà�è. Îñíîâíàòà èäåÿ ïðè èçïîëçâàíåòî íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà â ãåîìåòðèÿòà å, ÷åâñÿêà òî÷êà A â ðàâíèíàòà ìîæå äà ñå îòúæäåñòâè ñ êîìïëåêñíî ÷èñëî, êîåòî ùå îç-íà÷àâàìå ñúñ ñúùàòà ìàëêà áóêâà a. Àêî êîìïëåêñíîòî ÷èñëîòî a ∈ C å óìíîæåíî ñðåàëíî ÷èñëî λ > 0, òî òðàíñ�îðìàöèÿòà
a ∈ C ⇒ λa ∈ Cå õîìîòåòèÿ ñ öåíòúð íà÷àëîòî O è êîå�èöèåíò λ. Àíàëîãè÷íî óìíîæåíèåòî ñ eiϕ =

cosϕ+ i sinϕ äå�èíèðà ðîòàöèÿ íà úãúë ϕ ñ öåíòúð O. Ùå îòáåëåæèì, ÷å âúðòåíåòîíà úãúë ϕ ñå èçâúðøâà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà, ò.å. îáðàòíî íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà.Âñåêè △ABC îïðåäåëÿ ðàâåíñòâî îò âèäà
a = z1b+ z2c, z1 + z2 = 1, (8)êúäåòî z1, z2 ∈ C.ßñíî å, ÷å êîå�èöèåíòèòå z1, z2 ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè àêî B 6= C. Íàèñòèíà,àêî

z1b+ z2c = z̃1b+ z̃2cè
z1 + z2 = z̃1 + z̃2 = 1òî
(z1 − z̃1)b = (z̃2 − z2)c.Òúé êàòî b 6= c è z1 − z̃1 = z̃2 − z2, ïîëó÷àâàìå

z1 = z̃1, z2 = z̃2. (9)Â ñèëà å ñëåäíàòàËåìà 5.1. △ABC å ðàâíîñòðàíåí òî÷íî êîãàòî ðàâåíñòâîòî (8) å èçïúëíåíî ïðè
z1 =

1

2
± i

√
3

2
, z2 = z1.Äîêàçàòåëñòâî. Ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì , ÷å êîìïëåêñíîòî ÷èñëî

m =
b+ c

2
,îòãîâàðÿùî íà ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà BC å ÷èñëîòî 0. Òîãàâà â çàâèñèìîñò îò îðèåí-òàöèÿòà íà △ABC èìàìå

a = ±i tan 60ob = ±i
√
3b,òúé êàòî A ñå ïîëó÷àâà ñ ðîòàöèÿ íà ±90o (ò. å. óìíîæåíèå ïî ±i) è õîìîòåòèÿ (ò.å. ñóìíîæåíèå ) ñ êîå�èöèåíò tan 60o =

√
3.



10Çàáåëåæêà 5.1. ×èñëàòà z1, z2 ñà êîìïëåêñíèòå êîðåíè íà óðàâíåíèåòî z3 = 1 èèçïúëíÿâàò ðàâåíñòâàòà
z1 + z2 = 1, z1z2 = 1, z21 = −z2, z

2

2 = −z1. (10)Çàáåëåæêà 5.2. �àâåíñòâàòà (8) ñà ìíîãî ïîëåçíè è ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò çàïîëó÷àâàíå íà ðàçëè÷íè âåðñèè íà êëàñè÷åñêàòà òåîðåìà íà Íàïîëåîí.Óïðàæíåíèå 5.1. Äà ñå íàìåðÿò íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ â òåðìèíèòåíà êîå�èöèåíòèòå z1, z2 â (8) òàêà, ÷å △ABC äà å ïðàâîúãúëåí ñ ∢A = 90o.Óïúòâàíå. △ABC å ïðàâîúãúëåí ñ ∢A = 90o òî÷íî êîãàòî
c− a = (b− a)iλçà ðåàëíî ÷èñëî λ 6= 0. Îò òîâà ðàâåíñòâî è (8) ñëåäâà, ÷å

(z1 − iλz1 + iλ)(c − b) = 0,îòêúäåòî
z1 − iλz1 + iλ = 0.Îòãîâîð.

z1 =
λ2 − iλ

1 + λ2
, z2 = 1− z1 =

1 + iλ

1 + λ2çà íÿêàêâî ðåàëíî ÷èñëî λ 6= 0.Óïðàæíåíèå 5.2. Äà ñå íàìåðÿò íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ â òåðìèíèòåíà êîå�èöèåíòèòå z1, z2 â (8) òàêà, ÷å △ABC äà å ðàâíîáåäðåí è ïðàâîúãúëåí ñ ∢A =
90o.Îòãîâîð.

z1 =
1∓ i

2
, z2 = z1.Â ñëåäâàùàòà ëåìà å íàìåðåí ìåäèöåíòúðúò íà ðàâíîñòðàííèÿ òðèúãúëíèê îòËåìà 5.1.Ëåìà 5.2. Àêî △ABC å ðàâíîñòðàíåí è ðàâåíñòâîòî (8) å èçïúëíåíî ñ

z1 =
1

2
± i

√
3

2
, z2 = z1,òî çà íåãîâèÿ ìåäèöåíòúð èìàìå

a+ b+ c

3
= w1b+ w2c,êúäåòî

w1 =
(z1 + 1)

3
, w2 =

(z2 + 1)

3
.Íèå ïðîïóñêàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíîòî ðàâåíñòâî.Äà îòáåëåæèì, ÷å îò ðàâåíñòâîòî (10) ñëåäâà, ÷å

w1 + w2 = 1. (11)Ñåãà ùå äàäåì ïî-òî÷íî îïèñàíèå íà òî÷êèòå L,K, J íà Ôèãóðà 1. Íà íåÿ òðèú-ãúëíèêúò ABC å îðèåíòèðàí ïî ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà è å âàæíî äà ñå îòáåëåæè, ÷å
△ ABJ, △ BCL è △ CAK èìàò åäíà è ñúùàòà îðèåíòàöèÿ.Â ñèëà å ñëåäíàòà ìîäè�èêàöèÿ íà Ëåìà 5.1 ñ îò÷èòàíå íà îðèåíòàöèÿòà.



11Ëåìà 5.3. △ABC å ðàâíîñòðàíåí ñ ïîëîæèòåëíà îðèåíòàöèÿ (îáðàòíà íà ÷àñîâ-íèêîâàòà ñòðåëêà) òî÷íî êîãàòî ðàâåíñòâîòî (8) å èçïúëíåíî ñ
z1 =

1

2
− i

√
3

2
, z2 = z1.Àíàëîãè÷íî, Óïðàæíåíèÿ 5.1 è 5.2 ïðèåìàò ñëåäíèÿ âèä:Óïðàæíåíèå 5.3. △ABC å ïðàâîúãúëåí ñ ∢A = 90o è ïîëîæèòåëíà îðèåíòàöèÿ,òî÷íî êîãàòî

a = z1b+ z2c,êúäåòî
z1 =

λ2 − iλ

1 + λ2
, z2 = 1− z1 =

1 + iλ

1 + λ2çà íÿêàêâî ðåàëíî ÷èñëî λ > 0.Çàáåëåæêà 5.3. �àâåíñòâîòî
a =

λ2 − iλ

1 + λ2
b+

1 + iλ

1 + λ2
cìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

a =
1 + iµ

1 + µ2
b+

µ2 − iµ

1 + µ2
cñëåä ñóáñòèòóöèÿòà

µ = − 1

λ
.Óïðàæíåíèå 5.4. △ABC å ðàâíîáåäðåí è ïðàâîúãúëåí ñ ∢A = 90o è ïîëîæèòåëíàîðèåíòàöèÿ, òî÷íî êîãàòî

a =
1− i

2
b+

1 + i

2
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