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1. APPROCCIO MARKOVIANO A PDE STOCASTICHE

La buona posizione delle equazioni di Navier–Stokes in dimensione tre è un
ben noto problema aperto. Il problema rimane aperto anche nel caso si ag-
giunga un forzante aleatorio. Più precisamente, sebbene l’esistenza di soluzioni
deboli sia stata dimostrata (in entrambi i casi), l’unicità di tali soluzioni è ancora
ignota. Traendo ispirazione dalla definizione classica (à la Hadamard) di buona
posizione per problemi di Cauchy, sembra abbastanza naturale chiedersi se sia
possibile, scegliendo in maniera opportuna, trovare una buona selezione tra le
soluzioni deboli che abbia migliori proprietà.

In generale, senza unicità, non sembrerebbe sensato chiedersi se ci sia conti-
nuità rispetto ai dati, ma se tale proprietà è richiesta solo per una selezione, la
domanda diventa sensata. Questo costituisce una differenza non trascurabile
tra i due casi con e senza rumore. Infatti l’esistenza di una selezione continua
non è nota per le equazioni deterministiche, mentre è stato dimostrato in [1] (si
veda anche [2]) che, risolvendo in maniera opportuna l’equazione di Kolmogo-
rov associata al problema, è possibile costruire una soluzione delle equazioni
che sia continua rispetto alla condizione iniziale e costituisca un processo di
Markov (corrispondente alla proprietà di flusso per le distribuzioni).

Successivamente in Flandoli and Romito [3, 4] tali risultati sono stati ridimo-
strati in più ampia generalità utilizzando un principio astratto di selezione per
restituire soluzioni che soddisfino la proprietà di Markov. Basandosi poi sul
fatto che per le equazioni in esame valgono anche unicità e regolarità per tem-
pi piccoli, si è dimostrato che vale la cosiddetta proprietà forte di Feller. Tale
proprietà può essere interpretata in due modi differenti:

si può considerare come una proprietà di regolarizzazione della evoluzio-
ne, in quanto rende continue tutte le osservabili inizialmente solo limitate
e misurabili;
si può considerare come una proprietà di continuità in quanto le stati-
stiche a tempo fissato risultano essere continue, rispetto alla variazione
totale, al variare della condizione iniziale.

Tali risultati sono poi stati estesi in diverse direzioni. In Blömker, Flandoli, and
Romito [5] gli stessi risultati sono stati dimostrati per una equazione del quar-
to ordine forzata da rumore bianco spazio–temporale che descrive la crescita
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di superfici, in particolare mostrando la generalità e versatilità del metodo di
selezione.

In Romito [6] si è dimostrato che la continuità rispetto al dato iniziale sussiste
fintanto che la condizione iniziale ammette una soluzione locale unica, indi-
cando che le soluzioni Markoviane “vedono” gli stessi eventi delle soluzioni
regolari.

In Romito and Xu [7] sono state raggiunte le stesse conclusioni ma sotto ipotesi
meno restrittive sul rumore: si permette che alcune componenti del rumore (un
numero finito al più) siano nulle. Si tratta di fatto dell’unico risultato noto con
rumore “degenere” per il caso tridimensionale.

In conclusione osserviamo che i risultati descritti di fatto sanciscono l’esisten-
za di più famiglie di soluzioni (indicizzate dalla condizione iniziale) con la pro-
prietà di Markov e continue in variazione totale. Anzi il problema non è ben
posto se e solo se esiste più di una soluzione di tal fatta.

Sembrerebbe che tali risultati (esclusa la continuità) possano essere estesi an-
che ad un setting completamente deterministico e forniscano un concetto di
attrattore per dinamiche multivalore (questo è un lavoro in corso in collabora-
zione con B. Schmalfuß, Paderborn).

2. ERGODICITÀ E CONNESSIONI CON LA TEORIA FISICA

Al di là dell’interesse matematico, le equazioni di Navier–Stokes, considera-
te con condizioni periodiche sul toro tridimensionale oppure in tutto lo spazio,
forzate da rumore Gaussiano additivo costituiscono un modello ragionevole
per analizzare la turbolenza omogenea isotropica per fluidi newtoniani incom-
primibili. Nelle teorie fenomenologiche della turbolenza (un esempio tra tut-
ti è quella in [8]) una ipotesi a–priori è l’ipotesi ergodica, ove si assume che
medie spaziali e temporali del campo di velocità, all’equilibrio dinamico, si
equivalgono.

La convergenza esponenziale all’equilibrio e l’unica ergodicità sono stati pro-
vati in [9] nel contesto della teoria sviluppata in [1] e quindi in Romito [10] per
ogni soluzione Markoviana, sotto l’ipotesi che il rumore agisca su ognuna delle
infinite componenti di Fourier del sistema.

Sfortunatamente la teoria Markoviana esposta dipende in maniera cruciale
dalle ipotesi di non–degeneratezza del rumore. Attualmente si riesce ad ottene-
re ergodicità e convergenza esponenziale con rumore concentrato nello spazio
delle frequenze solo riducendo il problema ad un numero finito (ma arbitra-
riamente grande) di componenti, come provato in Romito [11] (si veda anche
Romito [12]). L’estensione al caso infinito–dimensionale (come nel caso 2D di
[13]) sembra essere non banale e attuale oggetto di ricerca (collaborazione con
L. Xu, Berlino).

Infine nel lavoro Flandoli, Gubinelli, Hairer, and Romito [14] sono state ana-
lizzate le condizioni sulle soluzioni (o meglio sugli stati stazionari soluzioni
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dell’equazioni) che garantiscano la validità della teoria fenomenologica di Kol-
mogorov [8] a partire dalle equazioni.

3. DENSITÀ DI DISTRIBUZIONI DI SOLUZIONI DI PDE STOCASTICHE

La teoria Markoviana esposta nella sezione precedente porta alla luce due
risultati importanti che formano la base di partenza di possibili sviluppi suc-
cessivi.

In Flandoli and Romito [15] è stato dimostrato che le distribuzioni a tem-
po fissato di due diverse soluzioni Markoviane sono equivalenti e dun-
que, in base ai risultati di [10], lo stesso vale per distribuzioni invarianti
corrispondenti a famiglie di soluzioni differenti.
In Romito [10] è stata dimostrato un risultato che può essere considera-
to di “unicità all’indietro”: se le distribuzioni invarianti di due famiglie
Markoviane coincidono, allora le due famiglie di soluzioni coincidono an-
ch’esse. Dunque esiste un solo stato invariante (al variare delle famiglie
di soluzioni) se e solo se il problema è ben posto.

L’analisi in Romito [16] (si veda anche [17]) mostra che ogni soluzione Markovia-
na risulta essere l’unica soluzione del problema di martingala ad essa associato,
o in altre parole che l’operatore di Kolmogorov del problema non è unicamente
chiudibile.

Le considerazioni precedenti rivelano come sia di drammatica importanza
cercare di comprendere le densità reciproche di soluzioni differenti. Tali densità
però non risolvono in linea di principio alcuna equazione, né in dimensione in-
finita esiste una misura esplicita di riferimento rispetto alla quale se ne possano
studiare le caratteristiche.

Un primo ragionevole approccio sembra essere quello di analizzare proie-
zioni finito–dimensionali per cercare delle stime che siano indipendenti dalla
dimensione. Tale analisi è in corso di sviluppo in Debussche and Romito [18], nel
quale si è dimostrato che ogni soluzione debole ammette densità rispetto alla
misura di Lebesgue su ogni sottospazio finito–dimensionale dello spazio degli
stati. Tale risultato è valido senza restrizioni sull’intensità del rumore su ogni
componente di Fourier (purché non nullo), e il prossimo passo consisterà nel-
l’estendere questi risultati al caso di rumore degenere, per il quale il ruolo della
non–linearità diventa cruciale.

Un problema collegato a questo riguarda stime Gaussiane per tali densità ed
in generale per equazioni stocastiche (collaborazione con I. Nourdin, Nancy)

4. IL PROBLEMA DELLA BUONA POSIZIONE

Un aspetto sorprendente che emerge dai risultati dettagliati in precedenza
sulle soluzioni Markoviane è che tali soluzioni posseggono essenzialmente (qua-
si!) tutte le buone proprietà cui si è interessati per il modello (in particolare la
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convergenza esponenziale all’equilibrio [9], Romito [10]).
In dimensione finita si ha una comprensione abbastanza ampia del ruolo del

rumore per l’unicità di soluzioni. In dimensione infinita la situazione è me-
no chiara, anche solo nel caso particolare di problemi viscosi con non–linearità
quadratica. Si veda [19] per una raccolta dei recenti contributi in dimensione
sia finita che infinita.

Può dunque avere senso considerare problemi più semplici ove concludere il
programma di dimostrazione della buona posizione che invece è ancora aperto
per le equazioni di Navier–Stokes forzate da rumore. Un modello candidato
è stato individuato nel modello diadico viscoso, introdotto in [20] e analizzato
anche in [21, 22]. Al di là dell’effettivo interesse fisico di tali equazioni, pensate
come un modello semplificato per l’interazione dell’energia di un fluido tra i
modi di Fourier che ricade quindi nella classe dei cosiddetti shell models, la loro
caratteristica principale è di possedere le principali proprietà identificabili nel
problema originario, ma con un termine non–lineare che fa interagire solo i mo-
di vicini (al contrario delle equazioni di Navier–Stokes, ove in generale tutti le
componenti interagiscono tra loro).

In Barbato, Morandin, and Romito [23] si dimostra che il modello deterministi-
co (vale a dire senza rumore) è ben posto, almeno per condizioni iniziali fisi-
che, nel range analogo al caso di Navier–Stokes tridimensionale, cioè quando
le proprietà di scala relative tra la parte lineare e la parte non–lineare sono le
stesse.

La buona posizione è estesa in Romito [24] a tutte le condizioni iniziali nel
caso in cui l’equazione sia forzata da rumore. Si ottiene inoltre, come in [21]
nel caso senza rumore, che quando l’intensità relativa della non–linearità è oltre
una certa soglia, allora c’è esplosione con probabilità positiva.

Una congettura affascinante e molto generale che si potrebbe formulare è che
il rumore, come nel caso finito–dimensionale, implichi l’unicità, almeno in ter-
mini di statistiche, delle soluzioni. In effetti gli esempi noti di non–unicità per
equazioni stocastiche si applicano solo al caso di rumore moltiplicativo (si ve-
da ad esempio [25] per un risultato recente in questa direzione). Meno ambi-
ziosamente, si ritiene che la struttura ragionevolmente semplice del termine di
interazione non–lineare possa permettere di dimostrare l’unicità delle statisti-
che passando attraverso l’equazione di Fokker–Planck associata alla diffusio-
ne infinito–dimensionale. Questo problema è il soggetto della attuale ricerca
(collaborazione con F. Morandin, Parma e D. Barbato, Padova).

5. ANALISI DEL BLOW–UP

Il problema dell’esplosione (blow–up) delle soluzioni delle equazioni di Navier–
Stokes è un problema essenzialmente duale al problema della buona posizione,
in quanto l’assenza di esplosione implica la buona posizione (ma il viceversa
non è vero!).
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Il lavoro Flandoli and Romito [26] (si vedano anche Romito [27], Flandoli and
Romito [28], Romito [29]) estende l’analisi di [30] al caso stocastico, mostrando
che quasi certamente l’insieme delle singolarità di ogni soluzione debole di tipo
martingala delle equazioni di Navier–Stokes forzate da rumore ha misura di
Hausdorff 1-dimensionale zero.

Lo studio della regolarità (e della presenza di singolarità) può essere condotto
anche su modelli che presentano analogie matematiche, si veda ad esempio Blö-
mker, Flandoli, and Romito [5], Blömker and Romito [31, 32], o sul modello diadico
introdotto nella sezione 4.

L’analisi Markoviana descritta in precedenza non esclude a priori la presenza
di singolarità. Questo è mostrato in Romito [24], dove nel caso del modello dia-
dico viscoso con non–linearità di forte intensità relativa le singolarità appaiono
con probabilità positiva a partire da ogni condizione iniziale regolare.

Naturalmente il problema dell’emergenza di singolarità per le equazioni di
Navier–Stokes è estremamente difficile ed è oggetto di intensa ricerca. Un pro-
blema più accessibile riguardante PDE stocastiche può essere invece formulato
in termini del ruolo che il rumore gioca nella formazione delle singolarità, in
altri termini se il rumore possa favorire, sfavorire o essere ininfluente per il
blow–up.

In effetti l’esempio del modello diadico [24] dimostra che l’esplosione del-
le soluzioni diventa generica nel momento in cui sia sufficientemente stabile
(un insieme aperto di condizioni iniziali), e dunque la dinamica deterministica
domina senza influenze da parte del termine aleatorio.

Allo scopo di capire quale possa essere l’influenza del rumore, può essere più
opportuno analizzare problemi più semplici, utilizzando eventualmente alcune
delle tecniche già sviluppate.

Nel caso delle equazioni di Navier–Stokes senza rumore recentemente sono
state sviluppate due tecniche. La prima tecnica è basata sulla cosiddetta bac-
kward uniqueness [33–35], ed è stata utilizzata per trattare i casi di regolarità
critica. Il lavoro [36] ne riporta anche una versione stocastica. Il secondo meto-
do è basato essenzialmente sul blow–up delle singolarità per equazioni ellittiche
[37–40].

Un modello più semplice da analizzare e che ha già beneficiato di tecniche
analoghe è costituito dalla equazione del calore non–lineare, dove si conosce
con certezza l’emergenza di singolarità. Il problema è stato inizialmente studia-
to in [41–43], ed è poi stato accuratamente analizzato, con tecniche analoghe a
quelle descritte prima, in [44–46].

Esiste una versione della equazione del calore non–lineare ove la non–linearità
è contenuta nel termine di dispersione [47–50], ma inizialmente l’analisi è foca-
lizzata sul problema additivo, in analogia con il caso Navier–Stokes. L’obietti-
vo finale consiste nel comprendere se ci sia influenza (che sia positiva, negati-
va o nulla) del rumore ed eventualmente descrivere il profilo (rispettivamente
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aleatorio o deterministico) della soluzione vicino ad una singolarità.

6. RAPPRESENTAZIONI PROBABILISTICHE

Un’altra interpretazione della presenza del rumore è legata alla descrizione
Lagrangiana del moto di un fluido. In tal caso il rumore agisce solo sulle traiet-
torie Lagrangiane e può essere interpretato come fluttuazione termica (o più in
generale assommare tutte quelle caratteristiche mesoscopiche a noi ignote).

In Busnello, Flandoli, and Romito [51] questa descrizione permette di scrive-
re una formula di Feynman–Kac per la rappresentazione delle soluzioni delle
equazioni di Navier–Stokes (deterministiche) nella formulazione in termini del-
la vorticità. A causa della natura non–lineare delle equazioni e del termine di
stretching, la rappresentazione è implicita e dipende dal campo di velocità, le-
gato alla vorticità dalla formula di Biot–Savart. Una rappresentazione “meno
implicita” è stata poi sviluppata in [52] (si veda anche [53]).

Una rappresentazione alternativa, basata su un sistema di particelle ramifi-
canti e valida per una classe generale di equazioni semi–lineari, è stata svilup-
pata in Blömker, Romito, and Tribe [54]. Il lavoro parte dall’originale idea di [55]
allo scopo di analizzare i problemi di convergenza della rappresentazione intro-
dotta in [55] e ne fornisce una parziale soluzione, usando una rappresentazione
potata, in cui si riduce in maniera opportuna il tipico albero di ramificazione su
cui la rappresentazione è basata.

Entrambi i metodi presentati rappresentano soluzioni regolari delle corri-
spondenti equazioni. L’interesse attuale di ricerca riguarda la possibile (parzia-
le) rappresentazione di soluzioni deboli. Un primo passo sarebbe costituito dal-
la soluzione della dinamica sottostante la rappresentazione (Lagrangiana come
in [51] oppure Lagrangiana–Euleriana come in [52]) in maniera analoga a quan-
to fatto in [56, 57], dove si utilizza l’informazione aggiuntiva della regolarità
parziale sviluppata in [30] (collaborazione con G. Iyer, Pittsburgh).

7. PROPRIETÀ GEOMETRICHE

Un argomento recente il cui sviluppo è ancora in una fase preliminare riguar-
da lo studio di proprietà geometriche delle soluzioni di equazioni alle derivate
parziali stocastiche. L’interesse principale attualmente riguarda la dimensione
dell’insieme degli zeri, o in generale delle curve di livello, di tali soluzioni. Il
lavoro pionieristico in questa direzione è stato [58] (si veda anche [59–61] e le
referenze in essi contenute).

Nel lavoro Baglioni and Romito [62] si intende studiare il caso semi–lineare,
che comprende essenzialmente gran parte delle equazioni classiche della flui-
dodinamica, attraverso una versione più sofisticata del teorema di Girsanov (si
veda [63, 64]). Si osservi che le referenze precedenti considerano il solo caso ove
il termine non–lineare non contenga derivate della soluzione.
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Tali risultati sfortunatamente non includono il caso delle equazioni di Navier–
Stokes in dimensione 2, che sembrerebbe corrispondere al caso critico in cui le
statistiche a tempo fissato tra l’equazione lineare ed l’equazione non–lineare si
equivalgono. Questo problema ha interesse indipendente.

L’analisi di [62] è ispirata e motivata, anche se le sue conclusioni hanno vali-
dità estremamente limitata sotto questo aspetto, da una congettura più generale
la cui validità è stata dimostrata solo numericamente in [65, 66] (si veda anche
[67–70]) e proposta inizialmente in[71], vale a dire che le linee di livello 0 della
vorticità di un fluido in dimensione 2 acquisiscono una simmetria aggiuntiva,
quale l’invarianza conforme (in senso statistico). Tale conclusione in generale è
non ovvia in quanto le equazioni che governano il moto di un fluido (sia esso
viscoso o ideale) non sono invarianti per trasformazioni conformi.

Dal punto di vista numerico sarebbe interessante comprendere la stabilità di
questi risultati rispetto ai parametri del problema, in particolare nel regime di
viscosità piccola. Dal punto di vista matematico sarebbe interessante ritrovare
nelle soluzioni delle equazioni le statistiche di formule come in [72]. Si ritiene
che una dimostrazione articolata della congettura si debba basare da una parte
sul comportamento a tempi lunghi delle equazioni di Eulero [73], dall’altra sulle
proprietà dei campi Gaussiani liberi [74].
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