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Descrizione dell’attività di ricerca:

argomenti e risultati principali

Veronica Felli

Gli interessi di ricerca di V. Felli riguardano lo studio di equazioni alle derivate parziali nonlineari
di tipo ellittico. Si è occupata dei seguenti problemi:

• equazioni ellittiche nonlineari associate a problemi di geometria differenziale (operatore di Paneitz,
prescrizione della curvatura scalare e della curvatura media in varietà riemanniane con bordo,
problema dell’esistenza di H-bubbles, cioè di superfici parametriche del tipo della sfera con
curvatura media prescritta);

• equazioni di Schrödinger nonlineari;

• sistemi competitivi di equazioni ellittiche;

• equazioni ellittiche con potenziali singolari (esistenza di soluzioni, operatori multi-polari, com-
portamento asintotico delle soluzioni)

Diamo di seguito una descrizione delle lineee di ricerca sviluppate e dei principali risultati ottenuti.

Equazioni ellittiche nonlineari associate a problemi di geometria differenziale.

All’inizio della sua attività di ricerca, gli interessi di ricerca di V. Felli si sono concentrati su alcune
equazioni ellittiche nonlineari associate a problemi di geometria differenziale. Nell’ambito riemanniano,
ha studiato problemi inerenti la prescrizione di alcuni invarianti conformi, problemi che ammettono
una formulazione analitica in termini di equazioni ellittiche nonlineari caratterizzate da un fenomeno
di “perdita di compattezza” dovuta alla presenza di nonlinearità critiche rispetto alle immersioni
di Sobolev. Per trattare questo tipo di problemi noncompatti, nel suo lavoro di ricerca ha seguito
principalmente i due approcci seguenti.

Il primo si basa sul metodo di riduzione finito dimensionale introdotto da Ambrosetti e Badiale
[5, 6] e già applicato in ambito perturbativo a problemi ellittici nonlineari di natura geometrica, come
per esempio il problema di Yamabe e della curvatura scalare da diversi autori: Ambrosetti-Garcia
Azorero-Peral, Ambrosetti-Li-Malchiodi, Ambrosetti-Malchiodi, etc. Ha applicato questo metodo per
trattare i problemi della prescrizione di un invariante conforme del quarto ordine relativo all’operatore
di Paneitz-Branson [17] e della curvatura scalare di Webster sul gruppo di Heisenberg [37].

Il secondo metodo è l’analisi di blow-up che consente di ottenere risultati di esistenza nel caso
nonperturbativo [17]. Si è anche interessata all’uso di metodi di blow-up per dimostrare risultati
di compattezza delle soluzioni nel problema di prescrivere la curvatura media del bordo in varietà
compatte con bordo ombelicale [27, 28].

Si è inoltre occupata dello studio del problema dell’esistenza di H-bolle, cioè di superfici parame-
triche del tipo della sfera con curvatura media prescritta; in [18] ha studiato il caso perturbativo, cioè
il caso in cui la curvatura media prescritta sia una perturbazione di una costante.

Equazioni di Schrödinger nonlineari.

Si è studiato il problema dell’esistenza di “ground state” per l’equazione di Schrödinger nonlineare,
con particolare attenzione al fenomeno della concentrazione delle soluzioni quando il parametro di
perturbazione (=costante di Planck) tende a zero, dato che questo fenomeno implica che le soluzioni
si comportano come solitoni con un pacchetto di energia concentrato e descrive il passaggio dalla
Meccanica Classica alla Meccanica Quantistica. Questo problema è stato ampiamente studiato (si
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vedano per esempio [9, 10, 15]) soprattutto in presenza di un potenziale che fosse all’infinito limitato
dal basso da una costante positiva. In [7, 8] si è studiata l’equazione di Schrödinger nonlineare nel caso
di un potenziale infinitesimo all’infinito, dimostrando esistenza e concentrazione dei “ground states”.

Sistemi competitivi di equazioni ellittiche.

Varie situazioni applicative possono essere modellate mediante un certo numero di densità (di massa,
popolazione, probabilità...) distribuite in una regione dello spazio e contemporaneamente soggette a
fenomeni di diffusione, reazione ed interazione competitiva. Quando quest’ultimo è quello prevalente,
è ragionevole aspettarsi che le diverse densità non possano coesistere e tendano piuttosto ad avere
supporti disgiunti. Da un punto di vista analitico, si tratta di studiare le proprietà qualitative delle
soluzioni di sistemi di equazioni ellittiche semilineari, quando il parametro che descrive l’interazione
competitiva tende ad infinito. In [12] si sono studiati sistemi di tipo Lotka-Volterra che descrivono
la forte competizione fra più specie con condizioni di Dirichlet omogenee al bordo. In generale,
nel caso di condizioni omogenee al bordo, non si può escludere l’estinzione di una o più specie in
forte competizione, come osservato da Kishimoto e Weinberger [39] per domini convessi. In [12]
si è dimostrato che, con condizioni di Dirichlet omogenee al bordo, la forma particolare del dominio
considerato (palle disgiunte unite da tubi sottili) favorisce la coesistenza, se pur segregata, ed impedisce
l’estinzione delle specie coinvolte quando la competizione cresce. Per tali domini speciali si è inoltre
dimostrata in [13] la coesistenza, sotto condizioni di Neumann omogenee, di configurazioni limite di
sistemi competitivi di tipo variazionale caratterizzate dall’essere minimizzanti locali dell’energia libera
associata. In [14] si sono prodotti esempi di coesistenza di popolazioni in forte competizione in domini
convessi (per esempio in triangoli) con condizioni di Dirichlet omogenee al bordo, sfruttando una
diversificazione delle dinamiche interne.

Equazioni ellittiche con potenziali singolari: esistenza di soluzioni

Mediante metodi perturbativi, in [32] è stata studiata una classe di equazioni ellittiche degeneri con
potenziale di Hardy su RN , N ≥ 3, legate alla disuguaglianza di Caffarelli-Kohn-Nirenberg, che
presenta un fenomeno di perdita di compattezza per l’invarianza del problema sotto l’azione di un
gruppo noncompatto di dilatazioni. In questo caso, lo studio delle proprietà di nondegeneratezza del
problema imperturbato, necessarie per poter applicare il metodo di riduzione finito dimensionale, ha
fornito informazioni precise riguardo al fenomeno di symmetry breaking, cioè di esistenza di minimiz-
zanti non radiali nel problema di minimo associato alla disuguaglianza di Caffarelli-Kohn-Nirenberg,
consentendo di migliorare un precedente risultato di Catrina e Wang [11].

Risultati non perturbativi sono stati ottenuti in [33] mediante analisi di blow-up, stime a priori
delle soluzioni e grado di Leray-Schauder, sfruttando i risultati di regolarità delle soluzioni ottenuti in
[31].

In [1] il problema dell’esistenza e della molteplicità delle soluzioni per un’equazione ellittica con
potenziale di Hardy e nonlinearità critica è stato studiato mediante metodi di concentrazione-compat-
tezza; estensioni a equazioni quasi-lineari con il p-laplaciano sono stati ottenuti in [3]. In [29] si è poi
dimostrata l’esistenza di soluzioni che si concentrano in opportuni punti critici del coefficiente della
nonlinearità. In [34] si è studiato il problema dell’esistenza di soluzioni di tipo “torre”, cioè il cui profilo
si ottiene dalla sovrapposizione di “bubbles” con diversi fattori di riscalamento; soluzioni di questo tipo
sono state costruite applicando il metodo di riduzione finito-dimensionale di Ambrosetti-Badiale [5, 6].

In [4], si è studiata l’esistenza di diversi tipi di soluzioni per una classe di sistemi di due equazioni
ellittiche con potenziali di tipo Hardy e crescita critica, accoppiate con termine nonlineare critico o
sottocritico. Una dettagliata analisi del comportamento delle successioni di Palais-Smale ha consentito
di recuperare compattezza per alcuni valori dei parametri coinvolti e di dimostrare l’esistenza di
soluzioni di ground state e di punti critici di tipo passo montano del funzionale associato sulla varietà
di Nehari. Un metodo variazionale perturbativo è stato inoltre utilizzato per costruire una varietà
non banale di soluzioni positive che si biforcano dalla varietà delle soluzioni del sistema disaccoppiato
associato.
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Equazioni ellittiche con potenziali singolari: operatori multi-polari.

L’interesse nello studio di operatori di Schrödinger con potenziali multi-polari di tipo Hardy

−∆−
k∑
i=1

λi
|x− ai|2

sorge in vari contesti fisici, quali la meccanica quantistica, l’astrofisica e la fisica molecolare. Tali ope-
ratori possono inoltre essere considerati critichi dal punto di vista matematico presentando potenziali
singolari che, avendo lo stesso ordine di omogeneità del laplaciano, non appartengono alla classe di
Kato. Per quanto riguarda le equazioni di Schrödinger nonlineari con potenziali multi-polari di tipo
Hardy, la ricerca condotta in [35] ha evidenziato come l’esistenza di soluzioni di tipo “ground state”
(ottenute tramite minimizzazione del quoziente di Rayleigh associato al problema) dipenda dalla massa
e dalla collocazione delle singolarità e ha prodotto una serie di risultati che forniscono condizioni sulle
masse e sui poli sia per l’esistenza sia per la non-esistenza di “groud states”.

In [36] si è considerato il problema nel caso in cui i poli siano disposti secondo particolari simmetrie,
ad esempio sui vertici di poligoni regolari, e il caso in cui la singolarità (anziché essere concentrata in
atomi) sia distribuita lungo delle circonferenze. Quando i poli hanno una struttura simmetrica, risulta
naturale chiedersi come la simmetria influenzi la loro mutua interazione. In [36] si è studiato questo
aspetto dimostrando l’esistenza di soluzioni con la stessa simmetria dell’insieme delle singolarità.

In [24] sono state analizzate le proprietà spettrali dell’operatore di Schrödinger lineare associato al
problema, approfondendo in particolare le questioni dell’essenziale autoaggiunzione e della positività.
Le ricerche condotte hanno portato alla formulazione di una condizione necessaria e sufficiente sulle
masse delle singolarità affinché esista almeno una configurazione di poli per cui la forma quadratica
associata all’operatore di Schrödinger sia definita positiva. Tali risultati sono stati poi estesi in [26] al
caso di potenziali singolari non isotropi, dati cioè localmente da un multiplo puramente angolare del
potenziale di Hardy, basandosi sullo studio del comportamento asintotico delle soluzioni vicino alle
singolarità condotto in [25].

Equazioni ellittiche con potenziali singolari: comportamento asintotico delle soluzioni.

Equazioni alle derivate parziali con potenziali singolari omogenei sorgono in vari contesti fisici, quali
la meccanica quantistica, l’astrofisica e la fisica molecolare. Per esempio, in fisica molecolare non-
relativistica, l’equazione di Schrödinger per la funzione d’onda di un elettrone che interagisce con una
molecola polare (che si suppone puntiforme) può essere scritta come(

− ~2

2m
∆ + e

x ·D
|x|3

− E
)

Ψ = 0,

dove e e m denotano rispettivamente la carica e la massa dell’elettrone e D è il momento di dipolo della
molecola (si veda [40]). Un altro esempio di potenziale singolare omogeneo è associato in meccanica
quantistica non-relativistica al campo elettromagnetico generato da un solenoide sottile: se il raggio del
solenoide tende a zero mentre il flusso rimane costante, la particella è soggetta ad un campo magnetico
di tipo “delta” che viene detto campo di Aharonov-Bohm. In dimensione N = 2, il potenziale vettore
associato è del tipo

A(x1, x2) = α

(
− x2
|x|2

,
x1
|x|2

)
, (x1, x2) ∈ R2,

dove α ∈ R rappresenta la circuitazione di A attorno al solenoide. Tale potenziale è omogeneo di grado
-1, singolare in un punto isolato e il coefficiente della singolarità è proporzionale alla circuitazione di
A attorno al solenoide.

È stata studiata una classe di potenziali singolari ed omogenei (inclusi i due prototipi sopra de-
scritti) che, avendo lo stesso ordine di omogeneità dell’operatore differenziale, lo rendono invariante
pre riscalamento e dunque “critico” da un punto di vista matematico. Questo è per esempio il caso
dell’operatore di Schrödinger −∆ − λ

|x|2 con il potenziale inverso-quadrato λ
|x|2 (cioè il potenziale di

Hardy), che ha la stessa omogeneità del laplaciano.
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L’analisi di fondamentali proprietà spettrali (quali l’essenziale autoaggiunzione e la positività)
condotta in [24, 26] per operatori di Schrödinger con potenziali elettrici singolari multipolari ha messo
in luce l’importanza del comportamento asintotico delle soluzioni vicino alla singolarità. Inoltre una
precisa stima dell’andamento asintotico si è rivelata un importante strumento per stabilire l’esistenza
di soluzioni di tipo “ground states” per equazioni di Schrödinger nonlineari con potenziali di Hardy
multi-singolari [19, 35, 36] e di soluzioni di sistemi nonlineari di equazioni di Schrödinger con potenziali
di Hardy [4].

I primi risultati sullo studio del comportamento vicino a singolarità isolate sono contenuti in [31],
dove è stata dimostrata l’hölderianità delle soluzioni di equazioni ellittiche degeneri con pesi singolari
consentendo di valutare l’esatto andamento asintotico vicino al polo delle soluzioni di equazioni di
Schrödinger con potenziali di Hardy. Più precisamente [31] valuta l’esatto ordine di singolarità delle
soluzioni positive per le quali si dimostra un andamento dato da una potenza della distanza dalla
singolarità con un esponente esplicito dipendente dal coefficiente della singolarità. Un’estensione ai
potenziali di tipo dipolo della forma

a(x/|x|)
|x|2

, a ∈ L∞(SN−1),

(cioè multipli puramente angolari di potenziali inverso quadrato) è stata ottenuta in [25] con tecniche
di separazione di variabili e principi del confronto. Difficoltà rilevanti sono sorte nel tentativo di
generalizzare questa analisi asintotica per equazioni di Schrödinger con potenziali elettromagnetici
omogenei e singolari, non potendo utilizzare metodi di confronto con soluzioni a valori complessi: per
superare questa difficoltà, in [20] è stato proposto un nuovo approcio basato sulla formula di monotonia
di Almgren.

Si sono inoltre considerati potenziali singolari del tipo N -corpi. In meccanica quantistica non-
relativistica, un sistema di N particelle che interagiscono tra di loro a due a due è descritto da una
hamiltoniana con un potenziale somma di potenziali a due corpi

H =
N∑
j=1

−~2∆j

2mj
+

N∑
j,m=1
j<m

Vj,m(xj − xm),

dove mj è la massa della particella j-esima xj = (xj1, x
j
2, . . . , x

j
d), ∆j =

d∑̀
=1

∂2

∂(xj`)
2

e Vj,m(y) → 0

per |y| → +∞, si veda [38]. Da un punto di vista matematico, di particolare interesse è il caso

di potenziali inverso-quadrato Vj,m(y) =
λjλm
|y|2 , dato che hanno lo stesso ordine di omogeneità del

laplaciano rendendo il corrispondente operatore di Schrödinger invariante per riscalamento e dunque
“critico”. Utilizzando una formula di monotonia alla Almgren combinata con un’analisi di blow-up
e separazione di variabili, nel recente preprint [21], si è studiato l’esatto andamento asintotico vicino
alle singolarità delle soluzioni di una classe di equazioni ellittiche semilineari con potenziali cilindrici
e/o multi-corpi.

L’andamento asintotico delle soluzioni di equazioni del calore con potenziali spazialmente singolari
(inverso-quadrato)

ut + ∆u+
a(x/|x|)
|x|2

u+ f(x, t, u(x, t)) = 0

è stato studiato in [30], sia nel caso lineare f(x, t, s) = h(x, t)s sia nel caso di una nonlinerità f con
crescita sottocritica. Combinando una formula di monotonia parabolica con tecniche di blow-up, l’esat-
to andamento alla singolarità delle soluzioni è stato valutato, mostrando che, per t → 0+, u(

√
tx, t)

si comporta come un’autofunzione autosimilare singolare dell’operatore di Ornstein-Uhlenbeck con
potenziale inverso-quadrato, moltiplicata per una potenza di t legata al corrispondente autovalore,
che è individuato dal limite di una funzione di tipo frequenza associata al problema; come corollario
di questo risultato si è inoltre dimostrato un principo di continuazione unica.

Argomenti di ricerca che verranno affrontati. Al fine di studiare le proprietà qualitative delle
soluzioni del problema degli N -corpi quantistico, si estenderanno i risultati di [21] in varie direzioni,
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con lo scopo di descrivere il comportamento degli autostati e le proprietà spettrali dell’operatore degli
N -corpi quantistico sotto le condizioni più generali possibili.

i) Si cercherà anzitutto una precisa stima asintotica del comportamento alle singolarità per potenziali
perturbanti più generali (verificanti condizioni di integrabilità anziché di decadimento).

ii) Il passo successivo riguarderà lo studio dell’andamento in corrispondenza delle collisioni parziali,
partendo dal problema dei 2 corpi, riconducibile ad una equazione di Schrödinger con un potenziale
singolare su un iperspazio di codimensione d < 2d (singolarità di tipo cilindrico). Come obiettivo
a medio-lungo termine, ci proponiamo di considerare equazioni di Schrödinger con potenziali ma-
gnetici con singolarità cilindriche, allo scopo di studiare l’effetto di Aharonov-Bohm in dimensione
3: in questa situazione il potenziale vettore è localmente un gradiente che tuttavia non può essere
eliminato con una trasformazione di “gauge” essendo il problema ambientato in un dominio non
semplicemente connesso (R3 da cui è stato rimosso l’asse z o un cilindro infinito).

iii) Altro obiettivo a medio termine è lo studio di equazioni con singolarità dovute ad irregolarità
del bordo del dominio: dalla letteratura sulle equazioni ellittiche in domini angolosi (si veda per
esempio [41]) emerge una naturale relazione tra le singolarità dovute ad un potenziale e quelle
dovute al bordo del dominio. Ci si propone di capire se il metodo di monotonia possa dare nuovi
risultati (rispetto a quelli esistenti) sulle espansioni asintotiche delle soluzioni vicino a spigoli del
dominio.

iv) Un ulteriore e più ambizioso programma riguarda l’analisi del comportamento asintotico vicino
alla singolarità delle soluzioni di equazioni di Schrödinger evolutive con potenziali di Hardy.
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