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SOLUZIONI ESERCITAZIONE 2.3

e Dire se le seguenti proposizioni sono vere o false:

Proposizione Vera | Falsa
3 vettori costituiscono una base per IV = sono linearmente indipendenti ®
3 vettori costituiscono una base per V' = sono generatori ®
3 vettori di R? linearmente indipendenti costituiscono una base per R3 ®
3 vettori qualsiasi di R3 costituiscono una base ®
vg =bvy +4vs = (v1,v2,v3) = (v1,v2)
v1 , vg sono linearmente indipendenti = dim{vy, ve) =2
v1 , va, v sono linearmente dipendenti = dim({vy, v2,v3) = 2 @
v1 # 0y, v2a =3 01, v3 =5v; = dim{vy,ve,v3) =1
W =(v1,va2,...,05) = dim(W)<n
W = (v1,v2,...,Us) , ¥1,Va,..., U, linearmente indipendenti = dim(W) <n
I vettori 2 , - sono una base per R? ®
1 0
I vettori 2 , - , ! sono una base per R? ®
1 0 3
I vettori 2 , - , ! sono un insieme di generatori per R? ®
1 0 3
2 -1
La dimensione dello spazio (| 1 [, 01l) ¢ = 3 ®
2 3
2 -1
I vettori 11, 0 | sono un insieme di generatori per R3 ®
2 3
1 2
e Dat1 vy = 2 |, v = 4 € R3, determinare la dimensione dello spazio generato da vy e vs.
1 2

RISPOSTA : 1




. . . . . . L1
Esercizio 1. Dato il sottospazio vettoriale di RZ2, Wy = { e R2 . 2z — 3z, = 0},
T2

determinare una base di Wj e una sua equazione parametrica.

Soluzione. dim(W;)=2—-1=1.
L’equazione diventa
2x1 = 3x9

ponendo x5 = t parametro, otteniamo x; = % -t e quindi la seguente descrizine parametrica di Wi:

asfe () el

Ponendo ¢ = 2 per comodita otteniamo come base di W; 'insieme { ( 3 )} .

2
L1
Esercizio 2. Dato il sottospazio vettoriale di R3, Wy = {[| 2, €R3 : 2x +2ry—x3=0},
T3
determinare una base di W5 e una sua equazione parametrica.
Soluzione. dim(W2) =3 — 1 = 2. Ponendo z3 =1 ¢ 3 = s otteniamo x; = —x3 + %l‘g =—t+ %5.

Si ottiene pertanto la seguente equazione parametrica per W:

-1 1/2
{t~ 1 +s- 0 : t,sE}R}.
0 1

-1 1/2
Ponendo t = 1,5 = 0 e quindi ¢t = 0, s = 1 otteniamo la seguente base di Ws: { 1 , 0 } .

L1
Esercizio 3. Dato il sottospazio vettoriale di R3, Wy = {1 2 eR3 : 22—3z, = 0}, determinare

T3

una base di W3 e una sua equazione parametrica.

Soluzione. dim(W3) =3 -1 =2.
Attenzione : in questo caso x3 non compare nell’equazione ma rimane comunque una variabile.
Petanto possimao porre #3 = s parametro.
L’equazione, che & la medesima del primo esercizio, puo essere risolta ponendo x, = t parametro, e
. . _ § .
qumdl r1 = g t. . .
Si ottiene pertanto la seguente equazione parametrica per Wij:

3/2 0
{t~ 1 +s-| 0 : t,sE}R}.
0 1

3 0
Ponendo t = 2,5 = 0 e quindi ¢t = 0, s = 1 otteniamo la seguente base di Ws: { 21,1 0 } .

xy + 222 +23=10

Esercizio 4. Dato il sottospazio vettoriale di B3, W, =
1 — T + 21’3 =0



determinare una base di W, e una sua equazione parametrica.

Soluzione. Abbiamo due equazioni indipendenti, quindi dim(W,) =3 -2 = 1.
Applichiamo Palgoritmo di Gauss. Sostituiamo /7 < 7 — I. 1l sistema diventa

xy+ 229 +23=0
—31’2—|—$3:0

Poniamo x3 = t parametro. Si ha x5 = %t e quindi xy = —2x9 — 3 = —%t —t=—5¢
Si ottiene pertanto la seguente equazione parametrica per Wiy:

—5/3
{t~ 1/3 : tER}.
1

—b
Ponendo ¢ = 3 otteniamo la seguente base di Wa: { 1 } .

1+ 22+ 23 —24=0

Esercizio 5. Dato il sottospazio vettoriale di BR?, Wy =
$1—2$2—|—2$3—|—$4:0

determinare una base di Ws.

Soluzione. Abbiamo due equazioni indipendenti, quindi dim(Ws) =4 — 2 = 2.
Applichiamo Palgoritmo di Gauss. Sostituiamo /7 < 7 — I. 1l sistema diventa

xy+2r + 23 — 24 =0
—4$2—|—$3—|—2$4:0

Poniamo x4 = s e #3 = t parametri. Si ha zs = %t + %5 equindi xy = —2x3 —x3+ x4 = ... = —%t.

Si ottiene pertanto la seguente equazione parametrica per Wi:
—3/2

0
{t~ 1{4 + s 162 : t,sER}.

0

Ponendo t = 1,5 = 0 e quindi ¢t = 0, s = 1 otteniamo la seguente base di Ws:

—3/2 0
1/4 1/2
1 | o '
0 1
1
Esercizio 6. Dato Ws il seguente sottospazio vettoriale di R2: We = { )
3

determinare una rappresentazione intrinseca di Ws.

Soluzione. dim(Ws) = 1. Ws C R?. Quindi per descrivere Ws & necessaria una equazione lineare (infatti
1=2-—11.
La nostra equazione sara della forma

a1 xy + asxs = 0



Cerchiamo di determinare 1 coefficienti date le nostre condizioni. Ovvero dobbiamo imporre il pas-

1
saggio per , cloé sostituire x1 = 1,29 = 3.
3

Otteniamo allora:
ay - 1 + as - 3=0

Ovvero as =t , a; = —3t. Sostituendo ¢ = 1 un’equazione di W;s & la seguente
sl 5
Ws =1 eR® : —3ay+ay=0}
T2
1 3
Esercizio 7. Dato W7 il seguente sottospazio vettoriale di R3: Wy = (] 3 , 1 1)
2 -2

determinare una rappresentazione intrinseca di Wr.

Soluzione. 1 due vettori sono lineramente indipendenti, quindi dim(W7) = 2. W7 C R3. Quindi per
descrivere Wy & necessaria 1 = 3 — 2 equazione lineare.
La nostra equazione sara della forma

a1y + asxs + azrz =0

Cerchiamo di determinare 1 coefficienti date le nostre condizioni. Ovvero dobbiamo imporre il pas-
saggio per 1 due vettori, cioé sostituire

una prima volta

1= 1,29 = 3,25 = 2;

una seconda volta

xr1 = 3,l‘2 = 1,1‘3: —2.

Otteniamo allora il seguente sistema

a1—|—3a2—|—2a3:0
3a1—|—a2—2a3:()
Sostituiamo I7 <> II —3-1. Si ha
a1—|—3a2—|—2a3:0
—8@2 — 8@3 =0

Ovvero, ponendo ag =t | si ottiene dalla seconda equazione ay = —az = —t, e dalla prima equazione
a1 = t. Sostituendo ¢ = 1 un’equazione di Wy & la seguente

Ty
We=A{] =, cR? . zy — a2+ a3 =0}

T3

Esercizio 8. Dati Wg e Wy i seguenti sottospazi vettoriali di R3:

1 1 -
W8:< 0 ) 1 >aW9:{ Ts E]RB . 2l‘1—l‘2—1‘3:0}’
2 = s

determinare una base di Wg N Ws.

Soluzione. dim(Wg) = dim(Wy) = 2.



Poich& entrambi sono sottospazi di B3, la loro intersezione sard in questo caso una retta oppure i due
piani coincidono.

Per determinare Wg N Wy possiamo usare due metodi.

I MODO: Determiniamo una rappresentazione intrinseca di Wg e quindi facciamo il sistema tra le
due equazioni.

Ws & descritto da 1 = 3 — 2 equazione lineare della forma

a1y + asxs + azrz =0

Cerchiamo di determinare 1 coefficienti date le nostre condizioni. Ovvero dobbiamo imporre il pas-
saggio per 1 due vettori, cioé sostituire

una prima volta

1= 1,29 = 0,25 = 2;

una seconda volta

o — l,l‘z = 1,1‘3: —2.

Otteniamo allora il seguente sistema

aq + 2a3 =10
ay + as — 2a3 =0
Sostituiamo I <+ I — -I. Si ha
aq + 2a3 =0
ay —4asz =0

Ovvero, ponendo az = ¢ , si ottiene dalla seconda equazione ay = 4¢, e dalla prima equazione ay = —2¢.
Sostituendo ¢ = 1 un’equazione di Wy & la seguente

Ty

WS o ERS : —2l‘1 —|—4l‘2—|—l‘3:0}

[l
—_—

T3

—21'1 —|—4$2 —|—$3 =0

L’intersezione si determina risolvendo il sistema Wg N Wy =
21’1 — L9 — X3 = 0
Applichiamo Palgoritmo di Gauss. Sostituiamo /7 < I7 4 I. 1l sistema diventa

—21'1 —|—4$2 —|—$3 =0
31’2:0

Otteniamo x2 = 0. Quindi la prima equazione diventa z; — 2z3 = 0 Poniamo z3 = ¢ parametro. Si ha

1
o — gt
Si ottiene pertanto la seguente equazione parametrica per Wg N Wy:

1/2
{t~ 0 : tER}.
1

IT modo: Sostituiamo ’equazione parametrica di Wg “dentro” I’equazione cartesiano di Wy e trovi-
amo le condizioni sui parametri.

1 1
WSI{/\I 0 + Az 1 1/\1,/\2€R}
2 -2

Sostituiamo nell’equazione di Wy 1 seguenti valori di z1, 9, 23:



1= A1+ A2,

ra=0-A1 4+ A2,

xr3 = 2A1 — 2A2 .

Otteniamo la seguente equazione:

21‘1—$2—$322(A1+A2)—A2—(2A1 —2A2) I3A2 =0

Pertanto si ottiene Ay = 0, quindi Ay & il parametro libero che descrive I'intersezione.
Comclusione : Wg N Wo:
1
{Al . 0 Tt e R}
2

Esercizio 9. Dati Wiy e W11 i seguenti sottospazi vettoriali di R3:

1 1 1 0
Win={(] 1 ) 1 1), Wiu={] o ) 1D
2 0 2 1

determinare una base di Wig N Wiy.

Soluzione. In questo caso conviene trasformare uno dei due sottospazi in equazione intrinseca e quindi
procedere come nell’esercizio precedente.

Si ha lel(Wlo) = lel(Wll) =2.

Determiniamo un’ equagzione intrinseca di Wig.

Wig & descritto da 1 = 3 — 2 equazione lineare della forma

a1y + asxs + azrz =0

Cerchiamo di determinare 1 coefficienti date le nostre condizioni. Ovvero dobbiamo imporre il pas-
saggio per 1 due vettori, cioé sostituire

una prima volta

x1 =1, =1,253=2;

una seconda volta

o — l,l‘z = 1,1‘3: 0.

Otteniamo allora il seguente sistema

ay +ax + 2a3 =0
Cl1—|—6l2 =0

Poniamo as = . Si ottiene dalla seconda equazione a; = —t, e dalla prima equazione as = 0.
Sostituendo ¢ = 1 un’equazione di Wiy € la seguente
Ty
Wio={| 2, | €ER® : —z;+22=0}

T3

Per determinare 'intersezione applichiamo il secondo metodo.
Sostituiamo ’equazione parametrica di Wiy “dentro” 'equazione cartesiano di Wig e troviamo le
condizioni sui parametri.

1 0
WH:{/\I 0 +X | 1 1/\1,/\2€R}
2 1
Sostituiamo nell’equazione di Wig 1 seguenti valori di 1, xo, 3:
1 = Al 3
Ty = AZ 3

1‘322A1—|—/\2 .



Otteniamo la seguente equazione:

—z1+ro=—-A+A=0

Pertanto ponendo Ay = u parametro, si ottiene A\ = u e quindi

1 0 1
WloﬂWH:{u 0 +u 1 :UER}:{U 1 :UER}
2 1 3

Esercizio 10. Dati Wi, e W3 i seguenti sottospazi vettoriali di R3:

1 1
Wiz ={[ 2 eR® 201 —axy —a3 =0}, Wiz=(| 1 )
3 1

determinare Wio N Wis.

1

Soluzione. Abbiamo W3 = {5 1 15 € }R}

1

Sostituiamo nell’equazione di Wis 1 seguenti valori di 1, xo, 3:

1 =85,
o = 8§,
r3 = §.

Otteniamo la seguente equazione:
201 —x9 —x3=25s—s—s=0

Tale equazione ¢ verificata per ogni valore di s . Cio significa che Wi € interamente contenuto in Wis.

Quindi la conclusione & : Wia N Wiz = Wis



